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Resumen

En el presente trabajo se estudia en profundidad los operadores pseudo-diferenciales
definidos sobre un subconjunto abierto de R™. Se concluye con la prueba del resul-
tado central de la monografia: el Teorema de Regularidad eliptica. Este relaciona el
comportamiento de las ecuaciones pseudo-diferenciales elipticas sobre los espacios
de Sobolev con el comportamiento de su solucion.

Palabras clave: Espacio de Schwartz, Espacios de Sobolev, Operadores diferencia-
les, Simbolo, Operadores pseudo-diferenciales, Ntcleo distribucional, Propiamente
soportado, Expansién asintética, Amplitud, Eliptico, Parametriz.

Abstract

In the present work, we study in depth the pseudo-differential operators defined
on an open subset of R™. It concludes with the proof of the central result of the
monograph: the Elliptic Regularity Theorem. It relates the behavior of elliptic
pseudo-differential equations over Sobolev spaces to the behavior of their solution.

Keywords: Schwartz Space, Sobolev Spaces, Differential operators, Symbol, Pseudo-
differential operators, Distribution kernel, Properly supported, Asymptotic expan-
sion, Amplitude, Elliptic, Parametrix.
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Introduccion

Los operadores diferenciales son operadores localmente de la forma,

0\ /[ 0\ 0\
Pua)= Y an(@) () () (L
" |a|¥ma (@) (31‘1) <3l‘2> <3yjn) u(x)
done a,, () es una funcién matricial, u(x) una funcién vectorial (reales o complejas) y o = (aq, ..., ap) €

(Z*)™. Una clase particular y relevante de operadores diferenciales y el objeto central de esta mono-
grafia, son los operadores elipticos que se definen por la condicion:

Z aq ()Y es invertible V€ # 0,

laj=m

donde &~ = &1 ... &5, El arquetipo de operador eliptico es el Laplaciano en R”, definido como la
suma de las derivadas parciales de segundo orden no mixtas, es decir,

n

0%u
Au(z) = Z—Z(m)

= Oy,
El Laplaciano deriva su nombre del matematico francés Pierre-Simon Laplace (1749 - 1827) quien
aplicé por primera vez el operador al estudio de la Mecanica Celeste. Se utiliza con frecuencia en
diversas ramas de la Fisica como Electrostatica, Mecanica de Medios Continuos, Mecanica Cuantica
y Termodinamica. Puede definirse también sobre una variedad Riemanniana M como,

n 2U T . u\xr
Agu(e) = 3 M@ 35D+ o (el @)

k=1

. L ; -1
siendo ¢ la métrica de M, (g]k(ac))jJC = (gjk(ac))ng v, l9(z)| = det(gjx(x)).
Una pregunta importante que se suele estudiar es la regularidad de las soluciones de las ecuaciones
no homogéneas como,

Au=f

dependiendo de la regularidad de la fuente o término no homogéneo f. El objetivo de este trabajo serd
probar el Teorema de Regularidad Eliptica en R™ que establece que si P es eliptico y u(z) es solucién
a Pu = f, entonces u(x) posee tantas derivadas débiles més que f como el orden de P. En particular,
las soluciones de Au = f poseen dos derivadas débiles méds que f y cuando f es suave entonces u
también lo sera.

En el Capitulo 1 se comienza con una breve introduccién a los Espacios de Sobolev en R" ya que
son los espacios adecuados para trabajar con ecuaciones pseudo-diferenciales. Luego, en el Capitulo
2, se comienza estudiando los operadores diferenciales y la nocién de simbolo para luego rapidamente
generalizarlos a operadores pseudo-diferenciales. Se introduce el niicleo distribucional de un operador y
la nocién de conjunto propio. Se define operadores pseudo-diferenciales propiamente soportados como
aquellos en los cuales el soporte de su nicleo distribucional es un conjunto propio. A continuacion,



0.0.

nos centramos en el estudio de los operadores pseudo-diferenciales propiamente soportados y vemos
como estos satisfacen buenas propiedades, entre las mas destacadas, la composicién de dos operadores
pseudo-diferenciales propiamente soportados es otro operador pseudo-diferencial propiamente sopor-
tado y, todo operador pseudo-diferencial es equivalente a un operador pseudo-diferencial propiamente
soportado. Por ultimo, definimos operadores pseudo-diferenciales elipticos y probamos que son inver-
tibles modulo operadores de orden infinito, esto nos permitird probar la regularidad de las soluciones
de las ecuaciones pseudo-diferenciales elipticas.

La Teorfa de operadores pseudo-diferenciales fue iniciada alrededor de 1964 por Kohn (1932) y
Nirenberg (1925-2020) aunque tiene sus raices en trabajos anteriores en la teoria de integrales singulares
y el andlisis de Fourier. Posteriormente fue mejorada y ampliada por varios autores, entre los més
destacados Hormander (1931-2012). Se ha convertido en una de las herramientas esenciales en la
teoria moderna de ecuaciones diferenciales ya que ofrece una forma poderosa y flexible de aplicar las
técnicas de Fourier al estudio de operadores de coeficientes variables y singularidades de distribuciones.

Los resultados de este trabajo se pueden extender a variedades compactas para obtener que todo
operador diferencial eliptico sobre una variedad compacta es invertible médulo operadores compactos,
lo cual es equivalente a decir que es un operador de Fredholm. Los operadores de Fredholm entre
espacios de Banach son los que satisfacen que su imagen es un conjunto cerrado y, la dimension de
su kernel y co-kernel son finitas. Esto permite a cada operador de Fredholm asociarle un ntmero
entero llamado indice analitico dado por la diferencia entre la dimensién del kernel y la dimension del
co-kernel. En 1963 Michael Atiyah (1929-2019) e Isadore Singer (1924-2021) probaron el Teorema del
indice el cual establece que el indice analitico de un operador pseudo-diferencial eliptico sobre una
variedad compacta es igual al indice topoldgico de la variedad. En consecuencia, el indice analitico
depende solamente de las propiedades topoldgicas de la variedad.
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Capitulo 1

Preliminares

Comenzaremos introduciendo algunas notaciones y definiciones que nos acompanaran a lo largo de

todo el trabajo.

1.1 Conceptos Basicos

Dada o = (o, ..., ) una n-ulpa de nimeros enteros no negativos la cual llamaremos multi-indice,

denotamos

n n
lo| = Zak, al = Hak!,
k=1 k=1

W1 N9\ o\,
p= i (an) (o) o (a) ven =t

Decimos que o < 3 si y solamente si o, < [y para todo k. Es claro que @ < f implica |a| < |3].

Observar que D es una especie de “abreviatura” de T@.
i
Para cada £ = (&1, ...,&,) € R™ denotamos

=g

Ademas, si ¢ = (C1,...,¢p) € CP y n = (m,...,np) € CP denotamos,

p
SUEDYS

k=1

Observamos lo siguiente: para cada £ € R™ dado k € {1,...,n} se tiene que
n
2 2 2
gk < ij = ’f‘ :
j=1
Por lo tanto, [£%|2 < |£[2l%l. De donde concluimos que,
€72 < JePl < (14 [,
Sea s un entero positivo. Entonces, existen constantes ¢1 y co tales que

i1+ €)% S T+IEP+ - + €% < a1 + ).

En efecto, por la desigualdad de Holder

-

1

n n P n q
S gyl < | D Jal >yl
j=1 j=1 j=1

(1.1)

(1.2)

(1.3)

(1.4)



1.1. Conceptos Basicos

valida para todos p, ¢ € (1;4+00) tales que % + % =1, con p = ¢ = 2 obtenemos

1+ < (22 1+ D))
= 2° (14 [¢P)°

—z3 (1)

k=0

<22 30 Jep, (1.6
k=0

Por otro lado,

2s < 2s k
e =3 ()l

k=0

*. (2s ,
=33 (2 ) ¢
=0 \*/
S .
> > lE.
j=0
Observacion 1.1. Para cada N > 0 entero existe una constante dy > 0 tal que

L+ )Y <dn Do ™ (1.7)
IAI<N

para todo n € R™.

Demostracion. Observar que

(1 + )™ im I

=\
001 |
O BT
N2y T2
-20)) Bz

Entonces como (1 4 |n|)V > 1 elevando ambos lados al cuadrado se tiene que

(L4 )™ < 1+ )h*Y

20| [Ezs
> dyn*

AN

o 50 ]t

=

112 1 N 1/2
Zln!”] (por (L.5))
j=0

1/2

IN

M

IN

siendo

jefo.. N}yw:y}.
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1.2. Distribuciones

A lo largo de este trabajo asumiremos que las funciones con las que trabajamos tienen su imagen
en CP para algun p entero no negativo.

Definicién 1.2. Para cada entero k > 0, definimos el espacio

CH*(R™) = {u: R™ — CP | D% € C(R™) para todo |a| < k}.
FEste espacio tiene como subespacio

CF(R™) = {u € C*(R™) | || D%ul|s < 00 para todo |o| < k}.

C’If(R”) es un espacio de Banach equipado con la C*-norma uniforme dada por

[ullgn = sup > [Du()[? (1.8)

rER™ |a\§kz

para todo u € CE(R™).

1.2 Distribuciones
Sea € C R™ abierto. Dada una sucesion {¢;};>1 de funciones en C2°(€2), diremos que
¢j — ¢ en C°(Q)
para cierta funcién ¢ € C°(Q) si se satisfacen
e JK C Q compacto tal que Vj > 1, sop(¢;) C K.
e« D%; — D% uniformemente en K, V a multi-indice.

Definicién 1.3. Una distribucion sobre 2 es una funcional lineal u: C2°(£2) — C que es continua en
el sentido siguiente:

si ¢j — ¢ en C:°(2) entonces, u(p;) — u(¢).
Llamaremos D'(2) al espacio de las distribuciones sobre Q equipado con la topologia siguiente:
u; — u si y solamente si u;(¢) — u(¢) para todo ¢ € C°(12).

Definicién 1.4. Sea u € D'(€) una distribucién. Definimos el soporte de u y, lo denotamos con
sop(u), como

sop(u) :==Q'\ U {w C Q abierto | u(¢) = 0 para todo ¢ € C°(w)}.
Denotamos con £'(f2) al siguiente espacio:

E' Q) ={ueD(Q)|sop(u) es compacto} .

Definicién 1.5. Sean u € D/(€) una distribucién y w C §2 abierto. Diremos que u es de clase C* en
w y, lo denotamos u|,, € C®(w), si existe f € C*>°(Q) tal que

u(p) = [ fla)ele) do

para todo ¢ € C2°(9) tal que sop(y) C w.

Regularidad eliptica 7



1.3. Espacios de Schwartz

Definicién 1.6. Sea u € D'(Q2) una distribucién. Definimos el soporte singular de u y, lo denota-
mos con singsop(u), como el complemento del mayor conjunto abierto en donde u es de clase C'°.
Formalmente:

singsop(u) = Q \ U{w C 2 abierto | u|,, € C*(w)} .

Observar que el soporte y el soporte singular de una distribucion estan relacionados ya que, si un
abierto w C (sop(u))¢ entonces u(y) = 0 para todo ¢ € C°(w) y esto implica que u|,, € C®(w) vy,
por lo tanto, w C (singsop(u))¢. En conclusién

singsop(u) C sop(u). (1.9)
1.3 Espacios de Schwartz

Definicién 1.7 (Espacio de Schwartz).
Z(R™) = {u € C®°(R") | Va multi-indice,k € Z+,Icar, > 0 tal que |Du(z)| < car(l+ |2)) 7"}

Es claro que C°(R™) C (R™) C C(R™).

Para cada «, se deduce facilmente que si u € ./ (R"™) entonces D%u estd acotada y se anula
en el infinito. Como consecuencia, si v,w € .(R") utilizando la férmula de integracién por partes
obtenemos

/R(D%) wde = (<1 [ v (D*w) do. (1.10)

Ademaés
S (R™) C C’f(R”) (1.11)

para todo entero k > 0.
Definimos la Transformada de Fourier como el operador F :.7(R") — .(R") tal que si u €
S (R™), Fu = u estd dado por

() = / e (r) da (1.12)

para todo £ € R™. Aplicando ([1.10]) se verifica facilmente que el operador F estéd bien definido. Ademas,
es un isomorfismo lineal con inverso dado por la “Férmula de Inversion”:

(F10)(2) = u(z) = / 2TIEG (6 dg (1.13)

n

para todo =z € R"™.
Sean u,v € . (R"). La convolucion de u y v es una nueva funcién, que denotamos con u* vy estd
dada por

(wo)(@) = [ uly)ota—y)dy.

para todo z € R™. Aplicando la Regla de Leibnitz se obtiene u x v € ./ (R"™).
A continuacién resumimos algunas de las propiedades de la transformada de Fourier, que damos
por conocidas.

Regularidad eliptica 8



1.4. Espacios de Sobolev en R"

Para todo u,v € .(R"™) y o multi-indice, se verifica

Dgu(€) = £*a(¢) (1.14)
(Dga)(€) = (—1)lzau()(€) (1.15)
/ urvdr = / _@-9dx (Férmula de Plancherel) (1.16)
W=+ (1.17)

U* 0 = U. (1.18)

Sea 2 C R™ abierto. Habitualmente si u € C2°(Q2) diremos que u € . (R") asumiendo que para
calcular la Transformada de Fourier de u, a la funcién u previamente la extendimos de forma nula en

R™ \ sop(u).

1.4 Espacios de Sobolev en R"

Definiciéon 1.8. Para cada s € R, la s-norma de Sobolev es la norma inducida por el s-producto
interno de Sobolev

Jull = (wuh, = [ (0 D> a(TE) de. (1.19)
Naturalmente si u = (u1,...,up) y v = (v1,...,vp) entonces,
<u7 U>s = <u17v1>s o+ <up7vp>s .

Para cada s € R", definimos el espacio de Sobolev, como la completacion del espacio . (R™) con
la métrica inducida por la s-norma de Sobolev. Lo denotamos con Hs(R™).

Observar que si s es un entero no negativo existen constantes c’l y 0’2 tales que

Allullf< Y- /RHIDC“U(QU)Fdw < chfull?-

la|<s

En efecto,
allul2 < 3 [ @O de (por (D)
k=0

-y /. [ > fj,&?a] a(©) de
k=0

lal=k "
_ E o
_ngkgsal /Rn‘f a(e)2 de
lor|=k
<> 2’“/ DEu(e)[2 de (por (1))
OSkSS Rn
lor|=k
<2y /Rn‘Dg“(f)Ing (por CT9)
lo|<s

Regularidad eliptica 9



1.4. Espacios de Sobolev en R"

Por otro lado,

> [ Dz =Y [ e de

|a|<s |a|<s

S R GIR
0<k<s
lal=

—Z/nlza,s%‘] a6 de

|al=Fk
- Z|s|2k| )1 dg
& /R (U [Pl P de (por (TA))

= caul3-

IA

Por lo tanto, si s es un entero no negativo la s-norma de Sobolev es equivalente a la norma

ul2:= 32 [ 1D°u@)? de.

la|<s

. . / . . .2 .
La equivalencia || ||s ~ || || nos permite obtener informacién acerca de los elementos de los espacios

de Sobolev siempre que s es un entero no negativo ya que, en este caso,
u € Hs(R™) si y solo si D € L%(R™)

para todo |a| < s. En el caso que s es un entero negativo, el Teorema siguiente nos muestra que
los espacios de Sobolev se identifican con su dual.

Teorema 1.9. La funcion bilineal ¢ : ./ (R") x #(R") — C

pluv) = [ () 5(6) dg

es un apareado que se extiende a un apareado perfecto @ : Hs(R™) x H_s(R™) — C que identifica a
H_s(R™) con el dual de Hs(R™), para todo s € R.

Demostracion. Es evidente que ¢ es un apareado. Ahora, sean u,v € .%(R") aplicando la desigualdad
de Cauchy-Schwarz se tiene que

Oy U GILGIES
= [ (OI0+ D1 + 1) o o) dg

< [[Lasiemaera’ [[ o =oer e

= [lulls ol -s-

En consecuencia,
o (u, v)| < lulls o]l - (1.20)

para todo u,v € .(R™). Por lo tanto, ¢ tiene una extensién continua ¢ a Hs(R™) x H_s(R™).

Regularidad eliptica 10



1.4. Espacios de Sobolev en R"

Es claro que

sup [@(u, v)| < [|vf|-s

[lulls=1

para todo v € H_s(R™). Ademads, es una igualdad. En efecto, dado v € H_4(R™) tomamos w tal que

(&) =0(€) (1 + €))%, Asi,
2 _ ()2 2s g ()12 =25 ¢ _ lyl2
||w\|s—/Rn| (©)12(1 + [¢])* de /W\ O+ (€))7 de = ||v]%,

de donde resulta que w € Hs(R™) y

Entonces,

En conclusién,

sup [@(u, v)| = [[v]| . (1.21)

[[ulls=1

Sea la funcién

¢:H_s(R") — (Hs(R™))"
v —@y : Hs(R) — C

ur— @(u,v)

es claro que es lineal, inyectiva por (1.21)) y sobreyectiva como consecuencia del teorema de represen-

tacién de Riesz. Entonces, ¢ es un isomorfismo lineal y, en conclusién, ¢ es un apareado perfecto y
H_s(R™) ~ (Hs(R™))" para todo s € R.
O

Teorema 1.10. (Encaje de Sobolev). Sean k un entero no negativo y un nimero real s > § + k.
Entonces, exriste una constante cs tal que

lullor < esllulls

para todo u € Hy(R™). En consecuencia, para cada s > 5 + k hay un encaje continuo

Hs(R™) C CER™).

Demostracién. Supongamos primero que u € . (R").
Si k=0, por la férmula de inversién de Fourier se tiene que

u(e)| < [ a6 de
= [ Q1) a0 + ¢l de.
Como (1 + [£])72% es integrable si 2s > n, aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz tenemos

u@P < | [ lehde| | [ jaRa+ 1) de

= CSQHU||82~

Regularidad eliptica 11



1.4. Espacios de Sobolev en R"

Luego tomando supremo sobre x € R™ obtenemos
[ullco < esllulls (1.22)

para todo u € .7 (R").
Para el caso k > 0, sea |a| < k observemos primero

|Du(z)| < /RJﬁ“\U(i)\dé
= [ Jemaco)lag
Rn
= /R”(l + ’f‘)sfla\ffa”ﬁ(g)’(l 4 ‘§|)75+|a‘ s
< [ A+ Ieh I+ gDl ae) I+ gl de (por ()
= [ @+ igha@la +lgh el de.

Anialogamente (1 + |£])2(=5Fle]) es integrable si 2(s — |a|) > n entonces,

Dru() < | [ lehla©R de] | [ (1 ehoerin ag

= csa’|lulls*.
En consecuencia,
[ullgs = sup > [D*u(@)]® < e?[lulls” (1.23)
rER™ la|<k

para todo u € .7 (R").

Ahora, sabemos que si u € Hs(R"™) entonces existe una sucesiéon {u, } C .Z(R") tal que uy, ——u
n—oo

con la s-norma de Sobolev. Luego por 1D y l) se tiene que, up, — > ucon la norma || ||gr ¥
como {u,} C CF(R™) por (1.11) y CF(R") es de Banach, se verifica que u € CF(R™).
En conclusién, hay un encaje continuo H,(R™) C CF(R™) siempre que s > % + k.

Regularidad eliptica 12



Capitulo 2

Operadores Pseudo-Diferenciales en R"

De ahora en mas €2 indicara un subconjunto abierto de R™ no necesariamente acotado.

2.1 Operadores Diferenciales en R”

Sea m un entero no negativo, un operador lineal L : C°(2) — C°(2) diremos que es un operador
diferencial de orden m si es de la forma

Lu(z) = Z ao(z)Du(x) (2.1)

laj<m

donde D® actla en cada componente de u, aq : @ = #yx,(C) son funciones suaves y, a, # 0 para
algin « con |a| = m. Observar que el dominio de L son funciones de 2 — CP y el codominio de L
funciones de 2 — C49.

A lo largo de este trabajo si L es un operador cuyo dominio son funciones de {2 — CP y codominio
funciones de 2 — C? y, M es un operador cuyo dominio son funciones de 2 — C" y codominio
funciones de 2 — C? entonces asumiremos que g = r siempre que realicemos la composicion M L.

Observar que aplicando la regla de Leibnitz se verifica facilmente que si L y M son operadores
diferenciales de orden m y n respectivamente entonces, la composicién LM es un operador diferencial
de orden m + n.

Cada operador diferencial tiene asociado un simbolo que denotamos con o. El simbolo es una
funcién o, : Q@ x R" — ;4 (C) y esta dada por

or(,8) = Y an(r)€*. (2.2)
loe|<m
Considerando solamente los términos de mayor orden, a los operadores diferenciales se le asocia el
simbolo principal o + Q x R™ = M ;x,(C) tal que
o (z,6) = Y aa(r)E™. (2.3)

la)l=m

Como ejemplo clasico de operadores diferenciales tenemos el Laplaciano actuando en R™ como
veremos a continuacién.

Ejemplo 2.1. Asumiendo p = ¢ = 1, el operador Laplaciano usual en R™



2.1. Operadores Diferenciales en R™

es un operador diferencial de orden 2 con

—4r? sila| =2y a; € {0,2}
Ao = .
0 en otro caso

Su simbolo y simbolo principal coinciden siendo

UZRn («’E,§) = OAgn (Qf,f) = —47T2 (‘5% ++ 5727,) = _47T2‘§|2'

En virtud de la siguiente formula podremos simplificar la notacién del Laplaciano compuesto k-
veces consigo mismo.

0%u 0%u )" k(92 oo
k = —_— “e e _ — J—

Ejemplo 2.2. Si k£ un entero positivo, tenemos que
Kl [ 9°5 9?hn
A]ﬁnu = Z ., ( e a0 u.
Pk B! ax%ﬁl x%ﬁn
De este modo, Aﬁn es un operador diferencial de orden 2k con

k! .
Ar)fF 2 sila|=2% ya;=2
aa — ( m ) (OZ/Q)' S1 |a’ y « )

0 en otro caso

Su simbolo y simbolo principal estan dados por

ons, (0.6) = (—42)" (G- +22)" = (~4n) P

UpAﬂ’in (x,€) = (—47T2)k ( A ERRE f,%’“) .

Definicién 2.3. Diremos que un operador diferencial L es eliptico en x (o eliptico si no depende de
z) si ol (x,€) es invertible para todo & # 0.

Como O'ZRn y Uiﬁn son invertibles para todo ¢ # 0 tenemos que Agn y AL, son operadores

elipticos.

Proposicién 2.4. Sean L: C2(Q) — C(), L': CX(Q) — CX(Q) y, M: C() — C(Q) ope-
radores diferenciales tales que L y L tienen el mismo orden. Entonces, para todo t,t’ € R se verifica
que

p 4P 4l P
Oyp oy = oL +10), (2.4)

Y
ob, = ohof. (2.5)

Demostracion. La afirmacién (2.4)), es consecuencia directa de la linealidad de los operadores diferen-
ciales.
Para ver (2.5, nuevamente por la linealidad, alcanza con considerar el caso

L=ay,D*y M = bgD"?
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2.1. Operadores Diferenciales en R™

donde |a| =m y || = n son los 6rdenes de L y M respectivamente. Por un lado,
M(Lu) = bgD” (aaD%u)

= bﬁz ( )D”’aQDCH'B_”'u
v<B
= bgaaDo‘Jrﬁu +r

donde r estd compuesto por términos que involucran derivadas de la funciéon v de orden menor a m-+n.
Por lo tanto,

ol (@, €) = bs(w)aqa(x)E 7.
Por otro lado,
ohp(,€) = bs()€’ y o (2,€) = an(w)E?,
de donde resulta que
oo (€,€) = bg()an ().
m

Observemos que utilizando la férmula de Inversién de Fourier podemos escribir L el operador ([2.1])
de la siguiente forma:

Lu(z) = Z ao () D%u(x)

laj<m

= 3 aala) [ e Dru(e) dg
laj<m

= Y ) / e a(€) d (por (T1))
la|<m

_/ 2miz-€ Z é-ow\ f

la|<m

_ / T (2, €)a(€) dE.

Esto nos permite afirmar que todo operador diferencial en €2 es de la forma
Lu(w) = [ Sp(a,€)a(€) d (26)

donde p(z, ) es polinomial en £ y sus coeficientes son funciones suaves en 2.

Nuestro objetivo sera generalizar los operadores diferenciales manteniendo el comportamiento de
p(x,€) en . Para eso pediremos que p(z,&) sean funciones que se comporten cualitativamente
como polinomios en la variable €. Formalmente tenemos la siguiente definicion.

Definicién 2.5. Sea m € R. Decimos que p :  x R" = .#;+,(C) es un simbolo de orden m si es una
funcién suave y para cada o, 8 y cada compacto K C () existe una constante c, g x > 0 tal que

sup [DE Dgp(w, €)| < capuc(1+ €)™ (2.7)
zeK

Al espacio de estos simbolos lo denotamos con S™(€2).
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2.2. Operadores Pseudo-Diferenciales

Denotamos S~°(Q) = [ S™(Q) y S=(Q) = |J S™(Q).
meR meR
Observar que por un lado, si m’ < m claramente

S™(Q) C 8™Q) y STV (Q) + S™(Q) C ST(N).

Por otro lado, si p € S™(Q) y g € S™2(Q) entonces, pg € S™T72(Q). En efecto, aplicando la férmula
de Leibnitz

|DIDgpg| = | DS

y<a 5<p
<SS sk @A ()™ Mg g5 5 (1 4 |€])m2 ol R]
Y<ad<ps

= ch g (14 [€)mtmeled

donde Cix, BK = Z Z Cy.5,K * Capy,B,6,K- En consecuencia, S°°(£2) es un algebra con el producto punto
V<a §<p
a punto.

Ejemplo 2.6. Si f € .(R") entonces, p(z,§) = f(§) € ST>°(Q2) ya que para todo k > 0 y « existe
una constante cq tal que

D2 < o (1 + 1) < o (14 1)

Ademds, si p(z,&) € S™ () entonces, f(&)p(x,&) € S™T™(Q) para todo m € R y, en consecuencia,

f©)p(z,§) € 57(Q).

2.2 Operadores Pseudo-Diferenciales en R"

Ahora definiremos una clase mas general de operadores diferenciales usando (2.6)) y pidiendo que
p(x, &) sean simbolos, pero primero debemos ver que estara bien definido.

Proposicién 2.7. Sean u € CX(Q) y p € S™(Q). Entonces Pu tal que

Pu(z) = / 2TE (1 €VA(E) dE € C(Q).
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2.2. Operadores Pseudo-Diferenciales

Demostracion. Sean x € Q 'y € > 0 tales que B.(z) C . Si K = B(x) para cada  tenemos que
D2Pu@)] =|D2 [ ety erae) g

= | [ D2 [ (o )] a(e) e

/x <ﬂ> D} (7€) DE-p(, i) d
v<B \7
= / > (5 ) &1 DI p(, £)u() dE
v<B \7
p M DBz &) 13
sgﬁ@/w DI p(,€)| [(6) | dg
< 5 (5 s 1670 0
< % (f) €05,k / (1+ €)™ face)| de
< 0

donde en la tltima igualdad usamos que u € . (R). Por lo tanto, Pul] B.(z) €S SUave y como z es
arbitrario se concluye que Pu € C*(1Q). O

Definicién 2.8. Sea m € R. Diremos que un operador P : C2°(Q2) — C°°(2) es un operador pseudo-
diferencial de orden m si es de la forma

Pu(a) = [ (@, €)a(€) de, (23)
con p(x, &) € S™(Q). Al espacio de estos simbolos lo denotamos con W™ (£2).

De este modo por lo visto en ([2.6)) todo operador diferencial es un operador pseudo-diferencial.

Proposiciéon 2.9. Los operadores pseudo-diferenciales son suaves. Es decir, si tenemos una sucesion
{ujtj>1 C C(Q) tal que uj — u en CX(Q) para una funcion u € C(§Y) entonces,

D2 (Puj;) — D (Pu) uniformemente en compactos de Q para todo o

Demostracion. Sea K C Q compacto tal que sop(u;) C K para todo j. Observamos que para cualquier
v e CX(N) tal que sop(v) C K por un lado

reR”™

por otro lado
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2.2. Operadores Pseudo-Diferenciales

Ademés, eligiendo N > 0 entero tal que
m—N<—n

el término (1 + [€))™ Y es integrable. Sea H C Q compacto. Entonces si € H se tiene que

DS P [uj — ) (z)] < ()/]DM (2, )€ (1 — w)(€)|d

2
« m

g%a(v)q},a% Ja+1eym et —wie)]de

— Qa m—N N

@o [ D™ (e [ (o)

=S (j) oy [ (141" €675 ~w(©)]ds (por @)
e

< 3 o [ @I [ (i =) (6]
e

< S o [ 1™ (D [y - ) (©)]dé (por TID)
NS

< 3 o vol(K) sup DY [y — ] ()] [ (1 [€))" de.
V<a r€eR™
AN

Por lo tanto

sup | Dg P [uj —u] (2)| < ) ey sup
reH

[ —ul @) [ (141" de ——o.

v<a
AN -0 <oo
O
Denotamos W~>°(Q) = ﬂ Um(Q) y ¥ (Q U Um(Q

meR
A diferencia de lo que sucede con S*°(£2), en \I'OO(Q) no hay un producto que esté bien definido.

Podemos establecer una correspondencia entre el espacio S>(Q2) y U>°(Q) de la siguiente forma.
Dado p € S*°(Q) construimos p(X, D) € U>*(Q) tal que

P(X. Djule) = [ e Ep(a, €)a(e) d

para todo u € C2°(Q2). Esta correspondencia por lo general no es inyectiva, la inyectividad de la misma
depende de la naturaleza de € ya que, p(X, D) no queda completamente determinado por p a menos
que €2 sea muy grande como veremos mas adelante.

Observemos que si u € C°(Q2) y P € ¥*°(Q) entonces para todo ¢ € CZ°(€2) se tiene que

(Pu, &) — / Pu(x)é() dz

= [([em=nie. e ac) o) az

= //e%-ixfp(x,f)ﬂ(f)(ﬁ(x) dé da
= //eQm'x'fp(.%',g)¢(x)@(§) dz d¢

~ [as(©)a(e) de
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2.2. Operadores Pseudo-Diferenciales

96(6) = [ D@, (a) do

donde el cambio del orden de integracién se debe a que ¢ tiene soporte compacto y u € .7 (R™).

Lema 2.10. Sean p € S™(2) y ¢ € C(Q). Entonces, la funcion g4 : R" — C? dada por

96(6) = [ Ep(a. o) do

decae mds rdpido que cualquier polinomio.

Demostracién. Sean €,n € R” y o muti-indice entonces
0" [l o) do = [ (@, (a) do
= [ D2 (277 pla, 0(w) do
Dl [ e 1ng (e, €)p(@)] do

(0 oS () prpta 0 ot s

y<a

Ahora como el sop(¢) es compacto, si K = sop(¢) entonces

1705/627“%77])(:1),5)(;5(%’)(1 / 27rza;nz< > p z, g)Da 7¢( )

v<a
Q@ _
<y ( ) | 1D3p(a ) D2 0()| do
v<a\T/ 7K
Q@
< VOI(K)Z ( )Com (T+ g™ sup | DS ()|
v<a v
< 1+ ™. (2.9)
Combinando (2.9) y (1.7)) obtenemos que para todo N > 0 entero existe una constante cy > 0 tal

que

(1t l)™ | [, €)6(@) da] < en(1 + Jl)”

en particular si 7 = £ tenemos que

(1+IEDY | [ ep(a, )0(w) do| < en(1+1€)™

Luego

196()] < en (1 + [y (2.10)

para todo £ € R" y N > 0 entero. En conclusién, el decaimiento de g4 es mds rdpido que cualquier
polinomio. O

Observar que de la desigualdad ([2.10]) por el Teorema de Convergencia Dominada podemos asegurar
que para toda sucesién {¢;}; C C°(Q) tal que

b; — ¢ en C°(Q)
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2.3. Ntcleos de Operadores Pseudo-Diferenciales

entonces, la sucesion {(1 + [£])V gy, (€)}; satisface

(14 1) g, (€) = (1+ 1)V go(€)

uniformemente en R™ para cada £. Por lo tanto

/gasﬁdé — /gﬂdf

y, en consecuencia, podemos definir una funcional lineal continua
p1 C2(9) = C tal que () = [gsade.

Esto nos permite definir p(X, D)u € D'(Q) para cualquier u € £'(€Q) de la siguiente forma

(p(X, D)u, §) = (go, )
para todo ¢. Ademds, esta correspondencia es continua ya que si u; — u débilmente en £'(2) se
verifica facilmente que p(X, D)u; — p(X, D)u débilmente en D'(2).
2.3 Niucleos de Operadores Pseudo-Diferenciales

Si un operador T': CZ°(Q2) — C*°(Q2) se escribe en la forma

Tu(w) = [ K(e.y)uly) dy

para todo u € C2°(2), se dice que K es el nicleo del operador T'. Por ejemplo, si @ = R™ el nticleo del
operador Transformada de Fourier visto en (1.12) es K (z,£) = e~ 2™,
Para cada v € C2°(Q2) tenemos que

/Tu(a:)v(a:) dx = / K(z,y)v(z)u(y) dydx
Q QxQ
y en el lenguaje de distribuciones se escribe como
(Tw,v) = (K,v®u)
siendo v ®@ u € C°(2 x Q) definido por
(v @ u)(z,y) = v(@)u(y)-

Generalizando, el Teorema del Nicleo de Schwartz afirma que para todo operador
T: C*(Q) — D'(Q) lineal continuo existe K € D'(Q x Q) una distribucién que llamamos nicleo
distribucional tal que

(Tu,v) = (K,v ®u) para todo u,v € C°(Q2)
y, K estd completamente determinado por 1" ya que el conjunto
span{v @ u | u,v € C(Q x Q)}

es denso en C2°(Q).

Ahora, nuestro objetivo sera calcular el niicleo distribucional de los operadores pseudo-diferenciales.
Para eso necesitamos el siguiente resultado.
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2.3. Ntcleos de Operadores Pseudo-Diferenciales

Lema 2.11. Dado p € S™(2). Sean B C Q compacto y, N € ZT entonces, eriste una constante
cp,Nn > 0 tal que

‘/e%z‘(z—y)fp(x,g)w(x,y) dy| < cpn(1+ €)™Y Y sup ‘DQ (x,y)‘
IN<N TYEB

para todo w € C°(Q x Q) tal que sop(w) C B x B y para todo x € B.

Demostracién. Sean B C Q compacto y N € ZT. Para cada A multi-indice, w € C°(Q x Q) tal que
sop(w) C B x By, cada x € B usando que p € S™({2) tenemos que

52)\

[ p(a, e dy |-

e?m:cf

& [ e p(a e y) dy
/;§2A€‘%”yfp(x,§)w(x,y)dy‘

= | [DPDR (e77) pla, e )
/B e 2 p(x, ) D w(x, y) dy‘

[ ot &)1 D3 (.| dy

< [ conm L+ I [DF (e, v)| dy

< cho.s (116D vol(B) sup [Du(r, )| (2.11)
7y€

Luego, combinando ([1.7)) con ({2.11)) obtenemos que existe una constante cg y > 0 tal que

IN

(14 16| [ Do ute ) dy| < ey 1+ 1D S0 sup DRl
A< BvEB

Calculemos el nicleo de los operadores pseudo-diferenciales. Sea p € S () tenemos que
(K,v®u) = (p(X, D)u,v)
= /p(X,D)u(m)U(m) dx

= [/ st de] via) do

_'J[]/ T [ _%”yg uly )dy]v(x)dde
= [ [ [emepta, utupote) dydeas .12)

donde la integral no es necesariamente convergente pues en la variable & en general no estd
acotada. En consecuencia, tenemos dos situaciones:

e Sim < —n la integral es absolutamente convergente y podemos intercambiar el orden de
integracién. Entonces

(K,v®u) = ///e%i(x*y)'gp(x,§)u(y)v(m) dydédx

= [ [] [ 4t de] utyyow) dyda
= [ [p(aw = yue) dyda

= (ps(w,z—y)veu).
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2.3. Ntcleos de Operadores Pseudo-Diferenciales

Por lo tanto K (z,y) = p3(x,z —y) como funcién, donde py indica la Transformada de Fourier Inversa
de p(z,§) en la variable &.

e Si m > —n la integral en general no es convergente. Para obtener una interpretaciéon similar a
la anterior necesitamos intercambiar el orden de integracion, para eso sea A € C2°(2) tal que

0<AE <1, AE) =1si[f] <1y, ME) =0si (] =2
§

consideramos la sucesién de funciones {A;}72, tal que Ag(§) = A (k) para todo £. Entonces, para

todo (z,§) € 2 x R™ se verifica que
—00
siendo pg(z,€) = A\e(§)p(z,§). Sean B = sop(u) Usop(v) y N entero positivo tal que
m—N<—n
aplicando el Lema tenemos que
[ ][t utwyety) dydsda
< [ [|[ @ pta.utz)oty) dy) dedo

< [ [enntr1e)™ sup D3 o) ) ded

<con | [t e ae] [ sup [DPoly)|futa) ds

z,yeB

< 00

ya que (1 + |¢)™ N es integrable. Entonces, si en el integrando de la integral reemplazamos
p(x, &) por pr(z,§) y usamos podemos aplicar el Teorema de Convergencia Dominada y obtener
una triple integral de soporte compacto en las tres variables para poder intercambiar el orden de
integracion. En efecto

(K,v®@u) = ///eQm(m_y)'gp(:v,E)u(y)v(aj) dydédx
= tim [ [ [ @, uy)via) dydéda

k—o0

= tim [ [] [ e, de] wtyyete) dyee

= lim / / (pr)3 (2, 2 — y)u(y)v(x) dydz

JR— { \/ —
—klggo<(pk)2(w,x y),v®U>-

Entonces
k—o00
Asumiendo la discusién anterior, escribiremos
K(x,y) = py (z,r —y) para todo z,y € Q. (2.14)

Definimos el conjunto diagonal y, lo denotamos Agq como

Ag :={(z,y) €A xQ|z=1y}.
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Teorema 2.12. Sean p € S™(Q) y K la distribucion en Q x Q dada por K(z,y) = py(z,z — y).
Entonces:

i) St |la| >m+n+j, la funcion
falz,2) = 2°p3 (x, 2)

es de clase CI en Q x R™. Ademds, las derivadas de orden < j estdin acotadas en A x R™ para
algun compacto A C R™.

i) Si|al >m+n+j, se satisface que (x —y)*K(x,y) y sus derivadas de orden < j son funciones
continuas en 2 x Q. En particular, K es una funcion de clase C* en (Q x Q) \ Agq.

Demostracion. Veamos primero la afirmacién 7).
Para cada a aplicando la transformada de Fourier inversa tenemos que

falz,2) = 2°pY (2, 2) = ((—1>'a'Dgp<m,5>)sz = (-1l / M FEDep(x, €) dE.
Luego, para cada 6, A multi-indices se tiene que
DD fala. ) = (~D)IDED2 [ 2 Dgp(a, &) dg
= (=1l [ D2 (¢27=€) DA DEp(, €) de
= () [ @Dl DEpla, €) de.
Entonces, dado A C 2 compacto usando que p es un simbolo de orden m si x € A tenemos que
DIDAu(,2)| < | [ 674 DLDg R, ) e
< [|6] [penepta. )] de
< cana [N (11 dg
< Ca,e,A/(l + [e)m Il AL ge
y como el término (1 + ]f\)m_|°‘|+"\| es integrable siempre que
—m+|a] —|A| >n

obtenemos

sup DgDi‘fa(x,z)’ < 00.

(z,z)€EAXR"
Por lo tanto, si || > m + n + j se verifica que las derivadas de orden < j de la funcién f, estédn
acotadas en A x R™. En particular, como A es arbitrario esto muestra que en las condiciones anteriores
fa es de clase C7 en Q x R™.
Veamos la afirmacion ii).
Dado |a| > m+mn+j tenemos que ver que (z —y)*K (x,y) es derivable en el sentido distribucional.
En efecto, para cada u,v € C°(Q) y cada || + || < j tenemos que

(DED] [(x — )" K (z.y)], u(@)o(y)) = (1) *H1 (K (2,). (z — y)* Dfu(x) Dju(y))

= (‘DWHM///eQm(w_y)'gp(x,§)(:1: — y)o‘Dfu(x)ng(y) dyd¢dz. (2.15)

Regularidad eliptica 23



2.3. Ntcleos de Operadores Pseudo-Diferenciales

Por un lado sea A € C°(R"™) tal que
0<AE) <L AE) =1si[f] <1y, A§) =0si ¢ =2

5) para todo £. Entonces, para

consideramos la sucesién de funciones {A;}p-; tal que A\g(§) = A ( X

todo (z,§) € Q x R™ se verifica que
—00

siendo pk(xa 5) = )\k(g)p(l‘, f)
Por otro lado, sean B = sop(u) Usop(v) y N entero positivo tal que

m—N < —n

aplicando el Lema [2.11] tenemos que
’ / / / TV p (e, €) (x — y)* Diu(w) Dju(y) dydéde
= / / ’/ eI p(a, ) (@ — y)* Dlfu(x) Dyo(y) dy‘ dedz

<[/ CB,N<1+|£\>m*Nms;€pB\D” [z =) Dyu()]| | DEu(x) | déda

< cB,N

Jasignm™ df} J, sw [D2 [ =y Dye(w)]| | Diu(a)| do

z,yeB

< 00

ya que (1 + |£))™ N es integrable. Entonces, si en el integrando de la integral (2.15) reemplazamos
p(z, &) por pr(x,§) y usamos (2.16) podemos aplicar el Teorema de Convergencia Dominada y obtener
una triple integral de soporte compacto en las tres variables para poder intercambiar el orden de

integracién:

[ [em e pw.6)@ — ) Diu@) Dyoty) dydsda
= lim [ [ [y (0,6) (@ — )" Diu(e) Dyv(y) dydéda

k—o0

= lim // {/D? 62“(17&,).5) pk(x,f)dﬁ] Dgu(a:)D'Yv(y) dydz

k—o0

= (=1)l° 1im // {/ 2miz—y)- 5D§pk(:n E)df] DPu(x )Djv(y) dydz (por ([1.10))

k—o0

= (—1)lelHIBl+N hm //Dﬂpv [/ 2mi(z—y)- §D5pk(w £) 5] u(z)v(y) dydzx
— (_1)|a\+|5|+|7| lim /D{j [/D; €2m‘(x—y).€) Dg‘pk(x,f)df] u(z)v(y) dydz

k—o00

— ()R [ [ D2 | [ D, €)de | u(w)oty) dyds

k—o0

— (=1)l+18l 1 //
k—o00
w<pB

— (=)l 8] 1 Z( ) / / 71 §v+u D1 D2z, g)” ) te)ely) dyds

(5 ) / grinemile=nE it pep, (=, €)d£] u(z)v(y) dydz

k—o00

= (-~ <M) [ [7et [erpipepa.)]| | u@y) dyds

() w<pB

= (-1t <Z (5 ) Fet el Dgp(s €)|

p<p \H

(z—y)

,U(x)v(y)> (2.17)
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donde .7-"5_ ! representa la transformada de Fourier Inversa en la variable € vy, la igualdad (%) es una

afirmacién que probaremos después.
De este modo usando (2.17]) en (2.15)) obtenemos

(DED} [(x —y)*K (2, y)], u(z)v(y))

_< |w|+|alz< ) F [@WDQ“Dgp(x,ﬁ)”(x_y),u(x)v(y)>

u<p
y, por lo tanto,
DEDY [(z — )" K (e, )] = (- 'Wm§:<>1{”HﬁWD&@£m |
<h (z—y)
Pero observemos que
€ DI Dgp(a, €)| < ¢l | DI DEp(a, €)|
< (14 €D e g (14 €)™
< Capun (14 ’a)m—lalﬂv\ﬂﬁl
Cappn (1+1€) 7"
= Ca,B,u,B (1 + ’f‘)_n

N

entonces, la integral que representa ]-"g ! [§7+“D£ _”Dg‘p(a:, 13 )} ‘( ) es convergente y, en consecuencia,
z—y

podemos afirmar que (z — y)*K (x,y) € CI(Q x Q) pues

DY [(x — y)* K (z,y)] = (~1)Hly~ < )/627”'(1—%’)'%WWDQ—”Dgp(x, €) d. (2.18)
w<pB
Adema&s como (z—y)® se anula en la diagonal, en particular esto muestra que K es C* en (2 x )\ Aq.
Por dltimo, veamos la afirmacion (k)

]_-5—1 {@*“Df*“D?p(a?, 5)} ‘ )

(z—) = klingofgl [g’YJrHDg*“D?pk(J:, f)} ‘

(z—y)

lo cual es equivalente a probar

s €7+ D2 D¢ [k — 91 (.9)|

= Y+u pB—p1 o _
LIRY) 222/‘5 Dy Dg [Pk — D (x,é)’ dg m 0. (2.19)

Ahora, por definicién de p; tenemos que
0 si l¢) < k
e Dl D [y~ pl (.0)| = {  |©FDIEDEp(. 8| sile] = 2k
(€ DEDg [py — p] ()| sik < J¢] < 2%

entonces, en ([2.19) estudiemos la integral en cada una de las siguientes regiones
o Si|¢| < k no hay nada que probar pues ‘§7+“Df_“D? [pr — D] (x,f)‘ =0
o Sik <[ <2k

EHDIIDE [y, — p) (2, €) = € THDETDE [(Ae(€) — 1)p(x, &)

= 5”*“2( >D§ [(A(€) = )] DE#Dg~"p(a,€)

0<a

_ é*'YJruZ < )k|0|Dg/k)\(§/k)D§“D?_9p(x, £)

<a
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luego, tomando r € RT positivo tal que || > m + n + j + r tenemos que

EHDIDE [pr — p) (w,€) <|€|'”'*'“'Z( ) kP DA/ | DI DEp(a, €)|

0<a

<6l S sup [Dg(E/R) s (1 -+

0<a
< Zk |9|C B (1+EH™ —lal+101+[v[+|m]
<a
<N ke p TS I
<a
—n— 0
=S kTl (14 (e (1 + e
0<a
< STk g (L 1ENTT (1 + 2k)1
<a

o (14 2K\
S Ce=

Finalmente si Ag(0) := {& | k < [€] < 2k} como (14 [¢])”"" es integrable se tiene que
1 lot] .
[ JermpirDg -l @) ds < s (5 +2) [ aleh T a0
Ay (0) Pk A (0) k—o0

o Si |¢] > 2k sean Cor(0) := {£ | [€] > 2k} y r € RT tal que |a| > m + n + j + r entonces

Cor, (0

< / Copn (14 |€|)m*|a|+lvl+|u|
C1(0)

/C (0)‘£’Y+uDg_“D?p($a€)‘ d§ S/ ( )‘€’|7|+|M|ca,u,B (1 + ‘g‘)m—\(ﬂ
2k

k—o0

< / Ca,u,B (1 + |€|)77L77“ — 0.
Cax(0)

O]

Corolario 2.13. Si p € S7°°(Q). Entonces, la distribucion K(z,y) = py(x,x —y) satisface K €
C®(Q x Q).

Demostracion. Tomando o = 0 en la demostraciéon del Teorema en (2.18) para todo By ~
obtenemos

DfBDVK(x ) |V|Z < )/627ri(x—y)f§7+upg—up(x75) d¢

u<p

pero p € ST°(Q) por lo tanto, la integral es absolutamente convergente y, en consecuencia, K €
C>®(Q x Q). O

Definicién 2.14. Diremos que un mapa lineal T': C2°(Q2) — C°(2) es local si siempre que u; = u
en un conjunto A C € abierto implica que Tu; = Tus en A.

Los operadores diferenciales son locales.

Se verifica facilmente que un mapa lineal T': C°(2) — C*°(Q2) sea local es equivalente a afirmar
sop(Tu) C sop(u)

para todo u.
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Definicién 2.15. Diremos que un mapa lineal T': £'(Q) — D'(Q) es pseudo-local si
singsop(T'u) C singsop(u).

La Definicion [2.15|en otras palabras nos estéd diciendo que si un operador 1" es pseduo-local entonces
“localmente preserva la suavidad” ya que, si u|,, € C*°(§2) implica que Tu|,, € C*°(Q). En particular
los operadores diferenciales son pseudo-locales.

Teorema 2.16. Todo operador pseudo-differencial es pseudo-local.

Demostracién. Sean P € U™(Q) y u € £'(Q2). Por el singsop(u) es compacto por lo que existe
V C Q abierto tal que V C Q, V es compacto y V es un entorno de singsop(u). Luego, por Lema de
Urysohn considero ¢ € C°(V) tal que ¢ = 1 en singsop(u).

Denotando u; = ¢u y, ug = (1 — ¢) u tenemos que u = uj + uz, sop(u1) C V' y, ug € C().

Sea K el nucleo distribucional de P, por Teorema se verifica que K (x,y) es una funcién C*°
fuera de la diagonal. En particular, K(x,y) es C*> para ¢ V e y € V. Por un lado, para x ¢ V
tenemos que

Pus(z) = (K (2, ), () = / o K ) dy

ademas

(D°Pu) @) = [ DK@ yaly) dy

sop(u1)

para todo «, por lo que Puj es C* fuera de V. Por otro lado, como us € C2°(Q) se tiene que
Puy € C*(Q). Entonces, Pu = Puj + Pug es C* fuera de V. Pero, como V' es arbitrario se concluye
que Pu es C*° fuera de singsop(u). O

Definicién 2.17. Diremos que un mapa 7': £'(Q2) — D'(Q) es un operador infinitamente suave si
singsop(Tu) = &, para todo u € &' ().
Proposicién 2.18. Sea P € U~°°(Q). Entonces, P es un operador infinitamente suave.

Demostracion. Sean P € ¥~>°(Q) y K el nicleo distribucional de P. Si P = p(X, D) entonces
p € S7°(Q) y, en consecuencia, por el Corolario tenemos que K es suave en {2 x (.
Para cada z € 2 y cada o multi-indice

(D°Pu) (z) = (DIK (@), u() = [ DEK (z,y)uly) dy

para todo u € £'(2). Por lo tanto, Pu es de clase C* en Q y, en conclusién, singsop(Pu) = &.

En lo que sigue
N-Q={z—y|z,yecQ}

Proposicién 2.19. Sea p € S™(Q) tal que el mapa p(X,D): C(Q) — C®(Q) es nulo, es decir
p(X,D)u =0 para todo u € C°(QQ). Entonces:

i) p € ST(N).

it) Si Q—Q es denso en R™ entonces necesariamente p = 0. De lo contrario, p puede ser elegido de
modo que p # 0.
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Demostracion. Veamos primero la afirmacion ).
Sea p € S™(2) por (2.14]) tenemos que

(X, Dyu() = (p¥ (@, 7 = 2)|.cq ul2))

para todo u € C2°(12).

Dado z € Q afirmo que la distribucién py(z, 2) es nula en el conjunto abierto

{z} - Q={r—y|yeQ}.

En efecto, sea ¢ € C®({z} — Q) considero ¢ € C.(R™) tal que ¢ = ¢ en {z} —Qy, ¢ = 0 en
R™\ ({z} — Q) entones,

(PY (@ 2) ey 00 0(2)) = (p

donde en el tltimo paso usamos que p(X, D) es nulo por hipétesis. En conclusion, py (z, z) es nula en
{z} — Q. Ahora, como z € Q es arbitrario tenemos que py (x, z) es nula en

H:={(z,2) e O xR" | z € {a} — Q}

siendo H abierto por ser H = ( x R?") N G~1(Q) con G: R® x R* — R” tal que G(z,2) =z — 2 una
funcién continua.

Dado ~ consideramos la funcién fy: Q X R™ — #yx,(C) tal que fy(z,2) = 27py (z, 2).

Por un lado, sabemos que para cada (xg,z2p) € © x R" la funcién f, representa el valor de la
distribucién z7py (xg, z) en z = zp como punto formal. Entonces, como la distribucién p3 (x, 2) es nula
en H tenemos que f, es nula en H.

Por otro lado, del Teorema sabemos que f, es de clase C7 en QxR siempre que |y| > m+n+j.
Entonces, al ser v arbitrario podemos afirmar que para cada z € € la funcién

2 py (@, 2)

es suave en R".
Ahora nuestro objetivo serd probar lo siguiente: para cada A C 2 compacto y cada «, 3,7 multi-

indices se verifica que

sup ‘ZWDngpg(a:,z)’ < 0. (2.20)
(r,2)EAXQ

Separaremos la prueba en dos casos segtn la relacién de |y| con m +n + |o| + |5].

e Primer caso: |y| > m + n + |a| + |3|. Lo haremos por induccién en |3|.
Si |8 = 0 como |y| > m + n + |a| estamos en las condiciones del Teorema con la funcion f,.
Por lo tanto (2.20]) se obtiene de tomar f., y aplicar dicho Teorema.
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Si |8 > 0 por la regla de la cadena tenemos que
Dngf’Y(xvz) = Dng [Z’ng(:ﬂ,z)]
= D7 [27Dgpy (x, 2)]

_ Z( ) (D227 | DI D2 (w,2)|

A<pB
|
= )\Z:ﬁ( ) { = P‘?('y N 27_/\} [DB ADIPQ (x, z)}
! _
= "D Dy (x, 2 +o<%:<5< > { 27m‘)|kly(7_)\)!zw A} [DB ADgpy (x, z)]
entonces
z’YDﬁDIp2 (x,2) = Dng‘fW(az,z) —0<;<5 (f) (27ri)|A|7(!fy— N {ZW*A] {DB ADmp2 (, z)}

Ahora, por un lado como |y| > m + n + |a| + |5| por el Teorema se obtiene que el término
DSDSf.(z,2) estd acotado en A x Q. Por otro lado, |y| > [y — A| > m +n + |a| + |3 — A| entonces
por la hipétesis inductiva el término

8 | 7_
2 <A> ey 2 [P e e )

0<A<B

estd acotado en A x €. En conclusién,

sup ‘ZVDBDM% (z, z)) <oosi|y|>m+n+|al+ |6
(z,2)EAXQ

o Segundo caso: [y| <m+n+ |a| + 5.
Sea N € Z™ entero positivo tal que 2N > m+n+ |a|+ |B] entonces, dado (z,£) € A x R™ tenemos
que

2" DIDgpy (2, 2)| < |2 | DI Dgpy (s, 2)|

DS D%py (, z)) si|z| <1
2 oy (w,2)| sifz]>1

_ ‘D'BDpr (z, z)} si|z] <1
B ‘]z 1?N D DepY (x, z)‘ sifz| >1

‘DBDpr (z, z)’ silz] <1
<
Z )\' 222 DEDopY (x,2)| silz] > 1
N=N
|DED2py (x, 2)] si 2] < 1
<
> NI .
Z N ‘ DDy (x, z)‘ si |z| > 1.
=N

Ahora, por un lado ‘DﬁDrpQ (z, z)‘ estd acotado en A x {z | |z| < 1} por ser un conjunto compacto.
Por otro lado, como 2N > m +n + |a| + |3| y |A| = N se tiene que el término

N!
Z A ‘ 2/\D6sz2 (z, Z)’
IAl=N
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estd acotado en A x {z | |z] > 1} por el caso anterior. En conclusion,

sup ‘z”DﬁDxpz (z, z)) <oosi|y <m+n+|af+ |5l
(z,2)€AXQ

Finalmente, por un lado por continuidad de la Transformada de Fourier existe ¢ > 0 una constante
positiva y una coleccién finita de multi-indices {8;,v; | j = 1,..., M} tales que

VDB( )‘ <CZ sup

1 2€ER™

sup
yeER™

21D g (2.21)

para todo ¢ € . (R"™). Por otro lado, 0) implica que para cada « y para cada xz € Q la funcién
z + D%y (z, z) estd en .#(R™) y, en consecuencia, la transformada cldsica de Fourier de Dpy (x, 2)
es D¢p(x, z). Entonces, dado (z,y) € A x R™ tenemos que

‘va’BDo‘px Y) } _

7DBDO‘/ Iy EpY (x, 2) dz

7DB/ Iz papy (x, 2) dz

M
< e sup |29 DI [D2pY (x, 2)]| (por @:21)
,] IZGR"

< oo (por ([2.20)).
En conclusién, para todo A C  compacto y todo «, 8, multi-indices se tiene que

sup
(z,y)EAXR™

Y Dy Dep(a,y)| < oo

lo cual implica que p € S™°(Q).

Veamos ahora la afirmacién i)

Si © — Q es denso en R". Por un lado, tenemos que la restriccion py (z, z)|q, (0—) determina a
py (z, z) completamente. Por otro lado, vimos que py (z, z) es nula en H. Por lo tanto, py (z, z) es nula
en 2 x R™ por continuidad y, en conclusién, p(z,§) = 0.

Si 2 — Q no es denso en R™. Sean ¢ € C°(Q) y ¢ € C°(R") tal que

Sop(gb) N (Q — Q) = 4. (2.22)
Considerando p(z, &) = 1(2)p(€) tenemos que
P(@.2) = [ p(a,) do

= [y @)o(e) do

— () [ (6 do

= Y(2)9(2).
En consecuencia, para cada (z,z) € Q x Q por (2.22) se verifica que

K (x,2) = pY (@,2 — 2) = b(a)é(x — 2) = 0.
Por lo tanto,
p(X. Dju@) = [ K(@.pu(y)dy =0

para todo u € C2°(2). En conclusién, podemos elegir p(z,&) # 0 de modo que p(X, D) sea nulo. [
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Definicién 2.20. Sean A un conjunto abierto de R", m,: Ax A — Ay my: Ax A — A los mapas
proyeccién en el primer y segundo factor. Decimos que un conjunto W C A x A es propio si para todo
conjunto compacto K C A se tiene que los conjuntos 7, }(K) N W y T, L(K) N W son compactos.

Como ejemplo trivial de conjunto propio tenemos si W en la Definicién [2.20] es un conjunto com-
pacto entonces, por continuidad es propio. Pero no necesariamente un conjunto debe ser acotado para
ser propio, por ejemplo sea € > 0 entonces la “franja diagonal”

{(z,y) eR*™ | |z —y| < €}

es un conjunto propio en R” x R” = R?”, También el conjunto Aq es un conjunto propio en € x €.

Sera ttil observar para méas adelante que todo conjunto cerrado contenido en un conjunto propio
también es propio. En efecto, si W C A x A es propio y tenemos un subcojunto H C W cerrado
entonces, en la Definicién se tiene que 7, '(K) N H es un conjunto cerrado contenido en el
conjunto compacto 7, 1(K) N W vy, por lo tanto, es compacto. De forma anéloga, 7ry_1(K) N H es
compacto. En conclusiéon, H es propio.

Definicién 2.21. Sea T: C°(Q2) — C*°(2) un mapa lineal continuo con nicleo distribucional K.
Diremos que T es propiamente soportado si sop(K) es un conjunto propio de € x Q.

Observamos que todo operador diferencial es propiamente soportado. En efecto, sea
L: C(Q) — C*°(Q) un operador diferencial entonces

con

K(z,y) = Z ao () DY (x — y).

lor|<m

Luego, es claro que sop(K) C Aq y como Ag es propio entonces, sop(K) es propio y en consecuencia
L es propiamente soportado.

Teorema 2.22. Un operador T': C°(Q2) — C*°(Q) es propiamente soportado si y solo si se satisfacen:

i) Para todo conjunto compacto A C § existe un conjunto compacto B C § tal que si sop(u) C A
entonces sop(Tu) C B.

it) Para todo conjunto compacto A C  existe un conjunto compacto C C Q tal que siu =0 en C
entonces Tu =0 en A.

Demostracion. Comencemos probando el directo.
Si T es propiamente soportado y K el nicleo distribucional de T, entonces sop(K) es propio.
Para probar que i) se satisface, sea A C €2 compacto, considero

B=m, [ﬂ'y_l(A) N SOp(K)] . (2.23)
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Tenemos que B es compacto por ser la imagen de un conjunto compacto por una funcién continua.
Ahora, afirmamos que

sop(K)N(B°x A) = g&. (2.24)
En efecto, supongamos que existe
(z,w) € sop(K) N (B x A)
entonces, z ¢ By w € A. Pero z = mz(2,w) y como z ¢ B por necesariamente
(z,w) ¢ m, (A) =Q x A

y, en consecuencia, w ¢ A lo cual es absurdo.
Sea u € C°(Q) tal que sop(u) C A entonces, por ([2.24) tenemos que para todo v € C2°(Q) tal
que sop(v) C B¢ se verifica

(K,v@u) =0
ya que v ® u es una funcién soportada en (sop(K))¢, y como
(K,v®@u) = (Tu,v)

concluimos que sop(Tu) C B.
Para probar que 7i) se satisface. Sea A C 2 un conjunto compacto, considero A’ C Q compacto tal
que AC (A)y

C' = my 771 (4) Nsop(K)] . (2.25)

Anélogamente C’ es compacto por ser la imagen de un conjunto compacto por una funcién continua.
Ahora, afirmamos que

sop(K)N (4’ x (C)°) = 2. (2.26)
En efecto, supongamos que existe
(z,w) € sop(K) N (A" x (C)°)
entonces, z € A’y w ¢ C'. Pero w = my(z,w) y como w ¢ C’ por ([2.25) necesariamente
(z,w) ¢ 1 (A)= A" x Q

y, en consecuencia, z ¢ A’ lo cual es absurdo.

Ahora, tomo C' C § compacto tal que C' C C. Sea u € C°(Q) tal que u = 0 en C entonces,
sop(u) C C¢ C (C')°. Luego por (2.26) tenemos que para todo v € C(Q) tal que sop(v) C (A') se
verifica

(K,o®@u)=0
ya que v ® u es una funcién soportada en (sop(K))“, y como
(K v @) = (Tu,v)

concluimos que Tu = 0 en (A’) y, por lo tanto, Tu = 0 en A.
Reciprocamente, si i) y ii) se satisfacen probaremos que sop(K) es un conjunto propio en  x .
Sea A C € compacto, primero veamos que sop(K)N(Q x A) es compacto en Q x Q. Considero A’ C
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compacto tal que A C (A’ ) entonces, por i) existe B’ C £ compacto tal que si sop(u) C A’ entonces
sop(Tu) C B'. Luego, para todos u,v € C°(Q) tal que sop(u) C (A’) y sop(v) C (B’)" tenemos que

(Tu,v) =0,
pero
(K,v®@u) = (Tu,v)
entonces,
sop(K) N ((B’)C X (A’)) =4.
Por lo tanto,

sop(K) N (2 x A) =sop(K) N ((B' x A) U ((B") x A))
=sop(K) N (B' x A)
CB xA

y, en consecuencia, sop(K) N (2 x A) es compacto ya que es un conjunto cerrado contenido en el
conjunto compacto B’ x A.

Ahora, veamos que sop(K)N(A x Q) es compacto en 2 x . Sea A’ C Q compacto tal que A C (A’)
entonces, por i) existe C’ C £ compacto tal que si u = 0 en C’ entonces Tu = 0 en A’. Luego, para
todos u,v € C°(Q) tal que sop(u) C (C") y sop(v) C (A’) tenemos que

(Tu,v) =0,

pero

(K,v®@u) = (Tu,v)
entonces

sop(K) N ((A’) X (C’)C) =4.
Por lo tanto,
sop(K) N (A x ) =sop(K) N ((Ax C)U (A x (C)9))

=sop(K)N (A x ")

CAxC
y, en consecuencia, sop(K) N (A x Q) es compacto ya que es un conjunto cerrado contenido en el

conjunto compacto A x C’.
0

Del Teorema [2:22] podemos deducir dos propiedades importantes de los operadores propiamente
soportados. Si T': C2°(2) — C°°(Q2) es propiamente soportado por un lado, sea u € C2°(2) por la
propiedad 7) existe B C ) compacto tal que sop(T'u) C B entonces, Tu € C°(Q2) y, por lo tanto, los
operadores propiamente soportados mapean funciones de soporte compacto en funciones de soporte
compacto. Por otro lado, de la propiedad ii) podemos deducir que T se puede extender de forma
continua a C*°(Q). En efecto, sea u € C°(Q2). Para cada x € Q) para definir Tu(z) lo definimos en un
entorno compacto de z es decir, dado A C §2 compacto tal que z € A, tomo C C Q como en ii) y sea
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¢ € CX(Q) tal que ¢|- =1 defino Tu(x) = T [pu] (x) para todo x € A. Luego, esto es independiente
tanto de la eleccién de ¢ como de A. Por un lado, si hay otra ¢’ € C°(9) tal que ¢|, = 1 entonces

(pu — ¢'u) () = lu(z) — lu(z) = 0 para todo z € C
y, en conseucencia
T [¢pu — ¢'u] (z) = 0 para todo z € A
por lo tanto
T [pu] (x) = T [¢'u] (z) para todo x € A.

Por otro lado, sean A1 C Q y Ay C Q compactos tales que x € A; y x € Ay entonces, existen
C1 CQ, 91 € CX(Q) tal que ¢ =1y Cr C Q, g2 € CF(Q) tal que ¢2|, = 1. Entonces, defino
Tu(x) = T [¢p1u] (x) para todo z € Ay y Tu(z) = T [pou] (z) para todo x € Ay luego, tomando
Ylcyne, = 1 defino Tu(z) = T'[¢u] (z) para todo x € Ay N Ag y ambas definiciones coinciden. La
continuidad de T en C*°(2) se deduce de la continuidad de T" en C2°(Q2) y de las propiedades 7) y 7).

La composicién de operadores lineales de la forma T: C2°(2) — C*°(Q2) por lo general no esta bien
definida, pero si ambos son propiamente soportados por lo observado anteriormente la composicién
estard bien definida y, ademds, serd propiamente soportado como veremos en Corolario [2.:23]

Corolario 2.23. Sean T: C°(2) — C®(Q2) y S: CX(2) — C*(R2) operadores propiamente soporta-
dos. Entonces, la composicion ST: C°(Q2) — C>(Q) es un operador propiamente soportado.

Demostracion. Sean S y T propiamente soportados, para ver que ST' es propiamente soportado vere-
mos que satisface ambas propiedades del Teorema
Dado A C € compacto, como T es propiamente soportado, por i) existe B C ) compacto tal que

si sop(u) C A entonces sop(Tu) C B.
Luego para ese B como S es propiamente soportado, por i) existe C' C 2 compacto tal que
si sop(u) C B entonces sop(Su) C C.

Por lo tanto,
si sop(u) C A entonces sop(T'u) C B, entonces sop(S(Tu)) C C.

En conclusién, ST satisface la propiedad i).
Dado M C € compacto como S es propiamente soportado, por ii) existe N C 2 compacto tal que

siu =0 en N entonces Su =0 en M.
Luego para ese N como T' es propiamente soportado, por ii) existe P C {2 compacto tal que
siu=0en P entonces Tu =0 en N.

Por lo tanto,
siu=0en P entonces Tu =0 en N, entonces S(Tu) =0 en M.

En conclusion, ST satisface la propiedad 7). ]

Se verifica facilmente que los operadores propiamente soportados forman un algebra con la com-
posicién como producto.

Lema 2.24. Sea Q C R" abierto. Entonces, existen {S;}32, C Q conjuntos abiertos tales que
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i) @ es compacto para todo j.

i) S; C Sj11 para todo j.
oo
iii) | JS; = Q.
j=1
Demostracion. Para cada j > 1 definimos
. c 1
Sj = erHx]<jyd(x;Q)>3 :

Luego se verifica facilmente que se satisfacen las condiciones del enunciado. O

Lema 2.25. Sea Q2 C R" abierto. Entonces, existen {U;}32, C Q y{V;}32, C Q, familias de conjuntos
abiertos tales que

oo
i) Ju; =
j=1
i) U; C V; para todo j.
iit) VJ es compacto para todo j.
iv) Cada punto de §) tiene un entorno que se interseca con una cantidad finita de Vj.

Demostracion. Sea {Sj}?i1 C Q como en el Lema Tomamos Uy = S3 y Vi = Sy, luego

Uj = Sj+2\ Sj para todo j > 2y
Vj = Sj43\ Sj—1 para todo j > 2.

De este modo es facil verificar que se satisfacen las condiciones del enunciado. O

Proposicién 2.26. Sea W un subconjunto propio de Q x 2. Entonces existe ¢ € C*°(Q2 x Q) tal que
sop(¢) es propio y ¢ =1 en un entorno de W.

Demostracién. Sean {U;}52; C Qy {V;}52; C Q como en Lema Considero
J={;k) | Wn({U; xUy) # &}
entonces, para cada j pueden suceder solamente una de las siguientes situaciones
a) WnN(U; x Uy) = & para todo k
b) W N (U; x Uy) # & para una cantidad finita de k
c) WnN (Uj x Uy) # & para una cantidad infinita de k.

Afirmamos que la opcién ¢) no sucede. En efecto, supongamos que si sucede. Entonces para un j fijo

existe una sucesion {(xx; yx) 72, tal que

(xk;yx) € W N (Uj x Uy) para todo k.
Como W N (U; x Uy) C W Nyt (@), entonces

(Trsye) €W N 7T;1 (7,) para todo k.
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Pero W es propio por hipétesis entonces W N 7t (7]) es compacto y, en consecuencia, la sucesiéon
{(xk; yx) 32, tiene un punto de acumulacién

(«5y) e Wnn, ! (@)

Luego por continuidad de la proyeccién , se tiene que ' es un punto de acumulacién de la sucesion
{yr}?2 . Sea Z un entorno abierto de y' con clausura compacta. Por un lado, por construccién de los
V:}2° . tenemos que Z interseca solamente una cantidad finita de V;. Por otro lado, al ser y’ punto
JJ5=1 q J Yy p
de acumulacién de {y;}?°, el entorno Z contiene una cantidad infinita de términos y; y por ende Z
k=1
interseca una cantidad infinita de V%, lo cual es absurdo. Por lo tanto, la opcién ¢) no sucede.
Sea

X= |J VixV.
(Jik)eJ

Nuestro objetivo ahora serd probar que X es propio. Para eso debemos ver que para todo K C €
compacto los conjuntos m, ' (K) N X y m, ' (K) N X son compactos, pero desde que {U;}32; es un
cubrimiento de €2 alcanza con probar que 7, *(U;) N X y Ty, L(U;) N X son compactos para todo j. En
efecto, para cada jp fijo tenemos que

7 (T30) N X =7 Ti) VUV x Ve | VTG, # 25 (i k) € J

y como Uijo es compacto por construccién interseca solamente una cantidad finita de VJ Entonces la
unién de la derecha es finita y, por lo tanto, dicha unién es un conjunto compacto. En consecuencia,
- 1(Uijo) N X es un conjunto compacto por ser igual a un conjunto que es cerrado y estd contenido en
un conjunto compacto. De forma andloga, obtenemos que T, (Uj,) N X es un conjunto compacto.

Para cada j considero 1; € C°(€,[0,1]) tal que ¢; =1 en U, y sop(3;) C Vj. Sea

™

V()= D Yi(@)e(y).

(4;k)ed

Como cada entorno de (z,y) interseca una cantidad finita de V; x Vj, se tiene que para cada (z;y) la
sumatoria tiene una cantidad finita de términos no nulos y, por lo tanto, ¢ € C*°(Q2 x Q). Luego por
construccién y al ser ¥ no negativa se tiene

sop(¢) C X,

pero X es propio entonces sop(t)) es propio. Ademds, ¢» > 1 en U Uj x U, que es un entorno de
(5;k)ed
W. Finalmente para construir ¢, tomando ¢ € C*°(R) tal que

0<CH)<1,¢(t)=0sit<0y, C(t)=1sit>1

obtenemos que ¢ = ( o9 es la funcién buscada ya que ¢ € C°(Q2 x Q), ¢ = 1 en un entorno de W, y
sop(¢) es propio ya que sop(¢) C sop(v)). O

Proposicién 2.27. Sea N un entorno de la diagonal Aq. Entonces, existe ¢ € C°(Q x Q) tal que
sop(¢) es propio, sop(¢) C N y, ¢ =1 en un entorno de Aq.

Demostracién. Para cada x € € considero Ol y O2 entornos abiertos de x tales que

OLcO?y02x02cN.
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Sean {U;}32, C Qy {V;}32; C Q como en Lema Entonces como cada V; es compacto, es cubierto
jj tales que

por una cantidad finita de Ox y, por lo tanto, existen 7y,

Vi = UV mOl

=1

Ahora, sean
T, 1 . 2
Ux{ =U;nN Ox{ y Vx{ =V;n Oz{

entonces, el conjunto

U U, xU,
]:
l:l,...,nj
es un entorno abierto de Aq. Ademads, se verifica que

V. <1 . 02 w2
U Vuxvy,c U 0,x0%cn.
j=1,.00 ! !

J=1,...,00
I=1,...,n; I=1,...,n;

Por un argumento analogo al realizado en la Proposicion [2.26] se obtiene que

j=1,...,00
I=1,...,n;

i. Entonces,

es un conjunto propio.
Para cada j,l considero ¢ ; € C2°(€,[0,1]) tal que ¢ _; = 1 en U_; y sop(v,;) C V,;
l !

S€ea
P(zy) = Z Vs (v)
]:
l:l, ,nj

) hay una cantidad finita de términos no nulos y, por lo tanto, 1 €

tenemos que para cada (

C>(Q x Q). Ademés, por construccién
sop(¢) C U jx?ydjzlen U U xU,;.
j:17"'7m l l ]:17"'7m l l
I=1,...,n; I=1,...,n;
tal que

0<((t)<1,¢(t)=0s1t<0y,((t)=1sit>1

obtenemos que ¢ = ( o ¢ es la funcién buscada ya que ¢ € C*°(Q x ), $ = 1 en un entorno de Agq,

sop(¢) C sop(yp) C N y, sop(¢) es propio ya que sop(t) es propio
O

2.4 Expansion Asintética de Simbolos

Sean {m;}32, C R una sucesién estrictamente decreciente tal que

lim m; = —oo
]-}OO

37
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y pj € S™i(Q) para todo j > 0, decimos que
o
> P
j=0

es una serie formal. Notar que esta serie puede no ser convergente.
o

Una serie formal ij diremos que es una expansidn asintética del simbolo p € S™°(Q) si se
j=0
satisface que

k-1

D — ij € S (Q)
j=0

para todo k£ > 0. Lo denotamos
o
P~ i
j=0

El comportamiento asintotico de los simbolos es lo que nos importard al momento de comparar
el comportamiento de operadores pseudo-diferenciales. Para esto nos basaremos en lo siguiente: dos

oo

simbolos p y q tienen la misma expansion asintética ij si y solo sip—q € S™°(Q). En efecto, si
i=0

. J

Z pj es la expansion asintética de p y ¢ entonces

§=0

p—q=|p=>_pi|—a—D_pi| €5™(Q)

j<k j<k

€5™k () €5k ()

para todo k > 0y, por lo tanto, p —q € S7°°(2). Si p — g € ST°°(Q) entonces, ¢ + 0+ 0+ 0... es una
expansion asintotica de p y gq.

Teorema 2.28. Sean p; € S™i(§2) para todo j > 0 siendo {m;}32, una sucesion estrictamente
decreciente tal que lim m; = —oo. Entonces, existe p € S™0 () (dnico modulo S™°()) tal que
J—00

o0
P~ D
=0

Demostracion. Por Lema tomo {€2;}72; C €2 una sucesién de conjuntos abiertos tal que

7 C Qi

o)

=)

j es compacto para todo j >0

. 0=Jo,
j=1
Considero una funcién suave ¢ € C*°(R) tal que

0<¢(&) <1, 9(§) =0si[§] <1y, ¢(§) = 1si[¢] =2

Afirmamos que existe una sucesion {t;}72, de niimeros positivos estrictamente decreciente menores
a 1 con t; — 0 cuando j — oo en la que cada término verifica

|D2Dg [6(t;€)p(,€))| < o (14 [ely™s= 71 (2.27)
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para todo z € Q;, para todo £ € R" y para todos || + |3] < j.
Vamos a ir construyendo los términos de la sucesion exigiendo que para cada p; se verifique (2.27)
para |a| + |3] < j en Q; es decir, siguiendo el diagrama:

po — la| +[B] =0 Qo
pr— la|+[B] =0 |a|+[B] =1 o
p2 = |l +[B] =0 [a|+|B[=1 - [af +|B] =2 Q

Dy
pj = laf+[B8l=0 - la|+ |8l =1 |a|+ |8 =2 laf + (Bl =7 « Q;

e Sia=p=0.Como py€ S™(Q) para el compacto Qy existe una constante o0 > 0 tal que

6(to)po(a, O] < po(, ] < cg o (1+ €)™

para todos = € Qp, £ € R y, cualquier tg > 0. Entonces, tomo to € (0, 1) arbitrario.

o Sila|+ 8] <j. En primer lugar si « = =0 6 a = 0 para cada t < 1 tenemos

D2 [6(t&)p;(, &)]| = |6(¢&) DE [ (, €))]
< | D s, 9))
< copm (1+ 6™
< (1 g™ (2.28)

siendo ¢} :méx{co,ﬁﬂ—j la==060<]|a|+|8] <jcon a:O}.

En segundo lugar si 0 < || + 3] < j ¥y a # 0 observamos que para cada t < 1 y cada a tenemos
Dgo(t&) =t Dgeop (). Asi,

IDgo(t)] < t1%my, (2.29)

donde

Mo = sup |Dgo(S)].
£eRn

Ademds, Dgo(t€) = 0si [§] < 1/t o [§] > 2/t ya que ¢(t{) es constante ahf. Entonces, alcanza con

estimar (2.27)) en
1/t < g < 2/t.

En esta region

tlgl <2y 2/l < 4/(1+ (&)

Por lo tanto,

Dgo(te)| < Il gl mg (por [@:29))
< Jg|7lelaledpy,,
< 4Pl 4+ [g) " mq
= ca(l 4 [gh) 7
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donde ¢, = 41%lm,,. Entonces, para cada 0 < la|+ Bl <jcona#0,t<1,x€ Qij y, £ € R™ tenemos

|DEDE [6(t&)p; (2, ©)]| = | DE [0(2€) (Dips(2,6) )|

( [DET(t8)| | DI DEp; (=, )]

( Cay(1+1E)TOHPI (14l

~/<a ) 7.8

-y ( ) & e+l
y<a

= cjagg (1+1gh™~ o

< dj(1+|g])malel (2.30)

suendod’—max{ o ]0<|a|+|ﬁ|<]ya7é0}

En conclusion, si
eJ = max {c d’}

707

juntando ambos casos ((2.28)) y (2.30))) y tomando ¢; tal que
-1 ,
ty<tj1y 6;- (1 + tj_l) <277
tenemos que
|DEDg [6(t;€)p;(w,€))| < €1+ [gy™
< G IENTHL+ fg)mamr e
<é (1 +t; 1) (14 [¢])ma—1lel

<277 (14 Jgymarled (2.31)

para todo |a| 4+ |3 < j,z € Q, y, £ € R™
Definimos p : Q x R" — .#;x,(C) dada por

.6 =3 6(t,6)p; (@,6). (2.32)
j=1

Para cada (z,¢) como t; — 0 la sumatoria tiene una cantidad finita de términos no nulos entonces, p
estd bien definida y es suave.

Afirmamos que p € S"°(Q). En efecto, sean B C 2 compacto y «, 8 multi-indices entonces, existe
un entero k > 0 tal que

k> |a|+ |8y B CQ
en consecuencia

&) =D o(t;pi(x,8) + > o(t;)p;(x,€).

i<k >k
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Por lo tanto, para todo (z,§) € B x R™ por un lado usando que p; € S™i(2) tenemos

" DEDE [B(t6)ps(x, ]| < 3 |DEDE [6(t6)p; (, €)]|

j<k i<k

< capar LH1ED™

J<k

<D e pa (g

J<k
= Coys (14 JE)™ 7.
Por otro lado en virtud de que para j > k se verifican
BCcQCQylal+|p<i
estamos en las condiciones de entonces,

" DEDE [B(t6)ps(x, ]| < 3 |DEDE [6(t6)p; (€]

>k >k
<27 (1 fgyma e
>k
<[z ) aergree
>k
<27 (14 Jgl)molel
Juntando ambos casos
D Dgp(z,€)| < |3 DIDE [6(t;€)p;(w, ]| + | Y- DD [6(t€)p; (. €)]
1<k i>k

< G (L [E)™ 1 4 27F (1 4- [y
< (chs +275) (1 + [yl
para todo (z,£) € B x R™. En conclusién p € S"0(Q).
Del mismo modo obtenemos que
[e.e]
> o(t&)pi(x, &) € S™(Q) (2.33)
j=h
para todo h > 1. En efecto, sean B C {2 compacto y «, 3 multi-indices entonces, existe un entero
k > h tal que

k> |a|+ |8y B C Q.

Por un lado tenemos

k
ZDBDg [0(t;O)pj (2, 8] < ‘D’BDg [9(t;€)p) (=, 5)]\
j=h

j=h

k
gz s (L 1g)™

| N

k
Z wpar (LH1ED™ .
a

5 (L g™l
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Por otro lado

" DEDE [B(t6)ps(x, ]| < 3 |DEDE [6(t6)p; (2, €)]|

i>k i>k
<N 2 (1 feymar i
i>k
ZQ i) (1 + |g))melel
>k

<27k (14 |eymrlol,

Juntando ambos casos

00 k
D;D¢ Z o(t;¢ pyxfl < > DD [6(t;€)pj(x,&)]

+ > DIDE [6(t;€)ps(w, €)]
>k
< gy (1 [ 71T 4 27k (14 gyl

< (chs+275) (1 + [y

para todo (z,£) € B x R™. En conclusién Z o(ti&)pj(z, &) € ST ().

j=h
[e’e)

Por iltimo veamos que efectivamente p ~ Z p;j- En efecto, dado un entero k > 0

j=0
k-1 k—1 00
j=0 7=0 j=k

=C(x,€) + D(x,§).

El primer término tiene soporte compacto ya que si |{| > 2/t; entonces, ¢(t;€) = 1y, en consecuencia,

por el Ejemplo se verifica que C(x,£) € S™°°(Q). El segundo término por (2.33)) se tiene que
D(x,€&) € S™ (). En conclusion,

ijwf STE(Q).

O
Teorema 2.29. Sean p € C*°(Q x R") y p; € S™(Q) para todo j > 0 siendo {m;}32, una sucesion
o0
estrictamente decreciente tal que lim m; = —oo. Entonces, p € S™°(2) y p ~ ij si se satisfacen
Jj—o0 :
7=0

las siguientes condiciones:

i) Existe una sucesion de nimeros reales {juy}72, con klim Wy = —oo tal que para todos B C §2
—00

compacto y k > 0 entero se verifica

p(z,€) — ijmé

7=0

sup
zeB

< cpr(1+[€])H* (2.34)

it) Dados v y 8 multi-indices existe un numero real u(c, ) tal que para todo B C 2 compacto se
verifica

sup | D} Dgp(w, )] < er(1 + |E])H. (2:35)
FAS
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Demostracion. Sean p; € S™i () en las condiciones de la hipétesis, entonces por Teorema existe
q € S™(Q) tal que

0~ p (2.36)
j=0

En consecuencia, el Teorema estard probado si probamos que p — ¢ € S™>°(Q) lo cual es equivalente
a probar que ([2.7) se verifica para todo m entero negativo y, esto lo haremos segin |a| + |3].

e Sia=pf=0.Sean {u;}72, la sucesién de la condicién i), B C Q compacto y, k > 0 entero entonces,
para todo (z,£) € B x R™ usando ([2.34]) y (2.36) tenemos que

Ip(z,€) — qz,8)| < |p(z,§) — Zpgxé +

7=0
< el + €)M + cfo (1 +[€)™
= cp i [(T4 €)M + (1 + [E)™*].

q(z,§) — ijxf‘

Pero lim mj; = —oo, lim pu; = —o0y, k es arbitrario por lo tanto, para todo N > 0 entero existe una
j—oo k—o0

constante cg n > 0 tal que

Slelg!(p—Q)(w,ﬁ)\ <cpn(L+[E)7N. (2.37)

e Si|al+|8| =1 veamos primero la acotaciéon para la derivada en la variable x.
Sea K C € compacto, si

dp = dist (K, 00Q)
do ,
tomando 0 < € < ) se verifica que

r+ev e

para todos x € Q y v € R" con ||v|| = 1. Asi para cada (z,£) podemos realizar el desarrollo de Taylor
para la funcién p — ¢ en la variable x y acotar para obtener

e[(0:(p — @)(,€),v)| < [(p — @)z + ev, &) + (p — @) (2, )| + ce® sup 33(10—(1)(96,5)‘

IEK[;/Q
con
) J
Ksjp = qx € Q| dist(z, K) < 2(
Entonces, usando que ||u|| = sup (u,v) obtenemos
Jv]|=1
sup [0x(p —q)(2,§)| = sup  [(Bz(p — @)(%,8),v)]
T€K5/2 K52, llv[=1
2
<= swp |- )@ &)l +ee swp [02(p—q)(w,6)].
€ r€Ks)9 z€Ks)o

Luego, por un lado usando (2.37)) tenemos

sup [(p — @) (=, )| < ey (14 €)Y
xEK(;/Q
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Por otro lado, usando (2.35) y que g € S™°(Q)

O2(p — 4)(2,€)] < excyp02(1 + [EDPOD + copxc, , (1+ €)™

sup
z€Ks/2

Por lo tanto, juntando ambos casos

2 _ AX
sup [0:(p — q) (2, €)| < Zerey o N (L [E) TN + g, , 006(1+ [ OB o),
$€K5/2 €

Ahora si € = (1 + |£])™° se tiene que

Sup 102(p = @)(2,€)| < 2ek, ), N (1+ [E)° TN + g, , 0,0(1 4 [€]) 75T n(O2mo},
TER /2

Por lo tanto, dado un entero 5 > 0 tomo s € R tal que

X . s 6
=5+ mdx {1(0,2),mo} < —j y (1+ )~ < 3

luego, tomo N > 0 entero tal que
s—N<—j
de este modo obtenemos

sup [0 (p — q)(x,§)| < sup [0(p — ) (=, &)
zeK z€Ks /o

< coar(l+E)7. (2.38)

Para probar la acotacion de la derivada en la variable £ procedemos de forma aniloga al caso
anterior pero realizando el desarrollo de Taylor en la variable £ para obtener

sup [0 (p — @) (2, €)] < e g e (1 +[€) (2.39)

para todo j entero positivo.

 Por tltimo, el caso |a| 4 |3] > 1 se demuestra aplicando sucesivamente el caso |a| + 3] = 1.

2.5 Amplitudes

Queremos generalizar la nocién de operador pseudo-diferencial, para ello observemos lo siguiente. Sean
P € U*>(Q) con simbolo p y u € C°(£2) tenemos que

Pu(z) = / AT Ep(x, €)A(€) de
= [emepteg) | [ ruty) ] ae
— / / ™ (a, E)u(y) dydé. (2.40)

Por lo tanto, si al simbolo p “le agregamos” la variable y y pedimos que se comporte de igual forma,
podremos obtener una definicion mas general que incluye a la anterior como veremos a continuacién.

Definicién 2.30. Sea m € R. Decimos que a : @ x Q x R" = #,5,(C) es una amplitud de orden m
si es una funciéon suave y para cada «, 3,7 y cada compacto K C {2 existe una constante cq g+, > 0
tal que

sup [DID}Dgale,9.€)] < copoc(L+ 1)1 (2.41)
RIS

Al espacio de estas amplitudes lo denotamos con A™(£2).
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Denotamos A™*°(Q2) = ﬂ AT(Q)y A®(Q) = U A™(Q).

meR meR
Sip(z,€) € S°(2) es un simbolo entonces es una amplitud si lo vemos de esta forma
a(z,y,§) = p(z,§) (2.42)

dejando la variable y libre. Entonces p(z,§) € A () y, por lo tanto,
S°(2) C A®(Q).
Ahora que tenemos la definicién de amplitudes, para generalizar la definicién de operadores pseudo-

diferenciales lo natural es tomar la integral (2.40) y reemplazar el simbolo p por una amplitud a €
A>(Q) para luego definir el operador lineal

Py: C°(Q) — C(Q)

tal que
Pau(a) = [ [ Sa(a,y, yuly) dyde. (243)

Pero, por un lado la integral no es convergente en general por lo que la consideraremos como una
integral iterada en ese orden. Por otro lado, al igual que en operadores pseudo-diferenciales debemos
ver que la definicién es consistente es decir, que P,u € C*°(Q) para todo u € C(). Para eso
necesitamos previamente el siguiente resultado.

Lema 2.31. Supongamos que a € A™(Q). Sean B C Q compacto, o multi-indice y N € Z+. Entonces,
existe una constante cg.o,N > 0 tal que

] /e%“x-y)'&D;a(x,y,§>w<x,y>dy\sCB,a,NaHa)m-N > s [DPuway)|
‘)\|S2N(:E’y)GB><B

para todo w € C°(2 x Q) tal que sop(w) C B x B y para todo x € B.

Demostracién. Sean B C Q compacto y N € ZT. Para cada A multi-indice, w € C°(Q x Q) tal que
sop(w) C B x By, cada x € B usando que a € A™()) tenemos que

52/\

/ezm(m—y)-ﬁpg‘a(x, Y, §)w(w,y) dy’
_ e Be2wi(w—y)‘§D§‘a(fL‘,y,E)w(xv3/) dy‘
_ /ggAe—%inyga(x,y,g)w(:l:,y) dy’
B
= | [0 ID () Diate, vt ) o

_ /Be—2m'y~£D§)\ [D%a(x,y, &)w(z,y)] dy'

— —2miy-&
RS

0<2\

<3 (?) / |peDlate,y, )| [P "w(a, )| dy

2\ _
( 0 )Di«“Dga(w,y,ﬁ)D? Yw(z, y)dy

0<2X
2X m | y2)—0
<> o008 (1+ €)™ | D2~ w(w, )| dy
0 )JB Y
0<2X
< C;,)\,B (14 [€])™ vol(B) Z sup }Dz/\*ew(aj,y)‘. (2.44)
<2\ (z,y)€BxB
Luego, combinando (1.7)) con (12.44]) se obtiene el resultado. O
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Proposicién 2.32. Sean u € CX(Q) y a € A™(2). Entonces
= [ [ ata,y, u(y) dyds € C¥(@).
Demostracion. Sean x € Q 'y € > 0 tal que B.(x) C Q. Para cada [ se verifica que

D} Pau(w) = Df [ [ €a(a,y. €)uly) dyds
= / / > ( )5”62“(””‘?’)'5195‘7&(:6,y,ﬁ)U(y) dyd.

Y<B

Considero v € C°(Q2) tal que v = 1 en Be(z) y, K = sop(u) Usop(v). Entonces, para cada x € Be(x)
aplicando el Lema con N € Z* tal que m — N + || < —n tenemos

B _ s ¥ p2mi(z—y)-€ HB—
| D2 Pyu(a)| l /] §<j @5 e DS a(x,y, €)uly) dydg

/ 2mi(z—y) éDﬂ Ta(x,y, )uly )dy‘dﬁ

'y<ﬁ ( )
@/W' [ D ae, . v @uty) dy| de
7<B "
<y @ (1+ ¢ [cm oy (L 1) sup [DPwa >u<y>|] de
v<p \7 zyek
<2 (5 )cm N 1+|5|>m A d«s] sup [ D2v(z)u(y)|
~<B v z,yeK
Por lo tanto, Pyu|p (z) €S suave y como z es arbitrario se concluye que Pou € C*(9). O

Como consecuencia directa de la Proposicién y lo visto en (2.40) y (2.42)) podemos afirmar
que todo operador pseudo-diferencial de orden m puede ser visto como un operador que proviene de
una amplitud de orden m. Por lo tanto

T(Q) C {P, |ae A™(Q)}.

Los operadores P, son suaves y la demostraciéon de este hecho se realiza con un desarrollo similar
al realizado en la Proposicién [2.32]

A diferencia de lo que sucede con la correspondencia p — p(X, D) donde hemos visto en la Propo-
sicién que la inyectividad depende de (2, la correspondencia a — P, no es inyectiva. Basta tomar
b, € O(9Q) tal que sop(¢) Nsop(¢) = & y considerar a(x,y,&) = ¢(z)p(y) asi, a € AY(Q) y se
verifica facilmente que Pyu(x) = ¢(x)p(z)u(z) = 0.

Cada operador P, con a € A™(Q) tiene asociado un ntcleo distribucional K € D'(Q x ) el cual
estd dado por

(K, w) :///eQﬂ(w*y)'ga(x,y,f)w(a:,y) dydédx (2.45)

para todo w € C(2 x ). Con una discusién similar a la realizada para nicleos de operadores
pseudo-diferenciales pero usando el Lema [2.31] en lugar del Lema [2.11] obtenemos

si m < —n entonces K (z,y) = a3 (z,y,x — y)

y, si m > —n entonces (ay)y (v,y,2 —y) — K(z,y)
k—o0
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donde ay indica la Transformada de Fourier Inversa de a(z,y,£) en la tercera variable y, ai(x,y,&) =
A (&)a(z,y,§). Luego, asumiendo dicha discusién denotamos

K(z,y) = a3 (z,y,x —y) para todo z,y € Q. (2.46)

De (2.45)) obtenemos que (K, w) = 0 siempre que

sop(w)ﬂ{(az,y) €N x Q| (x,y,§) € sop(a) para algiin £ € R*} = &.

Por lo tanto

sop(K) C {(z,y) € QA x Q| (x,y,§) € sop(a) para algin £ € R"}.

Proposicién 2.33. Sea a € A™(Q2). Entonces, existe b € A™ () tal que P, es propiamente soportado
y P, — Py es un operador infinitamente suave.

Demostracién. Considero W C Q x  un entorno propio de la diagonal Ag. Por Proposicion [2.26]
existe ¢ € C°(Q x Q) tal que sop(¢) es propio y ¢ = 1 en un entorno de W.
Sea

b(.’E, Y, g) = QS(I’, y)a(x, yvg)

entonces en virtud de que ¢ es suave, se verifica facilmente usando la regla de Leibnitz que b € A™(Q).
Si K y K’ son el niicleo distribucional de P, y P, respectivamente, afirmo que K’ = ¢ K. En efecto,
sean u,v € C2°()) tenemos que

(Pyu.v) = [ Pu(a)o(a) da

= [1[ [ ety uty) dya] v(w) ds

= [|] [ ot miate. v utw) dyde] vie) da

= [ [t | [ (e . uty) de o(o) dyda

- [ [sm)a(@yz — pum)vi) dyds
entonces

K'(z,y) = é(z,y)a3 (v, y,x - y) = d(x,y) K (7).

Luego

sop(K') C sop(¢)

de donde concluimos que sop(K’) es propio y, en consecuencia, P, es propiamente soportado.

Con el mismo desarrollo anterior, obtenemos que el nicleo distribucional de P, — P, es K/ — K =
(1-)K.

Por el Teorema sabemos que K es C™ lejos de A y como ¢ = 1 en Ag entonces, (1 —¢)K es
C™ en ) x Q. Por lo tanto, P, — P, tiene nicleo distribucional suave en €2 x ) y, en consecuencia, con
el mismo argumento usado en la Proposicién 2.18 obtenemos que P, — P, es un operador infinitamente
suave. O

Proposicién 2.34. Sea a € A™(Q) tal que P, es propiamente soportado. Entonces, existe b € A™(Q)
tal que
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i) b(x,y,&) = a(x,y,§) para todo & € R™ y para x,y en algin entorno de la diagonal.

i) Xp ={(z,y) € A x Q| (z,y,§) € sop(b) para algin £ € R"} es un conjunto propio en 0 x Q.
iii) Py = P,.

Demostracion. Si K es el nicleo distribucional de P, entonces, como P, es propiamente soportado
tenemos que sop(K’) un conjunto propio en 2 x Q y, en consecuencia,

sop(K) U Aq

es un conjunto propio en 2 x € ya que la unién de conjuntos propios es un conjunto propio.

Por Proposicién considero ¢ € C*°(Q2 x Q) tal que sop(¢) es propio y ¢ = 1 en un entorno
de sop(K) U Agq. Sea b(x,y,§) = ¢(z,y)a(x,y,§), al igual que en la Proposicién obtenemos que
be A™(Q), P, es propiamente soportado, ¢ K es el nicleo distribucional de Py y, sop(¢K) C sop(K).

Como ¢ = 1 en un entorno de la diagonal y b(z,y,&) = ¢(x,y)a(x,y, ) entonces,

b(z,y,§) = a(z,y,§)

para todo £ € R" y para x,y en un entorno de la diagonal.
Sea (z,y) € (sop(¢)) entonces, existe U un entorno abierto de (z,y) tal que ¢|; = 0. Se tiene asf,
blywgn = 0y, en consecuencia, (z,y) € U C (3)°. Por lo tanto, ¥ C sop(¢) y, en conclusion, ¥ es

propio.
Como ¢ = 1 en un entorno de sop(K) entonces, pK = K y en consecuencia, P, = P,.
O
Lema 2.35 (Desigualdad de Peetre). Para todo s € R y para todos £,m € R™ se verifica que
(1+In)* < (14 JED* (1 + 1€ — )™
Demostracion. Por un lado, si s > 0 se tiene que
L+p<1+E+n—¢& < @+I[E)@+][n—E)
entonces,
L+ n))* < (L+ 1€)X+ & —nl)”.
Por otro lado, si s < 0 se tiene que
L+l <T+mnl+l€=nl<@+[n)@+IE=nl),
luego
I+ <@+ @+1E=n)""
y, por lo tanto,
(L+n)* < (@+[EN* A +E—n)"".
O

Para cada £ € R" considero la funcién E¢ € C*(Q) tal que
Eg(l’) — eZTriacf

para todo z € Q. Supongamos que a € A™({2) tal que P, es propiamente soportado entonces, como ya
comentamos P, lo podemos extender de forma continua a C°°(2). Por lo tanto, tiene sentido aplicar
P, ala funcion E¢. Con abuso de notaciéon denotaremos a P, (E¢) (x) con P, ((32””'5>.
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Teorema 2.36. Sea a € A™(Q) tal que P, es propiamente soportado. Defino
p(z,€) = e 2MTER, (2T ) = 72 (P, (E)) ().
Entonces
i) pe S™(Q).

i) P, = p(X, D).
1
iii) p(z,&) ~ > L9 Dyalz,y.6)|
jal>0 " =

Demostracion. En primer lugar observemos que por la Proposicién podemos modificar a para
que Y, sea propio sin afectar a P, y sin afectar el comportamiento de a en un entorno de A que es
lo que importa en la afirmacion iii). Entonces asumiremos que 3, es propio.

Sean x € Q y £ € R™ afirmo que la funcién y — a(z,y, ) tiene soporte compacto. En efecto, como
>.q €s propio se tiene que

o {z) Ny = ({2} x Q) NS,

es un conjunto compacto. Entonces, por definicién de ¥, se tiene que la funcién y — a(zx,y,§) tiene
soporte compacto.
Para cada x € Q y n € R" defino

p($7 ’I’]) — 6727riz-nPa (627ria:~7]> )
Entonces
p(l‘, 77) _ 6727rix~7]Pa (627ri:r-17)

_ 2wz / / 2@V € (g y, €)X VN dydE

por consiguiente la integral interior en la variable y converge lo cual nos permitird hacer cambio de
variable més adelante.

Observemos que la afirmacion iii) es equivalente a

j=0
con

€ SmTI(Q). (2.47)

y=a

1
p](xaf) = Z aanga(l‘,y,f)
lal=j

Entonces, para probar las afirmaciones i) y #i7) usaremos el Teorema con los p; en (2.47)), para
eso comencemos probando que se satisface la acotacion (2.35)). Denotamos

b((L’,y,f) = CL(JE, x + yv&)

entonces

b(.%',y - xag) - a(x7y7§)‘
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Luego
p(z,n) = e 2T / / T ()P dydg
= 6—27”'9“7//627”'(&?—11){[,(% y — x,)e™ VN dyde
= //627m'(11¢—z/)-(5—n)b(x7 y — x, &) dyd¢
= //6727%’2'(5771)13(33, z,§) dzd€ (cambio variable z = y — )
= [baln,6 . €) e

= /b;(a:, &, &+ n)d¢ (cambio variable £ — & + 1)
donde el subindice 2 en by indica la Transformada de Fourier de b en la segunda variable. Por lo tanto

plan) = [bola €€+ m) de.

Necesitamos acotar las derivadas de p(x,7n) en conjuntos compactos para eso, empecemos primero
viendo la Transformada de Fourier de b en la segunda variable para acotar sus derivadas y luego usar
esa cota para acotar las derivadas de p(x,n). En efecto

balir,0.10) = [ € Ib(a, g, ) dy (2.43)
entonces
Dy Db, 0.10) = [ 1D Db,y 1) dy.
Luego
GﬁDﬁ‘DZbAQ(x, 0,1) = /Qﬁe_QWie'yDo‘ng(x, y, p) dy
= / DD (e727¥) DRDYb(r, y, 1) dy
1) / 1)/8le=27i0v D& DB Db, y, 1) dy
= / —2mif. yDO‘DﬂD"’b(a: Yy, 1) dy.
Sea K C €2 compacto, para cada z € K se verifica que
7DDy b, < [ D7D DYbz v, ) dy
= /ﬂy(H) DZ‘DgDCZa(x, T+ y,u)‘ dy
= [ oo (L "y

< Cary, VOl (my (H)) (1 + )™ (2.49)

siendo H = 7,1 (K) N X,.
Ahora, como f es arbitrario combinando (2.49)) con ([1.7)) obtenemos que para cada K C €2 compacto
y cada entero ¢ > 0 existe una constante c, ~¢ x > 0 tal que

| D& Db (2,0, 18)| < oy ie (141017 (1+ )™ 710 (2.50)
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En particular cambiando notacién y aplicando el Lema (2.35)

‘DﬁleAz(:r,&f + n)’ < camurc (LH 1€)AL+ €+ n)ymlo
< Captic (14 €))7 (14 [ + )1
< Camar (L E) T (14 [E)M™IFI (1 4 [yl
< Cappti (14 [) M (1 et

Por tltimo acotemos las derivadas de p(x.n)

D5 D7p(en)| = |D§D3 [Bata, .6 4+ m)
< [| Dy D3t € € + )| de
< ot [ (L4 DTN (Lt ) ! e
= ot (L )™l [(1 4 fgly =l gg
= Chytic (L )"
donde hemos usado que eligiendo ¢ entero tal que
t—|m|—l|a| >n

se verifica que (1 + |£ ])_H'm'ﬂo" es integrable. En conclusién, obtuvimos

sup | D5 Dp(a, )| < oy (1 [n) ™,
S

Entonces p(x,n) satisface (2.35)).

Ahora necesitamos probar que se satisface (2.34]). Comencemos realizando el desarrollo de Taylor
de orden £ en la tercera variable a la funcién

0 bo(z, €, +1)

Obtenemos

1;2(56,5754‘77) = Sg(flf,f,f +77) + R[(l’,f,f +77)7

donde

Sm g tm = Y e (955) (1.6m)

laj<e ™

y el resto estd dado por

1 1 ~
Reo, &€ +m=(0+1) 3 e [ (1= n) (045) @& n+ he) dn

=1 50
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Observemos lo siguiente

Luego

p(z

[setee6+mde = [ 30 —e (00) (n,€,m) de

| |<Z

S /5“ (925) (@, €.m) d

[ ‘<€

= 0o (. € m) dé
" Tt/

= > o [ [emvsen e mal

o<t . y=0

il /D"‘ 7€) by (. €. )dg}

y=0
1
7

[ g [emree. g ae]

y=0

ok
-
Zi

D“bwyn)( S

1
= Z 05 Dyja(e,a +y,1) |
|a\<€

= Z 80‘D°‘ xy,n)‘

|a\<£

y=0

y=r

= 30 0% Dyalayn)|,_ | = ot~ [Sitz v ndg

\a|<€

:/b2x§§+nd£ /Z 5“(3“62)(w€77)d§

|a|<€

-/ Re(x,£,§+n)d§‘
< / |Re(z, €,€ + )| de (2.51)

bl &6 +0) — Y € (055:) (€, 77)] d¢

|a\<£

Por lo tanto, la acotacién (2.34)) estard probada si acotamos (2.51)). En efecto, comencemos acotando
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el resto
R+l < (0+1) S el [ -0 | (04 5) &+ )| an
lu|=¢+1
(+1 ~
< > e sup |(9462) (w,6m+ BE)|
lu=t+1 K 0<h<1
12+1 .
< > (L+eh™" sup P ok (1417 (Lt In + he) I (por (250))
|ul=t+1 0=
41 l+1—s —(€+1)
< Y sk (L +[E]) sup (1+\n+h€!)
lul=t+1 0=

scz,o,s,K<1+|e|>“l—sosup< + )™ “”(1+h|5|)'m D (por Lema ([2:35))

< s (L+ €N T2+ )™ (14 gy )
< cposrc(l+ N5 (1 + )™ —(e+1) (1+ |£|)|ml+£+1

< s i (1 [€)THPIFEED (1 (D, (252)
Luego tomando s entero tal que
s>max {|lm|+ 3¢+ 1)+ 2n,|m|+m+2({+1) + 2n} (2.53)
se verifica que
si [€] < |n| entonces
(14 [y 7 HmHE (@ gy < (1 )Y (por s en @253)) (2.54)
si|n| <&y m—(£+1) <0 entonces
(1+’§‘)—s+\m\+2(€+1 (1+‘ ‘) —(+1) S( +’§D s+|m|+2(4+1)
< (1+1E)" D7 (por s en [253)) (2.55)
si|n] <&l y m— (£+1) > 0 entonces
(1 + |§’)fs+\m\+2(€+1) (1+ ‘n|)mf(€+1) < (1 + |§‘)7S+‘m‘+2(f+1 (1+ ‘§|) —(0+1)
_ ( + |£D—s+\m\+m+(2+1)
< (L+1¢)~ D7 (por s en (2:53)) (2.56)
Entonces, aplicando (2.54), (2.55)) v, (2.56)) en (2.52)) obtenemos
(L )™ si fg] < )
|Re(l’§§+77)|_{ e . :
o s i (LH[E)TEDT2 i [y < g
Luego
iR e anlae = [ IR g rmlde s [ IR g € ) de
<In
< [ chowsL+ I Vde + / (1 1) D2, (25)
€< Inl
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Ahora, por un lado tenemos que

[ ™ Vg = [ (1 gl ) g
E1<n §1<nl
= (L e [ (1 g g
|§1<Inl
< (U [ (1) g
€1<Inl
<00
= (1+ [y HD¥2e (2.58)

Por otro lado

[ @iy < [ 1 i) T (1) g
InI<Iél Inl<[¢]

< [ @) e
In|<[¢]

<A™ [ jeh T
Inl<[¢]
<00
=, (1+ )Y (2.59)

Entonces aplicando (2.58)) y (2.59)) en (2.57)) obtenemos

/IRM£§+n)|d§<0eoSK[me(1+|nl) SR (L )]

< i (L+ )™

siendo
Ae = méx {m+2n,0} — ({+1).

En conclusién,

S/IRe(:v,&éJrn)ldé

sup |p(z,§) = > — <9°‘D°‘ wy,n)’
rel jaf<e” v
A
< ¢y e (1+ n])™
con lim A, = —oo. Entonces ([2.34]) se satisface.

£—~o00
Por ultimo, probemos la afirmacién #i). En efecto, sea u € C2°(Q2) tenemos que

u(a) = [ra(e) dg

= lim ZeQWW&Ju(SJ)A&

N—>+oo

siendo la convergencia en la topologia de C*°(Q2). Entonces, por la continuidad y linealidad de P, se
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tiene que

N

— 7 2mix-E (¢ .
Pyu(z) = Pq (NgToojzf JU(&J)A&)

N
= 1 P 2miz-Ei (¢ Ae
Nﬁulloo @ (jzz:le U(fj) 5])

N

= NE}IEOO;P(I (ezﬂix'Sj) u(&))Ag;

N

) i€ 7
= Jlim 16 Tl (x,65) () A,
j:

= [y (o) a(e) de
= p(X, D)u(z).

En conclusiéon P, = p(X, D).
O

Corolario 2.37. Sea a € A™(Q)) entonces, existe Q € W™ (Q) propiamente soportado tal que P, —Q es
un operador infinitamente suave. Sea a € S™ () entonces, existe R € V™ () propiamente soportado
tal que a(X; D) — R € U=>°(Q).

Demostracion. Sea a € A™()) entonces por la Proposicién existe b € A™(Q) tal que P, es
propiamente soportado y P, — P, es un operador infinitamente suave. Ahora como P, es propiamente
soportado, por Teorema se tiene que P, = q,(X, D) siendo

g (w, &) = e PR, (emz'g) € S™(Q).

Entonces, P, € ¥"(Q) y Q = P, es el operador buscado.

Sea a € S™(2) entonces a € A™(Q) y, por lo tanto, por la Proposicién existe b € A™(Q)
tal que P, es propiamente soportado. Ademads, por construccién el nicleo distribucional de P, — P,
se anula en un entorno de la diagonal. Si g es el simbolo de P, dado por el Teorema [2.36] como por
sabemos que (a — qb)g (z,z—1y) es el ntcleo distribucional de P, — P, entonces, para cada x € €2
existe Z, un entorno compacto de 0 tal que

(a—a)y (x,2) =0 (2.60)

para todo z € Z,. Por otro lado, como a — g, € S™(f2) por el Teorema para cada |a| >m+n+j
la funcién

falz,2) = 2% (a — qb);/ (z,z) (2.61)

es de clase C7 y estd acotada en A x R™ para todo A C Q compacto. Por lo tanto, combinando (2.60)
y (2.61) tenemos que para cada z € A la funcién

2z (a—qp)y (2, 2) € L (R™).
Luego para cada x € A la funciéon
£ (a—q) (2,8) € Z(R)

lo cual implica que a — g, € ST°(2). Entonces P, € ¥"(Q), a(X; D) — P, € ¥~>°(Q) y, en conclusion,
R = P, es el operador buscado. O
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Del Corolario deducimos uno de los hechos mas importantes acerca de los operadores pseudo-
diferenciales propiamente soportados: sea P € ¥ (€2) con P = p(X, D) para algin p € S™(2) entonces

P=Q+S

lo podemos escribir como suma de @ € U™ () un operador pseudo-diferencial propiamente soportado
de igual orden que Py, S € U~°(£2) un operador pseudo-diferencial de orden —oco. Considerando la
equivalencia moédulo operadores de orden —oo establecemos que todo operador pseudo-diferencial es
equivalente a un operador pseudo-diferencial propiamente soportado de igual orden. Esto nos permite
dar una representacién canoénica del simbolo de P a partir del simbolo de () el cual denotamos con op
y estd dado por

op(x,€) = e 2™TEp (e%ixf) (2.62)
y satisface
op(z,§) = p(z,§) méd (§77(Q)) (2.63)

es decir, op es el simbolo del operador pseudo-diferencial propiamente soportado equivalente con P.

2.6 Adjuntos y Composiciones

Sea T': C2°(Q2) — C°°(Q) un mapa lineal, decimos que S: C°(2) — C*() es el operador transupesto
de T y anotamos S = T* si se satisface

(Tu,v) = (u, Sv)

para todo u,v € C°(Q2). Diremos que R: C°(2) — C*(Q) es el operador adjunto de Ty anotamos
R = T7* si se satisface

(T'w,T) = (u, Rv)

para todo u,v € C°(Q).
Si K(x,y) es el nicleo distribucional de T entonces, K'(x,y) = K(y,z) y K*(z,y) = K(y,x) son
los niicleos distribucionales de 7% y T* respectivamente. En efecto, por un lado

//Ka:y (y) dedy = (T'u,v)
(u, T") = (T, u)

—//Kta?y Ju(y) dzdy
—//Kt (y, z)v(y)u(z) dydz

://W@wmmwwmw
entonces K'(y,z) = K(x,y). Por otro lado,

//K:vy v(y) dedy = (Tu, T)
= (u, T*v) = (T*v,u)

://W@ywwaamw
_?//j(*yj Yu(z) dydz
_ / / K*(y, z)u(z)v(y) dedy
_ / / K+ (y, 2)u(z)o(y) dedy

Regularidad eliptica 56




2.6. Adjuntos y Composiciones

entonces K*(y,z) = K(x,y). Por lo tanto, si un operador pseudo-diferencial es propiamente soportado
entonces, su adjunto y transpuesto también son propiamente soportados.

Lema 2.38. Supongamos que p € S™(Q). Entonces, p(X, D)t = P, siendo a(z,y,&) = p(y, —&) v,

p(X, D)* = Py siendo b(z,y, &) = p(y, &)
Demostracién. Veamos primero el caso del operador transpuesto. Sean u,v € C2°(€) tenemos que
(X, Dyuv) = [ | [ rpiw. aty) de| otv) ay
= [ [ ety a©u() dedy
= [ [emrepty, a)oiy) dyd
— [| [ rpiw. pow ay) ae) ag
= [ gty ds
siendo
9O = [ rp(y. uly) dy (264

y, hemos intercambiado el orden de integracion debido a que como v € C°(2) y u € . (R™) la doble
integral es absolutamente convergente. Por el Lema [2.10] se verifica que la funcién g decae mas rapido
que cualquier polinomio entonces, podremos considerar su transformada de Fourier. En consecuencia

(u, p(X, D)) = (p(X, D)u,v)

= <gv ’L/Z>

= (g,u) = (u,9).
Por lo tanto,

p(X, D)'v(z) = g(x)

= [ty ) e
= [errme] [ennipty, oty dy dé (vor E5D)
= / / T p(y, E)o(y) dydé

= //62ﬂi(w—y)'£p(y, —&)v(y) dyd€ (cambio variable £ — —¢&).

En conclusién, p(X, D)t = P, con a(z,y, &) = p(y, —£).
Para el caso del operador adjunto procedemos de forma andloga. Sean u,v € C2°(2) tenemos que

(X, Dyut) = [ | [ rpiw. aty) de| Ty ay
= [ [ ety (i) dedy
- / / €™ p(y, )u(€)v(y) dyde
= [ [ reptv. it ay] ate) ae
~ [ neice) de
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siendo
M) = [emreply, €)0ly) dy (2.65)

y, por el mismo motivo hemos intercambiado el orden de integraciéon. Luego, mismo argumento para
tomar h y obtener

(u, p(X, D)*v) = (p(X, D)u,v)

En consecuencia,

p(X, D)*v(z) = h(x)

= [emiene) de

= [ermne [/ 2™ (y, )o(y) dy| dé (por (2:65))
= [ [ epty, uly) dyde.

Por lo tanto,

P(X, DY vl = [ [ m=opy, ejuly) dyd
[t e e
En conclusion, p(X, D)* = P, con b(z,y,&) = p(y, £). O

Teorema 2.39. Sea P € U™ (Q) propiamente soportado. Entonces Pt € ¥™(Q), P* € ¥™(Q) y,

—1)la
O’pt((L’,é) ~ Z ( 1? 3?D30P(x7 _§)7

|a|>0 &
ope(,8) ~ > 85 D%p(x,£).
|o¢|>0

Demostracion. Sea P € W™ () propiamente soportado veamos primero el caso del operador trans-
puesto. Como P = p(X, D) para algiun p € S™(£2) entonces, por Lema - § Pt = P, con a(z,y,2) =
p(y, —€). Ademés, al ser P! propiamente soportado por Teorema n tenemos que P! = P, € ¥™(Q),
P,=o0p:(X,D)y,

opr(2,6) = 07, (2,6) ~ Y 0 Da(a,y.)

la|>0 y=z
1
= 2 9Dy (p(y, =)
|a|>0 ’ y=x
Ia\
= Z | (92 Dgp) (v, —¢)
|04|>0 Yy=x
Ia\
~y b — (9eDgor) (v.—¢)
|a|>0 y=x
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Andlogamente se razona el caso del operador adjunto, para obtener que P* € U™ () y

op+(z,8) ~ Y 385 Dyb(z,y,§)

|a|>0

=> aé"?Dg‘} (p(y,f))

Yy=x

|a|>0 y=r
~ Y = (0D5) or (5,0
a0 & y=z
O
Teorema 2.40. Sean P € V(Q) y Q € V" (Q) operadores propiamente soportados. Entonces, QP €
UmET(Q) y
aqp(z,6) ~ Y 35 oq(z,§)Dop(x,§). (2.66)
|a\>0

Demostracion. Sea P € W™ (Q) se verifica facilmente que (Pt)t = P. Entonces
/ 2™ E Py (&) dé = Pu(x)
= (Pt)tu(:v)
= [ [ o pu (g, ~€)uly)dyde (por Lema 238)
= [emee| [ rap v, ~uty) dy] .
En consecuencia, por la unicidad de la Transformada de Fourier tenemos que
Pu(§) = [ Sop(y.~uly) dy.
Entonces,
QPu(r) = Q(Pu)(x)
= [emimtoq (e, ) Pu(e) de
= / M oq (x, €) { / e W E g i (y, —€)uly) dy| de
= [ [ g, op (. ~Euly) dyde.
Por lo tanto, QP = P, con

a(:v, Y, 5) = O'Q(CC, g)UPt (y7 _5)

ademés, claramente a € A™"(Q) y QP por el Corolario es propiamente soportado entonces, por
el Teorema tenemos que QP € U7 (Q) y

sarle€) ~ 3 D5 ool om0 (2:67)
Ahora, por la regla de Leibnitz tenemos_que
08 Dy [og(e. ap (v, ~)l| _ = ﬁgja ;," 900,99 Djop(y.~0)]| _
= BHZ_ WaﬁaQ(x,g)angapt (z, —&). (2.68)
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Sustituyendo (2.68)) en (2.67) obtenemos

UQP(%,&) Z i [ Z ﬁ'—é)ﬁaQ(az,f)angapt(x, _5)]

|oc\>0 B+y=a

= Z—@’BUQ (z 5)87D6+70pt(a: =£)

—1)lél
> ;f 8§Dio—p<x,<a>>]

6]>0

(fg; 8BUQ (x f)a'me"’

1)l9l
Z (Bl l)5| O oq(x, )y DI op(x,¢)

7’77

_1)lél
5[ 5 ] St ronie
BA | y+I=A U

—

donde en cada paso se realiz6 lo siguiente:
(a) agrupamos los términos segtin |3| + |y| = j pues son finitos y verifican

00 oq(x, )0 DI Vapi(w, —€) € S™TTI(Q),

(b) aplicamos el Teorema a opt(x,—=§),

(c) agrupamos los términos tales que v+ = A.

Por el Teorema n-dimensional del Binomio en particular si x = (1,...,1) tenemos que

(=ne 1)l 1 siA=0
o =(z—x)= ) .
i ~!16! 0 siA#0

En conclusién,

—1)I0]
on<x,«s>~Z[ > Cir| 5toate D on(sg
G [yro=r O

_ Z;'agaQ(x,g)Dfap(w,s)-
X

Corolario 2.41. Se satisfacen las siguientes afirmaciones:

a) Sean P € ¥™(Q) y Q € ¥"(Q) operadores propiamente soportados. Entonces,
opg = opog méd (S™TTTH(Q))
op- =ap méd (S™HQ)).
b) Seanp € S™(Q) yq € S"(N) tales que p(X, D) y q(X, D) son propiamente soportados. Entonces,

p(X,D)q(X,D) = (pq)(X,D) méd (¥ HQ))
p(X,D)* =p(X,D) méd (T 1(Q)).
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Demostracion. Para probar la afirmacién a) por Teorema y, Teorema se tiene que

70p(r,€) ~ 00w, 7p(w, ) + 3~ oq(r, ) Dsop(, )
laf£0

op+(z,&) ~op(x,) + Y a5 DSop(x,€)
a0

entonces por Teorema [2.28

opg = opag méd (S™THQ))
op- =5p moéd (S™HQ)).

Por otro lado, para probar la afirmacién b) en virtud de (2.63]) tenemos que

p(X, D)g(X, D) = (0(x.p)q(x.0)) (X, D)
= ((Tp(X7D)0'q(X7D)) (X, D) (por parte anterior)
= pa(X,D) mod (¥ (@)

(X, D)

=
>
S
Il
S
=
S

( ,D)( ) (por parte anterior)

Si L es un operador diferencial de orden m es claro que
or(z,€) = of(x,6) mod (S"H(Q)).
Por lo tanto, el Corolario [2:41] generaliza lo que ya hemos visto en la Proposicién [2.4] para operadores
diferenciales.
2.7 Operadores Pseudo-Diferenciales Elipticos

Definicién 2.42. Diremos que un simbolo p € S™(Q) es eliptico de orden m si para todo A C 2
compacto existen c4 y Ca constantes positivas tales que para todo x € A y |§| > Cy se verifica que
p(x, &) es invertible y

p(2,©)7Y] < eall +Jeh)™ (2:69)
Ejemplo 2.43. El operador Aﬂkgn es un operador pseudo-diferencial eliptico de orden 2k pues

oag, (2.6) = (—47%)" je*

entonces, para cada A C R"™ compacto si |{| > 2 tenemos que OAk, (x,€) es invertible y por 1’
sucede que

(—am?) ™" g%
(~47) ™" (ke + Ve 1+ )

oar, (2,67

IN
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En la Proposicién [2.44] siguiente veremos que la elipticidad de un simbolo es una propiedad in-
variante bajo clase de equivalencia en S™°°(f2), esto es importante pues nos permitird asumir que
todo operador pseudo-diferencial eliptico es equivalente a un operador pseudo-diferencial propiamente
soportado que ademds es eliptico.

Proposicién 2.44. Sean p € S"™(Q) eliptico de orden m y q € S™(2) tal que
g=p mbd (ST(Q)).
Entonces, q es eliptico de orden m.

Demostracion. Sea A C ) compacto. Como p es eliptico de orden m existen c4 y C4 constantes
positivas tal que p(z, &) es invertible y

[p(2,)7!] < ea(1+ &)™ para todo (2,€) € A x {¢] |¢] > Cu}. (2.70)

Como ¢ = p mdd (S~>°(Q)) se tiene que p — g € S*(2) para todo s € R. En particular p — ¢g €
S™=1(Q) por lo que existe dg'o,4 constante positiva tal que

Ip(2,€) — q(,8)] < dglpa (1 + \§|)m_l para todo (z,§) € A x R". (2.71)
Ahora

1
-1
CAdg,LO,A 1+ < 5 m
0,0,
& 1+ €] > 2cadyp a
=4 ‘§| > -1+ 26Ad8?0,14

(1+1[&) =2

entonces, para todo (z,&) € A x {& | [{] > fm,a} con

fm,A = max {—1 + 2CAd67?07A7 CA}

se verifica que

Ip(2,€) — q(z,€)| < dffo 4 (1+ €)™ (por 7))
1 -
= dily 4 (1+€]) 10Aa (1+1€)

-1

< doa (1+1€) " ealp(z, 7Y (por @T0))
1 -1

S 5 ‘p(xv‘g)_l‘

< ‘p(fv,é’)_ll_l

Por lo tanto, como p(x, &) es invertible se verifica que ¢(z,£) también es invertible para cada (z,§) €
Ax{E[ €l = fmaty

1
z,8) — q(z,8)| [p(z, €

Veamos que ¢(z, &) satisface la condicién (2.69). En efecto, sea (z,£) € A x {£ ] |£] > fm,a} se tiene
que

‘q(ﬂfyf)_lﬂ < T = ‘p(azjﬁ)‘ll.

Ip(2,€) — a(@, &)l |p(2,) 7| < diloa (1 + &)™ ea L+ 1)

1
=dgo aca (L +[¢])
1

< Z
-2
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entonces,

1 —|p(z,§) — q(z,8)] ‘p(m,&)‘ll >1— % — %

y, por lo tanto,

1
-1

O B e e Y BTN I -

< 2‘]9(3875)_1‘

<2ca(14]E)™™.

B Ip(z,€) 7|

En conclusién, hemos probado que para cada A C € compacto existen 2c4, fm 4 constantes posi-
tivas tales que para todo z € Ay [{| > fmn a se verifica que ¢(z,§) es invertible y

la(z,€)71 < 2ea (1 +1€) 7,
lo cual significa que ¢(z, &) es eliptico de orden m. ]

Sea p € S™(9Q) es eliptico de orden m. En virtud de que para cada K C Q compacto para valores
de £ grandes p es invertible y satisface la condicion , la pregunta natural es si podremos “definir”
p~! el simbolo inverso de p y, si serd de orden —m. Pero se nos presenta el problema de que p puede
tener ceros en K x R™ y no ser invertible en esos puntos. Para esto recurriremos a una funciéon ¢ que

1

vale 0 en los ceros de p en K x R" y vale 1 para grandes valores de £ para, luego definir (p~" como el

simbolo inverso de p y probar que efectivamente es un simbolo de orden —m.
A continuacion, en el Lema [2.45] veremos la existencia de la funcién ¢ y en la Proposicién [2.46
definiremos formalmente el inverso de p y probaremos que es un simbolo de orden —m.

Lema 2.45. Seap € S™(Q) eliptico. Entonces, existe ( € C°(Q2xR™,[0,1]) con la siguiente propiedad:
para todo A C  compacto existen constantes positivas da, D4 tales que si x € A se verifica que

i) C(x,8) =1 si[¢] > Da
it) |p(x, &) < da(l+1€])™™ si ((x,€) #0.

Demostracion. Sean {U;}72, C Q y {V;}32, C € como en el Lema Para cada j considero
;€ CX(Q,10,1]) tal que v; =1 en U; y sop(¢p;) C V.

Como p es eliptico y cada V; es compacto, existen constantes positivas C CW- para las cuales
se satisface. Entonces, para cada j considero ¢; € C*°(R") tal que

0< ;) <1, ¢i(&) =0si[§] < Cyry, () = 1si [¢] = 20y

Luego si
$a,6) = S0, @)5(6)
=1

como para cada (z,§) por construccién j(x) # 0 para una cantidad finita de j entonces, la sumatoria
tiene una cantidad finita de términos no nulos y, por lo tanto, ¢ € C*°(Q2 x R™).
Ahora sea n € C*°(R) tal que

0<nt)<1,n(t)=0sit<0y,nt)=1sit>1

afirmo que ¢ = no ¢ es la funcién buscada. En efecto, dado A C 2 compacto. Por un lado, es evidente
que la desigualdad 1’ se satisface para las constantes Y C’vj para los j en los que V; N A # &.
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Por otro lado, como para cada x € § existe un j tal que ¢j(z) = 1 entonces, ¥;(z)p;(&) = 1 si
(z,€) € Uj x {f | €] > 2C’vj} y, €N consecuencia,

e =1si(@oe | (AnT;)x{¢lle > 205}
JANT; A2

Ademas, p(x, &) es invertible en

U (AnW) x {el1el = o).

k| ANV, # 2
Por lo tanto, tomando
da :min{cvj\vjﬂA;é;Z} y Da :méx({207j ] Aﬂﬁj#fa’}U{Cﬁ | ANV # ﬁ})
se satisfacen las condiciones i) y ii). O

Proposicién 2.46. Sean p € S™(Q) eliptico de orden m y ¢ € C*(Q x R™[0,1]) como en el Lema
(2.7 Entonces,

0 si ((w,6) =0

a(@8) = {c@c,s)p(:c,f)l 5i ((2,6) #0

verifica que g € ST™(§2).

Demostracion. Debemos probar que para todo K C €2 compacto y para cada «, 8 existe una constante
fa,3,x > 0 tal que

oup [DEDa(e, )] < fusic(1 + )

Lo haremos segin |a| + |3].
Sean K C 2 compacto v dg, D las constantes dadas por la funciéon { para K.

e Si a = =0 entonces por construccién de ( se tiene que

lg(z, )| < |p(e. &)~ < dic(1+ [¢h)™

para todo (z,§) € K x R™.

e Si|a|+ 8| > 0. Primero observemos que para cada j tomando derivadas se tiene que
0 0
-1 —1 -1
pp =ld= | zp|p +p(a7p | =0
<3£j ) (8@ )
& &

0 -1_ -1 i -1
Tag? 7 (agjp>p (2.72)

analogamente, para cada ¢

0 -1 _ -1 0 -1
ol =P (&Cip)p - (2.73)

Entonces, por un lado para cada

(z,§) € K x{¢ | [¢§] = Dk}
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si |l =1
|Dga(x,&)| = |Dgpla, &)~
= |p(z, )7 [Dep(a, )| [p(z. )7
< dr (14 [€]) a0 x (L+ €)™ dr (1 + €)™
= ok (1L+E)™™ (2.74)
si 6] =1

|D2a(a,€)| = | DEp(a. &)
= |p(z, &) 7| [DEp(z, &)| |p(e. &) 7|
<dr(1+[&]) eo k(L + (€)™ dr (1 + (€)™
= (L + €)™ (2.75)

y, para las derivadas de mayor orden respecto a x y £ y las derivadas mixtas utilizando (2.72)) y (2.73))
por recurrencia las podemos expresar en funcién de p~! y derivadas de p para luego realizando el

mismo desarrollo que en y obtener
[DIDEq(w,€)| < g (1+1€)) 17,
Por otro lado, si
(z,§) € K x{¢|0<[¢] < Dk}
como ¢(z,§) es suave y K x {{ |0 < [¢] < Dg} es compacto, existe ¢, 5 ;- constante positiva tal que
IDIDga(, )] < g1+ 1),

En conclusién, tomando K =max{c ! obtenemos
) a,B, a,8,K> “a,B,K

’Dng‘q(%gﬂ < fapr(l+ |€|)—m—|5|

para todo (z,£) € K x R™.
]

Definicién 2.47. Sean p € S>(Q) y ¢ € S°(2) dos simbolos. Definimos el producto de Leibnitz de
py g médulo S™°(€), que denotamos con p o ¢, como

1
pog~ > —dEpDiq.
jalz0

Por el Teorema sipe S™Q)yqe S™(Q) entonces po g € STT(Q).

Definicién 2.48. Sea P € ¥*°(Q) un operador pseudo-diferencial, diremos que @ € ¥*°(Q)) es un
parametriz para P si satisface

PQ—-1de¥ Q) y QP —1dc ¥~ >°(Q).
Sea p € S°°(£2) un simbolo diremos que g € S°°(2) es un parametriz para p si satisface
poq—1€857(Q) y qop—1€ 57(Q)

donde 1 denota la matriz identidad.
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Teorema 2.49. Sea P € " (Q) eliptico. Entonces, existe QQ € W~"(Q) parametriz para P.

Demostracion. Dado P € W™(Q) eliptico, a menos de equivalentes, suponemos que P es propiamente
soportado. Entonces P = op(X, D).

Por Proposicién existe t € ST"(Q) eliptico que verifica lo siguiente para todo K C €2
compacto existe Dg una constante positiva tal que

op(z,§)t(z,§) — 1 =0 para todo (z,§) € K x {{ | [{| = Dk}
entonces, opt — 1 € S7°°(Q) y, por lo tanto,
opt ~ 1.

Sea T'= o4(x,p)(X, D) por Teorema m tenemos que

opr(,€) ~ op(z,€) o op(z,€) = 3 iﬁg‘ap(x,ﬁ)DgoT(x,f)

lo|>0
~]1— |- Z 58?0—P(x7§)D%JT(:B7€)
|21 7
=1-7(z,9) (2.76)

con

T‘(CL’,&) = - Z éﬁgap(m,g)DgaT(x,ﬁ).

la[>1

Por lo tanto, por Teorema se verifica que 7(z, &) € ST1(Q).
Sea para cada M > 1 entero

7’OIM(:C’é') — T(xjg) 0...0 T(xag)
M factores
entonces
TOM(%f) € 57(Q).

Ahora, observemos lo siguiente

op(z,€) 0 or(w, &) o (1+7(w,€) + 17 (@, + -+ 7" (,))
~ (= r(@,) o (14 (2,8 + 77 (2,6 + -+ 1" (2,€)) (por [276))
~ 1472, &)+ (2, )+ 410 (2, 6)
—r(@,&) = (@, &) — =1 (2,8 -7

=1-r""(z,¢)

oM+1

(z,€)

por lo tanto,

M+1

op(@,€§) o or(@, &) o (1+r(w,&) + 17 @+ +r" (2,)) ~ 1 =" (,¢) (277)

para todo M > 1.
[ee]
Dada la sucesion {rok (x, 5)}19—1 por Teorema [2.28) existe

ri(z,6) € STHQY
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tal que

€) ~ S 1" (2,6)

E>1
(o)
Anélogamente para cada M > 1, para la sucesién {rok (z, §)}k M1 existe

rﬁwﬂ(x, €) € S*Mfl(Q)

tal que

P (@,6) ~ Y o (x,€). (2.78)

k>M+1

Ahora, afirmamos que

O-P(:Evg) o O-T(:Eag) ° (1 +T’1(:Ea€)) ~1
En efecto,
op(z,&) oor(x,&) o (1 +ri(z,&) ~
~op(x,&)oor(x,€)o 1+r° (x,&) +r° ( ,£)+--'+7"°M(x,£)—|— Z rok(:r,f))

E>M+1

~ op(@,8) 0 0r(,€) o(1+7“° @.6) 417 (@) 4 (0.6)) +

+op(x,&)oor(x,€) o0 7° ))
k> +1

1= 17 (0,6) 4 0p(2,€) 0 07(0,6) 0 Phr 4 (2, €) (por ETD) y (por (E78)
entonces,
opooro(l+7r))—1~ —pott +opoorory
y como
—"" Y opoaro a1 € S=M=L(Q)

tenemos que
opooro(l+7))—1e S M1Q)
para todo M > 1. De donde concluimos que
opoopo(l+7r]) ~1.
Sea g € S™™(Q) tal que ¢ ~ o o (14 r}) entonces
opoqn~ 1. (2.79)
De forma anéloga construimos ¢’ € S~ () tal que
qdoop~1.
Ahora, afirmamos que

goop ~ 1. (2.80)
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En efecto,

goop—1n~ (1—q/oap)oqoap—i—q’o(apoq—1)oap—|— (q’oap—l)
— — —
€5—°(Q) €5=>(Q) €5=2(Q)

por lo tanto
qoop—1¢€ 5 ().

En conclusién, por (2.79) y (2.80) se verifica que g es el parametriz para p y, en consecuencia
Q =q(X,D) € U7"(Q) es el parametriz para P buscado.
O

2.8 Regularidad Eliptica

En esta seccién estudiaremos la regularidad de las soluciones de ecuaciones pseudo-diferenciales elipti-
cas. Para ello necesitamos previamente definir los siguientes espacios de Sobolev sobre 2.
Para cada s € R definimos

HQ) = cr @'

Hloc(Q) = {f : © — CP medibles | ¢f € Hs(R") para todo ¢ € C°(Q)}.
Teorema 2.50. Sea P € U™(Q). Entonces

a) P se extiende a un operador lineal suave P: H2,, () — H(Q) para todo s € R. Es decir, para
todos s € R y ¢ € C(Q) emiste cs 4 > 0 tal que ||pPulls < cspl|ulls+m para todo u € HI,,(Q).

~ s+m

b) Si P es propiamente soportado, entonces P se extiende a un operador lineal suave
P:HYe (Q) — H(Q) para todo s € R. Es decir, para todos s € R y ¢ € CX(Q) existen

s+m

) € CZ(Q) y oy > 0 tal que |pPulls < cqglltoullsym para todo u € HF, ().

Demostracion. Veamos primero la afirmacion a). Sean s € Ry ¢ € C°(Q2). Si P = p(X, D) entonces,
Q = ¢P = q(X,D) con

1(2,€) = 9(2)p(a,€) € S™(Q)
v q(z,€) tiene soporte compacto en la variable z. Luego
Qu(n) = [ (¢P) u(x) do
= [errmne | [emiengiaypa. ya(e) de] da
= [ [ aypla, (e dédo
= [ [ g, eyie) dadg

= [| e oeata, as] ae) ae

= [ & oate) de
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donde hemos intercambiado el orden de integraciéon debido a que, como la funcién z — q(x,§) tie-
ne soporte compacto y u € ¥ (R"), la doble integral es absolutamente convergente y, ¢; indica la
transformada de Fourier de ¢ en la primera variable.

Ahora, como

Q=66 = [e 9@, da (281)

observamos que (2.81)) es similar a (2.48]). Entonces, realizando el mismo razonamiento que hicimos
para obtener la acotacion (2.50), podemos obtener una acotacién similar. Es decir, para todo t > 0
entero tomando el compacto K = sop(¢) existe cx ¢ > 0 constante positiva tal que

(0 — &9 <ere(T+n—ENTH(L+[EH™

Sea @: R™ x R™ — R"™ tal que

O(n, &) =|q(n=&EIA+1EN) " (1 + n|)° (2.82)
entonces
(0, &) < era (L4 =& (L+IEN™ L+ IEN™™ (L + |n))°
=cir (L+ =€) @A+1E) " (1 + n))°
<era (L4 =€) (1 +1n—¢€)" (por Lema 2:35)
= ceq (1+ | — €))7

Por lo tanto, si t es suficientemente grande podemos afirmar que existe una constante Cs > 0 tal que

[emom<c, v [emoi<c, (2.59)
para todos 7 y £.
Denotamos
(@Qu.v) = [Quin) - () d
entonces,

(Qu.v) = [Quin) () d

_/U T Qu Wx] ~0(n) dip
e o o) v

_/// AT (2, £)a(E) - B(n) dE da dn

— / / /e-%” 1 (, €)a(€) - () da ddn

donde hemos intercambiado el orden de integracién ya que, como la funcién = — ¢(x, &) tiene soporte
compacto, u € .(R") y, 1 € .7(R") se tiene que la triple integral es absolutamente convergente.
Ahora, si

U©) =a(§)(L+ g™ y Vi(n) =0o(n)(A + [n)~*

aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz se tiene que
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(@Qu o)l < [[] fe2 o 9ega.¢) dalja(©) ot de dn
= [ i@ = €. 010+ €)@+ ) U1V )] d dy
= [ [eemu @IVl dedn or @53)

<[ [ e Pdfdn} U/@{n!‘/ !2d€dn]
< | feuve W&} fevi |2dn} (por (253))
[ feuatera+ i fosmra+ iy ]

= Csllullsmllvll-s-

Entonces,

(Qu, v)| < Csllullstmlloll-s

para todos u,v € C2°(Q2). En consecuencia, por el Teorema se tiene que

1Qulls = sup  [(Qu,v)| < Csllulls4m

l[oll =1

para todo u € C2°(Q2). Por lo tanto, dado s € R para todos ¢ € C°(2) y u € C°(Q) se verifica que
lpPulls < Csllullssm.-

De donde concluimos que P tiene una extensién continua a HY,,, () — HL¢(Q) para todo s.

Para la afirmacién b). Sean u € C*(Q) y ¢ € C°(2) como ya hemos observado, al ser P propia-
mente soportado se puede extender a P: C°(Q) — C°(Q) y, existe C' C € compacto tal que el valor
de Pu en sop(¢) depende del valor de u en C, es decir existe ¢ € C°(12) tal que ¢|, =1y

$Pu= P ().

Entonces, por parte anterior

[pPulls = 0P (Yu) |s < Csl[prullsym-

Luego como s, u y, ¢ son arbitrarios concluimos que P tiene una extension continua a
Hloe (Q) — HL2e(Q) para todo s.

s+m

O]

Teorema 2.51. (Regularidad eliptica). Sean u € H¢(Q) para algin k y P € V™(Q) eliptico y

loc
s+m

propiamente soportado. Entonces, si Pu € HY¢(Q) se verifica que u € H'°¢, (Q). En particular, si

Pu € C*(Q) se tiene que u € C*°(Q).

Demostracién. Por Teorema considero @Q € U~™(Q)) parametriz para P.
Por un lado, como @ es de orden —m y propiamente soportado por el Teorema [2.50] se extiende a
HLe(Q) — Hloe, (). Por lo tanto, como Pu € HY¢(2) entonces

s+m

QPu € H,, ().

Por otro lado, como Id — QP € ¥~>°(Q) tenemos que Id — QP es de cualquier orden. En particular,
es de orden

k—s—m.
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Ademas, Id — QP es propiamente soportado. Por lo tanto, por el Teorema tenemos que Id — QP

se extiende a HP(Q2) — HI¢, (€2). En consecuencia,

(Id— QP)u € HY,, ().
Por ltimo, como
u= (Id— QP)u+ QPu

obtenemos que u € H°¢, ().

s+m

Si Pu € C*°(Q) tenemos que Pu € ﬂHiOC(Q) entonces por parte anterior, u € ﬂHéOC(Q) Lo

teR t>1
cual implica que

¢u € (VH+(R™) para todo ¢ € C°(1).
t>1

En consecuencia, por el Teorema [1.10| se tiene que
pu € C°(R™) para todo ¢ € C°(Q).

Por lo tanto u € C*°().
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