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Introducción

El tema de estudio en esta monograf́ıa será teoŕıa de cuerpo de clases, y sus aplica-
ciones. La teoŕıa de cuerpos de clases es la rama de la teoŕıa de números que estudia
las extensiones de cuerpos de números abelianas, el programa de Langlands es su gene-
ralización, donde se estudian las extensiones de cuerpos en general. A lo largo de este
documento veremos por qué es más fácil estudiar las extensiones abelianas, esto se verá
claramente con el teorema de limitación de norma, el cual nos dirá que dado un cuerpo
K y una extensión L, sea Lab la mayor extensión abeliana de K dentro de L, enton-
ces Nm(L) = Nm(Lab); esto no nos deja diferenciar entre ambas extensiones con las
herramientas que presentaremos más adelante.

A lo largo del estudio de la teoŕıa de cuerpo de clases han existido varios enfoques. El
primero fue el de Kronecker (comenzando aproximadamente en 1850), su motivación fue
estudiar la factorización de polinomios y la densidad de primos, además de conjeturar
el Teorema de Kronecker-Weber, el cual dice que, toda extensión abeliana de Q esta
contenida enQ(ζm) con ζm una ráızm-ésima de la unidad. Años después Weber daŕıa una
prueba de dicho teorema, aunque incompleta, a esto se le debe el nombre. Posteriormente,
Hilbert daŕıa una prueba completa de dicho teorema, e introduciŕıa el śımbolo de Hilbert,
el cual estudiaremos en esta monograf́ıa. Todo esto desarrolló la teoŕıa de cuerpo de
clases con cuerpos globales, donde un cuerpo global es una extensión finita de Q. Una
vez desarrollada la teoŕıa global, se comenzaron a estudiar los cuerpos locales, donde un
cuerpo local es un cuerpo completo con respecto a la topoloǵıa inducida por una valuación
discreta y su cuerpo residual es finito, en nuestro caso serán extensiones finitas de Qp.
Partiendo de la teoŕıa global, Hasse, Brauer y Noether entre otros, desarrollaron la teoŕıa
de cuerpo de clases local.

Sin embargo, posterior a este enfoque Tate introduciŕıa la cohomoloǵıa de Tate para
estudiar la teoŕıa de cuerpos local, y deducir la teoŕıa de cuerpos global con la heuŕıstica
que se empezaba a usar en esa época (1950) de entender los problemas de manera local,
estudiándolo en cada completación p-ádica, y utilizando ideles (idea desarrollada por
Chevalley en 1936), se desarrolló la teoŕıa de cuerpo de clases global, la esencia de usar
los ideles es que se estudia el problema en cada localización del cuerpo (cada completacion
con respecto a una norma p-ádica) y en los ideles se puede ver lo anterior, pero en todas
las localizaciones a la vez, de ah́ı sacar conclusiones sobre el cuerpo global, a esto se le
llamó principio local-global. Será sobre este segundo enfoque que se tratará este trabajo,
recopilando resultados importantes, en algunos casos omitiremos sus demostraciones, y
dando algunas aplicaciones de la teoŕıa de cuerpo de clases.
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4 INTRODUCCIÓN

Esta monograf́ıa constará de tres caṕıtulos, en el primero introduciremos la coho-
moloǵıa de Tate, para esto necesitaremos algunas definiciones más básicas de álgebra
homológica, por tanto, comenzaremos definiendo cohomoloǵıa y homoloǵıa de un gru-
po G, y algunas herramientas que necesitaremos mas adelante como el cup product,
los homomorfismos Inflación y Restricción. Una vez tengamos estas herramientas po-
dremos definir la cohomoloǵıa de Tate, además de enunciar y demostrar el Teorema de
Tate, el cual nos facilitara el estudio de la cohomoloǵıa de Tate, y nos dejará ver como
la cohomoloǵıa de Tate logra unificar de manera útil para nosotros la homoloǵıa y la
cohomoloǵıa.

Una vez que poseamos estas herramientas, las aplicaremos para estudiar los cuer-
pos locales y sus extensiones, durante esta sección calcularemos la cohomoloǵıa de las
extensiones ramificadas, y daremos una idea del cálculo de la cohomoloǵıa para ex-
tensiones no ramificadas, para esto construiremos el mapa invariante. Dicho mapa nos
dará un isomorfismo entre el segundo grupo de cohomoloǵıa de Kun, que es la exten-
sión no ramificada más grande de K, o sea, el cuerpo que contiene a toda extensión
no ramificada de K, con Q/Z. Además, este mapa nos dará el isomorfismo entre los
grupos de cohomoloǵıa de las extensiones de K, que estarán contenidas en Kun y los
subgrupos de Q/Z. Posteriormente, definiremos el mapa local de Artin, el cual nos dirá
que Gal(L/K)ab ≃ K×/NmL/K(L×). Para describir este mapa nos será muy útil haber
definido anteriormente el mapa invariante.

En la última sección de este primer caṕıtulo, definiremos el grupo de Brauer e inter-
pretaremos la cohomoloǵıa en términos del grupo de Brauer. Para esto introduciremos
las álgebras centrales simples sobre un cuerpo K y la relación de similaridad que es una
relación de equivalencia, una vez tengamos estas definiciones, podemos definir un pro-
ducto el cual respetara las clases de equivalencia, y el conjunto de clases de similaridad
con dicho producto, será el antes mencionado grupo de Brauer. Al final de la sección
veremos algunos grupos de Brauer particulares, sobre K finito, K = R y cuerpos locales
no arquimedeanos.

En el caṕıtulo 2 comenzaremos introduciendo el Ray Class Group, para esto ne-
cesitaremos la noción de módulo, el cual por ahora pensaremos como un producto de
primos o lugares del cuerpo, una vez tengamos esta noción podremos definir el Ray
Class Group. Además, daremos algunos ejemplos de este grupo utilizando extensiones
cuadráticas. Posteriormente, definiremos el elemento de Frobenius, el cual será el gene-
rador del grupo de descomposición, dada una extensión L de K definiremos el grupo de
descomposición D(B) = {τ ∈ G | τB = B} donde B es un ideal en L sobre un ideal
primo p en el cuerpo K.

Una vez tengamos estas definiciones, definiremos el mapa global de Artin, el cual
será la versión global del mapa local de Artin definido en el caṕıtulo anterior. Calcula-
remos el mapa global de Artin en algunos cuerpos particulares para fijar ideas sobre su
funcionamiento. Ahora nos interesaŕıa obtener un isomorfismo del mismo tipo que nos
daba el mapa local de Artin, sin embargo, el mapa global de Artin no es un isomorfismo.
Para eso enunciaremos la Ley de reciprocidad, la cual nos dará un isomorfismo entre

Gal(L/K) y IS(m)/i(Km,1).Nm(I
S(m)
L ), donde S(m) es el conjunto de ideales primos que

dividen al módulo m, y el mapa i es i(a) = (a), manda un elemento en el ideal gene-
rado por ese elemento. Este será el primer teorema que enunciaremos de CFT global,
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en esta misma sección enunciaremos el teorema de limitación de norma el cual ya fue
mencionado anteriormente.

En este punto nos interesaŕıa combinar la parte local y la global. Para eso introdu-
ciremos los ideles, estos fueron introducidos por Chevalley, el grupo de ideles de K es
{(xv)v |xv ∈ Kv y xv ∈ Ov para casi todo v} donde v son los lugares o primos de K. De
manera intuitiva estamos mirando todos los lugares de k a la vez. Lo que haremos será
entender los teoremas que ya vimos en términos de ideales en el lenguaje de los ideles,
y ver que tanto se pueden generalizar estos teoremas, es decir, ver cuál es la ventaja de
usar ideles.

En el caṕıtulo 3 culminaremos la monograf́ıa viendo algunas aplicaciones de CFT.
Estudiaremos 3 problemas, el primero será cuando una n-ésima potencia local es global.
Veremos que dado un cuerpo de números que contiene una n-ésima ráız de la unidad.
Un elemento no nulo de K es una n-ésima potencia en K, si es una n-ésima potencia en
Kv para casi todo v primo. Para probar este teorema necesitaremos algunos resultados
de teoŕıa de números anaĺıtica, los cuales enunciaremos sin demostración. Otro de los
problemas que estudiaremos será el principio local-global de normas, para esto tendremos
el Teorema de la norma de Hasse. Dada una extensión ćıclica L/K de un cuerpo de
números y sea a ∈ K∗, entonces la imagen de a ∈ Kv es una norma de Lv para casi todo
v, y si es una norma para todo v, entonces es una norma en K.

Finalizaremos el caṕıtulo y la monograf́ıa estudiando leyes de reciprocidad, para
esto introduciremos el śımbolo de Legendre y veremos la ley de reciprocidad cuadrática
como primera aproximación al problema. Posteriormente, generalizaremos el śımbolo de
Legendre, dando el śımbolo de potencia residual. Definiremos el śımbolo de Hilbert, para
esto nos será útil el mapa invariante definido anteriormente. Una vez que tengamos esto,
podremos usar el śımbolo de Hilbert y alguna de sus propiedades para demostrar la ley
de reciprocidad. Por ultimo, veremos la reciprocidad cúbica de Eisenstein, y algunas
aplicaciones de estos resultados, entre las cuales estará una demostración del Teorema
de Fermat para primos menores que 3× 109.





Caṕıtulo 1

Teoŕıa de cuerpo de clases local

1. Cohomoloǵıa de Tate

Esta sección será puramente preliminar dando resultados que necesitaremos más
adelante, daremos algunos preliminares básicos sobre cohomoloǵıa para poder definir la
cohomoloǵıa de Tate, comenzaremos definiendo qué es la cohomoloǵıa y la homoloǵıa de
un G-módulo, siendo G un grupo.

1.1. Definición de cohomoloǵıa de grupos.

Definición 1.1. Diremos que M es un G−modulo si M es un grupo abeliano y G
actúa sobre M de manera tal que

1. g(m+ n) = gm+ gn ∀m,n ∈M y g ∈ G
2. g′g(m) = g′(gm) ∀m ∈M y ∀g, g′
3. 1m = m ∀m ∈M

Definición 1.2. Para un G-módulo M , definimos

MG = {m ∈M | gm = m ∀g ∈ G}.

El functorM 7→MG : ModG → Ab es exacto a izquierda, i.e., si 0→M ′ →M →M ′′ →
0 es exacta, entonces 0→M ′G →MG →M ′′G es exacta.

Dado que la categoŕıa de los G-módulos tiene suficientes inyectivos, podemos aplicar
la teoŕıa de los functores derivados en esta situación. Una resolución inyectiva de un
G-módulo M es una sucesión exacta de la forma 0→M → I0 → I1 → · · · , donde los Ij

son todos inyectivos. Remitirse a [Mil20, Capitulo 2] por mas detalles.
Sea M un G-módulo, elegimos una resolución inyectiva

0→M → I0 → I1 → I2 → · · ·

de M. El complejo

0
d−1

−→
(
I0
)G d0−→

(
I1
)G → · · · dr−1

−→ (Ir)G
dr−→

(
Ir+1

)G → · · ·
no necesariamente es exacto, lo cual da lugar a la siguiente definición.

Definición 1.3. Definiremos el r-ésimo grupo de cohomoloǵıa de G con coeficientes
en M como

Hr(G,M) =
Ker (dr)

Im (dr−1)
.

Proposición 1.4. Se cumplen las siguientes propiedades

1. H0(G,M) =MG
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8 1. TEORÍA DE CUERPO DE CLASES LOCAL

2. Dada una sucesión exacta corta de G-módulos

0→M ′ →M →M ′′ → 0

da lugar a una sucesión exacta larga

0→ H0
(
G,M ′)→ · · · → Hr(G,M)→ Hr

(
G,M ′′) δr→ Hr+1

(
G,M ′)→ · · · .

Descripción de la Cohomoloǵıa de grupos por medio de cocadenas.

Definición 1.5. Llamaremos una r−cocadena homogénea a una función φ : Gr+1 →
M tal que cumpla lo siguiente

φ(gg0, ..., ggr) = g(φ(g0, ..., gr)) ∀g, g0, ..., gr ∈ G.

Notaremos al conjunto de las r−cocadenas homogéneas como C̃r(G,M). Definimos

el mapa borde d̃r : C̃r(G,M)→ C̃r+1(G,M) de la siguiente manera

(d̃rφ)(g0, ..., gr+1) =
∑

(−1)iφ(g0, ..., ĝi, ..., gr+1).

Esta cadena nos da una manera explicita de calcular el r−ésimo grupo de cohomoloǵıa
como

Hr(G,M) ≃ Ker(d̃r)

Im(d̃r−1)
.

Una cocadena homogénea φ : Gr+1 → M es determinada por sus valores en los
elementos (1, g1, g1g2, ..., g1...gr). Por tanto definimos el grupo Cr(G,M) de r-cocadenas
no homogéneas de G con valores en M, el cual consiste de todas las funciones φ : Gr →M .
Tomaremos G0 = {1}, por lo tanto C0(G,M) =M . Definimos

dr : Cr(G,M)→ Cr+1(G,M)

por (drφ)(g1, · · · , gr+1) =

g1φ(g2, ..., gr+1) +

r∑
j=1

(−1)jφ(g1, ..., gjgj+1, ..., gr+1) + (−1)r+1φ(g1, ..., gr).

Definimos
Zr(G,M) = Ker(dr) grupo de r-cociclos

Br(G,M) = Im(dr−1) grupo de r-cobordes (r-coboundaries)

Podemos describir el r−ésimo grupo de cohomoloǵıa como

Hr(G,M) ≃ Zr(G,M)

Br(G,M)
.

Las tres maneras en las que definimos cohomoloǵıa son isomorfas, dependiendo del con-
texto en el cual estemos trabajando en el futuro usaremos la definición mas útil.

A continuación daremos una descripción del mapa borde δr usando cocadenas. Sea
0→M → N → P → 0 una sucesión exacta de G-módulos. El mapa borde

δr : Hr(G,P )→ Hr+1(G,M)

tiene la siguiente descripción: sea γ ∈ Hr(G,P ) representado por el r-cociclo ϕ : Gr → P .

El mapa de N en P es sobre, por tanto, existe una r-cocadena ϕ̃ : Gr → N que levanta
a ϕ, como dϕ = 0, dϕ̃ toma valores en M, este es el cociclo que representa a δrγ.
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Calculando una cohomoloǵıa importante.
Sea L una extensión de Galois finita de K, y sea G = Gal(L/K). Entonces L y L× son
G-módulos.

Proposición 1.6. Sea L/K una extensión de Galois finita con grupo de Galois G.
Entonces H1(G,L×) = 0

Demostración. Sea φ : G→ L× un 1−cociclo, por tanto,

φ(στ) = σ(φ(τ)).φ(σ), ∀σ, τ ∈ G

usando la independencia lineal de los automorfismos de L, se tiene que existe x ∈ L× tal
que

0 ̸= y =
∑
σ∈G

φ(σ).σ(x).

Luego para θ ∈ G

θ(y) =
∑
σ∈G

(θφ)(σ)(θσ)(x) =
∑
σ∈G

φ(θσ)φ(θ)−1(θσ)(x) = φ(θ)−1y

por lo tanto, φ satisface φ(θ) = θ(y)−1y, o sea que φ es un 1−coborde. Probando que
Z1(G,L×) ≃ B1(G,L×) □

Algunos homomorfismos importantes.
Definimos IndGH(M) = {φ : G → M | φ(hg) = hφ(g)∀h ∈ H ∀g ∈ G}. IndGH(M)
tiene estructura de G-módulo con (φ + φ′)(x) = φ(x) + φ′(x) y gφ(x) = φ(xg). Ahora
enunciaremos el lema de Shapiro.

Lema 1.7. (Shapiro) Sea G un grupo y H un subgrupo de G, ∀M H-módulo, existe

un isomorfismo canónico Hr(G, IndGH(M))
≃−→ Hr(H,M) ∀r ≤ 0.

Demostración. Ver Proposición 1.11 de [Mil20]. □

El homomorfismo Restricción se construirá de la siguiente manera. Sea M →
IndGH(M) el homomorfismo de G-módulos que env́ıa m al mapa g 7→ gm. Esto induce el
homomorfismo

Hr(G,M)→ Hr(G, IndGH(M)),

por el lema de Shapiro tenemos un isomorfismo de Hr(G, IndGH(M))
≃−→ Hr(H,M)

definiremos el homomorfismo Restricción como la composición de los dos homomorfismos
anteriores

Res : Hr(G,M)→ Hr(H,M).

Una manera explicita de construir el homomorfismo Restricción es la siguiente. Sea
ϕ ∈ Hr(G,M), y sea φ una r−cocadena de G que toma valores enM , tal que representa
a ϕ, podemos restringir φ a Hr, esto nos da una r−cocadena de H que toma valores en
M , la cual representa la clase de Res(ϕ)

El homomorfismo Inflación. Sea H un subgrupo normal de G, sea α : G→ G/H
la proyección, y sea β : MH ↪→ M . Sea ϕ ∈ Hr(G/H,MH) representado por φ un
r−cociclo de de G/H que toma valores en MH , φ es fijado por la acción de H ya



10 1. TEORÍA DE CUERPO DE CLASES LOCAL

que MH = {m ∈ M : h(m) = m∀h ∈ H}. Sea φ̃ un levantado de φ en G tal que
φ̃(g) = φ(gH), por tanto, hφ̃(g) = φ̃(g). Definimos

Inf : Hr(G/H,MH)→ Hr(G,M) como Inf(ϕ) = β(φ̃)

donde β(φ̃) es la clase de β(φ̃) en Hr(G,M).
El homomorfismo Corestricción. Sea H un subgrupo de G de ı́ndice finito y sea S

un conjunto de representantes de las coclases a izquierda de H. Entonces G =
⋃

s∈S sH.
Dado M un G-módulo, definimos la función norma de la siguiente manera

NmG/Hm =
∑
s∈S

sm.

NmG/H es un homomorfismo de MH → MG, esto nos da un homomorfismo de los
grupos de cohomoloǵıa

Cor : Hr(H,M)→ Hr(G,M)

para todo r de la siguiente manera. Para todo G-modúlo M tomamos

φ 7→
∑
s∈S

sφ(s−1) : IndGH(M)→M.

Componiendo con el isomorfismo del lema de Shapiro obtenemos el homomorfismo co-
restricción

Hr(H,M)
≃−→ Hr(G, IndGH(M))→ Hr(G,M).

1.2. Cup Product. Para dos G-módulos M y N, escribimosM⊗N paraM⊗ZN
como G-módulo con

g(m⊗ n) = gm⊗ gn, g ∈ G, m ∈M, n ∈ N.

Proposición 1.8. Existe una y solo una familia de apareamientos bi-aditivos

(m,n) 7→ m ∪ n : Hr(G,M)×Hs(G,N)→ Hr+s(G,M ⊗N)

tal que

1. para r=s=0, el apareamiento es

(m,n)→ m⊗ n :MG ⊗NG → (M ⊗N)G;

2. Si 0→M ′ →M →M ′′ → 0 es una sucesión exacta de G-módulos tal que

0→M ′ ⊗N →M ⊗N →M ′′ ⊗N → 0

es exacta, entonces

(δm′′) ∪ n = δ(m′′ ∪ n),m′′ ∈ Hr(G,M ′′), n ∈ Hs(G,N);

Donde δ es el homomorfismo Hr(G,M ′′)→ Hr+1(G,M ′) o Hr+s(G,M ′′⊗N)→
Hr+s+1(G,M ′ ⊗N)

3. Si 0→ N ′ → N → N ′′ → 0 es una sucesión exacta de G-módulos tal que

0→M ′ ⊗N →M ⊗N →M ′′ ⊗N → 0

es exacta, entonces

m ∪ δn′′ = (−1)rδ(m ∪ n′′),m ∈ Hr(G,M), n′′ ∈ Hs(G,N ′′).

Proposición 1.9. El producto cup cumple las siguientes propiedades
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(x ∪ y) ∪ z = x ∪ (y ∪ z)
x ∪ y = (−1)rsy ∪ x
Res(x ∪ y) = Res(x) ∪Res(y)
Cor(x ∪Res(y)) = Cor(x) ∪ y
Inf(x ∪ y) = Inf(x) ∪ Inf(y)

1.3. Definición de homoloǵıa de grupos. Dado un G-módulo M, sea MG el
cociente mas grande de M sobre el que G actúa trivialmente. Por tantoMG es el cociente
de M por el subgrupo generado por

{gm−m | g ∈ G,m ∈M}.

El functor

M 7→MG : ModG → Ab

es exacto a derecha, es decir, si

0→M ′ →M →M ′′ → 0

es exacto, entonces

M ′
G →MG →M ′′

G → 0

es exacto.
Sea M un G-módulo, elegimos una resolución proyectiva, podemos hacerlo pues la

categoŕıa de G−módulos tiene suficientes proyectivos

· · · −→ P2 −→ P1 −→ P0 −→M −→ 0

de M. El complejo

· · · −→ (P2)G
d2−→ (P1)G

d1−→ (P0)G −→ 0

no necesariamente es exacto, por tanto definimos

Hr(G,M) =
Ker (dr)

Im (dr+1)

como el r-ésimo grupo de Homoloǵıa de G con coeficientes en M.

Proposición 1.10. Se cumplen las siguientes propiedades

1. H0(G,M) =MG;
2. Una sucesión exacta corta de G-módulos

0→M ′ →M →M ′′ → 0

da lugar a una sucesión exacta larga

· · · → Hr(G,M)→ Hr

(
G,M ′′) δr−→ Hr−1

(
G,M ′)→ · · · → H0

(
G,M ′′)→ 0.
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1.4. Cohomoloǵıa de Tate. Supongamos que G es un grupo finito.

Para un G-módulo, definimos el mapa norma NmG :M →M de la siguiente manera

m 7→
∑
g∈G

gm.

Sea g′ ∈ G. Como g recorre todos los elementos de G, g′(NmG(m)) = NmG(m) =
NmG(g

′m). Entonces

Im (NmG) ⊂MG, IGM ⊂ KerNmG.

Donde IG es el ideal de aumentación, IG = ker(
∑

σ∈G nσσ 7→
∑

σ∈G nσ), este ideal ( de
Z[G]) es generado por {σ − 1 : σ ∈ G}.

Por tanto, obtenemos el siguiente diagrama conmutativo

M M

0 Ker(NmG)/IGM M/IGM MG MG/NmG(M) 0

NmG

Como H0(G,M) = M/IGM y H0(G,M) = MG, la fila inferior puede ser reescrita
como

0→ Ker (NmG) /IGM → H0(G,M)
NmG−→ H0(G,M)→MG/NmG(M)→ 0

Definición 1.11. Tate definió

Hr
T (G,M) =


Hr(G,M) r > 0

MG/NmG(M) r = 0

Ker(NmG)/IGM r = −1
H−r−1(G,M) r < −1

por tanto la sucesión exacta ahora se convierte en

0→ H−1
T (G,M)→ H0(G,M)

NmG−→ H0(G,M)→ H0
T (G,M)→ 0.

Los grupos Hr
T (G,M) son conocidos como grupos de Cohomoloǵıa de Tate.

Proposición 1.12. Dada una sucesión exacta corta de G-módulos

0→M ′ →M →M ′′ → 0.

Obtenemos la siguiente sucesión exacta larga

· · · → Hr
T (G,M

′)→ Hr
T (G,M)→ Hr

T (G,M
′′)

δ−→ Hr+1
T (G,M)→ · · · .
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Dos resultados importantes.

Teorema 1.13. Sea G un grupo finito, y sea M un G-módulo. Si

H1(H,M) = 0 = H2(H,M)

para todo subgrupo H de G, entonces Hr
T (G,M) = 0 para todo r ∈ Z

Demostración. Ver Teorema 3.10 de [Mil20]. □

Teorema 1.14. Teorema de Tate
Sea G un grupo finito y sea C un G-módulo. Supongamos que para todo subgrupo H de
G (incluyendo H=G)

1. H1(H,C) = 0
2. H2(H,C) es un grupo ćıclico de orden igual a |H|

Entonces, para todo r, existe un isomorfismo

Hr
T (G,Z)→ Hr+2

T (G,C)

dependiendo solo de la elección del un generador para H2(G,C)

Demostración. Ver Teorema 3.11 de [Mil20]. □

2. Teoŕıa de cuerpos de clases local

Sea K un cuerpo local, es decir que K es un cuerpo local si es un cuerpo y además
es completo con la topoloǵıa inducida por una valuación discreta y su cuerpo residual es
finito. En nuestro caso, los cuerpos locales que utilizaremos siempre serán una comple-
tación de un cuerpo de números con respecto a normas p-ádicas. De ahora en adelante
llamaremos H2(L/K) a H2(Gal(L/K), L×). En la siguiente sección veremos una inter-
pretación de H2(L/K) como el grupo de Brauer de L/K.

2.1. Cohomoloǵıa de extensiones no ramificadas. En el inicio de esta sección
describiremos la cohomoloǵıa de las extensiones no ramificadas, las cuales son mas fáciles
de estudiar que las ramificadas. Para esto estudiaremos la cohomoloǵıa de las unidades,
la cual nos sera útil para entender la cohomoloǵıa de L.

La cohomoloǵıa de las unidades.

Proposición 2.1. Sea L/K una extensión finita no ramificada con grupo de Galois
G, y sea UL el grupo de unidades en L. Entonces

Hr
T (G,UL) = 0 para todo r

Demostración. Si π es un primo de L, entonces todo elemento de L× puede ser
escrito únicamente como α = uπm con u ∈ UL,m ∈ Z. Por tanto

L× = UL.π
Z ≃ UL × Z

Como L es no ramificada sobre K, podemos elegir π ∈ K, entonces τ(α) = τ(uπm) =
(τu)πm para todo τ ∈ G, y por tanto 2.1 se convierte en una descomposición de G-
módulos cuando tenemos G actuando trivialmente sobre πZ ≃ Z. Por tanto Hr(G,UL)
es un sumando de Hr(G,L×).
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Tenemos que H1(G,L×) = 0 por el Teorema 90 de Hilbert. Como G es ćıclico, para
completar la prueba de la proposición, es suficiente ver que H0

T (G,UL) = 0. Para eso
usaremos la siguiente proposición. □

Proposición 2.2. Sea L/K extensión finita no ramificada. Entonces el mapa norma
NmL/K : UL → UK es sobreyectivo.

Necesitaremos los siguientes lemas para demostrar la proposición. Sean l y k los
cuerpos residuales de L y K. Como L/K es no ramificada, la acción de G sobre OL

define un isomorfismo G ≃ Gal(l/k).

Lema 2.3. Para m > 0, sea U
(m)
L = 1 +mm

L . Entonces

UL/U
(1)
L

≃−→ l×

U
(m)
L /U

(m+1)
L

≃−→ l

como G-módulos.

Demostración. Sea π un primo de K, por tanto es primo en L, y U
(m)
L = {1 +

aπm | a ∈ OL}
Los mapas

u 7→ u mod mL : UL → l×

1 + aπm 7→ a mod mL : U
(m)
L → l

inducen los isomorfismos requeridos. □

Lema 2.4. Para todo r, Hr
T (G, l

×) = 0. En particular, el mapa norma l× → k× es
sobreyectivo.

Demostración. Mirar Lema 1.4 del capitulo 3 de [Mil20] □

Lema 2.5. El grupo Hr
T (G, l) = 0 para todo r. En particular, el mapa traza l→ k es

sobreyectivo.

Demostración. Mirar Lema 1.5 del capitulo 3 de [Mil20] □

Utilizaremos los lemas anteriores sin dar las pruebas.

Demostración de la Proposición 2.2. Ahora demostraremos la proposición an-
terior utilizando los lemas. Tenemos los siguientes diagramas conmutativos

UL l× U
(m)
L l

UK k× U
(m)
K k

Nm Nm Nm Tr

Consideremos un u ∈ UK . Como el mapa Norma l× → k× es sobreyectivo, existe un v0 ∈
UL tal que Nm(v0) y u tiene la misma imagen en k×, lo que es igual a que u/Nm(v0) ∈
U

(1)
K . Como el mapa Traza de l→ k es sobreyectivo, existe un v1 ∈ U (1)

L tal queNm(v1) ≡
u/Nm(v0) mod U

(2)
K . Continuando con este razonamiento, obtenemos una sucesión de

v0, v1, v2, ..., vi ∈ U
(i)
L , tal que u/Nm(

∏i
j=0 vj) ∈ U

(i+1)
K . Sea v = limm→∞

∏m
j=0 vj .

Entonces u/Nm(v) ∈
⋂
U

(i)
K = 1. □
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El mapa invariante.
Sea L una extensión de K no ramificada, y G = Gal(L/K).

Como H2(G,UL) = 0 = H3(G,UL), la sucesión de cohomoloǵıa de la sucesión exacta
corta

0 UL L× ordL−−−→ Z 0

nos da el siguiente isomorfismo

H2(G,L×)
H2(ordL)−−−−−−→

≃
H2(G,Z).

Los grupos Hr(G,Q) son de torsión para r > 0 y únicamente divisible porque Q lo es, y
por tanto son triviales. Por tanto la sucesión de cohomoloǵıa de la sucesión exacta corta

0 Z Q Q/Z 0

nos da un isomorfismo ( G actuando trivialmente)

H1(G,Q/Z) δ−→ H2(G,Z) .

Sabiendo que

H1(G,Q/Z) ≃ Homcts(G,Q/Z)
y que G tiene un generador topológico canónico, el elemento de Frobenius σ = FrobL/K .
La composición de

H2(L/K) H2(G,Z) H1(G,Q/Z) ≃ Homcts(G,Q/Z) Q/ZordL

δ

f 7→f(σ)

es llamado el mapa invariante

invL/K : H2(L/K)→ Q/Z

Teorema 2.6. Existe un único isomorfismo

invK : H2(Kun/K)→ Q/Z

con la propiedad tal que para toda extensión L ⊂ K de grado n sobre K, invK induce el
isomorfismo

invL/K : H2(L/K)→ 1

[L : K]
Z/Z

La prueba del teorema es una consecuencia de la discusión anterior.

Proposición 2.7. Sea L una extensión finita de K de grado n, y sean Kun y Lun

las extensiones mas grandes no ramificadas de K y L. Entonces el siguiente diagrama
conmuta

H2(Kun/K) H2(Lun/L)

Q/Z Q/Z

Res

invK invL

n
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Demostración. La extensión no ramificada mas grande es un cuerpo local obtenido
por adjuntar todas las m-esimas ráız de la unidad para m no divisible por la caracteŕıstica
del cuerpo residual.Por tanto, Lun = L.Kun y por tanto el mapa

τ 7→ τ |Kun : Gal(Lun/L)→ Gal(Kun/K)

es inyectivo. El mapa Res en el diagrama anterior es definido por la compatibilidad de
los homomorfismos

Gal(Kun)← Gal(Lun/L)

Kun× → Lun×

Sea ΓK = Gal(Kun/K) y ΓL = Gal(Lun/L), y consideramos el siguiente diagrama

H2(Kun/K) H2(ΓK ,Z) H1(ΓK ,Q/Z) Q/Z

H2(Lun/L) H1(ΓL,Z) H1(ΓL,Q/Z) Q/Z

ordK

Res eRes eRes

δ

g 7→g(σK)

fe

ordL

δ

g 7→g(σL)

Donde e es el ı́ndice de ramificación de L/K y f es el grado de inercia (grado de la
extensión de los cuerpos residuales). El primer cuadrado es obtenido del cuadrado con-
mutativo

Kun× Z

Lun× Z

ordK

e

ordL

El segundo cuadrado expresa el hecho de que el mapa restricción conmuta con el
mapa γ. Aparte de el factor ”e”, el tercer cuadrado es

Hom(ΓK ,Q/Z) Q/Z

Hom(ΓL,Q/Z) Q/Z

g 7→g(σK)

g 7→g | ΓL f

g 7→g(σL)

El elemento de Frobenius σK y σL son determinados por el hecho que induce x 7→ xq y

x 7→ xq
f
respectivamente sobre los cuerpos residuales, donde q = |k| y qf = |l|, por tanto

σL |Kun = σfK . Ahora es claro que estos cuadrados conmutan, y n = ef , esto prueba la
proposición. □

Mapa Local de Artin.
Sea L una extensión finita no ramificada de K con grupo de Galois G, y sea n=[L:K].
La clase local fundamental uL/K es el elemento de H2(L/K) mapeado por el generador

1
[L:K] de

1
[L:K]Z/Z por el mapa invariante invL/K : H2(L/K)

≃−→ 1
[L:K]Z/Z. El par (G,L

×)

satisface las hipótesis del Teorema de Tate, y por tanto su producto cup con la clase
fundamental uL/K define un isomorfismo

Hr
T (G,Z)→ Hr+2

T (G,L×)
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para todo r ∈ Z. Para r = −2, esto se convierte en

H−2(G,Z) H0(G,L×)

G K×/Nm(L×)

≃

Ahora calcularemos este mapa expĺıcitamente.
Un un elemento primo π de K es también un primo de L, y define la siguiente

descomposición

L× = UL.π
Z ≃ UL × Z

de G-módulos. Entonces

Hr(G,L×) ≃ Hr(G,UL)⊕Hr(G, πZ)

Eligiendo un generador σ de G, y sea f ∈ H1(G,Q/Z) ≃ Hom(G,Q/Z) el elemento
tal que f(σi) = i

n mod Z para todo i. Genera H1(G,Q/Z).
De la sucesión exacta

0→ Z→ Q→ Q/Z→ 0

como Hr(G,Q) = 0 para todo r, obtenemos un isomorfismo

δ : H1(G,Q/Z)→ H2(G,Z)

De acuerdo a la descripción dada en la anterior sección anterior sobre el mapa δ, para
construir δf , primero elegimos un levantamiento de f por una 1-cocadena f̃ : G → Q.
Tomamos f̃ el mapa σi 7→ i

n , donde 0 ≤ i < n− 1. Entonces

df̃(σi, σj) = σif̃(σj)− f̃(σi+j) + f̃(σi) =

{
0 si i+ j ≤ n− 1
1 si i+ j > n− 1

Cuando identificamos Z ≃ πZ ⊂ L×, encontramos que la clase fundamental uL/K ∈
H2(G,L×) es representada por el cociclo

φ(σi, σj) =

{
1 si i+ j ≤ n− 1
π si i+ j > n− 1

De la sucesión exacta

0→ I → Z[G]→ Z→ 0

0→ L× → L×(φ)→ I → 0

obtendremos los mapas borde

H−2(G,Z)→ H−1(G, I),

H−1(G, I)→ H0(G,L×).

Los cuales son isomorfismos porque Z[G] y L×(φ) tienen Cohomoloǵıa trivial. Como
L×(φ) es el módulo de descomposición de L× ⊕

⊕
σ∈G,σ ̸=1 Zxσ de φ.

Finalmente H−2(G,Z) = H1(G,Z) ≃ G, donde la primer igualdad es por definición,
y la segunda porque H1(G,Z) ≃ Gab, en este caso el grupo ya era abeliano.
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Proposición 2.8. Bajo la composición de los mapas

H−2(G,Z) H0(G,L×)

G K×/Nm(L×)

≃

el elemento de Frobenius σ ∈ G mapea en la clase de π en K×/Nm(L×).
Notar que como todas las unidades en K son normas de L×, la clase de π mod

Nm(L×) es independiente de la elección del primo π. Por otro lado, el G-módulo L×(φ)
y el mapa dependen de la elección de el generador σ para G.

Demostración. De la construcción del isomorfismo H−2(G,Z) ≃ G, podemos ver
que la imagen de σ bajo el mapa borde H−2(G,Z)→ H−1(G, IG) ⊂ IG/I2G es represen-
tado por σ − 1

El mapa borde H−1(G, IG) → H0(G,L×) es dado por el lema de la serpiente de el
diagrama

H−1(G, IG)

(L×)G L×(φ)G (IG)G 0

0 L×G L×(φ)G (IG)
G

H0(G,L×)

Los mapas verticales son NmG =
∑n−1

i=0 σ
i. El elemento (σ− 1)+ (IG)

2 es la imagen
de Xσ + I.L×(φ) en L×(φ)G, y NmG(xσ + I.L×(φ) es la suma de los elementos

xσ = xσ

xσ = xσ2 − xσ + φ(σ, σ)

· · · · · ·

σn−1xσ = x1 − xσn−1 + φ(σ, σn−1)

Donde x1 = φ(1, 1) = 1 y que + sobre el factor L× de L(φ) es ., entonces encontramos
que

NmG(xσ) =
n−1∏
i=1

φ(σ, σi) = π

Esto completa la prueba. □
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2.2. Cohomoloǵıa de extensiones ramificadas. Por el Teorema 90 de Hilbert,
la sucesión es exacta

0→ H2(L/K)
Inf−−→ H2(E/K)

Res−−→ H2(E/L)

para cualquier extensión de Galois E ⊂ L ⊂ K.

Teorema 2.9. Para todo cuerpo local K, existe un isomorfismo canónico

invK : H2(Kal/K)→ Q/Z

Sea L una extensión de Galois de K de grado n <∞. Entonces el diagrama

0 H2(L/K) H2(Kal/K) H2(Kal/L)

0 1
nZ/Z Q/Z Q/Z

Res

invK InvL

n

conmuta, y por tanto define un isomorfismo

invL/K : H2(L/K)→ 1

n
Z/Z

Lema 2.10. Si L/K es Galois de grado finito n, entonces H2(L/K) contiene un sub-
grupo canónicamente isomorfo a 1

nZ/Z.

Demostración. Consideremos el diagrama

0 Ker(Res) H2(Kun/K) H2(Lun/L)

0 H2(L/K) H2(Kal/K) H2(Kal/K)

Res

Inf Inf

Res

Ya que los mapas inflación son inyectivos, aśı también es el primer mapa vertical, por
el teorema visto en la sección anterior, vimos que el kernel de el mapa restricción es
canónicamente isomorfo a 1

nZ/Z. Terminando la prueba. □

Para completar la prueba del teorema falta ver que el mapa 1
nZ/Z ↪→ H2(L/K) es

un isomorfismo. Para eso enunciaremos algunos lemas que usaremos.

Lema 2.11. Sea L una extensión de Galois finita de K con grupo G. Entonces existe
un subgrupo abierto V de OL, estable por G, tal que Hr(G,V ) = 0∀r > 0

Lema 2.12. Sea L,K, y G como en el lema anterior. Entonces existe un subgrupo
abierto V de UL estable por G tal que Hr(G,V ) = 0∀r > 0

Lema 2.13. Sea L/K una extensión ćıclica de grado n, entonces h(UL) = 1 y h(L×) =
n

Lema 2.14. Sea L una extensión de Galois finita de orden n, entonces H2(L/K)
tiene orden n
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Demostración. Sabemos que el orden de H2(L/K) es divisible por n, y que es
igual a n si L/K es ćıclica. Probemos el lema por inducción sobre [L:K]. Porque el grupo
Gal(L/K) es soluble, existe una extensión de Galois K ′/K con L ⊋ K ′ ⊋ K. De la
sucesión exacta

0→ H2(K ′/K)→ H2(L/K)→ H2(L/K ′)

vemos que

|H2(L/K)| ≤ |H2(K ′/K) | . | H2(L/K ′) |= n

□

Demostración del Teorema 2.9. Del diagrama en la prueba de 2.10 podemos
ver que para toda extensión finita de Galois L de K, el subgrupoH2(L/K) deH2(Kal/K)
esta contenido en H2(Kun/K). Por tanto H2(Kal/K) =

⋃
H2(L/K), probando que el

mapa inflación H2(Kun/K)→ H2(Kal/K) es un isomorfismo. Componiendo la inversa
de esto con el mapa invariante invK : H2(Kun/K)→ Q/Z del Teorema 2.1. □

Mapa Local de Artin.
El par (G,L×) satisface las hipótesis del Teorema de Tate, y por tanto tenemos el
siguiente resultado.

Teorema 2.15. Para toda extensión de Galois finita L/K de cuerpos locales y r ∈ Z,
el homomorfismo

Hr
T (Gal(L/K),Z)→ Hr+2

T (Gal(L/K), L×)

definido por x 7→ x ∪ uL/K es un isomorfismo. Cuando r = −2, esto se convierte en

Gal(L/K)ab ≃ K×/NmL/K(L×)

Llamaremos al mapa inverso

ϕL/K : K×/NmL/K(L×)
≃−→ Gal(L/K)ab

y lo llamamos el Mapa local de Artin, o Mapa de reciprocidad local.

Si L ⊃ E ⊃ K Con L/K Galois, entonces el homomorfismo en el teorema conmuta
con Res y Cor. Para probar el resultado para Res debemos ver que

Res(x ∪ uL/K) = Res(x) ∪ uL/K
Para todo x ∈ Hr

T (Gal(L/K), L×. Pero esto es una propiedad estándar del cup-product.
Si L ⊃ E ⊃ K Con L/K Galois y E/K Galois, x ∈ Hr(Gal(E/K), E×) con r ≥ 1,

entonces

Inf(x ∪ uE/K) = [L : E]Inf(x) ∪ uL/K
De vuelta esta es una propiedad básica del cup-product.

Lema 2.16. Sea L ⊃ E ⊃ K cuerpos locales con L/K Galois. Entonces los diagramas
conmutan

E× Gal(L/E)ab E× Gal(L/E)ab

K× Gal(L/K)ab K× Gal(L/K)ab

ϕL/E

NmE/K

ϕL/E

ϕL/K ϕL/K

V er
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Observación 2.17. Sea L ⊃ E ⊃ K cuerpos locales con L/K y E/K Galois. Entonces
el diagrama conmuta

K× Gal(L/K)ab

Gal(E/K)ab.

ϕL/K

ϕE/K

En particular si L ⊃ E ⊃ K es una torre de extensiones abelianas de K, entonces
ϕ|L/K(a)|E = ϕE/K(a),∀a ∈ K×, y por tanto podemos definir ψK : K× → Gal(Kab/K)
como el homomorfismo tal que, para cada extensión abeliana finita L/K, ϕK(a)|L =
ψL/K(a)

Teorema 2.18. Para todo cuerpo local K, existe un homomorfsimo (mapa local de
Artin)

ϕK : K× → Gal(Kab/K)

con las siguientes propiedades

1. para todo primo π ∈ K,ϕK(π)|Kun = FrobK ;
2. para toda extensión abeliana finita L de K, NmL/K(L×) esta contenido en el

kernel de a 7→ ϕK(a)|L y ϕK induce un isomorfismo

ϕL/K : K×/NmL/K(L×)→ Gal(L/K)

Descripción alternativa de el mapa local de Artin.
Sea L/K una extensión abeliana finita con grupo de Galois G, y sea uL/K en H2(G,L×)
la clase fundamental. El mapa local de Artin ϕL/K es el inverso del isomorfismo

x 7→ x ∪ uL/K : H−2
T (G,Z)→ H0

T (G,L
×)

Esta definición es dif́ıcil para trabajar porque el producto cup involucra grupos de ho-
moloǵıa y de cohomoloǵıa no tienen una descripción simple como para trabajar con ella.
Interpretaremos de vuelta este mapa puramente en términos de grupo de cohomoloǵıa.
Consideramos el emparejamiento de producto cup

H0(G,L×)×H2(G,Z)→ H2(G,L×)
invL/K−−−−→ Q/Z

Dado un elemento a ∈ H0(G,L×) = K× y una clase c ∈ H2(G,Z) representada
por el cociclo f : G × G → Z, el producto cup a ∪ c es representado por el cociclo
(σ, τ) 7→ af(σ,τ). Recordando que tenemos un isomorfismo

Hom(G,Q/Z) = H1(G,Q/Z) δ−→ H2(G,Z).

Proposición 2.19. Para todo χ ∈ Homcts(G,Q/Z) y a ∈ K×,

χ(ϕL/K(a)) = invK(a ∪ δχ).

Usando esto podemos obtener otra descripción del mapa de Artin.

Lema 2.20. Si L/K es no ramificada, ϕL/K manda a ∈ K× 7→ FrobordK(a)
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Demostración. Recordemos que invK es definido por la composición

H2(G,L×) H2(G,Z) Hom(G,Q/Z) Q/ZH2(ord) δ χ 7→χ(σ)

Por la functorialidad del producto cup

ord(a ∪ δχ) = ord(a) ∪ δχ, a ∈ K×, χ ∈ Hom(G,Q/Z)
donde, a la izquierda ord denota el mapa sobre H2 inducido por ordL : L× ↠ Z. Sea
a ∈ H0(G,L×) = K×, y sea m = ordL(a). Para cada χ ∈ Hom(G,Q/Z), en el diagrama
de arriba,

a ∪ δχ 7→ ord(a) ∪ δχ 7→ mχ 7→ χ(σm), σ = Frob.

Por tanto invK(a ∪ δχ) = χ(σm). Combinándolo con la proposición anterior vemos que

χ(ϕ(α)) = χ(σord(α))

para todo χ ∈ Hom(G,Q/Z) y por tanto ϕ(α) = σord(α).

Para cada carácter χ ∈ G, obtenemos un carácter a 7→ invK(a ∪ δχ) de K×. Por
dualidad obtenemos un mapa K× → G. Este mapa es ϕL/K : K× → Gal(L/K) □

3. Grupo de Brauer

En esta sección daremos una interpretación al grupo H2(L/K), para eso definiremos
el grupo de Brauer. En el resto de la sección usaremos las siguientes nociones. Una
K-álgebra A es un anillo que contiene a K en su centro y su dimensión es finita como K-
espacio vectorial. A no necesariamente tiene que ser conmutativo, por ejemploMn(K) el
álgebra de las matrices n×n sobre K. Una K-subálgebra de una K-álgebra es un subanillo
que contiene a K. Un homomorfismo de K-álgebras φ : A→ B es un homomorfismo de
anillos con la propiedad φ(a) = a∀a ∈ K. Definimos el opuesto Aop de una K-álgebra
A como el álgebra con el mismo conjunto y la misma suma, pero la multiplicación •
definida por α • β = β ∗α donde * denota la multiplicación en A. Sea e1, ..., en una base
de A como K-espacio vectorial. Entonces

eiej =
∑
l

alijel

para algunos alij ∈ K, llamados constantes de estructura de A relativas a la base (ei)i.
Una vez elegida la base, el álgebra queda únicamente determinada por sus constantes de
estructura.

3.1. Definición de grupo de Brauer. Entenderemos por un A-módulo, a un
A-módulo V a izquierda finitamente generado. En particular, esto significa que 1v = v
para todo v ∈ V . Tal V es además de dimensión finita cuando lo pensamos como K-
espacio vectorial, y por tanto tomamos un A-módulo es lo mismo que dar un K-espacio
vectorial de dimensión finita con un homomorfismo de K-álgebras A → EndK(V ), una
representación de A en V. El módulo es fiel si este homomorfismo es inyectivo, es decir,
si αx = 0 para todo x ∈ V implica α = 0.

Un A-módulo V es simple si es no trivial y no contiene un A-submódulo excepto el 0, y
es semisimple si es isomorfo a la suma directa de A-módulos simples. Es indescomponible
si no puede ser escrito como la suma directa de dos A-módulos no nulos. Por tanto un
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módulo simple es semisimple, y un módulo indescomponible es semisimple si y solo si es
simple.

SeaAA, A como un A-módulo a izquierda. La multiplicación a derecha x 7→ xa sobre

AA por un elemento a de A es un A-lineal endomorfismo de AA. Más aún, cada mapa
A-lineal φ :A A→A A es de esta forma con a = φ(1). Por tanto

φ 7→ φ(1) : EndA(AA)
≃−→ A (como K-espacios vectoriales)

Sea φa el mapa x 7→ xa. Entonces

(φa ◦ φb)(1) = φa(φb(1)) = φa(b) = ba = φba(1)

y por tanto,

EndA(AA) ≃ Aop (como K-álgebras).

Mas en general, si V es un A-módulo libre de rango n, entonces una elección de una base
para V determina un isomorfismo

EndA(V )→Mn(A
op).

Una K-álgebra A es llamada semisimple si todo A-módulo es semisimple. Como cada
A-módulo es n cociente de una suma directa de copias de AA, es suficiente verificar que
el A-módulo AA es semisimple.

Una K-álgebra A es llamada simple si no contiene ideales propios a ambos lados
además de 0.

Observación 3.1. El kernel de un homomorfismo f : A → B de K-álgebras es un
ideal en A que no contiene a 1. Por tanto, si A es simple, entonces f es inyectivo.

Observación 3.2. Una K-álgebra es llamada un álgebra de división si todo elemento
no nulo a de A tiene un inverso. Por tanto un álgebra de división satisface todos los axio-
mas para ser un cuerpo excepto la conmutatividad. Claramente, un álgebra de división
no tiene ideales propios, a derecha, izquierda o ambos lados, y por tanto es simple.

Observación 3.3. Para a, b ∈ K×, sea H(a, b) la K-álgebra con base 1,i,j,ij (como
K-espacio vectorial) y con la multiplicación determinada por

i2 = a, j2 = b, ij = −ji

Entonces H(a,b) es una K-álgebra, llamada el álgebra de cuaterniones sobre K. Por
ejemplo, si K = R, entonces H(-1,-1) es el álgebra de cuaterniones usual. Se puede ver
que H(a,b) es además un anillo de división o es isomorfos a M2(K). En particular es
simple.

Dado A una K-subálgebra de una K-álgebra B. El centralizador de A en B es

CB(A) = {b ∈ B | ba = ab ∀a ∈ A}

Esto también es una K-subálgebra de B.

Observación 3.4. En los siguientes ejemplos, el centralizador es tomado en Mn(K)

1. Sea A el conjunto de las matrices escalares, o sea, A = KIn. Claramente C(A) =
Mn(K)
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2. Sea A = Mn(K) entonces C(A) es el centro de Mn(K). Sea eij la matriz con 1
en la (i,j) posición y 0 en el resto de las posiciones. Por tanto

eijelm =

{
eim si j = l
0 si j ̸= l

Sea α = (aij) ∈Mn(K). Entonces α =
∑

i,j aijeij , y por tanto αelm =
∑

i aileim
y elmα =

∑
j amjelj . Si α esta en el centro de Mn(K), entonces αelm = elmα, y

por tanto ail = 0 para i ̸= l, amj = 0 para j ̸= m, y all = amm. De esto sigue que
el centro de Mn(K) es K

3. Sea A el conjunto de matrices diagonales en Mn(K). En este caso, C(A)=A

Teorema 3.5. (Teorema del doble centralizador)
Sea A una K-álgebra,y sea V un A-módulo semisimple fiel. Entonces C(C(A))=A.

Demostración. Sea D = C(A) y B = C(D). Claramente A ⊂ B, y la inclusión
reversa sigue del siguiente lema cuando tomamos v1, ..., vn que generen V como K-espacio
vectorial. □

Lema 3.6. Para todo v1, ..., vn ∈ V y b ∈ B, existe un a ∈ A tal que

av1 = bv1, av2 = bv2, ..., avn − bvn.

No daremos la demostración de este lema.

Lema 3.7. (Lema de Schur) El álgebra de endomorfismo de un A-módulo simple es
un álgebra de división.

Demostración. Sea γ un mapa A-lineal S → S. Entonces Ker(γ) es un A-submó-
dulo de S, y por tanto es S o 0. En el primer caso, γ es cero, y en el segundo caso es un
isomorfismo, o sea, tiene un inverso que además es A-lineal. □

Teorema 3.8. (Weddeburn)
Toda K-álgebra simple A es isomorfa a Mn(D) para algún n y alguna K-álgebra de
división D

Demostración. Elegimos un A-módulo simple S, por ejemplo, algún ideal minimal
a izquierda de A. Entonces A actúa fielmente sobre S, porque el kernel de A→ EndK(S)
es un ideal a ambos lados de A que no contiene al 1, y por tanto es 0.

Sea D el centralizador de A en el K-álgebra EndK(S) de mapas K-lineales S → S.
De acuerdo con el Teorema del doble centralizador, el centralizador de D en EndK(S) es
A, o sea, A = EndD(S). EL lema de Schur implica que D es un álgebra de división. Por
tanto, S es un D-módulo libre, decimos S ≈ Dn, y por tanto EndD(S) ≈Mn(D

op). □

Producto tensorial de álgebras.
Sean A y B K-álgebras, y sea A⊗K B el producto tensorial de A y B como K-espacios
vectoriales. Existe una única K-bilineal multiplicación sobre A⊗K B tal que

(a⊗ b)(a′ ⊗ b′) = aa′ ⊗ bb′, a, a′ ∈ A, b, b′ ∈ B.
Cuando identificamos K con K.(1 ⊗ 1) ⊂ A ⊗K B, entonces A ⊗K B se convierte en
una K-álgebra. Si (ei)i y (fj)j son bases de A y B como K-espacios vectoriales, entonces
(ei⊗fj)i,j es una base para A⊗K B, y las constantes de estructura para A⊗K B pueden
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ser obtenidos de los de A y B por la formula obvia. Usaremos que el producto tensorial
es conmutativo en el sentido que, para dos K-álgebras A y B, el mapa a ⊗ b 7→ b ⊗ a
extiende a un isomorfismo de K-álgebras

A⊗K B → B ⊗K A

y que son asociativos en el sentido que, para tres K-álgebras A, B y C, el mapa a⊗ (b⊗
c) 7→ (a⊗ b)⊗ c extiende a un isomorfismo de K-álgebras

A⊗K (B ⊗K C)→ (A⊗K B)⊗K C.

Observación 3.9. Para toda K-álgebra A

A⊗K Mn(K) ≃Mn(A)

Para ver esto, notar que un anillo B que contiene un subanillo R en su centro es isomorfo
aMn(R) si y solo si este admite una base (eij)1 ≤ i, j ≤ n a la izquierda como R-módulo
tal que

eijelm =

{
eim si j = l
0 si j ̸= l

Si (eij) es la base estándar paraMn(K), entonces (1⊗eij es una A-base para A⊗Mn(K)
con la propiedad correcta.
Mas en general

A⊗K Mn(A
′) ≃Mn(A⊗K A′)

para todas K-álgebras A y A′

Observación 3.10. Para m,n,Mm(K)⊗Mn(K) ∼Mmn(K). Para ver esto, notemos
que Mm(K) ⊗K Mn(K) ∼ Mm(Mn(K)), y una matriz m ×m tal que sus entradas son
matrices n × n es una matriz mn ×mn. Alternativamente, sea (eij) y (fi′j′) una base
estándar para Mm(K) y Mn(K), y chequeamos que (eij ⊗ fi′j′) tiene la propiedad de
multiplicación correcta.

La siguiente proposición muestra que el centralizador de un producto tensorial de
subálgebras es el producto de los centralizadores.

Proposición 3.11. Sea A y A′ K-álgebras, con subálgebras B y B′, y sea C(B) y
C(B′) los centralizadores de B y B′ en A y A′ respectivamente. Entonces el centralizador
de B ⊗K B′ en A⊗K A′ es C(B)⊗K C(B′), o sea,

CA⊗KA′(B ⊗K B′) = CA(B)⊗K CA′(B′)

Demostración. Claramente C(B ⊗K B′) ⊃ C(B)⊗K C(B′)
Sea (fi)i una base para A′ como K-espacio vectorial. Entonces (1⊗ fi)i es una base para
A⊗K A′ como un A-módulo, y por tanto un elemento α ∈ A⊗K A′ puede ser escrito de
manera unica como α =

∑
i αi ⊗ fi, αi ∈ A. Sea β ∈ B, entonces α conmuta con β ⊗ 1

si y solo si βαi = αiβ ∀i. Por tanto, el centralizador de B ⊗ 1 en A ⊗ A′ es C(B) ⊗ A′.
Similarmente, el centralizador de 1⊗B′ en C(B)⊗A′ es C(B)⊗ C(B′).

Claramente, C(B⊗B′) ⊂ C(B⊗1), por tanto C(B⊗B′) esta contenido en C(B)⊗A′,
y esta contenido en el centralizador de 1⊗B′ en C(B)⊗A′, que es C(B)⊗ C(B′).
Esto termina la prueba □

En particular, el centro de un producto tensorial de dos K-álgebras es el producto
tensorial de sus centros: Z(A⊗K B) = Z(A)⊗K Z(B)
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Corolario 3.12. El centro de una K-álgebra simple es un cuerpo.

Demostración. Obviamente, el centro de un álgebra de división es un cuerpo, pero
el teorema de Wedderburn muestra que toda K-álgebra simple es isomorfa aMn(D) para
algún álgebra de división D. Ahora Mn(D) ≃ Mn(K) ⊗K D, y por tanto Z(Mn(D)) ≃
K ⊗K Z(D) ≃ Z(D) □

Una K-álgebra es llamada central si su centro es K, y una K-álgebra que es central y
simple, se dice un álgebra central simple. El corolario muestra que toda K-álgebra simple
es central simple sobre alguna extensión finita de K.

Lema 3.13. Sea A una K-álgebra, y sea D un álgebra de división con centro K. En-
tonces cualquier ideal a ambos lados I en A⊗D es generado como D-módulo a izquierda
por a = I ∩ (A⊗ 1).

Proposición 3.14. El producto tensorial de dos K-álgebras simples, con al menos
una central, es también simple.

Demostración. Por el teo de Weddeburn, podemos suponer que una de las álgebras
es Mn(D), donde D es un álgebra de división con centro K. Sea A la segunda K-álgebra
simple. En el lema enunciado antes, podemos ver que A ⊗K D es simple. Por tanto,
A⊗K D ≈Mm(D′) con D′ un álgebra de división, y por tanto

A⊗K Mn(D) ≃Mn(A⊗K D) ≈Mn(Mm(D′)) ≈Mmn(D
′),

que es simple □

Corolario 3.15. El producto tensorial de dos K-álgebras centrales simples es un
K-álgebra central simple

Demostración. Combinar Proposiciones 3.11 y 3.14 □

Sea A un álgebra central simple sobre K, y tomemos V a A como K-espacio vecto-
rial. Entonces la multiplicación a izquierda hace que V se convierta en un A-módulo a
izquierda, y la multiplicación a derecha convierte a V en un A-módulo a derecha, o lo
que es lo mismo un Aop-módulo a izquierda. De la universalidad del producto tensorial,
obtenemos un homomorfismo

a⊗A′ 7→ (v 7→ ava′) : A⊗K Aop → EndK(V )

Como A⊗K Aop es simple y el kernel de los homorfismos no contienen al 1, por tanto es
inyectivo. Podemos ver que

[A⊗K Aop : K] = [A : K]2 = (dimV )2 = [EndK(V ) : K]

y por tanto el homomorfismo es un isomorfismo. Hemos probado el siguiente resultado.

Corolario 3.16. Para una K-álgebra central simple A,

A⊗K Aop ≃ EndK(A) ≈Mn(K), n = [A : K]
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Definición de el grupo de Brauer.
Sean A y B álgebras centrales simples sobre K. Diremos que A y B son similares, A ∼ B,
si A⊗KMn(K) ≈ B⊗KMm(K) para algún m y n. Esta es una relación de equivalencia,
es obvio que es reflexiva y simétrica, y es transitiva por la observación 3.10. Definimos
Br(K) como el conjunto de clases de similaridad de álgebras centrales simples sobre K,
y escribimos [A] la clase de similaridad de A. Para clases [A] y [B], definimos

[A][B] = [A⊗K B]

Esto esta bien definido (o sea,A ∼ A′ y B ∼ B′, entonces A ⊗K B ∼ A′ ⊗K B′), la
asociatividad y conmutatividad vienen dadas porque el producto tensorial es asociativo y
conmutativo. Para todo n, [Mn(K)] es un elemento identidad, y como A⊗KA

op ≃Mn(K)
[A] tiene [Aop] como su inverso. Por tanto Br(K) es un grupo abeliano, llamado el grupo
de Brauer de K.

Observación 3.17.

1. Si K es algebraicamente cerrado, entonces Br(K)=0. Para probar esto veamos
que toda álgebra de división central D sobre K es igual K. Sea α ∈ D, y sea K[α]
la subálgebra de D generada por K y α. Entonces K[α] es un cuerpo conmutativo
de grado finito sobre K (porque es un dominio integral de grado finito sobre K).
Por tanto K[α] = K, y α ∈ K. Como α era arbitrario, esto muestra que D=K.

2. Frobenius mostró que el álgebra de cuaterniones de Hamilton es la única álgebra
de división central sobre R. Por tanto, el grupo de Brauer de R es ćıclico de
orden 2, igual a {[R], [H]}

3. Wedderburn mostró que toda álgebra de división finita es conmutativa. Por tanto,
el grupo de Brauer de cuerpos finitos es trivial.

4. Hasse mostró que el grupo de Brauer de un cuerpo no arquimedeano local es
canónicamente isomorfo a Q/Z.

5. Albert, Brauer, Hasse, y Noether mostraron que, para un cuerpo de números K,
hay una sucesión exacta

0→ Br(K)→
⊗
v

Br(Kv)
∑
−→ Q/Z→ 0

La suma es sobre todos los primos de K (incluidos los primos infinitos).

Proposición 3.18. Sea A un álgebra central simple sobre K, y sea L una extensión
de K (no necesariamente finita). Entonces A⊗K L es un álgebra central simple sobre L.

Demostración. El mismo argumento que en la prueba de 3.11 muestra que el
centro de A ⊗K L es K ⊗K L = K. Además, la prueba del lema 3.13 no usa que D es
de dimensión finita sobre K. Por tanto, cuando A es un álgebra de división, todo ideal
a ambos lados en A ⊗K L es generado como un A-módulo por su intersección con L, y
por tanto es 0 o A⊗K L. En el caso general, A ≈Mn(D), y por tanto

A⊗K L ≈Mn(D)⊗K L ≃ (Mn(K)⊗K D)⊗K L

≃Mn(K)⊗K (D ⊗K L)

≃Mn(D ⊗K L)

≃Mn(L)⊗L (D ⊗K L)
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el cual es simple □

Corolario 3.19. Para una K-álgebra central simple A sobre K, [A : K] es un
cuadrado.

Demostración. Claramente [A : K] = [A ⊗K Kal : Kal] y A ⊗K Kal ≈ Mn(K
al)

para todo n. □

Sea L una extensión de K. Entonces

Mn(K)⊗ L ≃Mn(L)

y

(A⊗K L)⊗L (A′ ⊗K L) = A⊗K (L⊗L (A′ ⊗K L)) = (A⊗K A′)⊗K L.

Por tanto el mapa A 7→ A⊗K L define un homomorfismo

Br(K)→ Br(L)

Denotaremos el kernel del homomorfismo por Br(L/K), esto consiste de las clases de
similaridad representadas por una K-álgebra central simple A tal que la L-álgebra A⊗KL
es un álgebra de matrices. □

Un álgebra central simple A es llamada split por L, y L es llamado un splitting field
para A, si A⊗K L es un álgebra de matrices por L. Por tanto Br(L/K) consiste de los
elementos de Br(K) split por L.

Proposición 3.20. Para un cuerpo K, Br(K) =
⋃
Br(L/K), donde L corre sobre

las extensiones finitas de K contenida en alguna clausura algebraica fija.

Demostración. Tenemos que ver que una K-álgebra central simple sobre K es split
por una extensión finita de K.
Sabemos que A⊗KK

al ≈Mn(K
al), o sea, que existe una base (eij)1≤i,j,≤n para A⊗KK

al

tal que eijelm = δjleim para todos i,j,l,m. Como A⊗KK
al =

⋃
[L:K]<∞A⊗K L, todos los

eij se encuentran en A⊗K L para algún L, de esto se sigue que A⊗K K ≈Mn(K) □

3.2. El grupo de Brauer y la cohomoloǵıa. Ahora veremos que dada una
extensión de Galois L/K, existe un isomorfismo natural H2(L/K) ≃ Br(L/K)

Subcuerpos maximales.
Necesitaremos una variante del Teorema del doble centralizador en el cual Mn(K) es
remplazado por un álgebra central simple.

Teorema 3.21. Sea B una K-subálgebra simple de una K-álgebra central simple A.
Entonces el centralizador C=C(B) de B en A es simple, y B es el centralizador de C.
más aún

[B : K][C : K] = [A : K]

Demostración. Ver Teorema 3.1 de [Mil20] □
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Álgebras centrales simples y 2-cociclos.
De aqúı en adelante necesitaremos el siguiente teorema

Teorema 3.22. (Noether-Skolem)
Dados f, g : A → B homomorfismos entre K-álgebras. Si A es simple y B es central
simple, entonces existe un elemento invertible b ∈ B tal que f(a) = bg(a)b−1.

Demostración. Mirar Teorema 2.10 de [Mil20] □

Fijada una extensión de Galois finita L de K, y sea G = Gal(L/K). Definimos
A(L/K) como la clase de álgebras centrales simples A sobre K que contienen a L y de
grado [A : K] = [L : K]2 (por tanto, L es el centralizador en A).

Fijado un A ∈ A(L/K). Para todo σ ∈ G el Teorema de Noether-Skolem, muestra
que existe un elemento eσ ∈ A tal que

σa = eσae
−1
σ ∀a ∈ L.

Mas aún, eσ es determinado por la ecuación anterior hasta la multiplicación por un
elemento de L×, porque si fσ tiene la misma propiedad, entonces f−1

σ eσ centraliza L.
Notar que la ecuación puede ser escrita como ‘

eσ.a = σa.eσ ∀a ∈ L.
Claramente eσeτ tiene la propiedad 3.2 para στ , y por tanto

eσeτ = φ(σ, τ)eστ

para algún φ(σ, τ) ∈ L×. Notar que

eρ(eσeτ ) = eρ(φ(σ, τ)eστ ) = ρφ(σ, τ).φ(ρ, στ).eρστ

y

(eρeσ)eτ = φ(ρ, σ)eρσeτ = φ(ρ, σ)φ(ρσ, τ).eρστ .

Por tanto la ley de asociatividad implica que φ es un 2-cociclo. Además es un 2-cociclo
normalizado si e1 = 1. Una elección diferente de eσ’s lleva a un 2-cociclo de cohomoloǵıa,
y por tanto tenemos bien definido el mapa A 7→ γ(A) : A(L/K)→ H2(L/K).

Teorema 3.23. El mapa γ : A(L/K)→ H2(L/K) es sobreyectivo, y sus fibras son
las clases de isomorfismo

Primero necesitaremos el siguiente lema.

Lema 3.24. Sea A ∈ A(L/K), y definimos eσ que satisfaga 3.2. Entonces el conjunto
(eσ)σ∈G es una base para A como espacio vectorial a izquierda sobre L.

Demostración. Ahora A es únicamente determinado por la siguiente propiedad:
A ⊃ L; (eσ)σ∈G es una base para A como L-espacio vectorial; multiplicación en A satis-
face la ecuación 3.2 y 3.2.

Sea A′ ∈ A(L/K) y supongamos que γ(A) = γ(A′). La condición implica que pode-
mos elegir una base (eσ) y (e′σ) para A y A′ satisfaciendo 3.2 y 3.2 con el mismo 2-cociclo
φ. El mapa

∑
aσeσ 7→

∑
aσe

′
σ : A→ A′ es un isomorfismo de K-álgebras.

Ahora supongamos que A y A′ son elementos isomorfos de A(L/K). El Teorema de
Noether-Skolem nos permite elegir el isomorfismo f : A→ A′ tal que f(L) = L y f |L es
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el mapa identidad. Si eσ satisface 3.2 para A, entonces f(eσ) satisface 3.2 para A′. Con
la opción de (eσ) y (f(eσ)), A y A′ define el mismo cociclo.

Esto muestra que el mapa A 7→ γ(A) define una inyección

A(L/K)/ker(γ)
≈−→ H2(L/K)

Para ver que el mapa es sobreyectivo, construiremos la inversa.
Sea φ : G × G → L× un 2-cociclo normalizado. Defino A(φ) como el L-espacio

vectorial con base (eσ)σ∈G con la multiplicación dada por 3.2 y 3.2. Entonces e1 es un
elemento identidad para la multiplicación, y la condición de cociclo muestra que

eρ(eσeτ ) = (eρeσ)eτ

De esto sigue que A(φ) es una K-álgebra. Identificamos L con el subcuerpo Le1 de
A(φ). □

Lema 3.25. El álgebra A(φ) es central simple sobre K.

Demostración. Sea φ y φ′ 2-cociclos de cohomoloǵıa, o sea,

a(σ).σa(τ).φ′(σ, τ) = a(στ).φ(σ, τ)

para algún mapa a : G → L′. Se ve inmediatamente que A(φ) → A(φ′) enviando
eσ en a(σ)e′σ es un isomorfismo de K-álgebras. Por tanto φ 7→ A(φ) define un mapa
H2(L/K) → A(L/K)/ ≈, el cual es el inverso de A 7→ γ(A). Esto completa la prueba
del teorema. □

Las álgebras A(φ) son llamadas álgebras de producto cruzado. Antes de que existie-
ran los grupos de cohomoloǵıa, los 2-cociclos φ : G×G → L× eran llamados conjuntos
de factores.

Teorema 3.26. Para cada extensión de Galois L/K, el mapa φ 7→ [A(φ)] define un
isomorfismo de grupos abelianos H2(L/K)→ Br(L/K).

Demostración. Para mostrar que este mapa es biyectivo, es suficiente ver que el
mapa A 7→ [A] : A(L/K)/ ≈→ Br(L/K) es biyectivo.

Si A y A′ son K-álgebras centrales simples similares, entonces existe un álgebra
de división D tal que A ∼ D ∼ A′, decimos que A ≈ Mn(D), A′ ≈ Mn′(D). Pero si
[A : K] = [A′ : K], entonces n = n′, y por tanto A ≈ A′. Esto prueba que el mapa
A(L/K)/ ≈→ Br(L/K) es inyectivo, y mirar Corolario 3.6 de [Mil20, caṕıtulo 3] que
es sobreyectivo. □

Lema 3.27. Para cualquier par de 2-cociclos φ y φ′, A(φ+ φ′) ∼ A(φ)⊗K A(φ′).

Demostración. Ver Lema 3.15 de [Mil20]. □

Corolario 3.28. Sea Kal una clausura algebraica separable de K, existe un único
isomorfismo canónico Br(K)→ H2(Kal/K)
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Demostración. Para cualquier torre de cuerpos E ⊃ L ⊃ K con E y L extensiones
finitas y de Galois sobre K, el diagrama

H2(L/K) H2(E/K)

Br(L/K) Br(E/K)

Inf

conmuta (el mapa vertical env́ıa φ en [A(φ)]). Ahora usamos que

Br(K) =
⋃
Br(L/K)

H2(Kal/K) =
⋃
H2(L/K)

donde ambas uniones recorren todas las extensiones de Galois L de K contenidas en
Kal. □

Corolario 3.29. Para todo cuerpo K, Br(K) es de torsión, y para toda extensión
finita L/K, Br(L/K) es a lo sumo de orden [L:K].

Demostración. El mismo enunciado es verdadero para los grupos de cohomoloǵıa.
□

3.3. El grupo de Brauer de algunos cuerpos particulares. Los resultados de
esta sección permitirán interpretar algunos resultados anteriores en términos del Grupo
de Brauer.

Cuerpos finitos.
Sea K un cuerpo finito, ya vimos que, para toda extensión finita L de K, H2(L/K) = 0
y por tanto Br(K)=0. El siguiente resultado es una prueba directa de este hecho.

Teorema 3.30. (Wedderburn) Toda álgebra de división finita es conmutativa

Demostración. Sea D un álgebra de división finita con centro K, y sea [D : K] =
n2. Cada elemento de D esta contenido en un subcuerpo K[α] ⊂ D, y por tanto es
un subcuerpo maximal. Cada subcuerpo maximal de D tiene qn elementos. Son todos
isomorfos, entonces son conjugados. Por tanto, para un subcuerpo maximal L, D× =⋃
αL×α−1, pero un grupo finito no puede ser la unión de conjugados de un subgrupo

propio, y por tanto D=L. □

Los Reales.
Sea G = Gal(C/R) = {1, σ}. Entonces

H2(C/R) ≃ H0
T (G,C×) = R×/NmG(C×) = {±},

y por tanto Br(C/R) es un grupo ćıclico de orden 2. El elemento no nulo de H2(C/R)
es representado por el 2-cociclo φ : G×G→ C×,

φ(ρ, τ) =

{
−1 si ρ = σ = τ
1 en otro caso.

Sea H el álgebra de cuaterniones usual sobre R. Entonces el mapa C-lineal A(φ)→ H
enviando xσ 7→ j es un isomorfismo de R-álgebras. De esto se sigue que toda álgebra
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central simple sobre R es isomorfa a un álgebra de matrices sobre R o a un álgebra de
matrices sobre H.

Cuerpos locales no arquimedeanos.
Sea K un cuerpo local no arquimedeano. En la sección anterior definimos el isomorfismo
invK : H2(Kal/K) ≃ Q/Z y por tanto el isomorfismo Br(K) ≃ Q/Z. Explicaremos
como construir este isomorfismo de manera directa.

Sea D un álgebra central simple sobre K, y sea n2 = [D : K]. Para cada subcuerpo L
de D conteniendo a K, el valor absoluto | . | tiene una única extensión a L. Cada elemento
α ∈ D esta contenido en un subcuerpo de D, por ejemplo, K[α], el valor absoluto | . |
tiene una única extensión para D, | . | sigue siendo un valor absoluto no arquimedeano.
Es decir

1. |α| = 0⇐⇒ α = 0;
2. ∀α, β ∈ D, |αβ| = |α||β|;
3. ∀α, β ∈ D, |α+ β| ≤ max{|α|, |β|}.

Sea q el cardinal del cuerpo residual k de K, definimos ord(α) para α ∈ D por la
formula

|α| = (1/q)ord(α)

Entonces ord extiende la valuación ordK sobre K a D.Para cualquier subcuerpo L de D
conteniendo a K, [L : K] ≤ n y por tanto ord(L×) ⊂ n−1Z. Además ord(D×) ⊂ n−1Z.

Sea
OD = {α ∈ D | ord(α) ≥ 0}
B = {α ∈ D | ord(α) > 0}

OD es un subanillo en D, llamado el anillo de enteros. Para cada subcuerpo L de D
conteniendo a K, OD ∩ L = OL y por tanto OD consiste de los elementos de D que
son integrales sobre OK . Además B es un ideal maximal a ambos lados en OD, y las
potencias son los únicos ideales a ambos lados en D. Por tanto Be = pOD para algún e.
Entonces ord(D×) = e−1Z, y por tanto e ≤ n.

Claramente, los elementos de OD que no están en B son unidades. Por tanto, de-
finimos d = OD/B es un álgebra de división, y por tanto un cuerpo. Sea f su grado
sobre k. Escribimos d como d = k[a]. Podemos levantar a a un elemento α ∈ OD. Como
[K[α] : K] ≤ n tenemos que f ≤ n.

El mismo argumento en el caso conmutativo muestra que n2 = ef , OD es un OK-
módulo libre de algún rango m. Como OD ⊗OK

K = D, m = n2. más aún, como
OD⊗OK

k = OD/pOD, es además libre de dimensión n2 sobre k. Ahora consideramos la
filtración de k-espacios vectoriales

OD ⊃ B ⊃ B2 ⊃ ... ⊃ Be = pOD.

De nuestra definición de f, OD/B = d tiene dimensión f como k-espacio vectorial, los co-
cientes siguientes son de dimensión 1 como espacio vectorial sobre d. Por tanto OD/pOD

tiene dimensión ef sobre k, entonces ef = n2.
Como e ≤ n, f ≤ n, la igualdad ef = n2 implica que e = f = n. En particular, cada

álgebra de división central diferente de K es ramificada. De vuelta, escribimos d = k[a],
y levantamos a a un elemento α ∈ D. Entonces K[α] es un cuerpo con cuerpo residual
d, y por tanto [K[α] : K] ≥ [d : k] = n. Por tanto K[α] tiene grado n sobre K y es no
ramificado. Este es un subcuerpo maximal, y por tanto split en D. Tenemos que ver que
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cada elemento de Br(K) es split por una extensión no ramificada, o sea, Br(K) es igual
a un subrgrupo de Br(Kun/K).

Definimos el mapa

invK : Br(K)→ Q/Z.
Un elemento de Br(K) es representado por un álgebra de división central D sobre K. De
acuerdo a lo probado, existe un subcuerpo maximal L de D que es no ramificado sobre K.
Sea σ el automorfismo de Frobenius de L. De acuerdo al Teorema de Noether-Skoelem,
existe un elemento α ∈ D tal que σx = αxα−1∀x ∈ L. Si α′ además tiene esta propiedad,
entonces α′ = cα para algún c ∈ L, y por tanto

ord(α′) = ord(c) + ord(α) ≡ ord(α) mod Z.
Definimos

invK(D) = ord(α) mod Z
Esto depende solo de la clase de isomorfismo de D.

Observación 3.31. Sea L una extensión no ramificada de K de grado n, y sea σ el
automorfismo de Frobenius de L/K, por tanto G = Gal(L/K) = {σi | 0 ≤ i ≤ n − 1}.
Sea φ el 2-cociclo

φ(σi, σj) =

{
1 si i+ j ≤ n− 1
π si i+ j > n− 1.

Donde π es un primo de K. El álgebra con producto cruzado A(φ) =
⊕

0≤i≤n−1 Lei con
la multiplicación determinada por

ei.a = σia.ei ∀a ∈ L
y

eiej =

{
ei+j si i+ j ≤ n− 1

πei+j−n si i+ j > n− 1.

Identificamos L con un subcuerpo de A(φ) identificando e0 con 1. Como e1ae
−1
1 = σa∀a ∈

L, podemos usar e1 para calcular el invariante de A(φ). De acuerdo a las reglas de arriba,
en1 = en−1e1 = πe0 = π. Por tanto

invK(A(φ)) = ord(e1) =
1

n
ord(en1 ) =

1

n
ord(π) =

1

n

como era esperado.

Proposición 3.32. El mapa invK : Br(K)→ Q/Z define una biyección.

Demostración. Sea L una extensión no ramificada de K de grado n (contenida
en Kal), y sea l/k los cuerpos residuales correspondientes. Como el mapa norma l →
k, l× → k× son sobreyectivos, y UL tiene una filtración cuyos cocientes son l× 0 l, esto
nos dećıa que el mapa norma de UL → UK es sobreyectivo. Por tanto, H0

T (G,UL) = 0,

y esto implica que H2(G,UL) = 0. Para L× = UL × πZ para algún primo π ∈ K

H2(L/K) = H2(G, πZ).

Consideremos la sucesión de cohomoloǵıa de

0 Z Q Q/Z 0
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muestra que H2(G, πZ es ćıclico de orden n y es generado por la clase del cociclo φ
considerado en el ultimo ejemplo. Por tanto, Br(L/K) es ćıclico de orden n, y es generado
por [A(φ)]. Esto dice que invK : Br(Kun/K) → Q/Z es un isomorfismo, y por lo visto
arriba Br(Kun/K) = Br(Kal/K). □

Observación 3.33.

1. El cálculo del ultimo ejemplo muestra que el mapa invariante definido en esta
sección coincide con el definido en la sección anterior usando cohomoloǵıa. En
particular, esto muestra que el mapa es un homomorfismo.

2. El cálculo del ejemplo muestra que invK(A(φi)) = 1
n mod Z. supongamos que i

es coprimo a n, entonces A(φi) es un álgebra de división central. Si no, entonces
(A(φi)) ∼ Mr(D) para algún álgebra de división central D de grado m2 para
algún m < n, y invK(A(φi)) = invK(D) ∈ 1

mZ/Z, lo cual es una contradicción.
Se sigue cada álgebra de división central sobre K es isomorfa para exactamente
un álgebra de división de la forma A(φi) para algún n ≥ 1 y algún i coprimo a
n. En particular, para un álgebra de división central D, el orden de [D] en Br(K)

es
√
[D : K].

3. Sea D un álgebra de división central de grado n2 sobre K. Como el mapa
Br(K) → Br(L) multiplica al invariante por [L : K], D es split para toda
extensión L de K de grado n. Por tanto cada L puede ser metido en D. En otras
palabras, todo polinomio irreducible en K[X] de grado n tiene una ráız en D.



Caṕıtulo 2

Teoŕıa de cuerpo de clases global

En este caṕıtulo, enunciaremos y explicaremos algunos resultados importantes de la
teoŕıa de cuerpos global. Fijemos algunas cosas antes de comenzar, definiremos un primo
de K como una clase de equivalencia de valores absolutos no triviales en K. Hay dos tipos
de primos, los primos finitos, que pueden ser identificados con los ideales primos de OK ,
y los primos infinitos. Un primo infinito real puede ser identificado con una inmersión de
K ↪→ R, y uno complejo con un par de inmersiones conjugadas de K ↪→ C. Usaremos p
o v para denotar un primo, finito o infinito. Usaremos S para denotar un conjunto finito
de primos de K. S∞ para los primos infinitos.

La completación de K para un primo p es denotada por Kp, y la inclusión K ↪→ Kp

es denotada por a 7→ ap.

1. Ray Class Group

Sea I = IK el grupo de ideales fraccionales en K. Para un conjunto finito S de primos
de K, definimos IS el subgrupo de I generado por los ideales primos que no están en S.
Cada elemento a de IS se factoriza de manera única como

a =
∏

pni
i , pi /∈ S, ni ∈ Z

y por tanto IS puede ser identificado con el grupo abeliano libre generado por los ideales
primos que no están en S. Definimos

KS = {a ∈ K× | (a) ∈ IS} = {a ∈ K× | ordp(a) = 0 ∀p ∈ S finitos }.
Sea i : KS → IS el mapa que manda un elemento a ∈ KS en el ideal aOK .

Por ejemplo, si K = Q y S es el conjunto de primos dividiendo un entero n, IS es el
conjunto de ideales fraccionales

{(r/s) | r, s ∈ Z, mcd(r, n) = 1 = mcd(s, n)}
y

QS = {r/s | r, s ∈ Z, mcd(r, n) = 1 = mcd(s, n)}.
En este caso, el mapa natural QS → IS es sobreyectivo con kernel {±1}.

Lema 1.1. Para todo conjunto finito S de ideales primos en OK , la sucesión

0→ UK → KS → IS → C → 0

es exacta, donde UK = O×
K y C = I

i(K×)

Demostración. Para ver que IS → C es sobreyectivo, tenemos que ver que cada
clase de ideales de C es representada por un ideal en IS . Sea a ∈ C. Entonces a = bc−1

con b y c ideales integrales, y para algún c ∈ c, a(c) = b.c−1.(c) es integral, y por tanto

35
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podemos suponer que a es un ideal integral. Escribimos a =
∏

p∈S pn(p)b, donde b ∈ IS .
Para cada p ∈ S, elegimos un πp ∈ p \ p2, por tanto ordp(πp) = 1. Por el teorema chino
de los restos, existe un a ∈ OK tal que

a ≡ πn(p)p mod pn(p)+1 ∀p ∈ S.

Estas congruencias implican que ordp(a) = n(p) para todo p ∈ S, y por tanto (a) =∏
p∈S pn(p)b′ con b′ ∈ IS . Ahora a−1a ∈ IS y representa la misma clase que a en C.

Siguiendo, si a ∈ IS es mandado en el elemento trivial en C, entonces a = (α)
para algún α ∈ KS , y α es único a menos de unidades. Esto prueba que la sucesión es
exacta. □

Observación 1.2. Toda clase en C es representada por un ideal integral a ∈ IS :
supongamos que la clase es representada por a ∈ IS , escribimos a = bc−1 con b, c ideales
integrales en IS , elegimos un c ∈ c ∩KS no nulo, notemos que ca es integral.

Definición 1.3. Un módulo para K es una función

m : {primos de K} → Z

tal que

1. m(p) ≥ 0 ∀p, y m(p) = 0 para todo primo menos una cantidad finita,
2. Si p es real, entonces m(p) = 0 o 1,
3. Si p es complejo entonces m(p) = 0.

Usualmente escribiremos

m =
∏
p

pm(p).

Un módulo m =
∏

pm(p) se dice que divide a un módulo n =
∏

pn(p) si m(p) ≤ n(p) para
todo p. En particular, un primo p divide a un módulo m si y solo si m(p) > 0.

Un módulo m puede ser escrito como

m = m∞m0

donde m∞ es un producto de primos reales y m0 es producto de potencias positivas de
ideales primos, y por tanto puede ser identificado con un ideal en OK .

1.1. Definición de Ray Class Group. Para un módulo m, definimos Km,1 como
el conjunto de los a ∈ K× tal que{

ordp(a− 1) ≥ m(p) para todo p finito dividiendo m
ap > 0 para todo primo real dividiendo m

Notar que

ordp(a− 1) ≥ m(p)⇔ πm(p) | (ap − 1)⇔ a 7→ 1 en (Op/p
m(p)×) ≃ (Ôp/p̂

m(p)×)

donde π es un primo en Kp de K para p.
Sea S(m) = {primos dividiendo m}. Para cualquier a ∈ Km,1 y un ideal primo p

dividiendo m, ordp(a− 1) > 0 = ordp(1), y por tanto

ordp(a) = ordp((a− 1) + 1) = 0.
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Por tanto, para todo a ∈ Km,1, el ideal (a) se encuentra en IS(m). Sea i el mapa a 7→
(a) : Km,1 → IS(m). El cociente

Cm = IS(m)/i(Km,1)

es llamado el Ray class group del módulo m.

Ejemplo 1.4. Sea m = (2)3.(17)2.(19).∞ es un módulo para Q tal que m0 =
(2)3.(17)2.(19) y m∞ = ∞. Más aún, Qm,1 consiste de los racionales positivos a tales
que  ord2(a− 1) ≥ 3

ord17(a− 1) ≥ 2
ord19(a− 1) ≥ 1.

La condición sobre 2 nos dice que a es el cociente de dos enteros impares, a = b/c, y que
la imagen de a bc−1 en (Z/8Z)× es 1. Las otras condiciones pueden ser expresadas de
manera similar.

Lema 1.5. Sea S un conjunto finito de ideales primos de K. Entonces cada elemento
α ∈ KS puede ser escrito como α = a/b con a, b ∈ OK ∩KS

Demostración. Como α ∈ KS , (α) = a/b con a, b ideales integrales está en IS .
Claramente a, b representan el mismo elemento C en el grupo de clases de ideales, y de
acuerdo con la Observación 1.2 podemos elegir un ideal integral c ∈ IS para representar
C−1. Ahora (α) = ac/bc = (a)/(b) para algún a, b ∈ OK ∩KS □

Proposición 1.6. Toda clase en Cm es representada por un ideal integral a, y dos
ideales integrales a y b representan la misma clase en Cm si y solo si existen a, b ∈ OK

tal que aa = bb y
a ≡ b ≡ 1modm0

a y b tienen el mismo signo para todo primo real dividiendo m

Demostración. Supongamos que la clase es representada por a ∈ IS , y sea a =
bc−1 con a, b son ideales integrales en IS . El teorema chino de los restos muestra que
existe un c ∈ c∩Km0,1 no nulos, y por el teorema de aproximación fuerte nos muestra que
c puede ser elegido > 0 para todos los primos reales. Ahora ca es integral y representa
la misma clase a en Cm. La segunda parte del enunciado se sigue del Lema 1.5 □

Observación 1.7. El grupo de clases de ideales puede ser identificado con el conjunto
de ideales integrales módulo la relación equivalencia: a ∼ b si y solo si aa = bb para algún
a, b ∈ OK no nulos.

Teorema 1.8. Para cada módulo m de K, existe una sucesión exacta

0→ U/Um,1 → Km/Km,1 → Cm → C → 0

y isomorfismos canónicos

Km/Km,1 ≃
∏

p | m p reales

{±} ×
∏

p | m p finitos

(OK/p
m(p))× ≃

∏
p | m p reales

{±} × (OK/m0)
×

donde
Km = KS(m) = {α ∈ K× | ordp(α) = 0 ∀p |m}
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U = O×
K , grupo de las unidades en K

Um,1 = U ∩Km,1

Por tanto, Cm es un grupo de orden finito

hm = h ∗ [U : Um,1]
−1 ∗ 2r0 ∗Nm(m0) ∗

∏
p | m0

(1− 1

Nm(p)
),

donde r0 es el número de primos reales que dividen a m y h es el número de clases de
ideales de K (orden de C, el grupo de clases de ideales).

Demostración. La inclusión IS(m) ↪→ I define un homorfismo Cm → C. Conside-
rando el par de mapas

Km,1
f−→ Km

g−→ IS(m).

De acuerdo al Lema 1.1, el kernel y cokernel de g son U y C respectivamente. El cokernel
de g ◦ f es Cm y su kernel es Km,1 ∩ U = Um,1. Finalmente, f es inyectivo. Por tanto, la
sucesión de kernel-cokernel de el par de mapas es

0→ Um,1 → U → Km/Km,1 → Cm → C → 0.

Ahora demostraremos que Km es canónicamente isomorfo al grupo dado. Sea p un primo
dividiendo m. Si p es real, asignamos α ∈ Km al signo de αp (recordando que un primo
real es una inmersión K ↪→ R, y que α 7→ αp). Si p es un primo finito, es decir es un

ideal primo de OK , entonces mandamos α ∈ Km en [a][b]−1 ∈ (OK/p
m(p))×, donde a,b

son los del lema. Como a y b son coprimos a p, sus clases [a] y [b] en OK/p
m(p) son

invertibles, por tanto esto tiene sentido. El teorema de aproximación débil muestra que
el mapa Km →

∏
{±} ×

∏
(OK/p

m(p)) es sobreyectivo, y su kernel es Km,1.
El teorema chino de los restos nos da el isomorfismo de anillos

OK/m0 ≃
∏
p | m

OK/p
m(p)

y por tanto el isomorfismo de grupos

(OK/m0)
× ≃

∏
p | m

(OK/p
m(p))×.

Esto completa la prueba del isomorfismo.
Ahora resta calcular el orden de los grupos. Notar que OK/p

m es un anillo local con
ideal maximal p/pm, y las unidades son los elementos que no están en p/pm. La filtración

(OK/p
m)× ⊂ (1 + p)/pm ⊂ · · · ⊂ (1 + pm−1)/pm ⊂ 0

tiene cocientes isomorfos a

k×, k, · · · , k, k def
= OK/p

y por tanto (OK/p
m)× tiene orden (q−1)qm−1 con q = [OK , p]

def
= Nm(p). Esto muestra

que
[Cm : 1] = [C : 1].[Km : Km,1].[Um : Um,1]

−1

es igual a la expresión del enunciado del teorema. □

Ejemplo 1.9.
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1. Si m = 1, entonces Cm = C.
2. Cuando m es producto de primos reales, Cm es el Narrow class group y la sucesión

exacta es

0→ U/U+ → K×/K+ → Cm → C → 1

dondeK+ es el grupo de elementos positivos, U+ es el grupo de todas las unidades
positivas. Más aún, K×/K+ ≃

∏
preales{±}, y por tanto el kernel de Cm → C es

el conjunto de posibles signos módulo los que vienen de las unidades.
Para Q, el Narrow class group es trivial. Para Q[

√
d], d > 0, hay dos primos

reales y U = {±ϵm |m ∈ Z} ≃ (Z/2Z)× Z, donde ϵ es una unidad fundamental.
Sea ϵ el conjugado de ϵ. Entonces hm = 2h o h dependiendo de si ϵ y ϵ tienen el
mismo signo o diferente. Notar que Nm(ϵ) = +1 si los signos son iguales, y -1 si
son diferentes. Para algunos valores de d tenemos

(1)

d h ϵ Nm(ϵ)

2 1 1 +
√
2 −1

3 1 2 +
√
3 1

5 1 (1 +
√
5)/2 −1

6 1 5 + 2
√
6 1

Por tanto Q[
√
3] y Q[

√
6] tienen número de clases 1 y número de clases narrow

2, mientras que para Q[
√
2] y Q[

√
5] ambos números de clases son 1.

3. Para el cuerpo Q y el módulo (m), la sucesión se convierte en

0→ {±1} → (Z/mZ)× → Cm → 0.

Para el módulo ∞(m), la sucesión se convierte en

0→ {±1} → {±} × (Z/mZ)× → Cm → 0.

1.2. El elemento de Frobenius. Sea K un cuerpo de números, y sea L una
extensión Galois finita sobre K con grupo G. Sea p un ideal de K, y sea B un ideal de
L sobre p. El grupo de descomposición D(B) es definido por

{τ ∈ G | τB = B}.

Equivalentemente, es el conjunto de elementos de G que cuya acción es continua para
la topoloǵıa B-ádica, y por tanto extiende a la completación de LB. De esta forma
obtenemos un isomorfismo

D(B)→ Gal(LB/Kp).

Asumamos B es no ramificado sobre p. Entonces la acción de Gal(LB/Kp) en OL induce
un isomorfismo

Gal(LB/Kp)→ Gal(l/k)
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donde l y k son los cuerpos residuales.

B L LB l

BD LD(B) Kp k

p K

f f D(B)

g

El grupo Gal(l/k) es ćıclico con un generador canónico, el elemento de Frobenius x 7→ xq,
donde q = |k|. Por tanto D(B) es ćıclico, y el generador corresponde al elemento de
Frobenius en Gal(l/k) es llamado el elemento de Frobenius (B, L/K) para B. Este es el
único elemento σ ∈ Gal(L/K) que satisface las siguientes condiciones

1. σ ∈ D(B), o sea, σB = B;
2. ∀α ∈ OL, σα ≡ αq (modB) con el q anterior.

Veamos algunas propiedades básicas de (B, L/K)

Observación 1.10. Sea τB otro primo dividiendo a p. Entonces tenemos D(τB) =
τD(B)τ−1, y

(τB, L/K) = τ(B, L/K)τ−1

Demostración. Si ρ ∈ D(B), entonces

τρτ−1(τB) = τρB = τB

y por tanto τρτ−1 ∈ D(τB). Entonces τD(B)τ−1 ⊂ D(τB), y tienen el mismo orden,
pro tanto son iguales.

Sea α ∈ OL y sea σ = (B, L/K); entonces

τστ−1(α) = τ((τ−1α)q + a), para algún a ∈ B, y

τ((τ−1α)q + a) = αq + τα ≡ αq (modτB)

Como G actúa transitivamente sobre los primos dividiendo p, esto implica que

{(B, L/L) |B | p}
es una clase de conjugación en G, la cual notaremos como (p, L/K). Cuando L/K es
abeliano, (p, L/K) contiene un único elemento, este es un elemento de Gal(L/K). □

Observación 1.11. Consideremos una torre de cuerpos

M D

L B

K p

y asumamos que D es no ramificado sobre p; entonces

(D,M/L) = (D,M/K)f(B/p).
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Demostración. Sea k(D) ⊃ k(B) ⊃ k(p) la torre de cuerpos residuales. Entonces
f(B/p) = [k(B) : k(p)], y el elemento de Frobenius en Gal(k(D)/k(B)) es la f(B/p)-
ésima potencia de el Frobenius de Galf(k(D)/k(p)). □

Observación 1.12. Si en la observación anterior L es Galois sobre K, entonces

(D,M/K) | L = (B, L/K).

2. Principales resultados de CFT en términos de ideales

Sea L/K una extensión Galois abeliana finita de grupo G.
Para todo conjunto finito S de primos de K conteniendo a todos los primos ramifi-

cados en L, tenemos el siguiente homomorfismo

ΨL/K : IS → Gal(L/K) | p1
n1 · · · ptnt 7→

∏
(pi, L/K)ni

llamado el mapa global de Artin( o mapa de reciprocidad).

Ejemplo 2.1. Sea K = Q[
√
m] donde m es libre de cuadrados. El conjunto S de

primos finitos que ramifican en K consiste de los primos que dividen m si m ≡ 1 (mod4)
y los primos que dividen a m y 2 en otro caso. Identificamos Gal(K/Q) ≃ {±1}. El mapa
de Artin es el homomorfismo determinado por

p 7→
(
m

p

)
: IS → Gal(K/Q)

donde
(
m
p

)
es el śımbolo de Legendre.

Ejemplo 2.2. Sea L = Q[ζm], donde ζm es una m-ésima ráız de la unidad. Asumamos
que m es impar o divisible por 4 (o sea que los primos que ramifican en L son los primos
que dividen a m). El mapa que env́ıa un entero n coprimo con m al automorfismo
ζ 7→ ζn de L define un isomorfismo (Z/mZ)× → Gal(L/Q). Para p no dividiendo a n,
(p, L/K) = [p]. Si r y s son enteros positivos coprimos a m, entonces r/s define una clase
[r/s] = [r][s]−1 ∈ (Z/mZ)×, y el mapa de Artin es la composición de

IS
(r/s) 7→[r/s]−−−−−−−→ (Z/mZ)× [n]7→(ζ 7→ζn)−−−−−−−−→ Gal(L/Q).

Proposición 2.3. Sea L una extensión abeliana de K, y sea K ′ un cuerpo interme-
dio, o sea, L ⊃ K ′ ⊃ K. Entonces el siguiente diagrama conmuta

ISK′ Gal(L/K×)

ISK Gal(L/K)

ΨL/K′

Nm

ΨL/K

Donde S es algún conjunto finito de ideales primos de K en el cual están contenidos
todos los primos que ramifican en L, y además el conjunto de primos de K ′ sobre primos
de S.
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Demostración. Sea p′ un ideal primo de K ′ sobre un ideal primo p de K que
no esta en S. Entonces NmK′/K(p′) = pf(p

′/p), y tenemos que ver que ΨL/K′(p′) =

ΨL/K(pf(p
′/p)), es decir, que (B, L/K ′) = (B, L/K)f(p

′/p) para cada ideal primo B de L
sobre p. Pero esto ya fue probado. □

Corolario 2.4. Para toda extensión abeliana finita L de K, NmL/K(ISL) esta con-

tenido en el kernel de ΨL/K : IS → Gal(L/K).

Demostración. Tomar K ′ = L en el diagrama anterior. □

Por tanto el mapa de Artin induce un homomorfismo

ΨL/K : ISK/Nm(ISL)→ Gal(L/K)

donde L/K es una extensión abeliana finita. El grupo IS/Nm(ISL) es infinito (porque
infinitos primos no descomponen), y por tanto ΨL/K no puede ser inyectivo.

Sea S un conjunto finito de primos de K. Diremos que un homomorfismo Ψ : IS → G
admite un módulo si existe un módulo m con S(m) ⊃ S tal que Ψ(i(Km,1)) = 0. Por
tanto Ψ admite un módulo si y solo factoriza por Cm para algún m con S(m) ⊃ S.

Teorema 2.5. (Ley de Reciprocidad)
Sea L una extensión abeliana finita de K, y sea S el conjunto de primos de K que
ramifican en L. Entonces el mapa de Artin Ψ : IS → Gal(L/K) admite un módulo m
con S(m) = S, y esto define un isomorfismo

I
S(m)
K /i(Km,1).Nm(I

S(m)
L )→ Gal(L/K).

Un módulo como el del teorema es llamado un módulo de definición para L.
Escribimos ImK el grupo de S(m)-ideales en K, y ImL para el grupo de S(m)′-ideales

en L, donde S(m)′ son los primos sobre en L sobre los primos en S(m). Llamamos a un
subgrupo H de ImK un subgrupo de congruencia módulo m si

ImK ⊃ H ⊃ i(Km,1).

Teorema 2.6. (Teorema de existencia)
Dado un subgrupo de congruencia módulo m, existe una extensión abeliana finita L/K,
no ramificada sobre todos los primos que no dividen a m con H = i(Km,1).NmL/K(ImL ).

Notar que para H y L como en el teorema, el mapa de Artin ΨL/K induce un
isomorfismo

IS(m)/H → Gal(L/K).

En particular, para cada módulo m existe un cuerpo Lm, llamado el Ray class field
módulo m tal que el mapa de Artin define un isomorfismo Cm → Gal(Lm/k). Para un
cuerpo L ⊂ Lm, tenemos

Nm(CL,m) = i(Km,1).Nm(ImL ) mod i(Km,1).

Corolario 2.7. Dado un módulo m. Entonces el mapa L 7→ Nm(CL,m) es una
biyección de el conjunto de extensiones abelianas contenidas en Lm y los subgrupos de
Cm. Más aún,

L1 ⊂ L2 ⇔ Nm(CL1,m) ⊃ Nm(CL2,m);

Nm(CL1.L2.m) = Nm(CL1,m) ∩Nm(CL2,m);
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Nm(CL1∩L2,m) = Nm(CL1).Nm(CL2,m).

Observación 2.8. Sea L/K una extensión con grupo de Galois G. De acuerdo con
la ley de reciprocidad, existe un módulo m con soporte el conjunto de primos de K que
ramifican en L tal que el mapa de Artin ΨL/K : IS(m) → G toma valor 1 en i(Km,1).
Considerando el mapa dado por el Teorema 1.8

(OK/p
m(p)× ↪→ Km/Km,1

i−→ Cm

ΨL/K−−−−→ G.

Tenemos un entero f(p) ≤ m(p) tal que este mapa factoriza por (OK/p
f(p)×). El módulo

f(L/K) = m∞
∏

pf(p) es entonces el módulo mas chico tal que ΨL/K factoriza por Cf ,
este es llamado el conductor de L/K. El conductor f(L/K) es divisible por exactamente
los primos que ramifican en L.

Los subcuerpos de el Ray Class field Lm conteniendo K son los que tienen conductor
f |m. Toda extensión abeliana de K esta contenida en Lm para algún m.

Ejemplo 2.9. El Ray class group para el módulo m = 1 es el grupo de clases de
ideales, y el Ray class field correspondiente es el Hilbert class field; esta es la extensión
abeliana maximal de K que es no ramificada para todos los primos, incluyendo los primos
reales. Por ejemplo, el Hilbert class field de Q es Q ( porque tiene número de clases 1).
El Hilbert class field de Q[

√
−5] es Q[

√
−1,
√
−5], 2 y 5 ramifican en Q[

√
−1] y solo

5 ramifica en Q[
√
5], de esto se sigue que los primos de Q[

√
−5] dividiendo 2 y 5 no

ramifica en Q[
√
−1,
√
−5].

Ejemplo 2.10. Sea m un entero positivo impar o divisible por 4. El Ray class field
para (m) es Q[ζm + ζm], y el Ray class field para ∞m es Q[ζm]. Por tanto la ley de
reciprocidad implica el teorema de Kronecker-Weber: toda extensión abeliana de Q tiene
conductor dividiendo ∞(m) para algún m, y por tanto esta contenido en una extensión
ciclotómica.

Ejemplo 2.11. Sea d un entero libre de cuadrados. Calculamos el conductor de
K = Q[

√
d] sobre Q encontrando el m mas pequeño tal que Q[

√
d] ⊂ Q[ζm].

Primero, consideremos un primo impar p. Entonces Gal(Q[ζp]/Q) ≃ (Z/pZ)× es
ćıclica de orden p-1, y por tanto tiene un único grupo cociente de orden 2. Por tanto,
Q[ζp] contiene un único cuerpo cuadrático, que debido a que solo puede ser ramificado

sobre p, debe ser igual a Q[
√
p∗], donde p∗ = (−1)

p−1
2 p

Segundo, notar que ζ8 = (1 + i)/
√
2, y por tanto ζ8 + ζ8 =

√
2. Por tanto Q[

√
2] ⊂

Q[ζ8].
Sea n el producto de primos impares dividiendo d (por tanto d = ±n o ± 2n). Por

tanto, tenemos

Q[
√
d] ⊂ Q[ζn] si d ≡ 1 mod 4

Q[
√
d] ⊂ Q[ζ4n] si d ≡ 3 mod 4

Q[
√
d] ⊂ Q[ζ8n] si d ≡ 2 mod 4

en cada caso, este es el cuerpo ciclotómico mas pequeño que contiene a Q[
√
d]. Por

ejemplo, notar que d = p1 · · · pr, d ≡ 1 mod 4, implica que d = p∗1 · · · p∗r , y por tanto

Q[
√
d] ⊂ Q[ζn]. Además notar que si d es impar, entonces Q[

√
d] no esta contenido en
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Q[ζ4n] porque de lo contrario Q[ζ4n] contendŕıa a i,
√
d,
√
d/2, y por tanto contendŕıa a

i,
√
2, ζ8.
Concluimos que el conducto de Q[

√
d] es |∆K/Q| o∞|∆K/Q| dependiendo de si d > 0

o d < 0, donde |∆K/Q| es el discriminante de K/Q.

Observación 2.12. Para una extensión abeliana finita L/K y un módulo m con
S(m) igual al conjunto de primos de K que ramifican en L, sea

T (L/K,m) = i(Km,1).NmL/K(I
S(m)
L ) ⊂ IK .

Takagi mostró que para m suficientemente divisible (de hecho, para todo m divisible por

el conductor f de L/K), el grupo T (L/K,m) es independiente de m y I
S(m)
K /T (L/K,m) ≃

Gal(L/K). Por esta razón, T (L/K,m) es llamado el grupo de Takagi de L/K donde f|m.

Artin mostró que el grupo de Takagi es el kernel del mapa a 7→ (a, L/K) : I
S(m)
K →

Gal(L/K).
A continuación veremos un resultado el cual nos dice que esta manera de clasificar

las extensiones finitas abelianas, o sea, asignarle a L el grupo H = i(Km,1).Nm(I
S(m)
L )

para un módulo m suficientemente grande, no puede ser extendida a extensiones finitas
no abelianas.

Teorema 2.13. Teorema de limitación de norma.
Sea L una extensión finita de K, y sea L′/K la subextensión maximal abeliana de L/K.
Para cada módulo m para L′/K,

i(Km,1).NmL/K(I
S(m)
L ) = i(Km,1).NmL′/K(I

S(m)
L′ ).

Por ejemplo, si L es una extensión cúbica de K que no es Galois sobre K, entonces
L′ = K, y por tanto

i(Km,1).NmL/K(I
S(m)
L ) = I

S(m)
K .

Ley de reciprocidad.

Supongamos K contiene a la n-ésima ráız de 1, y sea a ∈ K. Si n
√
a es una ráız de

Xn − a, entonces el resto de ráıces son de la forma ζ n
√
a donde ζ es una n-ésima ráız de

1. Por tanto L = K[ n
√
a] es Galois sobre K, y σ n

√
a = ζ n

√
a para alguna n-ésima ráız de

1.
Si p es un ideal primo de K que es coprimo a n y a, entonces p es no ramificado en

L, y podemos definir una n-ésima ráız ( an)n de 1 por la formula

(p, L/K)( n
√
a) =

(
a

p

)
n

n
√
a.

Se puede ver que (
a

p

)
n

= 1⇔ a es una n-ésima potencia módulop

y por tanto
(
a
p

)
n
generaliza el śımbolo de residuo cuadrático. Por esta razón

(
a
p

)
n

es llamado śımbolo de potencia residual. La ley de reciprocidad de Artin implica que
se conocen todas las leyes de reciprocidad para este śımbolo, y por tanto, esto puede
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ser visto como una generalización de la reciprocidad a cuerpos sin ráıces de la unidad.
Veremos esto mas en detalle en el caṕıtulo final.

3. Ideles

Grupos topológicos.
Un grupo G con una topoloǵıa es llamado un grupo topológico si los mapas

g, g′ 7→ gg′ : G×G→ G , g 7→ g−1 : G→ G

son continuos. El mapa traslación

g 7→ ag : G→ G

es un homeomorfismo.
En general, para determinar una topoloǵıa sobre un conjunto tenemos que dar una

base de entornos de cada punto, que es lo mismo que dar una base de entornos para el 1,
ya que el mapa traslación es un homeomorfismo, la topoloǵıa sobre un grupo topológico
es determinado por un sistema de entornos de 1.

Ideles.
Escribiremos v un primo de K. Entonces:

|.|v = el valor absoluto normalizado para v;
Kv = la completación de K para v;
pv = el ideal primo correspondiente en OK , cuando v es finito;
Ov = el anillo de enteros en Kv;
Uv = O×

v ;
p̂v = la completación de pv= ideal maximal en Ov.

Recordemos que, para todo v,Kv es localmente compacto,Ov es un entorno compacto
de 0. También K×

v es compacto, de hecho

1 + p̂v ⊃ 1 + p̂2v ⊃ 1 + p̂3v ⊃ · · ·
es una base de entornos de 1 que consiste de subgrupos compactos abiertos.

Queremos combinar todos los grupos K×
v en un gran espacio topológico, pero

∏
K×

v

no es localmente compacto. En lugar de eso, definiremos el grupo de ideles como

IK = {(av) ∈
∏

K×
v |av ∈ O×

v para todo menos una cantidad finita de v’s}.

De aqúı en adelante notaremos I a IK .
Para un conjunto finito S de primos que incluye todos los primos infinitos, sea

IS =
∏
v∈S

K×
v ×

∏
v/∈S

O×
v

con la topoloǵıa producto. El primer factor es un producto finito de espacios localmente
compactos, y por tanto es localmente compacto, y el segundo es un producto de espacios
compactos, luego es compacto. Por tanto IS es localmente compacto. Notar que

I =
⋃

IS .

Queremos darle una topoloǵıa a I tal que cada IS es abierto en I y herede la topoloǵıa
producto. Lo haremos dando una base para los abiertos que consiste de los conjuntos
de forma

∏
v Vv con Vv abiertos en K×

v para todo v y Vv = O×
v para todos menos una
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cantidad finita de v′s. Una intersección de dos conjuntos de esta forma contiene a un
tercero de esta misma forma, y por tanto forman una base para una topoloǵıa. Es claro
que la topoloǵıa tiene la propiedad que queremos, y más aún I tiene estructura de un
grupo topológico. El siguiente conjunto forma una base de entornos de 1, para cada
conjunto finito de primos S ⊃ S∞ y ϵ > 0, define

U(S, ϵ) = {(av) | |av − 1|v < ϵ, v ∈ S, |av|v = 1, ∀v /∈ S}.

Observación 3.1. Existe un homorfismo canónico sobreyectivo Id

(av) 7→
∏

v finito

p
ordp(av)
v : IK → IK

cuyo kernel es IS∞ .
Podemos pensar a los ideles como un engrosamiento de los ideales, estos incluyen

factores para los primos infinitos, e incluye las unidades para todos los primos finitos.
Notar que I/IS∞ es una suma directa contable de sumas de Z con la topoloǵıa discreta,
pero

∏
K×

v /IS∞ es un producto directo de contable copias de Z, por tanto es incontable.

Observación 3.2. Existe un homomorfismo canónico inyectivo (diagonal)

a 7→ (a, a, a, · · · , a) : K× → IK .
Esta imagen es discreta. Como tenemos grupos, es suficiente probar que 1 ∈ K× es
abierto en la topoloǵıa inducida. Sea U = U(S, ϵ) con S conjunto finito conteniendo a
S∞ y 1 > ϵ > 0. Para cada a ∈ K× ∩ U{

|a− 1|v < ϵ ∀v ∈ S
|a|v = 1 ∀ v /∈ S.

La segunda condición implica que

|a− 1|v ≤ max(|a|v, | − 1|v) ≤ 1.

Por tanto, si a ∈ K× ∩ U , entonces
∏

v |a− 1|v < ϵ|S| < 1, lo cual contradice la formula
del producto, a menos que a = 1.

Definición 3.3. El cociente C = I/K× es llamado el grupo de clase de ideles de K.
Esto no es compacto.

Observación 3.4. Existe un homomorfismo inyectivo canónico

a 7→ (1, ...., 1, a, 1, ..., 1) : K×
v → IK

(a en el v-ésimo lugar). La topoloǵıa inducida sobre K×
v es la topoloǵıa natural, porque

U(S, ϵ) ∩K×
v =

{
|a− 1|v < ϵ ∀v ∈ S
|a|v = 1 ∀ v /∈ S

}
y tales conjuntos forman una base de entornos de 1 en K×

v .

Observación 3.5. Existe un homomorfismo canónico sobreyectivo

a = (av) 7→ c(a) =
∏
|av|v : I→ R>0.

La imagen de a es llamada el contenido de a. Definimos

I1 = Ker(c) = {a ∈ I | c(a) = 1}.
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Notar que, por la formula del producto, K× ⊂ I1. El cociente I/K× no puede ser
compacto porque este mapa es sobreyectivo sobre R>0, pero se puede probar que I1/K×

es compacto.

Definición 3.6. Definimos If de la misma manera que I, excepto que solo usaremos
los primos finito. Ahora llamamos If al grupo de ideles finitos. Tenemos∏

v finito

O×
v ⊂ If ⊂

∏
v finito

K×
v .

El subgrupo
∏
O×

v es abierto y compacto en If , y If/
∏
O×

v = I (el grupo de ideales de
K).

De vuelta tenemos un morfismo diagonal de K× en If , pero esta vez la topoloǵıa

inducida sobre K× tiene la siguiente descripción: UK = O×
K es abierto, y una base de

entornos de 1 es formado por los subgrupos de UK de ı́ndice finito ( esto no es trivial).
En particular, K× es un subgrupo discreto de If ⇔ UK es finito⇔ K = Q o un cuerpo
cuadrático imaginario.

3.1. Ray Class group en términos de ideles. Tenemos que ver que el grupo
de clases CK = I/i(K×) puede ser un cociente de I, queremos mostrar lo mismo para
Cm.

Sea m un módulo. Para p|m, sea

Wm(p) =

{
R>0 p real

1 + p̂m(p) p finito.

Por tanto, en cada caso, Wm(p) es un entorno de 1 en K×
p .

Definimos Im como el conjunto de ideles (ap)p tal que ap ∈Wm(p) para todo p|m:

Im =

∏
p∤m

K×
p ×

∏
p|m

Wm(p)

⋂
I.

En otras palabras, Im consiste de las familias (ap)p indexadas por los primos de K tales
que  ap ∈ K×

p ∀ p
ap ∈ O×

p para casi todo p
ap ∈Wm(p) ∀ p|m.

Definimos Wm como el conjunto de ideles (ap)p en Im tal que ap es una unidad para todo
p no divisor de m:

Wm =
∏
p∤m

p finito

K×
p ×

∏
p|m

Wm(p)×
∏
p∤m

p finito

Up

O sea, Wm consiste de las familias (ap)p indexado por los primos de K tales que ap ∈ K×
p ∀ p infinito

ap ∈ O×
p ∀p finito

ap ∈Wm(p) ∀ p|m
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Notamos que

Km,1 = K× ∩
∏
p|m

Wm(p) intersección dentro de
∏
p|m

K×
p ,

y que
Km,1 = K× ∩ Im intersección dentro de I.

Proposición 3.7. Sea m un módulo de K.

1. El mapa id : Im → IS(m) define un isomorfismo

Im/Km,1.Wm
≃−→ Cm

2. La inclusión Im ↪→ I define un isomorfismo:

Im/Km,1 → I/K×

Demostración.

1. Consideremos el par de mapas

Km,1 → Im
id−→ IS(m).

El primer mapa es inyectivo, y el segundo es sobreyectivo con kernel Wm, y por
tanto la sucesión kernel-cokernel de el par de mapas es

Wm → Im/Km,1 → Cm → 1.

Esto prueba la primer parte de la proposición.
2. El kernel de Im → I/K× es K× ∩ Im (intersección en I), veamos que es Km,1. Por

eso la inclusión define una inyección

Im/Km,1 ↪→ I/K×.

Para la sobreyectividad, aplicamos el teorema de aproximación débil. Sea S =
S(m) y sea a = (av) ∈ I. Si elegimos b ∈ K muy cerca de av ∈ K×

v para todo
v ∈ S, entonces av/b estará cerca de 1 en K + v× para todo v ∈ S, podemos
elegir b tal que av/b ∈ Wm(p) para todo v ∈ S. Por ejemplo, para un primo
real v ∈ S, solo necesitamos elegir b para tener el mismo signo que av en Kv.
Entonces a/b ∈ Im, y se asigna a a en I/K×.

□

Caracteres de ideales y de ideles.
Sea S ⊃ S∞ un conjunto finito de primos de K, y sea G un grupo abeliano finito. Diremos
que un homomorfismo

Ψ : IG → G

admite un módulo si existe un módulo m con soporte en S tal que Ψ(i(Km,1)) = 1. Para
toda extensión abeliana L/K, Artin mostró que el mapa de Artin

IS → Gal(L/K)

admite un módulo.

Proposición 3.8. Si Ψ : IS → G admite un módulo, entonces existe un único
homomorfismo ϕ : I→ G tal que:
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1. ϕ es continuo (G con topoloǵıa discreta);
2. ϕ(K×) = 1;
3. ϕ(a) = Ψ(id(a)) para todo a ∈ IS = {a | av = 1 ∀ v ∈ S}.

Más aún, cada homomorfismo continuo ϕ : I→ G cumpliendo el segundo ı́tem viene de
un Ψ.

Demostración. Como Ψ admite un módulo m, factoriza por Im/i(Km,1) = Cm. Por
tanto, tenemos el siguiente diagrama

Im Cm G

Im/Km,1 Im/Km,1Wm

I I/K×.

Ψ

≃

≃

Los isomorfismos vienen de la proposición anterior, y el resto de mapas son mapas
cocientes. Definimos ϕ : I→ G como la composición. Esto tiene las propiedades 1 y 2, y
además tiene la propiedad

ϕ(a) = Ψ(id(a)) ∀ a ∈ Im
y por tanto, tiene la propiedad 3.

Para probar que el mapa es únicamente determinado por 1,2 y 3, es suficiente probar
que ISK× es denso en I, pero esto se sigue del teorema de aproximación débil: sea a ∈ I;
elegimos b ∈ K× muy cerca de av para v ∈ S, y sea a′ el elemento de IS tal que a′vb = av
para todo v /∈ S. Entonces a′b ∈ IS .K y es cercano a a en I.

Por el contrario, sea ϕ : I → G un mapa continuo. El kernel contiene un entorno
abierto de 1, y por tanto U(S, ϵ) ⊂ Ker(ϕ) para algún S y ϵ. Consideremos un primo
finito v. La restricción de ϕ|K×

v
es un mapa continuo R× → G o C× → G. Claramente, la

componente conexa de K×
v que contiene a 1, llamada, R>0 o C×, tiene a 1 como imagen,

y por tanto esta en el kernel. Combinando estas observaciones, vemos que el kernel de ϕ
contiene a Wm para algún m.

Ahora podemos usar el diagrama del inicio de vuelta. Dado un homomorfismo ϕ :
I/K× → G, puede ser ’restricto’ a un homomorfismo Im/Km,1 → G. Este homomorfismo
es trivial sobreWm, y por tanto factoriza a través de Im/Km,1Wm. El homomorfismo puede
ser transferido a Cm, y compuesto con I ↠ Cm. Este es Ψ que estábamos buscando. □

Observación 3.9. Sea G un grupo topológico conmutativo. Definimos un homo-
morfismo Ψ : IS → G admisible si para cada entorno N de 1 en G, existe un módulo
m tal que Ψ(i(Km,1)) ⊂ N . Entonces cada homomorfismo admisible Ψ define un homo-
morfismo ϕ : I → G que satisface las tres condiciones de la proposición. Más aún, si G
es completo y no tiene subgrupos pequeños, lo cual significa que existe un entorno de 1
conteniendo un subgrupo no trivial, entonces cada homomorfismo continuo ϕ : I → G
satisfaciendo la segunda condición viene de un Ψ admisible. La prueba es la misma que
la de la proposición.

El grupo S1 G = {z ∈ C | |z| = 1} es completo y no tiene subgrupos pequeños. El
Ψ : IS → G admisible, y el correspondiente ϕ, son llamados caracteres de Hecke.
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Observación 3.10. Dado Ψ elegimos un m, y construiremos ϕ. En la practica, es
mas usual para identificar ϕ utilizar que satisface las tres condiciones de la proposición
anterior. Para esto las siguientes observaciones son útiles.

1. Sea a = (av) un idele tal que av = 1 para todo primo finito y av > 0 para todo
primo real; Entonces ϕ(a) = 1. Para ver esto, notar que la topoloǵıa inducida
sobre

∏
v|∞K×

v como un subgrupo de I es la topoloǵıa natural. Por tanto, la

restricción de ϕ es trivial sobre la componente conexa que contiene a 1.
2. Sea a = (av) un idele tal que av = 1 para todo v ∈ S y av es una unidad para

todo v /∈ S; entonces ϕ(a) = 1.
3. Si a es “cercano a 1”, ϕ(a) = 1. De hecho, esto se deriva de la primer condición,

en vista de que G tiene topoloǵıa discreta.
4. Combinando las tres propiedades, encontramos que si a = (av) es tal que av > 0 ∀ v real

av es cercano a 1 cuando v ∈ S es finito
av es una unidad cuando v /∈ S

el ϕ(a) = 1.

Ejemplo 3.11. Sea L = Q[ζp], y sea Ψ el mapa de Artin

IS → (Z/pZ)× → Gal(L/Q), S = {p,∞}.
Recordemos que el primer mapa env́ıa el ideal representado por (r/s), r, s > 0, (p, r) =
1 = (p, s), a [r][s]−1, y que el segundo env́ıa [m] 7→ (ζ 7→ ζm). Para cualquier primo l ̸= p,
el mapa env́ıa (l) al automorfismo de Frobenius para l, ζ 7→ ζ l. Sea ϕ : I→ Gal(L/Q) el
homomorfismo correspondiente a Ψ como en la proposición. Deseamos determinar ϕ de
manera explicita.

Sea a = (a∞, a2, ..., ap, ..., al, ...) un idele de Q. Si a∞ = 1 = ap, entonces ϕ(a) =

Ψ(id(a)).Por tanto ϕ(a) = ζmp donde m =
∏
lordl(al).

Consideramos p = (1, ..., 1., p, 1, ...) con p en la p-ésima posición. Entonces

p/p = (p−1, ..., p−1, 1, p−1, ...).

De acuerdo a la observación 4, ϕ(p/p) = 1, y por tanto

ϕ(p) = ϕ(p/p)ϕ(p) = 1.

Consideramos a = (1, ..., 1, u, 1, ...), u ∈ Z×
p , u en la posición p-ésima. Escribimos

u−1 = a0 + a1p+ · · ·+ asp
s + · · · , 0 ≤ ai < p, ai ∈ Z

y sea c = a0 + · · · + asp
s ∈ Z. Notar que c > 0. Entonces uc ∈ 1 + ps+1Zp, para un s

suficientemente grande esto es cercano a 1. Escribimos

ac = (c, c, ..., c,
l|c
l , c, ...,

p
uc, c, ...)(1, ..., 1,

l|c
c , 1, ...).

El primer factor es ac excepto que tenemos movida las componentes para los primos l
dividiendo a c para el segundo factor. Para un s grande, ϕ del primer factor es 1 por 4.
El segundo factor esta en IS , y la descripción que tenemos de ϕ|IS muestra que ϕ env́ıa
ζ en ζc. En conclusión,

ϕ(a)(ζ) = ζc = ζu
−1
.
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Consideremos a = (−1, 1, ..., 1). Entonces

−a = (1,−1, ...,−1,
p
1,−1, ...)(1, ..., 1,

p
−1, 1, ...)

y

ϕ(a) = ϕ(−a)ϕ(1, ..., 1,−1, 1, ...).

De acuerdo a 3.11, ϕ(a)(ζ) = ζ−1.
Como ϕ es un homomorfismo, esto completa su descripción.

3.2. Norma de ideles. Sea L una extensión finita de K un cuerpo de números,
sea v un primo de K. Recordemos que existe un isomorfismo canónico

L⊗K Kv →
∏
w|v

Lw.

De esto se sigue que para cada α ∈ L,

NmL/Kα =
∏
w|v

NmLw/Kv
α (igualdad en Kv).

Para un idele a = (aw) ∈ IL, define NmL/K(a) como el idele b ∈ IK con bv =∏
w|vNmLw/Kv

aw. La anterior observación muestra que el cuadrado de la izquierda en

el siguiente diagrama conmuta, y es fácil ver que el cuadrado de la derecha también lo
hace

L× IL IL

K× IK IK .

NmL/K

id

NmL/K NmL/K

id

Por tanto obtenemos el siguiente diagrama

CL CL

CK CK .

NmL/K NmL/K

Donde CK es el grupo de clases de ideles I/K×; CK= el grupo de clases de ideales
I/i(K×)

Proposición 3.12. Si L/K es una extensión finita de un cuerpo local de caracteŕısti-
ca cero, entonces

1. NmL/K(L×) = R>0 (caso K = R, L = C
2. NmL/K(L×) ⊃ 1 + pmK para algún m ( caso K no arquimedeano)

3. NmL/K(L×) ⊃ O×
K ( caso K no arquimedeano y L/K es no ramificado)

Demostración. Ver Proposición 4.12 de las notas de Class Field Theory de J.S.
Milne □



52 2. TEORÍA DE CUERPO DE CLASES GLOBAL

4. Principales resultados de CFT en términos de ideles

Los principales teoremas de CFT en términos de ideales son muy expĺıcitos, y, pa-
ra algunos propósitos, son muy útiles. Aunque tienen algunas desventajas. Fijado un
módulo m, la teoŕıa describe solo las extensiones abelianas cuyo conductor divide a m.
En particular, esto no provee una descripción de las extensiones abelianas infinitas de
K. Los enunciados de estos teoremas en términos de ideles permiten considerar exten-
siones abelianas infinitas, o, lo que es lo mismo, todas las extensiones abelianas finitas
simultáneamente. Esto además nos permite ver la relación entre el mapa local de Artin
y el mapa global de Artin.

Sea L una extensión finita de K. Sea v un primo de K, y sea w un primo de L sobre
v. Recordemos que el grupo de descomposición D(w) de w es el subgrupo

D(w) = {σ ∈ Gal(L/K) | σw = w}.
Estos elementos extienden únicamente a automorfismos de Lw/Kw, yD(σ) ≃ Gal(Lw/Kw).
CFT local provee un homomorfismo (el mapa local de Artin)

ϕv : K×
v → D(w) ⊂ G.

Lema 4.1. El subgrupo D(w) ⊂ G y el mapa ϕv son independientes de la elección
del primo w|v.

Demostración. Cualquier otro primo sobre v es de la forma σw para algún σ ∈ G,
y σ : L → L extiende por continuidad a un homomorfismo σ : Lw → Lσw fijando Kv.
Tenemos

D(σw) = σD(w)σ−1,

el cual es igual a D(w) porque G es conmutativo.
Sea Ω y Ω′ extensiones abelianas maximales de Kv conteniendo Lw y Lσw respec-

tivamente. De CFT local, obtenemos el mapa local de Artin ϕv : K× → Gal(Ω/Kv)
y ϕ′v : K× → Gal(Ω′/Kv). La elección de un isomorfismo σ̃ : Ω → Ω′ determina un
isomorfismo

ρ 7→ σ̃ ◦ ρ ◦ σ̃−1 : Gal(Ω/Kv)→ Gal(Ω′/Kv)

que es independiente de σ̃. más aún, su composición con ϕv es ϕ′v. □

Proposición 4.2. Existe un único homomorfismo ϕK : I → Gal(Kab/K) con la
siguiente propiedad: para todo L ⊂ Kab finito sobre K y cualquier primo w ∈ L sobre un
primo v ∈ K, el siguiente diagrama conmuta

K×
v Gal(Lw/Kv)

IK Gal(L/K)

ϕv

a7→ϕK(a)|L

Demostración. Sea a ∈ I, y sea L ⊂ Kab una extensión finita sobre K. Si av ∈ Uv

y Lw/Kv es no ramificada, entonces ϕv(av) = 1. Por tanto, ϕv(av) = 1 excepto para una
cantidad finita de primos, y por tanto podemos definir

ΦL/K(a) =
∏
v

ϕv(av).
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Claramente, ϕL/K es el único homomorfismo que hace que el diagrama conmute.
Si L′ ⊃ L, entonces las propiedades del mapa local de Artin muestra que ϕL′/K(a)|L =

ϕL/K(a). Por tanto existe un único homomorfismo ϕ : I→ Gal(Kab/K) tal que ϕ(a)|L =

ϕL/K(a) para todo L ⊂ Kab, con L finito sobre K.
De vuelta, las propiedades del mapa local de Artin muestra que, para toda torre de

cuerpos K ⊂ K ′ ⊂ L ⊂ Kab con L finito sobre K,

ISK′ Gal(L/K ′)

ISK Gal(L/K)

ϕL/K′

Nm

ϕL/K

conmuta. Al tomar K ′ = L, encontramos que NmL/L(ISL) esta contenido en el kernel

de ϕL/K . En particular, el kernel de ϕL/K contiene un subgrupo abierto de ISK , y esto
implica que ϕK es continuo. □

Teorema 4.3. Ley de Reciprocidad.
El homomorfismo ϕK : IK → Gal(Kab/K) tiene las siguientes propiedades

1. ϕK(K×) = 1;
2. para cada extensión abeliana finita L de K, ϕK define un isomorfismo

ϕL/K : IK/(K×.Nm(IL))→ Gal(L/K).

En la prueba de la Proposición vimos que ϕL/K(Nm(IL)) = 1, y por tanto vemos

que ϕL/K factoriza a través de IK/K×.Nm(IL). La segunda propiedad puede ser vista
como: ϕ define un isomorfismo

ϕL/K : CK/Nm(CL)→ Gal(L/K)

Teorema 4.4. Teorema de existencia.
Fijada una clausura algebraica Kal de K; para cada subgrupo abierto N ⊂ CK de ı́ndice
finito, existe una única extensión abeliana L de K contenida en Kal tal que NmL/KCL =
N .

Un subgrupo de CK es un grupo norma si es de la forma Nm(CL) para alguna
extensión abeliana finita L de K. El teorema de existencia muestra que los grupos norma
son exactamente los subgrupos abiertos de ı́ndice finito en CK . Si N es un grupo de
este tipo, entonces la extensión abeliana finita L de K tal que Nm(CL) = N , i.e.,
N = Ker(ϕL/K), es llamado el cuerpo de clases de K perteneciente a N (class field of K
belonging to N).

Corolario 4.5. El mapa L 7→ Nm(CL) es una biyección de el conjunto de exten-
siones abelianas de K al conjunto de subgrupos abiertos de ı́ndice finito en CK . más
aún,

L1 ⊂ L2 ⇔ Nm(CL1) ⊃ Nm(CL2)

Nm(CL1.L2) = Nm(CL1) ∩Nm(CL2)

Nm(CL1∩L2) = Nm(CL1).Nm(CL2)

Observación 4.6.
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1. En el caso de un cuerpo de números, el mapa

ϕK : IK → Gal(Kab/K)

es sobreyectivo. Para una primo infinito v de K, escribimos K+
v la componente

conexa de K×
v que contiene a 1; Por tanto K+

v es isomorfo a C× o R>0 de acuer-
do a si v es complejo o real. Claramente

∏
v|∞K+

v ⊂ Ker(ϕK). Por definición

K× ⊂ Ker(ϕK), y por tanto K×.(
∏

v|∞K+
v ) ⊂ Ker(ϕK). Pero ϕK es un ho-

momorfismo continuo y Gal(Kab/K) es Hausdorff, y por tanto el Kernel es un
subgrupo cerrado. Entonces Ker(ϕK) contiene a la clausura de K×.(

∏
v|∞K+

v ).

Es un teorema que esto exactamente es el kernel. La imagen de la clausura de
K×.(

∏
v|∞K+

v ) en CK es la componente conexa de CK que contiene a 1.

Para cualquier extensión abeliana finita L ⊃ K el mapa de Artin define un
isomorfismo CK/Nm(CL)→ Gal(L/K).

2. En el caso de cuerpos de funciones , el mapa de Artin ϕK : IK/K× → Gal(Kab/K)
es inyectivo, pero no es sobreyectivo.



Caṕıtulo 3

Aplicaciones de CFT

En este capitulo usaremos algunos de los resultados que vimos en los caṕıtulos an-
teriores para ver aplicaciones de CFT. Nos centraremos en 3 problemas, en los cuales
usaremos fuertemente la heuŕıstica local-global, la cual nos permitirá un mejor estudio
de los problemas.

1. Potencias locales, potencias globales

Es un problema interesante ver cuando una potencia local se convierte en global. Es
obvio que si a ∈ K un cuerpo de números es una potencia n-ésima, entonces a ∈ Kv

también lo es para cualquier v. Comenzaremos viendo el siguiente teorema.

Teorema 1.1. Sea K un cuerpo de números que contiene una ráız n-ésima de la
unidad. Un elemento no nulo en K es una n-ésima potencia si lo es en KV para casi
todo primo v.

Demostración. Recordemos que, para un cuerpo k que contiene una ráız n-ésima
de la unidad, un polinomioXn−a descompone completamente en k[x] si tiene una ráız en
k. Sea a un elemento no nulo de K, y sea β una ráız n-ésima de a en alguna extensión.
Si a es una n-ésima potencia en Kv para casi todo v, entonces Xn − a descompone
completamente en Kv[x] para casi todo v, y por tanto v descompone completamente en
K[β]. Esto se cumple para casi todo v, viendo que K[β] = K. □

Para esto ultimo podemos utilizar el siguiente teorema, el cual no demostraremos.

Teorema 1.2. Sea L una extensión finita de K, y sea M su clausura de Galois.
Entonces el conjunto de ideales primos de K que descomponen completamente en L
tienen densidad 1/[M:K]

Observación 1.3. Usando este resultado el teorema probado es mas fuerte, ya que
solo basta con que sea potencia n-ésima para un conjunto de primos de densidad mayor
a 1/2.

Teorema 1.4. Sea K un cuerpo de números, y sea n un entero tal que K[ζ2t ] es
ćıclico sobre K, donde 2t es la mayor potencia de 2 que divide a n. Un elemento no nu-
lo de K es una n-ésima potencia en K si es una n-ésima potencia en Kv para casi todo v.

Demostración. Paso 1. Es suficiente probar el teorema con n una potencia de un
primo. Supongamos n = n1n2 con n1, n2 coprimos, y asumamos que el teorema se cumple
para ambos. Entonces un elemento no nulo a ∈ K que es una n-ésima potencia en Kv

55
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para casi todo v es una n1 y n2-ésima potencia en K, por tanto, a = bn1 = cn2 . Ahora,
existen enteros r y s tales que rn1 + sn2 = 1, y por tanto

a = arn1asn2 = crn1n2bsn1n2 ∈ K×n.

Paso 2. El teorema es cierto si n es una potencia de un primo p y K[ζn]/K es una
extensión ćıclica de orden una p-potencia. Sea K ′ = K[ζn], y sea a un elemento no nulo
de K que se convierte en una n-ésima potencia en Kv para casi todo v. De acuerdo al
Teorema 1.1, a se convierte en una n-ésima potencia en K ′, por tanto, a = βn, y por
tanto

Xn − a =

n−1∏
j=0

(X − βζjn) en K ′[X].

Sea

Xn − a =
∏
i

fi(X)

la descomposición de Xn − a en factores irreducibles en K[X]. Para cada i, elegimos

una ráız βi = βζ
j(i)
n de fi(X). Entonces K[βi] ⊂ K ′, por tanto K[βi] es una extensión

abeliana de K, en particular, es Galois sobre K, entonces es el cuerpo de descomposición
de fi(X). Sea v un primo de K tal que a es una n-ésima potencia en Kv. Por hipótesis,
Xn−a tiene una ráız en Kv, y por tanto al menos uno de los fi(X) tiene una ráız en Kv.
Para un i particular, v descompone completamente en K[βi]. Entonces vemos que cada
v /∈ S descompone completamente en al menos uno de los cuerpos K[βi], pero diferentes
v pueden descomponer en diferentes cuerpos, no podemos concluir nada de esto. Para
ver que todos los v descomponen en un solo K[βi] tenemos que usar la hipótesis que K ′

es ćıclica de orden una potencia de primo sobre K. Esta hipótesis implica que los cuerpos
intermedios están linealmente ordenados.

K ′ ⊃ · · · ⊃ K3 ⊃ K2 ⊃ K1 ⊃ K.

Elegimos i0 tal que K[βi0 ] es la mas pequeña de el K[βi]. Entonces cada v /∈ S descom-
pone completamente en un cuerpo conteniendo a K[βi0 ], y por tanto en K[βi0 ] = K, y
Xn − a tiene al menos una ráız de K.

Paso 3. El teorema es cierto. Después del primer paso, podemos asumir que n = pr,
y después del paso 2 que p es impar. Supongamos que a es una n-ésima potencia en
Kv para casi todo v. Como K[ζpr ] es ćıclica de orden p-potencia sobre K[ζp], el paso 3
muestra que a se convierte en una n-ésima potencia en K[ζp], notamos, a = bn. Tomando

normas, encontramos que ad es una n-ésima potencia en K×, donde d = [K[ζp] : K] < p.
Pero d es coprimo a p, y eso implica que a es una n-ésima potencia en K× (sabemos que
ad = 1 en K×/K×pr , y esto implica que a = 1 en K×/K×pr). □

2. Principio local global para normas

El principio local-global ( o de Hasse) pregunta si una afirmación sobre un cuerpo
de números es cierta si es cierta para todas las completaciónes de K. Aqúı veremos uno
de estos principios local-global.



3. LEYES DE RECIPROCIDAD ALTAS 57

2.1. Normas.

Teorema 2.1. (Teorema de la norma de Hasse)
Sea L/K una extensión ćıclica de un cuerpo de números, y sea a ∈ K×. Entonces la
imagen de a ∈ Kv es una norma de Lv para casi todo v, y si es una norma para todo v,
entonces es una norma en K.

Demostración. Para esta prueba asumiremos sin probarlo que H1(G,CL) = 0. Por
la periodicidad de la cohomoloǵıa de grupos ćıclicos, esto implica que H−1

T (G,CL) = 0.
Por tanto, de la sucesión de cohomoloǵıa de

1→ L× → IL → CL → 0

encontramos que
H0

T (G,L
×)→ H0

T (G, IL)
es inyectivo. Pero este es el mapa

K×/Nm(L×)→
⊗
v

K×
v /Nm(Lv×).

□

3. Leyes de reciprocidad altas

Recordemos que, dado p un primo impar y a coprimo a p, el śımbolo de Legendre (o
śımbolo de reciprocidad cuadrática)(

a

p

)
=

{
1 si a es un cuadrado modulo p

−1 otro caso.
El grupo F×

p es ćıclico de orden p − 1 con −1 el único elemento de orden 2. Por tanto,

para u ∈ F×
p , u

p−1
2 es 1 o -1 de acuerdo a si u es un cuadrado o no, y por tanto

(
a
p

)
es

la única ráız de 1 tal que (
a

p

)
≡ a

p−1
2 mod p

La ley de reciprocidad cuadrática, dice que para p y q primos impares(
q

p

)(
p

q

)
= (−1)

p−1
2

q−1
2 .

Además (
−1
p

)
= (−1)

p−1
2 ,

(
2

p

)
= (−1)

p2−1
8 .

Para α ∈ Z[i] y π ∈ Z[i] un primo, Gauss definió
(
α
π

)
(śımbolo de residuo cuartico) como

la única ráız 4ta de 1 tal que (α
π

)
≡ α

Nπ−1
4 mod π

y probo una ley de reciprocidad cuártica para este śımbolo. Luego Eisenstein probo
una ley de reciprocidad cubica. Artin observó que su teorema implica toda posible ley
de reciprocidad, y por tanto puede ser considerado como una “ley de reciprocidad para
cuerpos que no contienen una n-ésima ráız de 1”. En el resto de esta sección explicaremos
esta observación.
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3.1. Śımbolo de potencia residual. Sea K un cuerpo de números conteniendo
una ráız n-ésima de la unidad. Para cada conjunto finito a, b, ... de elementos de K,
definimos S(a, b, ...) como el conjunto de ideales primos de K tales que ordp(n) ̸= 0, o
ordp(a) ̸= 0, o ordp(b) ̸= 0, .... En particular, S en si consiste solamente de los divisores
de n.

Recordemos que el discriminante de Xn − 1 es divisible solo por los primos que
dividen a n. Por tanto Xn − 1 tiene n ráıces distintas en Fal

p para cada p ∤ n, y el mapa

ζ 7→ ζ mod p : µn(K)→ µn(OK/p)

es biyectivo para cada ideal primo p ∤ n. Para cada primo p, sea q = Np = (OK : p).

Entonces F×
q es ćıclico de orden q − 1, y por tanto n|q − 1 y ζ

q−1
n ∈ µn ⊂ F×

q .

Para a ∈ K× y p /∈ S(a), definimos
(
a
p

)
como la única ráız de la unidad tal que(

a

p

)
≡ a

Np−1
n mod p.

1. Para todo a, b ∈ K× y p /∈ S(a, b),(
ab

p

)
=

(
a

p

)(
b

p

)
esto es obvio por definición.

2. Para a ∈ K× y p /∈ S(a), los siguientes enunciados son equivalentes:

a)
(
a
p

)
= 1;

b) a es una n-ésima potencia en OK/p
c) a es una n-ésima potencia en Kp

La equivalencia de a y b salen de la exactitud de

1→ F×n
q → F×

q
x 7→x

q−1
n−−−−−→ µn → 1, q = Np.

Si Xn − a tiene una solución modulo p, entonces el lema de Hensel muestra
que tenemos una solución en Kp. Contrariamente, si a = αn, α ∈ Kp, entonces
ordp(α) = 1

nordp(a) = 0, y por tanto α ∈ OKp . El mapa OK → OKp/p es
sobreyectivo, y por tanto es un α0 ∈ OK enviado a α modulo p.

Lo extendemos enviando p 7→
(
a
p

)
a IS(a) por linealidad: por tanto, para

b =
∏

prii ∈ IS(a), (a
b

)
=

∏(
a

pi

)ri

abreviaremos
(

a
(b)

)
a
(
a
b

)
.

Para una extensión abeliana L/K en la cual los primos en S′ no ramifican,
ΨL/K : IS → Gal(L/K) denota el mapa de Artin

3. Para cada a ∈ K× y b ∈ IS(a),

Ψ
K[a

1
n ]/K

(b)(a
1
n ) =

(a
b

)
a

1
n .
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De teoŕıa de Galois, sabemos que hay una ráız n-ésima de 1 ζ(b) tal que

Ψ(b)(a
1
n ) = ζ(b).a

1
n

y que el mapa b 7→ ζ(b) es un homomorfismo. Por tanto, esto es suficiente para
probar la igualdad con b = p, un ideal primo. Por definición

Ψ(p)(x) ≡ xNp mod p.
De

Ψ(p)(a
1
n ) = ζ(p).a

1
n

encontramos que

ζ(p).a
1
n ≡ a

Np
n mod p

de donde se sigue que ζ(p) =
(
a
p

)
.

4. Sea a ∈ OK , y sea b un ideal integral en IS(a). Si a′ ∈ OK , a
′ ≡ amodb, entonces

b ∈ IS(a′) y (a
b

)
=

(
a′

b

)
.

Para cada ideal primo p dividiendo a b,a′ ≡ a mod p, y por tanto
(
a
p

)
=

(
a′

p

)
.

5. Sea a ∈ K×. Existe un modulo m con soporte S(a) tal que
(
a
b

)
depende solo de

la clase de b en el Ray class group Cm.

3.2. El śımbolo de Hilbert. Sea Kv un cuerpo local conteniendo una ráız n-
ésima de la unidad. El śımbolo de Hilbert es un pairing

a, b 7→ (a, b)v : K×
v /K

×n
v ×K×

v /K
×n
v → µn,

donde µn es el grupo de ráıces n-ésimas de 1 en Kv. Probablemente la manera mas
natural de definir esto es con el producto cup

H1(G,µn)×H1(G,µn)→ H2(G,µn ⊗ µn), G = Gal(Kal/K)

seguido por el isomorfismo

H2(G,µn ⊗ µn) = H2(G,µn)⊗ µn → µn

definido por el mapa invariante invv. Sin embargo, en el esṕıritu de los 20 y 30, se define
en términos de álgebras centrales simples.

Recordemos que para cada a, b ∈ K×
v , definimos A(a, b; ζ) como la Kv−álgebra con

generadores i,j y relaciones
in = a, jn = b, ij = ζji.

Esto es un álgebra central simple de grado n sobre Kv. En el caso que n = 2, A(a, b;−1)
es el álgebra de cuaterniones H(a, b). Definimos

(a, b)v = ζ−n.invv([A(a,b;ζ)],

donde [A(a, b; ζ)] es la clase de A(a, b; ζ) en Br(Kv). Como A(a, b; ζ) es split para un
cuerpo de grado n, su invariante es un elemento de 1

nZ/Z, y por tanto n.invv([A(a, b; ζ)])
es un elemento de Z/nZ. Claramente el isomorfismo de clases de A(a, b; ζ) depende solo
de a y b como elementos de K×

v /K
×n
v , y por tanto tenemos un pairing

K×
v /K

×n
v ×K×

v /K
×n
v → µn
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Sin embargo, no es obvio que el pairing es bilineal.

Observación 3.1.

1. Para todo a,b

A(b, a; ζ) ≈ A(a, b; ζ−1) ≈ A(a, b; ζ)op.
Por tanto

(b, a)v = (a, b)−1
v .

Por definición A(b, a; ζ) es la Kv−álgebra con generadores i′, j′ y relaciones i′n =
b, j′n = a, y i′j′ = ζj′i′. El mapa i′ 7→ j, j′ 7→ i es un isomorfismo A(b, a; ζ) →
A(a, b; ζ−1). El mapa i 7→ i, j 7→ j es un isomorfismo A(a, b; ζ)op → A(a, b; ζ).

2. Sea a, b ∈ K×. Sea v /∈ S(a), (a, b)v =
(

a
pv

)0rdv(b)
.

Por simplicidad, asumiremos que A(a, b; ζ) es un álgebra de división. Recor-
demos que para calcular el invariante de un álgebra de división central D sobre
un cuerpo local Kv,tenemos que
a) elegir un cuerpo maximal no ramificado L ⊂ D.
b) Encontrar un elemento β ∈ D tal que α 7→ βαβ−1 es el automorfismo de

Frobenius de L.
c) Sea invv([D]) = ordv(β).

Aplicamos esto con L = Kv[i] = Kv[a
1
n ]. Notamos que, como v /∈ S(a), esta

extensión es no ramificada. Sea
(

a
pv

)
= ζr, por tanto (p, L/Kv)(i) = ζri. Dado

que jij−1 = ζ−1i, vemos que podemos tomar β = j−r. Entonces βn = b−r, se
sigue que ordv(β) = − r

nordv(b). Por tanto

(a, b)v = ζ−ninvv(A(a,b;ζ)) = ζr.ordv(b) =

(
a

pv

)ordv(b)

.

3.

(a, b)v =
ϕv(b)(a

1
n )

a
1
n

para todo a, b, v.
4. Para a, b ∈ K×, ∏

v

(a, b)v = 1.

Para esto hay que mirar la prueba de la Ley de Reciprocidad, en dicha prueba se
ve que, para cada β ∈ Br(K),

∑
invv(β) = 0. En particular,

∑
invv(A(a, b; ζ)) =

0, y esto implica la formula.
Para a, b ∈ K×, definimos(a

b

)
=

∏
v/∈S(a)

(a
v

)ordv(b)
=

(
a

(b)S(a)

)
donde (b)S(a) es el ideal en IS(a) generado por b. El śımbolo

(
a
b

)
es multiplicativo

en b, pero
(
aa′

b

)
=

(
a
b

) (
a′

b

)
no siempre se cumplirá a menos que S(b)∩S(a, a′) =

S.
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Teorema 3.2. Ley de Reciprocidad.
Sean a, b ∈ K× tales que S(a) ∩ S(b) = S (por ejemplo a y b coprimos). Entonces(a

b

)(
b

a

)−1

=
∏
v∈S

(b, a)v.

Demostración. Sea S′(a) = S(a) \S y S′(b) = S(b) \S. Nuestra suposición es que
S′(a) y S′(b) son disjuntos. Entonces(a

b

)
=

∏
v∈S′(b)

(
a

pv

)ordv(b)

=
∏

v∈S′(b)

(a, b)v

y (
b

a

)
=

∏
v∈S′(a)

(
b

pv

)ordv(a)

=
∏

v∈S′(a)

(b, a)v

Por tanto (a
b

)(
b

a

)−1

=
∏

v∈S′(a)∪S′(b)

(a, b)v

Para v /∈ S ∪ S′(a) ∪ S′(b), (a, b)v = 1, y por la formula del producto vemos que∏
v∈S′(a)∪S′(b)

(a, b)v ×
∏
v∈S

(a, b)v = 1

□

Para obtener una formula completamente explicita, resta calcular el śımbolo de Hil-
bert para v ∈ S. Para los primos infinitos, estos es fácil: si v es complejo, entonces
(a, b)v = 1 siempre, y si v es real, entonces

(a, b)v = 1⇐⇒ X2 − aY 2 − bZ2 representa 0⇐⇒ a > 0 o b > 0

Para K = Q y n = 2,

(u2r, v2s)2 = (−1)
u−1
2

v−1
2

+r v2−1
8

+su2−1
8 ,

donde u, v son unidades 2-ádicas, y el exponente debe interpretarse modulo 2. Aplicando
esto a los pares (p, q) con ambos primos impares, (2, p) con p primo impar, y a (−1, p)
con p primo impar, se obtiene la ley de reciprocidad cuadrática clásica.

Para p un primo impar y K = Q[ζ] con ζ una ráız primitiva p-ésima de la unidad,
entonces se puede hacer el śımbolo de Hilbert (a, b)p de manera explicita. Recordemos
que p es totalmente ramificado en K y (p) = (π)p−1, donde π = 1 − ζ. Sea Kπ la
completación de K para (π), sea Ui el grupo de unidades en Kπ congruente a 1 mod πi.
Tenemos una filtración

O×
Kπ
⊃ U1 ⊃ U2 ⊃ · · · ⊃ Up+1 ⊃ · · · .

Si u ∈ Up+1, entonces u es una p-ésima potencia en Kπ. De esto, se puede deducir que

K×
π /K

×p
π es generado libremente (como un Fp-espacio vectorial) por los elementos

π, ζ, 1− π2, ..., 1− πp
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Sea ηi = 1− πi, i ≥ 1.

Proposición 3.3. El Hilbert pairing

a, b 7→ (a, b)π : K×
π ×K×

π → µp

es el único pairing simétrico satisfaciendo

1. (ηi, ηj)π = (ηi, ηi+j)π(ηi+j , ηj)π(ηi+j , π)
−j
π para todo i, j ≥ 1;

2. (ηi, π)π =

{
1 si 1 ≤ i ≤ p− 1

ζ si i = p
3. (. , .)π = 1 en Ui × Uj si i+ j ≥ p+ 1.

Ejemplo 3.4. (Ley de reciprocidad cubica ; Eisenstein). Sea p = 3, K = Q[ζ], ζ =
−1+

√
3

2 , y π = −ζ
√
3. Entonces OK = Z[ζ], y cada elemento no nulo de OK puede ser

escrito de la forma ζiπja con a ≡ ±1mod 3OK . En este caso, la ley de reciprocidad se
convierte en (a

b

)
=

(
b

a

)
si a y b son coprimos y congruentes con ±1mod 3OK , y{ (

ζ
a

)
= ζ−m−n(

π
a

)
= ζm

si a = ±(1 + 3(m+ nζ)).
Notamos que, si a ∈ Z, entonces a ≡ ±1mod 3OK es automático.
Aplicación. Fijemos un primo impar p y una ráız p-ésima ζ de la unidad. Si x, y, z

son enteros tales que xp + yp = zp, entonces

p−1∏
i=0

(x+ ζiy) = zp.

Podemos suponer que x, y, z no tienen factores en común. Si p ∤ xyz, entonces los ele-
mentos x + ζiy ∈ Z[ζ] son coprimos. Por tanto, cada uno genera un ideal que es una
p-ésima potencia y lo mismo es cierto para

α =
x+ ζy

x+ y
= 1− yπ

x+ y
, π = 1− ζ.

Por tanto
(
β
α

)
= 1 para todo β ∈ Z[ζ] coprimo a α.

Teorema 3.5. Sea x, y, z enteros positivos coprimos tales que p ∤ xyz y xp+yp = zp.
Para cada primo q dividiendo xyz, qp−1 ≡ 1mod p2.

Demostración. En este caso, la ley de reciprocidad se convierte en(
β

α

)(
α

β

)−1

= ζTrQ[ζ]∗Q(η) ,
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donde η = β−1
p

α−1
π . Aplicamos esta ecuación con β = qp−1. Sin pérdida de generalidad,

podemos asumir que q|y, por tanto que α ≡ 1mod q y
(
α
q

)
= 1. Más aún,

Tr(η) =
qp−1 − 1

p
Tr(

α− 1

π
),

pero

Tr(
α− 1

π
) = Tr(− y

x+ y
) = − y

x+ y
(p− 1),

que no es divisible por p. Por tanto qp−1−1
p es divisible por p. □

Corolario 3.6. (Condición de Wieferich) Si Xp + Y p = Zp admite una solución
x, y, z con x, y, z enteros positivos no divisibles por p, entonces 2p−1 ≡ 1mod p2.

Demostración. Si xp + yp = zp, entonces al menos uno es par. □

Un argumento similar( con un β diferente) prueba la condición de Mirimanoff: 3p−1 ̸=
1mod p2.

Los únicos primos < 3 × 109 que satisfacen la condición de Wieferich son 1093 y
3511, y no cumplen la condición de Mirimanoff. Esto prueba el primer caso del ultimo
teorema de Fermat para p < 3× 109.
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