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Introduccion

El objetivo de este trabajo es entender las curvas modulares como espacios de médu-
li. Para llegar a formalizar esta nocién vamos a cubrir primero la teoria basica necesaria
sobre superficies de Riemann, curvas elipticas y formas modulares. Las referencias prin-
cipales son [Mil17] para los primeros tres capitulos y [DS05] especialmente para el dltimo.

La teoria de las formas modulares es una de las herramientas méas poderosas de la
teoria de nimeros. Sus aplicaciones son inmensas y se extienden a muchas otras areas,
incluida la fisica. En particular, las formas modulares se relacionan estrechamente con
las curvas elipticas a través del teorema de modularidad, el cual permite probar resul-
tados profundos como el Ultimo Teorema de Fermat.

Por otro lado, los espacios de méduli nos daran un ejemplo de intercambio entre
objetos algebraicos (curvas elipticas) y objetos analiticos (superficies de Riemann). Un
resultado sorprendente en esta linea es que toda curva eliptica en los complejos es iso-
morfa a un toro, preservando la estructura de grupos. Esto se prueba en el capitulo 2.
Los capitulos 3 y 4 generalizan sucesivamente las ideas anteriores hasta llegar al con-
cepto de espacio de méduli de curvas elipticas. El principio guia es que los puntos de
una superficie pueden codificar informacion acerca de un conjunto de objetos algebraicos.

El punto de partida seran las superficies que surgen de la acciéon de cierto grupo
de transfomaciones en el semiplano complejo, dando lugar a las curvas modulares. El
capitulo 2 comienza introduciendo la nociéon de curva eliptica en el plano proyectivo.
Luego se estudian resultados de analisis en superficies de Riemann compactas, los cuales
permiten comprender el cuerpo de las funciones doblemente periédicas y su papel cru-
cial en la parametrizacion de curvas elipticas. El capitulo 3 vuelve sobre la estructura
compleja de las curvas modulares para dar una interpretacion geométrica de las formas
modulares como formas diferenciales. Para ilustrar la utilidad de esta idea se calcula
la dimensién de los espacios de formas modulares a partir de resultados de geometria
algebraica. Finalmente, la informacién sobre los ceros de las formas modulares nos per-
mitird probar que el j-invariante define un isomorfismo entre la curva modular Y (1) y
la esfera de Riemann. El dltimo capitulo se vale del material anterior para explicitar
cémo las clases de isomorfismo de curvas elipticas, junto a cierta informacién sobre la
N-torsién, estan determinadas por los puntos en la curva modular de cierto subgrupo
de congruencia de nivel N.
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Como comentario final, si bien el contenido se limita al cuerpo de los niimeros com-
plejos, hay una teoria profunda y rica que resulta de considerar las curvas modulares
como curvas algebraicas en QQ, o en cuerpos intermedios, lo cual seria una posible area
de estudio a seguir en el futuro.
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Capitulo 1

Curvas modulares

1. Acciones de grupos en H

Recordemos primero el grupo general lineal GL,,(C) de las matrices n x n invertibles
con coeficientes en C. En particular nos va a interesar la accién de GLz(C) en C2, dada

= (1) (2) - (s,

DEFINICION 1.1. El espacio proyectivo complejo de dimension n se define infor-
malmente como el conjunto de las rectas en C™t1 que pasan por el origen y, formalmente,
como el cociente de C"t1 menos el origen identificando vectores colineales,

P"(C) = (C"** - {0}) / ~ vew <= INeC—{0}:w=X
PROPOSICION 1.1. El espacio proyectivo P"(C) es compacto.

PRUEBA. La esfera de dimensién n compleja, S™ = {(z;) € C"! : Y |z]? = 1} es
compacta. Su imagen por la proyeccién al cociente C*+1 — {0} — P"*(C) es sobreyectiva.
O

Definimos el subespacio afin como todos los puntos de P"(C) cuya tiltima coordenada
es distinta de cero. Este conjunto se identifica con C" tomando representantes cuya
tiltima coordenada es 1. El complemento del subespacio afin se identifica con P"~1(C).
Por lo tanto podemos escribir

P*(C) = C*UP" }(C).
Por ejemplo, cuando n = 1, la recta con direccién (z,w) se puede representar por
el vector (z/w,1) si w # 0. Abusando un poco la terminologia, llamemos al nimero
z/w € C, la “clase de equivalencia”de (z,w). Hay una sola direccién en C2— {(0,0)} con

w = 0, representada por el vector (1,0). En este caso definimos z/w = oo, y decimos
que (1,0) € P1(C) es el punto en el infinito. Con esta notacién, P1(C) = C U {oo}.

DEFINICION 1.2. El espacio C U {oo} es compacto con la siguiente topologia: en
C es la topologia usual, y se definen los entornos de oo como los abiertos de C con
complemento compacto. Topoldgicamente, este espacio es una esfera, y se llama la esfera
de Riemann. De hecho se puede ver lo siguiente:

PROPOSICION 1.2. El espacio proyectivo P1(C) es homeomorfo a la esfera de Rie-
mann.
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PRUEBA. El mapa ¢ : C2 — {0} — C U {00} que lleva el punto (z,w) en su clase
de equivalencia z/w es continuo y abierto, y define un mapa continuo y biyectivo ¢ :
P1(C) — C U {oo} tal que el siguiente diagrama conmuta.

c*— {0}

p

P'(C) -2 CU {0}
El mapa qg es abierto porque ¢ es abierto y p es continuo.
O

Para todo a € GLg(C), el mapa (z,w) — a - (z,w) es lineal, luego lleva rectas en
rectas. Se deduce que la accién de GLy(C) en C2 — {(0,0)} define una accién en P!(C),

_az+bw  a(z/w)+b
a-(z/w) = cz+dw  c(z/w)+d’
de forma tal que actuar por GLy(C) conmuta con la proyeccién C? — {0} — P1(C).

C* — {0} == C*— {0}

| |

PI(C) —*— PI(C)

Explicitamente,

_ {ZZZIS cz+d#0
00 cz+d=0
) o= (4 1)
’ 4 ¢c#0
Q- 00 =
© ¢c=0
Nos va a interesar restringir la accién al semiplano superior H = {z € C: J(z) > 0}.
Si « es una matriz con coeficientes reales y z € H, entonces cz + d es distinto de cero

porque ¢ y d son reales pero z no, y a(z) # oo. Por otro lado, la parte imaginaria de
a(z) estd dada por

& _ S
S(a-2) = Tt dl det(a).

De esta ecuacion se deduce que « preserva H si y solo si tiene determinante positivo.
Para todo tal a podemos asumir que tiene determinante 1 ya que multiplicar la matriz
por un escalar real deja invariante la transformacién en (1) y no cambia el signo del
determinante.

DEFINICION 1.3. Llamamos SLa(R) al grupo de las matrices 2 x 2 con determinante
1 y coeficientes reales. La accion en H de SLa(R) es la dada por (1).
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Una observacion interesante es que, de hecho, todos los automorfismos en H provienen
de la accién de una matriz en SLy(R), la cual es unica a menos de un factor +1.

PROPOSICION 1.3. Sea Aut(H) el grupo de automorfismos biholomorfos (holomorfo
y con inversa holomorfa) de H. Entonces Aut(H) = SLa(R)/{%I}.

La demostracién es sencilla pero se difiere hasta la de este capitulo.

2. Cocientes de H

Sea I' un grupo que actia continuamente en un espacio topolégico X. Definimos
I\ X como el espacio de las érbitas de X por I'. Si p es la proyeccién = — I'z, entonces
los subconjuntos abiertos de I'\ X son todos aquellos cuya preimagen por p es abierta.

Nos interesa darle una estructura de variedad diferenciable al espacio I'\H, para lo
cual queremos que sea Hausdorff. El objetivo de esta seccién es probar esta propiedad
cuando I' es un subgrupo discreto de SLa(R).

LEMA 1.1. Sea G un grupo topoldgico localmente compacto Hausdorff que actia tran-
sitivamente sobre un espacio X, tal que el estabilizador K de un punto xq (y de cualquier
punto) es compacto. Suponer también que el mapa G/K —X: gK — g-xg es un homeo-
morfismo. Entonces son equivalentes, para I' subgrupo de G:

1. Para todos A, B compactos en X, {y €T : AN~yB # 0} es finito.
2. T' es discreto.

PRUEBA.

(2) = (1): Sea p la proyecciéon G — G/ K. Veamos que para A compacto en G/K, su
preimagen p~!(A) es compacta en G. Sea G = | J, V; para una familia de abiertos. Como
G es localmente compacto podemos suponer que la clausura V; es compacta para cada
Vi. Como A es compacto y p es abierta podemos tomar finitos V; tales que A C |J,; p(V3),

luego A estd contenido en la unién finita de los compactos p(V;), y

n
pH(A)=AK C | JViK.
i=1
Cada V;K es compacto en G por ser producto de compactos. Por otro lado, A es
cerrado por ser compacto en un espacio Hausdorff, y entonces p~1(A4) es un cerrado,
contenido en un compacto.
Ahora sean A, B compactos en G/K. El conjunto {y € I': AN~yB # ()} es igual a

la interseccién de I' con (p~*(A)) - (p™'(B)) ~, esto es la interseccién de un conjunto
discreto con un compacto y por lo tanto debe ser finito.
(1) = (2): Sea V un abierto de G con clausura compacta. Por la parte (1) aplicada
a los compactos V - zg y {zo} en X, existen finitos v € T tales que v - xo € V - zo. En
particular I' NV es finito.
U

A partir del lema se puede probar lo siguiente:

PROPOSICION 1.4. Sean G, K, X y ' como antes, con I discreto.
1. Para todo x € X, {y € T : x =y} es finito.
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2. Para todo x € X existe un entorno U de x tal que U N~U # () solo si x = vyx.
3. Para todos x # y € X no en la misma drbita por G existen entornos U, V de x
e y respectivamente tales que YU NV = 0 para todo v € T.

OBSERVACION 1.1. La parte (1) es inmediata y se deduce solo del hecho de que K
es compacto y I' discreto. La parte (2) implica que, en el caso en que I' actia libremente
en X, la proyeccion p : X — I'\X es un homeomorfismo restringido a cada uno de los
trasladados vU, los cuales son disjuntos. Esto significa que (X,p) es un espacio de
cubrimiento de I'\X. En particular, cuando X es simplemente conezo, por ejemplo si
X = H, entonces X es el cubrimiento universal de I'\X. La parte (3) dice que el
espacio '\ X es Hausdorff.

LEMA 1.2. Sea G un grupo que actia continua y transitivamente sobre X. Si G y X
son localmente compactos y existe una base numerable para la topologia de G, entonces
el mapa

gK = g-xo
es un homeomorfismo G/K = X.
Para una demostracién del lema anterior ver [Mill7, Capitulo 1].
COROLARIO 1.1. Sea T" un subgrupo discreto de SLa(R). El espacio T'\H es Hausdorff.

PRUEBA. Alcanza con mostrar que se verifican las hipétesis del lema y la proposicion
anteriores. Verificamos que:

» El grupo SLy(R) actia transitivamente sobre H: tomar z = = + yi € H con z,y

. s _ 1 y x .
reales, y > 0. La transformacién a = 7 (0 1) € SLy(R) lleva i en z.

» El estabilizador de ¢ en SLa(R) es compacto: las matrices en SLy(R) que fijan ¢
son aquellas cuyos coeficientes a, b, ¢, d satisfacen

a?:_r;:z', ad —be = 1,
Cl
que es equivalente a

a=d,

b— —c a?+v2 =1,

lo que define el grupo especial ortogonal

5038) = { (n(®) oty ) 10 B} =R

Este grupo es compacto.
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3. Estructura compleja

DEFINICION 1.4. Una superficie de Riemann es un espacio Hausdorff X junto con:

1. Una familia de abiertos U, que cubren X.

2. Para cada o, un homeomorfismo vy, : Uy, — Ua donde Ua es un abierto de C. Los
Vo deben cumplir que, si Uy N Ug # (), entonces el mapa g o z/zgl es holomorfo
en su dominio de definicion, en cuyo caso Y y Vg se dicen compatibles.

Los pares (Y, Uy) se llaman cartas de X. Una funcion f : V — C en una superficie
de Riemann es holomorfa si f o ' : o(UsNV) — C lo es para todo 1.

EJEMPLO 1.1. La Esfera de Riemann (definicion[1.9), CU{oc}, admite una estruc-
tura compleja dada por:

1. Dos abiertos,

U, =C, Uy = CU {oc} — {0}.
2. Dos homeomorfismos,
U — C, 2 : Uz — C,
Yi(z) = 2, Pa(2) =1/

Los mapas ¥y y ¥ son compatibles, ya que i o 7,/}2_1 Y P2 O¢f1 son ambos iguales a 1/z
en su dominio de definicion, C — {0}.

Las funciones holomorfas en la esfera de Riemann son las constantes, por el teorema
de Liouville. Para una funcion f, ser holomorfa en el infinito significa que f(1/z) es
holomorfa en un entorno del cero, y en particular implica que f es acotada en un abierto
de complemento compacto.

EJEMPLO 1.2. Sea I' un subgrupo discreto de SLo(R) que actia libremente sobre H.
El espacio T\H es Hausdorff por el corolario . Como vimos, cada x € H tiene un
entorno U, donde la proyeccion p : H — T'\H es un homeomorfismo. Tomemos los pares
(p|&i,p(Uz)) como cartas para dar a T\H una estructura compleja. Con esta estructura,
decir que una funcion f en V.C I'\H sea holomorfa significa que la funcion fop es
holomorfa en p~ (V) C H. En conclusién, la composicion f — f op es una biyeccion
entre las funciones holomorfas en V 1y las funciones holomorfas en p~1 (V) invariantes
por la accion del grupo.

Trabajaremos luego con el subgrupo SLa(Z) C SLa(R) de matrices con coeficientes
enteros. Este grupo no actda libremente sobre H, pero los resultados recién vistos sobre
grupos nos van a permitir eludir este problema.

ProprosiciON 1.5 (Lema de Schwarz). Sea f una funcién holomorfa en el disco
D ={z:|z] <1} tal que f(0) =0 y |f(2)] <1 para todo z en D.

1. Para todo z € D se tiene |f(2)| < |z|.
2. Si|f'(0)| =1 o |f(2)] = |z| para un z € D entonces existe una constante vy con
|v| =1 tal que f(z) = vz para todo z € D.

PRUEBA. Sea F' : D — C dada por



10 1. CURVAS MODULARES

Lo a=0
e {f(Z)/z 240

Entonces F' es una funcién holomorfa en el disco. Sea D(r) = {z : |z| < r}, r < 1.
Por el principio del méaximo para funciones holomorfas sabemos que:
= El valor absoluto de F' en D(r) alcanza su maximo en el borde {|z| =} C D.
= Si el maximo se alcanza en el interior de D(r) entonces F' es constante en D(r).
La primera condicién implica que existe z, con |z.| = r tal que |F'(2)| < |f(z)|/]2r] <
1/r para todo z € D(r). Tomando el limite r — 1 se obtiene (1). Si [f/(0)] = 1 o
|f(2)| = |z| para algin z, significa que |F| alcanza su maximo valor posible en el interior
de algin D(r) y deducimos (2).
(]

En particular, si tanto f como su inversa son funciones holomorfas del disco, tenemos
lf(2)] < |z| ¥ |2] < |f(2)| para todo z € D. Luego f debe ser una rotacién por (2).
Obtenemos lo siguiente:

COROLARIO 1.2. Los automorfismos del disco que fijan el origen son las rotaciones
por un dngulo fijo.

Ahora podemos probar la proposicién [1.3
COROLARIO 1.3. Aut(H) = SLa(R)/{%1}.

DEMOSTRACION. Sea f € Aut(H). De la prueba del corolario[L.1]sabemos que existe
a € SLy(R) con a(i) = f(i). Por lo tanto, tomando la composicién a~! o f, podemos
asumir que f(i) = i¢. Consideramos el isomorfismo del semiplano superior en el disco,

Z2—1
24i

El mapa ¢o fo¢~! es un automorfismo del disco que fija el centro, y por el corolario
anterior debe ser de la forma z — ¢z, € R. Entonces tenemos

¢:H — D, z

f=¢""oe 00,

(1 =i\ e o 1 —i
—\1 0 e ®2)\1 i),

:<Cos(9/2) sin(G/Z))
sin(6/2)  cos(0/2) ).

La tultima matriz pertenece al estabilizador de i en SLy(R). Esto prueba que todo
automorfismo en H se escribe como la accién por un elemento de SLy(R). Reciproca-
mente, toda matriz de SLy(R) define una tinica transformacién lineal en C2. La funcién
correspondiente en el plano proyectivo (como funcién de las rectas que pasan por el
origen) estd definida a menos de un factor escalar, el cual solo puede ser 1 o —1 si nos

restringimos a matrices con determinante igual a 1.
(]
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OBSERVACION 1.2. Generalmente nos referimos con cierta ambigiiedad a los ele-
mentos de SLa(R) sin distinguir si se trata de matrices o de transformaciones raciona-
les en PY(C). Sin embargo, estrictamente hablando, las transformaciones se identifican
con elementos de SLo(R)/{=£I}. Por ejemplo, la matriz (9 ') tiene orden 4, pero en
SLa(R)/{£I} tiene orden 2, correspondiendo a la transformacion z — —1/z.

EJEMPLO 1.3. Sea A un grupo finito que actia sobre el disco unitario D fijando el
centro, y tal que la accién por cada elemento de A es una funcion holomorfa en D. Segun
el corolario anterior, A es isomorfo a un subgrupo finito del grupo de rotaciones

{zeY2:0 c R} 2 R/Z.

Como los subgrupos finitos de R/Z son ciclicos, A es ciclico de orden m y es generado
por z — (z, donde ("™ = 1. La funcién z™ es invariante por esta accion y define
un homeomorfismo A\D — D. Usando este mapa como carta, podemos definir una
estructura compleja en A\D. Para todo abierto U C A\D,

Hol(U) := {f o 2™ : f € Hol(U)}
donde U C C es la imagen por z™ de U. De modo que las funciones holomorfas
en U son funciones holomorfas de 2™. Estas son precisamente las funciones holomorfas
invariantes por A.

Como comentario al margen, el cuerpo de funciones Hol(A\D) es el cuerpo de las
series de potencias en 2", mientras que Hol(ID) son las series de potencias en z. El tltimo
cuerpo es una extensiéon de grado m del primero, lo que se corresponde con el hecho de
que la proyeccién D — A\D es un mapa “m en 17.

EJEMPLO 14. Sea X = {z € C : ¥(z) > t} para algin t > 0, y sea h € Z.
Definimos una accion de Z en X porn -z = z +nh. Ahora extendemos X a un espacio
X* agregando un punto “co”. La topologia es la misma en los puntos de X, y una base
local en oo consiste de entornos de la forma {z € C : (z) > N}. Entonces se puede
extender la accion de Z en X a una accion continua en X* imponiendo n - co = 00.

La funcion

e2miz/h cX
q(z) =
0 zZ =00

define un homeomorfismo de Z\X* en el disco abierto de centro 0 y radio e~ 2mt/h

el cual lleva la orbita

Z-z={z+nh :necl}

en q(z).

Luego define una estructura compleja en Z\X*.

Con esta estructura, las funciones holomorfas f en Z\X* son aquellas que se escriben
como f(z) = f*(q(2)) donde f* es una funcion holomorfa de q. Que f sea holomorfa en
oo significa que f* es holomorfa en 0. En particular f tiene una expansion de Fourier
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f(Z) _ Zane%rizn/h7
n=0

@)= ang".
n=0

Concluimos esta seccién enunciando el Teorema de Uniformizacion, que sirve como
motivacion del contenido estudiado hasta este punto.

TEOREMA 1.1. Toda superficie de Riemann X es isomorfa al cociente de su cubri-
miento universal X por la accion holomorfa de un grupo discreto. Ademds, X es isomorfo
a una de las tres superficies simplemente conexas:

1. El plano complejo C.
2. El semiplano superior H.
3. La esfera de Riemann C U {oo}.

4. Puntos Ramificados

Se sefialé anteriormente que SL2(Z) no actia libremente sobre H. En esta seccién
investigamos como y en qué puntos la accién deja de ser libre.

DEFINICION 1.5. Sean X un espacio topoldgico, I' un grupo actuando en X, yx € X
un punto con estabilizador no trivial en I'. Decimos que x es un punto ramificado de
NXx.

DEFINICION 1.6. Sea o una matriz en SLy(R) diferente de +1. Si estudiamos su
forma candnica de Jordan se distinguen dos casos:

i (5 ) e @ (5 3)

La matriz en (i) corresponde a la transformacion z — (\/p)z. A su vez la matriz en
(ii) corresponde a la traslacion z — z + 1/\.

Si a es conjugada a una matriz de tipo (i), y |A/u| = 1, decimos que a es eliptica. Si
es conjugada a una matriz de tipo (ii) decimos que es parabdlica. También decimos que
a es eliptica o parabdlica como transformacion racional en P*(C) si lo es como matriz.

DEFINICION 1.7. Sea T un subgrupo discreto de SLa(R).

w Todo z € H es un punto eliptico de I' si es punto fijo de una transformacion
eliptica en T'.

» Todo s € {00} UR es una cispide de I si es punto fijo de una transformacion
parabdlica en T.

Toda matriz eliptica, siendo diagonalizable y con valores propios distintos, admite
un par de vectores propios conjugados (z,1), (z,1), de modo que z y Z son puntos fijos
en C. Exactamente uno de ellos pertenece a H.

Si « es parabdlica, tiene un solo vector propio (a,b) real. Si b = 0, oo es punto fijo y
« es una traslacién z + h; si b # 0, a/b € R es punto fijo.
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OBSERVACION 1.3. Los transformaciones elipticas mo son z — cz para algin c. Esta
transformacion claramente no tiene puntos fijos en H. Ambas transformaciones si son
conjugadas por matrices en SLa(C) pero no por matrices en T.

OBSERVACION 1.4. Hemos visto que el estabilizador en T' de todo punto es un grupo
ciclico finito. Por lo tanto es generado por una transformacion o de orden finito. Luego
también tiene orden finito como matriz en SLa(Z). Los valores propios deben ser raices de

la unidad. Se deduce que los puntos ramificados de I'\H son los puntos elipticos
de T'.

EJEMPLO 1.5. Sea I' = SLa(Z). El estabilizador de i en SLa(R) es

503) = { (Gn(e) oty ) 10 B} 2R/

Su interseccion con I' es

Est(i,T) :{i (é [1)) + <0 _01> }

1
Es generado por la matriz eliptica ((1] _01) ~ (6 _OZ) (congruentes en GLo(C)).

Las transformaciones elipticas en I' son matrices que tienen como valores propios
raices de la unidad. Como los valores propios ademds son raices del polinomio carac-
teristico, viven en una extensién cuadratica de Q. Los tinicos nimeros que satisfacen
estas condiciones son 1,1, p, p%, donde p = % + zg

Lamatriz (1 ') tiene valores propios p, p. Como transformacién racional (en SLy(Z)/{£I})
tiene orden 3. Los vectores propios son (p,1), (p, 1), entonces p € H es punto eliptico.

De hecho, i y p son los tinicos puntos elipticos para I' = SLa(7Z), a menos de traslacién
por elementos de I'. Vamos a probar esta afirmacién como parte de un resultado mas
general, pero antes introducimos un poco de terminologia:

DEFINICION 1.8. Un dominio fundamental para T' subgrupo discreto de SLa(Z)
es un subconjunto D abierto conexo de H tal que ningun par de puntos en D son I'-
equivalentes, y tal que H = Uwel“ ~vD. Esto es igual a decir que la proyeccion H — T'\H

es inyectiva restringida a D y sobreyectiva restringida a D.
PROPOSICION 1.6. Sean

0 1
S—<_1 0>, Sz=-1/z,

11
T—<O 1), Tz=2z2+1,

D={zeH: |z] >1, |Re(z)| <1/2},

1 V3 , 1. V3
pP=gtig =yt



14 1. CURVAS MODULARES

1. El conjunto D es un dominio fundamental para T'(1) = SLy(Z). Dos elemen-
tos distintos z,2' € D son equivalentes por I'(1) exactamente en alguna de las
siguientes condiciones:

a) 2 =z+1, R(z) ==£1/2.
b) 2 =-1/z, |z =1.

2. Sea z € D. Si el estabilizador de z es distinto de {£I} entonces
a) z=1, Est(z) = (S) tiene orden 2 en I'(1)/{£I}.

b) z=p, Est(z) = (T'S) tiene orden 3 en I'(1)/{£I}.
c) z=p?, Est(z) = (ST) tiene orden 3 en I'(1)/{£I}.
3. El grupo I'(1) es generado por S, T.

PRUEBA. Sea I el subgrupo de I'(1) generado por T y S. Sabemos que, para 7 =

<(CL Z) el yzeH, S(v2) = 3(2)/|ez +d|*

Sea v € I' tal que |cz + d| es minimo, de modo que J(yz) es mdximo. Llamemos
2" a yz. Podemos asumir que |R(z')] < 1/2, ya que siempre podemos garantizar esto
aplicando alguna potencia de la transformacién T. Ademds tenemos |z/| > 1. De lo
3(2")
|2']?

contrario, J(Sz") = > G(2) contradice la maximalidad de J(z’). Se deduce que

HCTI'D.

Ahora sean z,z’ € D equivalentes por I'(1), es decir 2/ = vz para un v € I'(1).
Hay dos posibilidades: S(z) > S(v2), $(z) < J(vz). Supongamos que vale la tltima
desigualdad. Esto implica |cz+d| < 1. Como |z| > 1, los tinicos valores posibles de ¢ son
-1,0,1.

= c=0:
lcz+d|=d <1=d==+1

Luegovz:t((l) I;) es una traslacién. Como 2,2/ € D, b=+1y v = +T.
m c=1:
d=0
lz+d<1=(¢d=-1, z=p
d=1, z = p?

En los dos dltimos casos, notar que de hecho |z + d| = 1, y por lo tanto z y
2’ tienen igual parte imaginaria. Si z # 2/, la dnica posibilidad es que {z,2'} =
{p, p*}, v se satisface la parte (1). Si son iguales, entonces v € Est(p) o v €

Est(p?).
Cuando d = 0, entonces v = 611 0 > = vz = a — 1/z. Necesariamente

|z| = 1. Hay tres posibilidades para a:

a=0, |Z|:17 v==5
a=1, z=p=2, v=T8
a=-1, z=p*=2, v=85T

= ¢ = —1: Se resuelve de forma similar.
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Esto prueba las partes (1) y (2). _
Ahora sea « € T'(1) y z € D. Existe 2/ € D tal que az = 72/, con v € T".
Notar que z y 2’ son equivalentes por I'(1):

z=(a ) = alyel’
= acl

F1GuRA 1. Dominio fundamental de I'(1)

5. La curva X(1)

Llamemos I'(1) al grupo modular SLy(Z). En los puntos donde I'(1) actia libremente
podemos definir una carta como en el ejemplo Los tnicos puntos de H con estabi-
lizador no trivial son los puntos elipticos: ¢, p, y sus trasladados por elementos de T'.
Consideremos la transformacion racional

¢ - H—-D, 2z~ Z_Z,, i — 0.
z+1
El estabilizador de i es generado por S(z) = —1/z. Como transformacién racional,

S tiene orden 2 e induce un automorfismo ¢ o S o ¢~ de orden 2 en el disco D, el
cual se deduce que debe ser la rotacién de 180 grados z — —z. El siguiente diagrama
conmutativo ilustra la situacién.

H—25H

b
D —5D
Por la parte (2) de la proposicién podemos tomar un entorno U de i suficiente-
mente pequeno tal que YU NU # () < ~ € {I,S}. Es decir que z,y € U son equi-
valentes por I'(1) si y solo si # = S(y) o = y. Si llamamos G al grupo {I,S} = Z/27Z
entonces en U las 6rbitas por I'(1) coinciden con las érbitas por G.
Sea p la proyeccién H — I'(1)\H. Mirando el diagrama, el mapa 22 o ¢ es invariante
por S en U e induce una funcién continua en el cociente G\U =T'(1)\U =V,
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(1) - 2 s (;2)2

la cual es un homeomorfismo sobre un abierto V C . Elegimos esta funcién como
carta V — V.
El punto p tiene estabilizador de orden 3 y se trata similarmente, obteniendo la carta
T(1) -2 (Z_’f)g
z—p
La superficie de Riemann obtenida de I'(1)\H es un ejemplo de una curva modular y
se llama Y (1). Esta superficie no es compacta, pero se la puede compactificar agregando
un punto, la érbita de co. Sea H* = H U {o0}, con la topologia definida en el ejemplo
1.4} y consideremos la superficie X (1) = I'(1)\H*. El estabilizador de oo en I'(1) es el
subgrupo de matrices con coeficiente ¢ igual a cero:

Est(co,T'(1)) = {i <[1) ?) :beZ} ={T":beZ}=Z.

A continuacién identificamos Est(oo,I'(1)) con Z. Existe un entorno U de oo donde
las Z-6rbitas son iguales a las I'(1)-6rbitas, es decir, tal que I'(1)\U = Z\U. La funcién

e27riz z2e X
q(z) =
0 Z =00

induce un homeomorfismo V = I'(1)\U = V C I, dado por

') -z q(z).
Un dominio fundamental de X (1) es DU {oo}, donde D es un dominio fundamental

de X (1), como el visto en la proposicién Ahora X (1) es un cociente de D U {00},
por lo que es compacto.

PROPOSICION 1.7. La superficie X (1) es homeomorfa a una esfera.

PRUEBA. Esto se deduce a partir de la forma en que se pegan los bordes de D. Notar
que las lineas verticales R(z) = 41/2 se intersectan en co. Esto es evidente ya que las
imagenes por 2% de todo par de lineas verticales en C es un par de lineas en el disco las
cuales se intersectan en el origen. Por lo tanto podemos pensar en D como un tridngulo.

La prueba de muestra que dos elementos del borde de D son equivalentes por
I'(1) si y solo si son simétricos respecto al eje imaginario. La figura 2 muestra el sentido
en el que se pega el borde con esta simetria. El resultado es una superficie homeomorfa
a una esfera.

O

La esfera S? es simplemente conexa, y el Teorema de Uniformizacién nos dice que
la tnica superficie de Riemann compacta y simplemente conexa es la esfera de Riemann.
Por lo tanto se tiene un resultado mas fuerte:

COROLARIO 1.4. Y (1) es isomorfa a la esfera de Riemann.
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p? p i p
FiGura 2.

6. Subgrupos de I'(1)

Sea I' un subgrupo de I'(1) indice finito. La superficie Y (I') = I'\H se define de forma
similar a cuando I' = T'(1). Agregando una cantidad finita de puntos, podemos hacer
que esta superficie sea compacta.

PROPOSICION 1.8. La drbita de oo por T'(1) es QU {oo} = PL(Q).

PRUEBA. Los elementos de la érbita de oo son de la forma

Reciprocamente, si a/c € Q con a,c enteros coprimos, existen b,d € Z tales que
ad — bc =1, es decir,

(‘c‘ Z) € T(1) = SLo(Z).
0

Ahora definimos H* = HUP!(Q). Para todo elemento coo € Q con o € T, definimos
los entornos de ooo como la imagen por o de los entornos de oo, de modo que o sea
un homeomorfismo. La superficie X (I') = I'\H* es la unién de I'\H con las clases de
I-equivalencia en Q U {oo}. Cuando I' = I'(1) se agrega un solo punto a I'(1)\H y esto
coincide con la definicién de X (1). El conjunto de cuspides de I" es el mismo que para
I'(1), aunque se puede partir en una cantidad finita de I'-érbitas.

La razon de que las cuspides sean las mismas en I' es que las transformaciones
parabolicas tienen orden infinito, mientras que I' tiene indice finito, luego contiene alguna
potencia de cada transformacién parabdlica.

PROPOSICION 1.9 (Carta en el infinito). Sea h el menor entero positivo tal que
T" € T. La funcién q(z) = exp(2mi/h), estendida continuamente a q(co) = 0, define
un homeomorfismo de I'\V* en el disco abierto con centro en el origen y radio e2m/h
donde V* ={w e H: Y(w) > 1} U {oo}.
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PRrRUEBA. Existe un entorno W de oo donde las I'-6rbitas coinciden con las orbitas
por el estabilizador de 0o, el cual es ciclico generado por T". El entorno

W=V"={weH: Fw) > 1} U{0}

satisface esta condicién. La accion de I en V* es igual a la accién de Z descrita en el

ejemplo (|1.4).
O

PROPOSICION 1.10. Sean T' un subgrupo discreto de SLa(R) y I un subgrupo de T'
de indice finito. Sean 1, Y2,..., Ym € 7y tales que

=Ty Ul"nU...Uuly,  (unién disjunta)

Si D es un dominio fundamental de I', entonces

D' =T"DUT'wDU..Ul"y,D

es un dominio fundamental para I', posiblemente no conezo.
De hecho, siempre se pueden elegir los ~y; de modo que D’ sea conexo.
COROLARIO 1.5. La superficie X(I') = I'\H* es compacta.

PRUEBA. Un dominio fundamental D’ de I' se puede escribir como unién finita de do-
minios fundamentales para I'(1), cada uno con clausura compacta. Entonces la clausura
de D’ es compacta. Su imagen por la proyecciéon H* — T'\H* es sobreyectiva.

O

DEFINICION 1.9. Se define el subgrupo de congruencia principal de T'(1) de
nivel N como el kernel de la reduccion modulo N,

d

Se dice que un subgrupo de I'(1) es de congruencia si contiene a I'(N), para algin
N. 51 N es el menor entero con esta propiedad, el subgrupo se dice de congruencia de
nivel N.

Se define la curva modular de nivel N

I‘(n)z{(i b) €SLyZ) :a=d=1, bEczOmodN}.

asi como su compactificacion

Y(N) = T(N)\H* = X(N) U {T(N) - y00 : v € T(1)}.

Por el teorema del isomorfismo, I'(1)/I'(n) = SLy(Z/nZ) para cada n. El orden del
ultimo grupo es finito, por lo que I'(n) tiene indice finito en I'(1).

EJEMPLO 1.6. El subgrupo T'(2) tiene indice 6 en T'(1). Estd generado por las matrices

de la forma
1 2n 1 0
(0 1) #(on 1)
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oo
1
1 3
p+1
p p+2
6| 4
v
0 1

FicuraA 3. Imagen tomada del libro de S. Katok, Fuchsian groups.

Estas matrices son parabdlicas (tienen traza igual a 2), por lo que no hay puntos
elipticos para I'(2). Existen tres ciuspides no equivalentes:

e (2 4 ()= (0) -0
= TS(c0) =T(0) =1.

Un dominio fundamental de Y (2) = I'(2)\H* consiste de 6 copias de un dominio
fundamental de Y (1), una por cada coclase de T'(2) en I'(1).

El segmento [0, p] tiene imagen [0,v] por la transformacién ST~2S € T'(2). A su vez,
[1,p+ 2] se pega con [1,v], y los segmentos (00, p|, [0, p+ 2] son equivalentes por z £ 2.
La superficie resultante es topoldgicamente una esfera.






Capitulo 2

Funciones elipticas

1. Preliminares de curvas elipticas

DEFINICION 2.1. Llamamos curva de Weierstrass al conjunto de soluciones de
una ecuacion de la forma

(2) y?=a2®+ax+b

sobre un cuerpo k dado, con a,b,x,y € k:E| Se asume ademds que las raices del
polinomio en x del lado derecho son todas distintas en la clausura algebraica de k.

Si Ax+ By = C' es una recta, entonces combinando su ecuacién con obtendriamos
en general un polinomio ciibico en x. Por lo tanto podriamos decir que, en la clausura
algebraica k, toda recta intersecta a una curva eliptica en tres puntos, contando multipli-
cidades. Ademas si dos de esos tres puntos tienen coordenadas en k, entonces lo mismo
vale para el tercero.

Solo hay un problema con la afirmacién anterior, y sucede cuando intersectamos la
curva con una recta vertical x = xg. En este caso la ecuacién se transforma en y2 =c
y deja de ser cubica: tiene dos soluciones (xg,++/c) en vez de tres. Sin embargo, la
afirmacion es cierta en el plano proyectivo:

DEFINICION 2.2. Sea E/k : y* = 2 +ax +b una curva de Weierstrass definida sobre
el cuerpo k. Se llama curva eliptica al conjunto de soluciones de la homogeneizacion

(3) vz = 2® + axz® + b23,
en el plano proyectivo P?(k).

OBSERVACION 2.1. En el plano afin {(x 1y : 2) : z # 0}, podemos dividir por z3
para recuperar la ecuacion (@ en coordenadas proyectivas:

(y/2)* = (x/2)> + a(z/z) + b.
Por lo tanto las soluciones son las mismas cuando z # 0, y cuando z = 0 obtenemos

una solucion extra a (@): el punto O =(0:1:0), .e:x=0=2,y #0.

En vista de la oservacién anterior, vamos a hablar de una curva eliptica F : y? =
22 + ax + b como una curva en k x k con un punto “en el infinito”, aunque en realidad
la curva vive en P2?(k).

. ecuacién general de una curva eliptica tiene més términos, pero puede convertirse a la forma
y? = 2® 4+ ax + b si el cuerpo tiene caracteristica mayor a 3.

21
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DEFINICION 2.3. Por recta proyectiva en P?(k) nos referimos al conjunto de raices
en P2(k) de un polinomio homogéneo de grado 1 en k[x,y, 2].

OBSERVACION 2.2. Notar que si z # 0, las rectas proyectivas se transforman en
rectas afines A(x/z) + B(y/z) = C, y cuando z = 0 hay un punto mds: la direccion
(=B : A:0). En particular, las rectas verticales Az = Cz cortan a toda curva eliptica
en el punto O.

Hemos obtenido el siguiente resultado:

PROPOSICION 2.1. Sea E/k una curva eliptica sobre un cuerpo k. Si k es algebraica-
mente cerrado, toda recta proyectiva intersecta a E en exactamente tres puntos, contando
multiplicidades. Si k no es algebraicamete cerrado pero dos puntos de la interseccion tie-
nen coordenadas en k, entonces el tercer punto también.

Una propiedad interesante de las curvas elipticas es la siguiente, que no vamos a
probar:

PROPOSICION 2.2. Se puede definir una operacion de suma en toda curva eliptica de
modo que:
1. El elemento neutro es O.
2. Tres puntos colineales suman O.

Dijimos que las rectas verticales intersectan a la curva en O y en dos puntos (z, +y),
por lo que

(a:,y) + 0+ (33, _y) =0,

y necesariamente

—(z,y) = (z,—y).
Si P = (z1,y1) y @ = (x2,y2) son dos puntos de la curva, sea R el tercer punto
de interseccién de la curva con la recta que los une. Cuando P = () se toma la recta
tangente a la curva en el punto.

P+Q+R=0 — P+Q=—-R.

Se define la suma

o siR=0

Es decir, la suma es el opuesto del tercer punto de interseccién. Con esta operacion,
la curva eliptica es un grupo abeliano con elemento neutro O. Verificar esto es sencillo
excepto por la asociatividad, pero en definitiva se sigue de usar la definicion y hacer
cuentas.

PO~ {($37—y3) si R = (x3,y3)

PROPOSICION 2.3 (férmula de la suma). Sea y? = 2® + ax + b una curva de Weiers-
trass, y sean P = (x1,y1), @ = (x2,y2) dos puntos en la curva, con x1 # x2. La suma
(z3,y3) = P+ Q estd dada por
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2
Y2 — Y1

r3 =\ —— — 1 — X2,
T2 — I

Y2 — Y1
y3:< >(931—:r3)—y1-

T2 — I

PRUEBA. Sea A = =%, Los puntos P y @ definen la recta Y = AX — Az1 + y1.
Sustituyendo en la ecuacion,

—AX = Az +p)?+ X3 +aX +b=0.

Sabemos que x1,x2 son raices. La suma de todas las raices es menos el coeficiente
en X2, esto es A\2. Luego,

ZL‘3:>\2—QS‘1—1‘2.

Entonces el punto (z3,y’) pertenece también a la recta, donde

Yy = A\x3 — Ax1 + Y1
Finalmente

/

ys =—y = ANz1 —23) — y1.

2. Reticulos y bases

Sean wy,ws € C tales que 7 = w;/wa ¢ R. El par ordenado {w1,w2} es una base de
C como R-espacio vectorial. Intercambiando wy y we si es necesario podemos asumir que
w1 /wy pertenece al semiplano superior. El reticulo generado por wy,ws es el subgrupo
aditivo

A= wlZ + WQZ.
Otro par wi,w} € A,

wi:awl—i-bwg
, a,b,c,d € Z
wy = cwy + dws

es una base si y solo si det <CCL Z) =+1

Ademés 7" = W} /wh tiene parte imaginaria dada por

Cx AN a b %(T)
I(7") = det <c d> 7‘ ot d]?

Por lo tanto las bases ordenadas {w],w)} de A son aquellas de la forma

(=00 (oY) esme
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DEFINICION 2.4. Si {w1,wa} es base de A y z € C el paralelogramo con vértices z,
z4wi, 2+ w2, 2+ wi +wsy es un paralelogramo fundamental de A.

24+ w +ws
Z+ wy

2/ wq

DEFINICION 2.5 (Toro complejo C/A). El cociente C/A se define como el conjunto
de clases de la equivalencia

C/A={z+A:2€C}
Equivalentemente, es el conjunto de orbitas en C por la accion

CxA—=C (zyw) = z4+w

Sea m : C — C/A la proyeccién canénica z +— z + A. Un subconjunto V' C C/A
es abierto si y solo si 771(V) es abierto en C. Con esta topologia, m es continua y
abierta. Notar que C/A es compacto al ser la imagen continua por 7 de un paralelogramo
fundamental.

OBSERVACION 2.3. Topoldgicamente, C/A es un toro.

Podemos dar a C/A una estructura de superficie de Riemann de la siguiente forma:
sea U C C un abierto conexo tal que ningin par de puntos en U son equivalentes por A.
El mapa 7 es un homeomorfismo restricto a U, y su inversa ¢ = 7! es una carta. Las
cartas definidas asi son todas compatibles: sean V;, V5 dos abiertos en C/A y considero
las cartas corresponidentes, ¢1 : V3 — C, ¢o : Vo — C. Defino el mapa de transicién,

P =gg0¢7": ¢1(ViNVa) = o(ViNVa).
Para todo z € ¢1(Vi NWa), ¢¥(z) — 2z = C(z) € A, y como 1 es continua y A es
discreto, C(z) = C es constante y ¢ = z + C' es biholomorfa.

PROPOSICION 2.4. Sean A, A’ dos reticulos en C. Todo elemento o € C tal que
al\ C A define un mapa holomorfo

C/A — C/N, 2+ A—az+ A
Ademds todo mapa holomorfo C/A — C/A es de esta forma para algin .
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PRUEBA. La primera parte es un ejercicio béasico de dlgebra. Supongamos que tene-
mos un mapa holomorfo ¢ : C/A — C/A’. Tenemos que C es el cubrimiento universal de
C/A para todo A. Un resultado conocido de topologia nos dice que entonces el mapa ¢
se levanta a un mapa continuo ¢ tal que ¢(0) = 0 y de forma que conmute el siguiente
diagrama.

c—% ¢

| |

C/A —— C/N
Por definicién, que ¢ sea holomorfa quiere decir que pom = % es holomorfa en C. Para
todo w € A, la funcién ¢(z) — @(z —w) es continua y toma valores en el conjunto discreto
A, por lo tanto debe ser constante. Entonces la derivada de ¢ debe ser doblemente
periddica
d d
Z3(2) — —3(z—w) =0
Z5(2) = - lz —w)
Siendo ademaés holomorfa en todo C, se deduce que d%gé(z) es constante igual a un
a€C,y ¢(z) = az+ f. Tomando z = 0 se obtiene 5 = 0.
O

COROLARIO 2.1. Dos toros complejos C/A, C/A" son isomorfos si y solo si existe
a € C tal que aA = N

DEFINICION 2.6. Sea A un reticulo en C y f una funcién meromorfa invariante por
la suma de elementos de A, es decir

fz4+w)=f(z) weA
Se dice que f es una funcion doblemente periddica con respecto a A. También

se le llama a f funcion eliptica.

OBSERVACION 2.4. Si f es una funcidon doblemente periddica, entonces w(z) =
m(2) = f(z) = f(2'). Por lo tanto f define una funcién f : C/A — C tal que
f= fo 7. Reciprocamente, una funcion f es meromorfa en C/A si y solo si existe una
f como antes (por definicion). Las funciones meromorfas en C/A corresponden exacta-
mente a las funciones meromorfas en C invariantes por la accion de A.

LEMA 2.1. Sea f una funcion meromorfa en una superficie de Riemann compacta

S.

1. La cantidad de ceros de [ es igual a su cantidad de polos, contando multiplici-
dades.
2. La suma de los residuos de f es cero.

PRUEBA. Primero probamos (2). Sea v una curva dentro de un abierto U isomorfo
a un abierto de C. De acuerdo al teorema de los residuos,

/ fdz = 2mi (Z Res,( f)) :
v p
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donde la suma es sobre los polos encerrados por v en U. Tiene sentido hablar del
“interior” de la curva precisamente porque ésta vive en un entorno isomorfo a un subcon-
junto del plano complejo. Como la superficie es compacta se puede elegir un cubrimiento
finito por cartas (v, Uy), y luego una triangulacién de modo que cada tridngulo estd
contenido en un U,. Al integrar, los lados de los tridngulos adyacentes se cancelan y se
obtiene el resultado.
Para probar (1) se usa que el residuo de f'(z)/f(z) en un punto es igual al orden de
f en ese punto.
O

El siguiente corolario se va a usar extensamente en lo que sigue:

COROLARIO 2.2. Sea f meromorfa en una superficie de Riemann compacta. FExiste
un n > 0 tal que f toma cada valor n veces (contando multiplicidades).

PRUEBA. Tomar n igual al nimero de polos de f. Para cada ¢ € C la funcién f(z)—c
tiene n ceros. U

Llamamos a n el grado de f.

PROPOSICION 2.5. Sea f una funcién doblemente periddica respecto al reticulo A.
Elegir un paralelogramo fundamental D que no intersecte a las raices ni a los polos de
f. Las siguientes sumas son sobre los puntos en el interior de D.

1. Y Resp(f) =0
2. Y ordp(f)=0
3. Y ordp(f)-P=0 (mod A)

PRUEBA. Si consideramos a f como una funcién en C/A, (1) y (2) son casos particu-
lares del lema anterior. La parte (3) es un poco méas delicada pero se obtiene de integrar
la funcién f'(z)/f(z) en el borde de un paralelogramo fundamental. O

COROLARIO 2.3. Toda funcion doblemente periddica no constante tiene al menos dos
polos.

PRUEBA. Si f es doblemente periédica, la parte (1) de la proposicién anterior implica
que, o bien f no tiene polos, o tiene al menos dos. Si no tiene polos, entonces f es
holomorfa en el paralelogramo fundamental, y en particular es acotada en C. Del teorema
de Liouville se deduce que f es constante en tal caso.

O

3. Una funcién doblemente periédica

El corolario anterior nos sugiere cémo podria verse el ejemplo mas basico de funcién
doblemente periédica: podriamos construir una funcién invariante por la accién de A y
con un polo doble en cada punto del reticulo,

160=% =0

wEA
y esto va a ser una funcién meromorfa siempre y cuando la serie converja abso-
lutamente en compactos fuera de A, es decir siempre que intercambiar el orden de los
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términos no altere la suma. De hecho, una pequena modificacion en esta expresion resulta
en una funcién doblemente periddica, la funcién o de Weierstrass, pero para demostrarlo
resulta més facil trabajar con su derivada,

, -2
@(Z)ZZE:z;jzsg-

wEA

PROPOSICION 2.6. La serie que define a ¢'(z) converge absolutamente para todo
z ¢ A.

PRUEBA.
1 1 1 w| \* 1
_ T < i
T2 EepSEEt 2 <|zw|> w?
weA—{0} weA—{0}
1 |w] >3 1
<1k (
|z]2  weA—{0} { |z — w| we;{o} w3
1 1
=K X P
weA—{0}

Ahora consideremos el paralelogramo P con vértices —wi — wa, w1 — wa, —wp + Wa,
w1 +we, v sea d la distancia del origen al punto més cercano del borde dP. Los conjuntos
(n-0P)NA={nz: z€ dP}NA, n>1forman una particiéon de A — {0}, y para cada
n, la interseccién (n - 0P) N A tiene exactamente 4(2n — 1) — 4 puntos. Entonces,

3 |w1|3 < z_:l (n§)3(4(2n— 1) — 4) < .

weA—{0}

w1 + wo

w2 — w1

w1 — w2

—W1 — w2

Ahora podemos definir
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1 1 1
GRERPIN (e i)
weA—{0}
y g es holomofa y doblemente peridédica porque su derivada lo es.

PROPOSICION 2.7. El cuerpo de funciones doblemente periddicas estd generado por
oy sobre C.

PRUEBA. Sea f una funcion doblemente periédica y supongamos que ademads es una
funcién par, i.e: f(—z) = f(z). La derivada k-ésima cumple

fP () = (=1)F 9 (=2).
En particular, si f tiene un cero en zg y z9g = —z9 mod A entonces las derivadas
de orden impar en zg y —zp se anulan y obtenemos que estos puntos son ceros de f de
orden par. Reemplazando f por 1/f se obtiene un resultado igual para los polos de f.

Sean z1, 23, ..., 2, representantes modulo A de los ceros y polos de f que no pertenecen
a A.

zi E —2; 1<:<m
zi=—2z 20 m<i<n

La funcién p(z) — p(z;) tiene solo un polo doble en el origen cuando se la piensa como
funcién en el cociente C/A, por lo tanto tiene exactamente dos ceros. Cuando i < m
tiene dos ceros simples en +z;, y cuando ¢ > m tiene un cero doble en z; = —z;.

Si m; es el orden de f en z;, sea g(z) dada por

9() = [ (=) =)™ I (9(z) —e(z:)™ .
1<i<m 1<i<m

Como f y g tienen exactamente los mismos ceros y polos fuera de A, la proposiciéon
implica que tienen el mismo orden en cada punto de A. La funcién f/g, al ser
holomorfa y doblemente periédica, debe ser constante. Luego f = cg € C(p).

Si f es impar, @’ - f es par y pertenece a C(p), luego f € C(p, ¢’).

Ahora supongamos solamente que f es doblemente periddica. En dicho caso puede
descomponerse como la suma de una funcién par y una impar:

f(2) = f(2) +2f(—z) L @) —2f(—2)

4. La curva eliptica E(A)

Como vimos en la seccién anterior, las funciones doblemente periddicas estan deter-
minadas a menos de una constante por su comportamiento en los polos y ceros. Esto es
cierto en general para las funciones meromorfas en una superficie de Riemann compac-
ta, y las funciones doblemente periddicas pueden verse como funciones en la superficie
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C/A. Otra forma de caracterizar estas funciones es por los coeficientes de las potencias
negativas de z en su expansién de Laurent. Por ejemplo, la funcién p de Weierstrass
es la tnica funcién doblemente periddica (a menos de una constante) que satisface la
condicion de crecimiento

0(z) = 5 +0()
en un entorno del origen y que no tiene ningiin otro polo. Si tuviéramos otra funciéon
f doblemente periédica y con las mismas condiciones, entonces o — f seria holomorfa y
tomaria el valor cero en el origen, luego seria idénticamente igual a cero en todo C. Asi,
trabajando con las expansiones de Laurent, es facil encontrar ecuaciones que relacionen
dos funciones doblemente periédicas.

PROPOSICION 2.8. La funcion g satisface la ecuacién diferencial

(4) 0/ (2)? = 49p(2)® — 60Gap(z) — 140G3 ,
donde ,
Gy = Z w2k
weA—{0}
PRUEBA.
1 1 22 322
Gowp @ T w et
-2 2 . 6z 1222 N 2023
(z—w)?  wd  wt  wd w

1
Observar que Z — = 0 para k impar, ya que si w € A entoces —w € Ay (—w)7F+
w

w™* = 0. Obtenemos las siguientes expansiones:

o (2) = *% +6z27 +20232*6 +0(2")
p(2)’ = 36 %Z%“E)ZTJFO(ZQ)
PR A S NS

o (2)? — dp(2)} = _gg % ~140% % +0(z%)

1
= —60G5 5 — 140G + 0(2?)
= —60G2p(2) — 140G3 + O(2?)

La expresién
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¢ (2)* — 4p(2)® + 60G2p(2) + 140G
toma el valor cero cuando z € A y es holomorfa en un entorno de dichos puntos.

Como ademés es holomorfa en el resto de C y es acotada, debe ser constante e igual a
cero.

O

Una observacién notable es que la ecuacion tiene la misma forma que la ecuacion
. . p
de una curva eliptica, con soluciones (p(z), ¢'(2)).

DEFINICION 2.7. Dado un reticulo A, se llama E(A) a la curva

(5) y? = 42 — 60Gox — 140G3

definida sobre los complejos. Los coeficientes Go, G3 dependen del reticulo. Frecuen-
temente se escribe la ecuacion (@) en forma mds compacta

y? = 42® — gow — g3.

Si escribimos x = p(z), entonces (|1) implica que y = +¢'(z) = ' (£z). Las soluciones
son

(z,y) = (p(2), £/ (2)) = (p(£2), ¢’ (£2)).

Los puntos £z son las raices de f(z) = p(z) —x. Como f tiene solo un polo de orden
dos mod A, entonces por el lema tiene exactamente dos raices en un paralelogramo
fundamental.

Definimos el siguiente mapa C/A — E(A),

R (CONCIE A

O z=0.

De la discusion de arriba es claro que es sobreyectivo.
LEMA 2.2. El mapa ¢ es inyectivo.

DEMOSTRACION. La funcién ¢/(z) tiene exactamente tres raices en C, ya que tiene
un polo de orden tres. Ademds sabemos que si z = —z mod A,

y entonces ©'(z) = 0.
Hay solo tres puntos (mod A) conguentes son su opuesto. Estos son

w1/2, w2/2, (wl —|—LL)2)/2
donde wq, ws es una base de A.
Entonces

0 (2) =0 < z=—2zmod A.
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Sea (x,y) un punto en la curva E(A). Solo hay dos raices £z de p(z) —x. Si 2 # —z
mod A, entonces ¢'(2) # 0y ¢'(—2z) = —¢(2), por lo que ¢(+2) = (x, +y) son distintos.
Solo falta ver que ¢ es inyectiva en los puntos de orden 2, i.e: z = —z.
Dijimos que la ecuacién p(z) = x tiene solo dos raices +z, pero si z = —z ésta es
una raiz doble y no hay ninguna otra.
O

Por lo tanto el mapa ¢(z) parametriza la curva E(A).

LEMA 2.3. Si tres puntos ¢(z1), ¢(z2), ¢(z3) en E(A) pertenecen a una misma recta
entonces
21+ 204+23=0 méd (A).

PRUEBA. La funcién

(6) ap(2) + B’ (2) —v
es doblemente periddica y tiene un polo de orden 3 en el origen si 5 # 0. Por lo tanto
tiene exactamente tres raices z1, 2o, z3 contando multiplicidades, que por la proposicion

(2.5)) cumplen

(7) 21 + 29 + z3 = 0 mod A.
Ahora es inmediato el problema de encontrar el tercer punto de intersecciéon dados
otros dos. Si P = (p(z1),9'(21)) y Q@ = (p(22), 9'(22)) son dos puntos sobre la curva y

21422 Z 0 mod A, el punto R = (p(—21 — 22), 9 (—21 — 22)) = (p(21 + 22), — ' (21 + 22))
es colineal con P y Q. Si z1 + 20 = 0, entonces

p(21) = p(—22) = p(22),
es decir los puntos P y @ tienen igual coordenada x. En este caso, 8 =0y p(z) =~
solo tiene dos raices. Luego los tinicos puntos de interseccién son P, Q y O = ¢(0), y se
cumple el enunciado del lema:

z214+20+0=0.

TEOREMA 2.1. La curva
E(AN):  y* =42 — (60G9)r — 140G

es una curva eliptica sobre C, cuyos puntos estan parametrizados por el mapa ¢. Ademds,
¢ es un isomorfismo de grupos,

P(21) + d(22) = (21 + 22).

PRUEBA. Que ¢ es un isomorfismo de grupos se deduce de la demostracién del
lema. Solo hace falta verificar que la curva es no singular, es decir que el discriminante
A = 4g3 —27g3 es distinto de cero, o bien que el polinomio 423 — gox — g3 no tiene raices
repetidas. Notar que x es raiz si y solo si el punto (z,0) € E(A) tiene orden dos. El
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mapa ¢ se restringe a una biyeccion (isomorfismo de grupos de torsion) entre los puntos
de orden dos de C/A y E(A). Las raices son

e1 = p(w1/2),
ez = p(w2/2),
e3 = p(w1/2 + w2/2),

y se tiene

423 — gox — g3 = 4(x — e1)(x — e2)(z — e3).

COROLARIO 2.4. Férmula aditiva de @ :

no_ o' (2) — 9'(2") 2_ 2) — o
oe+2) = (ZEZEEL) o) - o),

siempre que z # 2.

PRUEBA. Usar la proposicién anterior y la férmula de la suma para curvas de Weiers-

trass (2.3)). O

COROLARIO 2.5. Las curvas elipticas E(A), E(A") son isomorfas si y solo si existe
a € C tal que oA = A'.

OBSERVACION 2.5. La importancia de la proposicion anterior radica en que no solo
da una parametrizacion explicita de una familia de curvas elipticas sino que ademds nos
dice cudl es su estructura de grupo. Por ejemplo, permite encontrar el subgrupo E[N]
de puntos de orden N, también llamados de N-torsion. En una curva eliptica general,
no necesariamente definida sobre C, puede ser extremadamente dificil encontrar estos
puntos. Sin embargo para un reticulo A con base {wy,ws}, el subgrupo de N -torsion de

E(A) es

E[N] = {%wl + %m G =01, N~ 1} = (Z/NZ) x (Z/NT).

De hecho, toda curva eliptica compleja

E:y’=23+ax+0

esta determinada a menos de isomorfismo por su j-invariante

§(B) = 172843/ A

y veremos luego que el j-invariante es una funcién modular que define un isomorfismo
I'(1)\H — C. De modo que vale el resultado mas general:

TEOREMA 2.2. Toda curva eliptica E sobre los complejos es isomorfa a E(A) para
algin reticulo A.
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La nocién general de curva eliptica es una curva proyectiva no singular £ de género
uno, junto a un punto distinguido O € E. Se puede demostrar que toda tal curva admite
dos funciones meromorfas x,y, tales que = tiene un polo triple en O, e y tiene un polo
doble en O. Ademads, considerando la dimensién de los distintos subespacios de funciones
con polos de hasta un grado determinado, se puede probar que hay una relacién lineal
entre z2,v3, zy, 3%, x,y, 1, la cual puede ponerse en la forma

(8) y? =23 4 ax +b.

El mapa que a cada punto P € FE le asigna el par (z(P), y(P)) da una parametrizacién
de la curva . Decimos que esta curva y F son birracionalmente equivalentes. Del hecho
de que E sea no singular se deduce A = 4a>® — 27b% # 0.

A su vez E se puede ver como una superficie de Riemann compacta de género 1, y
toda tal superficie admite una estructura como curva algebraica. El siguiente teorema
resume esta discusion:

TEOREMA 2.3. Euxisten equivalencias naturales entre las siguientes categorias:

1. Objetos: Curvas elipticas E sobre C.
Morfismos: mapas requlares E — E' que son homomorfismos de grupos.
2. Objetos: Superficies de Riemann compactas de género 1 con un punto distinguido
0.
Morfismos: Mapas holomorfos E — E’ que llevan 0 en (/.
3. Objetos: Reticulos A C C.
Morfismos: hom(A,A") = {a € C:aA C A'}.






Capitulo 3

Formas modulares

1. Funciones modulares

Sea I' un subgrupo de indice finito en I'(1). Una funcién modular para I" es una
funcién meromorfa en la superficie de Riemann compacta I'\H*. Normalmente se la
considera como una funcién meromorfa en H* invariante por I'. En este sentido, una
funcién modular f para I' es una funcién en H tal que

1. f(z) es invariante por T'.
2. f(z) es meromorfa en H.
3. f(z) es meromorfa en las cispides.

El estabilizador de la ctspide oo en I'(1) es el subgrupo ciclico generado por T'(z) =
z+ 1. Cualquier subgrupo es generado por alguna potencia de T', de modo que el estabi-
lizador de la ciispide oo en T es generado por T" para algiin h > 0 (h se llama el ancho
de la cispide). Toda funcién modular f para I' se puede escribir en un entorno de oo
como funcién de ¢ = exp(2miz/h),

f=ra),

y decimos que f es meromorfa en co si f* es meromorfa en 0. Una funcién g, holo-
morfa en un entorno de un punto a excepto tal vez en a, se puede extender a una funcién
holomorfa en a si y solo si es acotada en un entorno de dicho punto. Se deduce que g es
meromorfa en a si y solo si existe un entero n > 0 tal que (2 — a)"g(z) es acotada en un
entorno de a. Entonces que f(z) sea meromorfa en oo significa que ¢" f*(q) sea acotada
(como funcién de ¢) en un entorno de ¢ = 0 para cierto n > 0, esto es, si y solo si existe
A > 0 tal que e*#f(2) es acotada para z — oo (a lo sumo f crece exponencialmente con
la parte imaginaria de z).

Si 7 es otra cuspide distinta de oo, existe o € T'(1) tal que 7 = o(c0). Decimos que
f es meromorfa en 7 si f oo es meromorfa en co. Como f es invariante por I', solo hace
falta verificar que sea meromorfa en una cantidad finita de ctspides: los representantes
modulo la equivalencia por T'.

Ejemprro 3.1. Habiamos visto en el ejemplo @ que las cuspides de T'(2) son

{0,1,00}. El estabilizador de oo en I'(2) es generado por <(1) %) -z = 2z+ 2. Entonces
toda funcion modular f se escribe f(z) = f*(q), ¢ = exp(2mwiz/2), y f es meromorfa
en oo si y solo si f*(q) es meromorfa en q = 0. A su vez, f es meromorfa en 0 si
y solo si f(Sz) = f(—=1/z) es meromorfa en 0o, y f es meromorfa en 1 si y solo si

f(I'Sz) = f(1—1/z) es meromorfa en co.

35
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PROPOSICION 3.1. Si f es una funcién modular holomorfa en oo, entonces f es
constante.

PRUEBA. Se puede ver a f como mapa holomorfo de superficies de Riemann com-
pactas I'\H* — C U {oo}. Suponer que no es constante. Su imagen es cerrada porque
I'"\H* es compacto, y ademds es abierta porque las funciones holomorfas no constantes
son abiertas. Como la esfera de Riemann CU{co} es conexa, f es sobreyectiva, pero por
hipétesis f # oc. O

2. Formas modulares

DEFINICION 3.1. Sea T’ un subgrupo de I'(1) de indice finito. Una forma modular
respecto a I' de peso 2k es una funcion f en H tal que:

L. Cumple f(vz) = (cz + d)** f(2) para todo z € H y v = (Z b) el.

d
2. Es holomorfa en H.
3. Es holomorfa en las cuspides de I.

Decimos que f es una forma cuspidal si es cero en las cuspides.
Si f satisface estas condiciones con la palabra meromorfa en lugar de holomorfa,
entonces se dice que f es una forma modular meromorfa.

PROPOSICION 3.2. Sea A(z) = 2Z + Z el reticulo generado por z y 1. La serie de
Fisenstein Gi(A(2)), k > 1, es una forma modular de peso 2k respecto a I'(1) que toma
el valor 2 ((2k) en infinito.

PRUEBA. Para toda matriz (CCL Z) € SLy(Z), se tiene

(az+b0)Z+ (cz+d)Z =22+ 7

b
G <Z§Idz + Z) = (cz+d)"*Gy ((az +0)Z + (cz + d)Z) — (cz + d)*G(2Z + 7)
O

COROLARIO 3.1. A = g% — 27g§ es una forma modular de peso 12.

OBSERVACION 3.1. No ezisten formas modulares no nulas de peso impar, ya que esto
implicaria

10=1(p 1) =1((5 %) 9 =10 = 1o,

= f(z)=0
PROPOSICION 3.3. No ewisten formas modulares no nulas de peso negativo.
PRUEBA. Veremos luego que A vale cero en co (ejemplo [3.3). Si f fuera una forma
modular de peso —k, con k > 0, entonces g = f'2AF serfa una funcién modular con

g(00) = 0. Por la proposicién (3.1]), g es constante e igual a cero, lo que fuerza f = 0.
O
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Sea w = f(z)dz una forma diferencial en H, donde f(z) es una funcién meromorfa.
El pullback de w por la acciéon de I" es

b
Tw=f(y2)d Zid
B a(cz+d) — c(az + b)

= f(v2) (cz +d) % dz

Se deduce que w es invariante por = si y solo si f es una forma modular meromorfa
de peso 2.

PROPOSICION 3.4. Hay una correspondencia entre los siguientes conjuntos:

» { Formas modulares meromorfas de peso 2 respecto a I' }.
» { Formas diferenciales meromorfas en H* invariantes por I" }.
» { Formas diferenciales meromorfas en I'\H* }.

Decimos que w es un k-diferencial si se escribe localmente como w = f(2) (dz)*. En
ese caso,

viw = f(y2)(d7)* = f(v2)(cz +d) "> (d2)",
y w es invariante por I' si y solo si f(z) es una forma modular (meromorfa) de peso
2k.

3. El espacio de formas modulares

DEFINICION 3.2. Sea T" un subgrupo de T'(1) de indice finito, y k un entero. Se denota
por My (T") al C-espacio vectorial de las formas modulares respecto a T’ de peso 2k.

Para cada k el espacio Mg(T") tiene dimension finita. Vamos a explotar la corres-
pondencia entre formas modulares y diferenciales para dar una férmula explicita de la
dimensidn; el paso clave involucra el teorema de Riemann-Roch aplicado a la superficie
de Riemann compacta I'\H*, el cual nos da la dimensién de ciertos espacios de funciones
meromorfas. Tratar dicho teorema aqui escaparia al alcance de este trabajo y por lo
tanto nos limitaremos a invocarlo cuando sea necesario.

TEOREMA 3.1. La dimensién de My(T') es

0 stk <0
dim(Mg(T)) =<1 stk=0
2k—1)(g—1)+vok+> pkll —1/ep] sik>0

donde g es el género de X (I') = T'\H*, v es la cantidad de cispides no equivalentes,

y la ultima suma es sobre los puntos elipticos de I'. Por ep denotamos el orden del
estabilizador de P en T'(1)/{xI}, y [k(1 — 1/ep)] es la parte entera de k(1 —1/ep).

Antes de probar el teorema necesitamos un lemas:

LEMA 3.1. Sea f una forma modular meromorfa de peso 2k, y sea w el correspodiente
k-diferencial en T\H*. Sea P la imagen de Q € H por la proyeccion en T'\H*.
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1. 8i Q es un punto eliptico con multiplicidad e, entonces

ordg(f) = e ordp(w) + k(e — 1).

2. Si Q es una cuspide, entonces

ordg(f) = ordp(w) + k.

3. Para el resto de los puntos,

ordg(f) = ordp(w).

OBSERVACION 3.2. El lema anterior muestra que siw = f(2)(dz)* es un k-diferencial
holomorfo, f no es necesariamente holomorfa. Por lo tanto, la proposicion no vale
si cambiamos la palabra meromorfa por holomorfa.

PRUEBA DEL LEMA. 1. La estructura compleja se definié de forma que hay un
diagrama conmutativo

donde los mapas horizontales son isomorfismos. El de abajo es precisamente la
carta local en P. Por lo tanto no perdemos generalidad si asumimos que U y V'
son el discoDy P=@Q =0.

Sea f una funcién en el disco, y sea f*(z) = f(z2¢) el pullback. Si f tiene
orden m en 0, entonces f*w = f(2¢) tiene orden e - m en 0.

Ahora si w = f(z)dz es un k-diferencial en el disco,

W' = J() (A = F(=) k2 DE (A,

= ordg(w*) = e ordp(f) + k(e —1).

2. Considero el mapa ¢ : H — D — {0}, dado por ¢(z) = exp(2wiz/h), y sea w =
f(q)(dg)¥ un k-diferencial en el disco sin el origen. Por otro lado, dg = (27i/h)q,
entonces el pullback por ¢ es

W = (cte) f(a(2)) a(2)* (d2)*

y esto prueba la férmula.
3. En este caso p es un isomorfismo local y por lo tanto no hay nada que probar.
O

PRUEBA DEL TEOREMA. Sea f € My(I') con k positivo. Como f es holomorfa, se
tiene:
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e ordp(w) + k(e — 1) = ordg(f) > 0 si Q es punto eliptico,
ordp(w) + k = ordg(f) > 0 si Q es cuspide,
ordp(w) = ordg(f) > 0 en cualquier otro caso.

Fijamos un k-diferencial wg, y escribimos w = h - wy. Se deduce que

ordp(h) 4+ ordp(wp) + k(1 — 1/e) > 0 si Q es punto eliptico,
ordp(h) + ordp(wp) + k > 0 si Q es cispide,
ordp(h) 4+ ordp(wp) > 0 en cualquier otro caso.

Por lo tanto w es un k-diferencial si y solo si

Div(h) + D > 0,
donde

D =Div(wo) + > k-P+ Y [k(1—1/e)]- P.
El conjunto de las funciones h es un C-espacio vectorial, llamado £(D). Su dimensién
la da el teorema de Riemann-Roch,

9) dim(£(D)) =1 — g + deg(D).

El grado del divisor de un 1-diferencial es 2g — 2. Como wyp es un k-diferencial, tiene
grado k(2g — 2). Por lo tanto,

dim(M (")) = dim(£(D)) = 1 — g — k(29 — 2) = voc k — > _[k(1 —1/e)] - P,

y de ahi se prueba el caso k > 0.
Los casos k = 0 y k < 0 son las proposiciones (3.1]) y (3.3) respectivamente.
O

OBSERVACION 3.3. Leyendo la prueba anterior, pareceria que nunca usamos que k
fuera positivo. De hecho lo usamos cuando invocamos Riemann-Roch. La formula @
normalmente tiene un término mds, el cual es dificil de calcular, pero este término se
anula si el grado de D es mayor a 2g — 2.

EJeEMPLO 3.2. La curva I'(1)\H* es homeomorfa a la esfera, y por lo tanto tiene
género g = 0. La dimension de My(T'(1)) para k =1,2,3,... es

dim My, =1 — k + [k/2] + k[2k/3), k> 1
ko =128 456
dimM, =0 1 1 1 1 2
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4. Ceros de formas modulares

PROPOSICION 3.5. Sean f una forma modular meromorfa de peso 2k, y w el corres-
pondiente diferencial en T\H*. Sea v la cantidad de cispides no equivalentes. Iqual que
antes, eq es el orden del estabilizador de Q) si éste es un punto eliptico; es igual a 1 en
caso contrario. Entonces,

3 { ordo(f)/eq — k(1 — 1/eQ)} = k(29— 2) + k- Voo
PRUEBA. Sabemos que para un punto eliptico @,

ordg(f)/eq = ordp(Q)(w) +k(1—1/eq)
para una cuspide,
ordg(f) = ordyg)(w) + k

y para el resto de los puntos

ordg(f) = ordyg)(w).

Sumando estas ecuaciones se obtiene

3 { ordo(f)/eq — k(1 — 1/eQ)} = deg(Div(w)) + & - voo.
Como mencionamos antes, el grado del divisor de un k-diferencial es k(29 — 2). O

EJEMPLO 3.3. Cuando T' =T'(1) se tiene

%ordi(f) + % ord(f) + ordue (f) + 3 ordg (£) = K(2-0—2) + k+ k(1/2) + k(2/3) = /6

donde la suma es sobre el resto de los puntos en un dominio fundamental.
Se deduce que:

1. G5 tiene solo un cero en 1.
2. Gy tiene solo un cero en p.
3. Como A no tiene ceros en H, entonces tiene un cero simple en oco.

Las partes (1) y (2) se pueden probar de forma elemental, usando que el reticulo
A(i) = iZ + 7Z es invariante por multiplicar por ¢, y de manera similar para p.

Usando que j tiene un polo simple en oo y es holomorfa en H, se puede probar lo
siguiente:

LEMA 3.2. La funcién modular j = 1728g3/A define un isomorfismo I'(1)\H* —
CU {oo}.

PRUEBA. Como A tiene un unico cero, j tiene un unico polo. Luego tiene grado 1

(cf Corolario [2.2).
U

Podemos reformular el Teorema (2.2)) de la siguiente manera:
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TEOREMA 3.2. Hay una correspondencia biyectiva

{ Puntos de X(l)} — {Curvas elipticas sobre C }/ ~

[(1)7 +— E(A(7))
donde el cociente por ~ significa tomar clases de isomorfismo.

El énfasis estd en el hecho de que el conjunto de clases de isomorfismo de curvas
elipticas aparece identificado con los puntos de una curva modular. Esto es un caso
particular de un espacio de mdduli, lo cual estudiaremos a continuacion.






Capitulo 4

Espacios de moduli

1. Bases de N-torsién

Como se vio en el el subgrupo de N-torsién de una curva eliptica definida
sobre C es isomorfo a (Z/NZ)x (Z/NZ). Si {w1, w2}, es una base del reticulo A, entonces
{wi/N,ws/N} es una base de E[N] como Z/NZ-mébdulo.

Cualquier otra base es de la forma

{awy /N + bws /N, cw1 /N + dws /N, <‘C‘ Z) € GLy(Z/NZ).

DEFINICION 4.1. Sean P,Q dos puntos de N-torsion de E[A], y sea {wi,w2} una
base del reticulo A.
Ezxiste una matriz v tal que

P o . wl/N
Q =7 WQ/N
Se define el pairing de Weil de (P,Q) como

6N(P, Q) — 2mi detv/N

El pairing de Weil es una raiz primitiva de la unidad si y solo si {P, @} es una base
de E[N]. Notar que estd bien definida aunque det() solo tenga sentido médulo N. El
pairing es independiente de la base del reticulo {wy, w2} escogida.

2. Subgrupos de congruencia

En el capitulo 1 definimos I'(N) como el kernel en I'(1) del homomorfismo reduccién
modulo N, es decir las matrices congruentes con la identidad médulo N. Un subgrupo
de I'(1) es de congruencia si contiene a I'(N) para algin N, y el nivel de un subgrupo de
congruencia es el menor N con esta propiedad. Definimos dos subgrupos de congruencia
de interés particular.

DEFINICION 4.2. Se definen los siguientes subgrupos de T'(1):

I‘O(N):{<Z Z) eT(1): CEOmodN},

rl(N):{<“ b) €T(1): ¢=0 mod N, a:d:lmodN}.

43
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Una curva eliptica marcada de To(N) es un par (E, C) donde E es una curva eliptica
sobre C y C' es un subgrupo ciclico de E de orden N. Dos tales pares (E,C), (E',C")
son isomorfos, denotado (E,C) ~ (E’,C"), si existe un isomorfismo de curvas elipticas
E — FE’ que se restringe a un isomorfismo C — C’. El conjunto de todas las clases de
isomorfismo de curvas elipticas se escribe

So(N) = { Curvas elipticas marcdas para I'g(N) }/~

y la clase de (E, C) se escribe [E, C].

Una curva eliptica marcada de I'; (V) es un par (E, @) donde FE es una curva eliptica
sobre C y @ es un punto de E de N-torsién. Dos pares (E,Q), (E’,Q’) son isomorfos si
existe un isomorfismo E — E’ que lleva Q en @’. El conjunto de clases de isomorfismo
es

S1(IN) = { Curvas elipticas marcdas para I';(N) }/~

y la clase de (F, Q) se escribe [E, Q).

Una curva eliptica marcada de I'(N) es un par (F, (P,Q)) donde E es una curva
eliptica sobre C y (P, Q) es un par de puntos que generan el subgrupo N-torsién E[N]
con pairing de Weil e (P, Q) = €2™/N . Dos pares (E, (P, Q)), (E', (P',Q’)) son isomorfos
si existe un isomorfismo E — E’ que lleva P en P’y Q en @Q'. El conjunto de clases de
isomorfismo es

S(N) = { Curvas elipticas marcdas para I'(N) }/~
y la clase de (E, (P, Q)) se escribe [E, (P, Q)].

3. Curvas modulares como espacios de méduli

Los conjuntos So(NV), S1(IN) y S(N) son espacios de méduli de clases de isomorfismo
de curvas elipticas complejas junto a informacién sobre la N-torsién.

DEFINICION 4.3. Recordamos la curva modular X (N) = T'(N)\H. Se definen tema-
bién

Xo(N) =To(N)\H

Xi(N) =T1(N)\H
asi como sus compactificaciones Yo(N), Y1(N).

En lo que sigue denotamos por A; al reticulo A = 7Z 4+ Z y E. a la curva eliptica
E(A;).

TEOREMA 4.1. Sea N un entero positivo.
1. El espacio de mdduli de T'o(N) es
So(N)={[E-,(1/N+A;) : TeH}.

Dos puntos [E;,(1/N + A;)], [E;,(1/N + A)] son iguales si y solo si
To(N)T =To(n)r’. Es decir, hay una biyeccion
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~

Yo : So(N) — Yo(N), [Er, (1/N + Az)] = Do(N).

2. FEl espacio de mdduli de T'1(N) es
Si(N)={[E;,1/N+A;] : TeH}.

Dos puntos [Er,1/N+A;], [E;,1/N+ A son iguales siy solo siT'1(N)T =
Ty(n)7r'.
Hay una biyeccion

Y1 S1(N) = Yi(N), [E-,1/N + A;] = T (N)T.

3. El espacio de moduli de I'(N) es
S(N)={[E-(1/N+A;,7/N+A;)] : TeH}

Dos puntos [Er,(1/N + Ar,7/N + A;)], [Er, (1/N + Ay, 7' /N + A)] son
iguales si y solo si T'(N)T =T'(N)7'.
Hay una biyeccion

~

P : S(N) —=Y(N), [Er,(1/N + A, 7/N + A;)] = T'(N)r.
PRUEBA. La siguiente demostracién se basa en [DS05, Teorema 1.5.1].
Recordemos que todo isomorfismo E; = F, es de la forma

24+ A= mz+ Ay

para un m € C con mA, = A.

Notar que
mT o a b
10)  mA=A, e (m)—7-<1>, v—(c d)erm,
Esto es, si y solo si
at’ +b
(11) m=-cr' +d T:707’+d

Es decir, las curvas E;, E./ son isomorfas si y solo si 7 = y(7') para un v € I'(1) o,
equivalentemente,

L(H)r="T(1)7

Parte (2):
Veamos que todo punto [E, Q] € Sy es de la forma [E;, (1/N + A;)].
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Sabemos que E ~ E. para un 7 € H. Luego [E,Q] = [E./, (¢/N +dr’'/N + A)].
Como () tiene orden N, entonces los tres enteros ¢, d, N no comparten ningun factor, es
decir, existen a, b,k con ad —bc— kN =1, 0 ad —bc =1 mod N.

y = (”c‘ Z) € SLy(Z/NZ).

Se puede levantar v a una matriz de SLo(Z) = T'(1).

Tomando m y 7 como en se obtiene un isomorfismo E; = E, el cual lleva
1/N + A; en el punto ¢7//N +d/N + A

Dados dos puntos [E;,1/N + A;], [EL,1/N + A,/], éstos son iguales por definicién si
y solo si existe un isomorfismo como en para el cual

(er" +d)/N + A, =1/N + A,.
Esto es, siy solo si (¢,d) = (0,1) mod N,

<~ y eI (N)
e Pl(N)T = Fl(N)T/
Parte (1):
Sea [E,C] € So(N) y sea @ un generador de C'. Por la parte anterior hay un isomo-
fismo E, = E, que lleva el punto 1/N + A, en Q. Luego [E,C] = [E,, (1/N + A,)].

Sean [Er,(1/N + A;)], [E, (1/N 4+ A./)] dos puntos de So(NN). Son iguales si y solo
si existe

tal que

T =7(r)
(! /N +d/N + Ay = (1/N + Ay)

La 1ltima condicion es equivalente a ¢ = 0 mod N y d coprimo con NV, lo que a su
vez significa que vy € I'o(N).

Parte (3):

Toda base de N-torsion de E, es de la forma

(ar/N +b/N, ¢r/N + d/N), N = (‘CL Z) € GLy(Z/NZ).

Si el pairing de Weil es e2™/N entonces de hecho v € SLy(Z/NZ). Igual que antes,
podemos asumir v € SL2(Z), y obtenemos un isomorfismo de E[A, )] en E[A;] dado
por z +— z- (e +d) y el cual lleva el par (y(7)/N, 1/N) en la base anterior.

Por 1ultimo, considerar dos curvas E,, E;/ y un isomorfismo z — mz
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mr 7 a b
La imagen del par (/N +A;,1/N+A;) es (a7’ /N+b/N+Ar,er'/N+d/N+A),

y ésta es igual a (7//N + A/, 1/N + A,/) siy solo si se satisfacen las congruencias

a=d=1mod N,
c=b=0mod N.
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