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Resumen

Esta monografia estd basada en las notas de curso de un seminario de topologia
diferencial de John Milnor de 1963, “Lectures on the h-cobordism theorem”. En estas se
usa la teoria de Morse para dar una prueba de uno de los més importantes resultados de
la topologia diferencial: el teorema del h-cobordismo, debido a Stephen Smale. En este
trabajo nos enfocaremos en reproducir y expandir los pasos de dicha prueba. Luego,
probaremos algunas consecuencias importantes, entre ellas la Conjetura de Poincaré

paran > 6 en la categoria Top.
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INTRODUCCION

La topologia y la geometria frecuentemente buscan invariantes (en la categoria que
corresponda) para distinguir entre los objetos sobre los que trabajan. Por ejemplo, el grupo
fundamental de T" es Z", mientras que el de S” es trivial. Como el grupo fundamental es
invariante por homeomorfismos, esto prueba que T" y S” son distintas en la categoria Top.
Sin embargo, el grupo fundamental no caracteriza a una variedad, ni siquiera tomando
en cuenta su dimensién. Por ejemplo, CP" tiene grupo fundamental trivial, pero no es
homeomorfo a S?” si n # 1. Mas trivialmente, lo mismo es cierto para S" X S".

Como consecuencia de esto, frecuentemente se buscan resultados de caracterizacion y
clasificacion: cierta invariante (o cierta combinacién de invariantes) que logre caracterizar
a cierto grupo de objetos matematicos, parcial o totalmente. Quizas el ejemplo mas clasico
sea el de la clasificacion de superficies: basta con saber el geno y la orientabilidad de dos
superficies para saber si hay un homeomorfismo entre ellas.

El objetivo de esta monografia es presentar una prueba de una caracterizaciéon topolo-
gica de S"” con n > 6. Es decir, daremos condiciones sobre ciertas invariantes topologicas
de manera que si una variedad M las cumple, entonces M es homeomorfa a una esfera. Por
supuesto, este tipo de resultado son de mayor interés cuanto mas débiles sean las condi-
ciones exigidas y cuanto mas acotado sea el conjunto de objetos caracterizado. El resultado
a presentar, conocido como la Conjetura de Poincaré Generalizada (en la categoria Top),
exige condiciones débiles y extrae conclusiones fuertes sobre un objeto excepcionalmente
relevante, S”, por lo que es de los mas importantes del siglo pasado, llegando inclusive a
valerle una Medalla Fields a su autor, Stephen Smale.

No seguiremos la prueba original de Stephen Smale (ver [ ]) en este trabajo,
optando en su lugar por la prueba que da John Milnor en [ ]. La prueba de Milnor
es, de fondo, la misma que la de Smale, pero utilizando un punto de vista distinto: Milnor
utiliza la teoria de Morse para llevar a cabo los mismos pasos que Smale lleva a cabo de
forma puramente topologica.

La teoria de Morse es un ejemplo del estudio de invariantes topologicas (en Diff): en
esta se busca distinguir entre variedades diferenciables mediante las funciones de Morse
(ver Definicion 2.1) que admiten. Hay, aunque nunca la explicitaremos, una forma de ver

los entornos de los puntos criticos de estas funciones como las handlebodies de Smale, y de



hecho también las diferentes operaciones que lleva a cabo en su prueba.

En este trabajo se asumira que el lector tiene un buen dominio del célculo en varie-

dades. También se asumira cierta familiaridad con la topologia algebraica, aunque se ha

proporcionado un apéndice para usar como referencia.

Para deducir la caracterizacion buscada, nos dedicaremos a probar el siguiente teorema:

Teorema del h-cobordismo

Sea W™ un cobordismo entre M; y M, conn > 6 tal que H.(W,M;) = 0 y tanto W como

M, y M; son simplemente conexas. Entonces existe un difeomorfismo entre W y M; X [0, 1].

Estrategia de demostracion. Los pasos a seguir seran los siguientes:

Probar que W admite una funcién de Morse (Teorema 2.7).

Probar que si W una funcién de Morse sin puntos criticos, es difeomorfa a un

cobordismo producto (Teorema 3.3).

Probar que se pueden reordenar los valores criticos por el indice de su punto

critico correspondiente (Teorema 4.5).

Probar un teorema que nos permite cancelar puntos criticos de indice A y A + 1

siempre y cuando cumplan una cierta propiedad geométrica (Teorema 5.8).

Introducir las hipétesis de dimension y de conexion simple y con ellas probar
una version mas fuerte del teorema anterior, que facilita el uso de homologia

para analizar la estructura de W (Teorema 6.3).

Introducir la hipétesis H.(W,M;) = 0 y usar herramientas de homologia para
probar que se pueden cancelar todos los puntos criticos de dimension distinta a

0,1,n— 1y n(Teorema 7.9).

Probar que los puntos criticos de orden 0 y 1 pueden ser o bien eliminados o
reemplazados por puntos criticos de dimension 3. Dando vuelta el cobordismo,
esto también cubre los casos n — 1 y n ya que tenemos 3 < n— 1 (Lema 8.1y

Teorema 8.4).



Si un cobordismo cumple las condiciones de este teorema excepto la conexioén simple
de M; y M,, lo denominaremos h-cobordismo. Estos son de interés mas general, aunque
no trataremos con ellos mas alla de su limitado uso en el ultimo capitulo. Por ejemplo, la
existencia de un h-cobordismo entre dos variedades M; y M, de dimensién mayor o igual
a 5 implica que M; X S' y M, x S! son difeomorfas (lo mismo aplica si uno reemplaza S!
por R).

Este teorema dice, en esencia, que todo cobordismo simplemente conexo entre dos va-
riedades simplemente conexas M; y M, que cumple que M; expresa toda la homologia de
W es un cobordismo de la forma M; X [0, 1] (denominado cobordismo producto), al menos
siempre que la dimension sea alta. A modo de digresion, cabe destacar que la tinica con-
dicién que es claramente necesaria en este enunciado es la conexion simple de W (ya que
V X [0,1] es necesariamente simplemente conexa). Relajar el resto de las condiciones da
lugar a resultados de interés como el teorema del s-cobordismo (donde no se asume cone-
xion simple de M; y M) o el Disc Embedding Theorem (que prueba el caso n = 4 relajando
la conclusién al pedir solo un homeomorfismo) de Michael Freedman.

El teorema del h-cobordismo es fundamental en el estudio de variedades en dimen-
siones altas, mas alla de que tenga la Conjetura Generalizada de Poincaré para Top como
consecuencia en ese contexto, por lo que probarlo es de interés independiente. Para mostrar
su fuerza, a continuacién probaremos un resultado importante, del cual luego el resultado
principal de la monografia se deducira en una cuestion de unos pocos parrafos:

Teorema 0.1 (Caracterizacion deD", n > 6)

Sea W" una variedad suave, compacta y simplemente conexa con n > 6 tal que oW es

simplemente conexo. Entonces W es difeomorfa a D" si y solo si H.(W) = H,(D").

Demostracion. Como la homologia es invariante por difeomorfismos, la primera implica-
cién es inmediata. Por otro lado, si H,(W) = H.(D"), consideremos un encaje ¢ : D" —
W, (basta con tomar la inclusion a R" y componer con una carta de W). Aplicando el
teorema de excision, H.(W — ¢((D")°), p(D") — ((D")°)) = H.(W, ¢(D")) = 0, don-
de el ultimo isomorfismo se deduce de la sucesion exacta larga de la homologia relativa.
Ademéas W — ¢((D")°) y ¢((D")°) son simplemente conexas porque n > 3, mientras que

la otra componente de borde es simplemente conexa por hipétesis. Con esto, aplicando el



teorema del h-cobordismo tenemos que W — ¢((DD")°) es difeomorfa a D" x [0, 1]. Por
lo tanto, rellenando el ¢((D")°) que habiamos removido y teniendo cuidado con la dife-
renciabilidad en el borde (ver Teorema 1.1), tenemos que W es difeomorfa a D" (ya que

estamos, al fin y al cabo, simplemente alargando el radio de la bola). O

Habiendo caracterizado D", podemos explotar que S™ son dos D" pegados por su borde
para caraterizar a S”, como haremos a continuacién:

Teorema 0.2 (Conjetura de Poincaré paran > 6)

Sea W" una variedad cerrada y simplemente conexa con n > 6 que cumple H.(W) =

H.(S™). Entonces W es homeomorfa a S™.

Demostracion. Consideremos un encaje ¢ : D" — W y una vez mas consideremos W —
¢ ((D")°) como cobordismo, esta vez de la forma (W — ¢((D")°), @, 9D"). Observemos lo

siguiente:

Hy(W — ¢((D™)°)) = H™ (W — ¢((D")°), d¢(D"))  (Dualidad de Poincaré)
= H" MW, p(D")) (Excisién)

= H)(p(D")) (Sucesion exacta larga)

donde en la dltima igualdad usamos la sucesion exacta larga de la cohomologia relativa, a

saber:
. — H*(X,A) - H*(X) - H*(A) » H**'(X,A) — ---

y los grupos de homologia de W (que sabemos por hipétesis) y de ¢(D") (que sabemos por
ser contractible y, por lo tanto, tener la cohomologia de un punto).
Usando la caracterizacion de D" para n > 6, tenemos un difeomorfismo A : D" —
W — ¢((D")°). Por lo tanto, W es homeomorfa a dos copias de D" pegadas por el borde
mediante k|, ,. Usando esto, podemos describir el siguiente homeomorfismo con S™:
Viendo a S" como subconjunto de R™*!, podemos facilmente enviar la primer copia de
D"aS"N{x € R™! : x,,;; < 0} mediante un mapa p (usando una proyeccion estereografica,

por ejemplo). Para la segunda copia de D", notemos que h|, , puede ser extendida a un

mapa de toda la bola mediante g(x) = ||x|| hmn(ﬁ) para x # 0y h(0) = 0. Ademas,
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tanto, h es en realidad un homeomorfismo. Enviando entonces la segunda copia de D" a

es facil ver que se da g7! = ||x|| h (ﬁ) y que ambas funciones son continuas. Por lo

S™ mediante —p(—¢g(x)) tenemos un homeomorfismo entre W = D" Uh‘ . D"y S™. O
O n

A continuacion detallaremos la estructura de la prueba del teorema del h-cobordismo
que seguiremos en esta monografia.

El Capitulo 1 servira como una introduccién a la categoria de los cobordismos y sus
propiedades basicas.

El Capitulo 2 desarrollara la maquinaria basica de la teoria de Morse, que se trata del
estudio de las caracteristicas topologicas de una variedad mediante el estudio de las fun-
ciones de Morse (ver Definicion 2.2) que admite. Se probara que todo cobordismo admite
una funcién de Morse (ver Teorema 2.7). Luego se probara que todo cobordismo puede
ser descompuesto en cobordismos elementales (ver Definicién 2.5).

En el Capitulo 3 probaremos que un cobordismo que admite una funcién de Mor-
se sin puntos criticos es un cobordismo producto. Luego definiremos el proceso de ciru-
gia y estableceremos la conexioén de este con las funciones de Morse (ver Teorema 3.6,
Teorema 3.7). Usando la estructura desarrollada a lo largo del capitulo, luego obtendre-
mos informacién topoldgica sobre cobordismos elementales mediante una retraccion ex-
plicita a un subespacio conveniente (ver Teorema 3.8, Corolario 3.8.1). Esta retraccion
sera particularmente relevante en el Capitulo 7. Se proporciona la siguiente ilustracion a
modo de ejemplo, ya que, si uno la generaliza bien a dimensiones mas altas, puede resultar

conveniente para la visualizacién del teorema:




En el Capitulo 4 nos enfocaremos en la manipulacién de campos tipo gradiente (ver
Corolario 3.8.1) mediante isotopias, obteniendo asi un grado de control sobre cémo se
llevan a cabo las cirugias en un cobordismo. El resultado fundamental en este respecto es
el Lema 4.3, que sera utilizado multiples veces en capitulos posteriores. Este resultado ten-
dra como consecuencia inmediata (teorema de Sard mediante) un orden candnico para los
cobordismos elementales en los que se descompone un cobordismo dado; especificamente,
con un simple argumento de dimension, tenemos que los podemos ordenar por indice (ver
Teorema 4.5).

El Capitulo 5 sera dedicado a establecer la manera de cancelar dos cirugias de indice
Ay A+ 1. Una sustancial parte del capitulo es dedicada a lemas técnicos sobre isotopias,
culminando en el Lema 5.7, que trata de una condicién técnica con la cual es sencillo
probar el Teorema 5.8, que establece la cancelacion buscada bajo condiciones restrictivas.
Este resultado subyace a todos los resultados de cancelacion posteriores. Sin embargo, para
entenderlo no es necesario tener un entendimiento profundo de los lemas previos. Entender
estos lemas si puede resultar util para desarrollar un mejor entendimiento cuando se use
posteriormente el Teorema 5.9 en el Capitulo 8, ya que se prueba (aunque no en este
trabajo) con técnicas similares a las de los lemas.

En el Capitulo 6 usaremos el famoso truco de Whitney para relajar sustancialmen-
te las hipdtesis bajo las cuales aplica el Teorema 5.8. Es en este capitulo que surgen la
mayoria de las obstrucciones topologicas: el Teorema 6.3, que es la razon de ser del capi-
tulo, impone que W, V y V' sean simplemente conexas, ademas de imponer condiciones de
dimension. La prueba se basa en la construccion de un modelo conveniente para la intersec-
cion de dos variedades de dimension complementaria que se intersectan transversalmente
en dos puntos con signo opuesto. Una vez tenemos el modelo, la prueba es directa, pero la
construccién es sutil y requiere de técnicas diversas.

En el Capitulo 7 buscaremos pasar a un punto de vista mas global. Especificamen-
te, querremos cancelar puntos criticos para todos los niveles simultdneamente, obtenien-
do asi un cobordismo producto. Para esto impondremos una condicién topoloégica mas:
H.(W,V) = 0. El resultado medular de este capitulo es el Teorema 7.6 (que, de hecho,
es mas general de lo que necesitamos), el cual nos permite elegir los lugares de A-cirugia

con la vnica restriccién de que formen una base de Hy (W, V). Esto nos permitira usar la



condicién H.(W,V) = 0 junto con la expresion del mapa de borde asociado para aplicar
el Teorema 6.3 siempre y cuando no tengamos puntos criticos de indice 0, 1, n — 1 o n.
En este capitulo es fundamental tener un buen entendimiento de topologia algebraica, y
especificamente de homologia (y cohomologia) singular entera.

En el Capitulo 8 nos desharemos de los casos patologicos A = 0y A = 1 (los casos
A =n-1y A = nson analogos dando vuelta el cobordismo). La razén por la que existe
este capitulo es que el teorema de cancelacion del Capitulo 6 introduce una hipoétesis de
dimension que estas cirugias no cumplen, por lo que les tendremos que dar un trato mas
individual.

Finalmente, el Capitulo 9 comenzara probando el teorema del h-cobordismo en un so-
lo parrafo, ya que todo el trabajo fue llevado a cabo en los capitulos anteriores. Luego, se
probaran algunas consecuencias relevantes (entre ellas, las ya probadas en esta introduc-
cién) y se citaran sin prueba algunas otras. Esto da cierre a la monografia.

Con respecto a los aportes personales del autor de este trabajo monografico: es muy
dificil explicar mejor que John Milnor [ ], al menos cuando las explicaciones de Mil-
nor asumen los mismos prerrequisitos que las de uno. Por lo tanto, los aportes en lineas
generales se dividen en dos:

Primero estan los casos en los que se expanden algunos de los detalles que Milnor opta
por omitir. Estos aportes en general se encuentran intercalados a lo largo del trabajo, aun-
que en mucha menor densidad en los primeros tres capitulos y mucha mayor densidad en
los capitulos 7 y 8. Los casos mas importantes (y mas facilmente divisables si uno contrasta

con el texto en el que se basa este trabajo) de este tipo de aporte son:

La verificacion de las propiedades de g en Teorema 4.1.
El enunciado y la parte final del Lema 6.2.

El Corolario 7.1.1 (mas que nada en forma de una ilustracién).

=[] [=] [

El Teorema 7.2, en forma de dos lemas analogos (el Lema 7.3 y el Lema 7.4),

aparte de algunas aclaraciones sobre el diagrama conmutativo.

El otro tipo de aporte en este trabajo se da en la forma de pruebas alternativas a las que

proporciona Milnor en sus notas. Todas resultan ser bastante parecidas conceptualmente
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a las pruebas originales, aunque ocasionalmente con sustanciales divergencias en algunos

puntos clave. Los aportes de este tipo son los siguientes:

H

= [#] =] [

El Lema 7.4 (al igual que en los detalles del Teorema 7.2, en este caso lo que se

prueba es algo para lo cual Milnor simplemente referencia uno de sus trabajos).
El Lema 7.7 (y por lo tanto el Lema 7.8)

El Lema 8.1

El Lema 8.2

El Teorema 9.3 (aunque la prueba result6 ser esencialmente completamente idén-
tica ala original; el Gnico aporte relevante es la aclaracion sobre la sucesion exacta

larga en cohomologia)
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1. PRELIMINARES SOBRE COBORDISMOS

En este capitulo estableceremos las definiciones méas elementales para entender el teo-
rema; lo principal sera establecer qué es un cobordismo en su nocioén mas general, y probar
algunas propiedades basicas de estos.

Definicién 1.1

SiV C R", diremos que f : V.— R™ es suave si puede ser extendidaag : U — R™,
con V. C U, U abierto, tal que existen y son continuas todas las derivadas parciales de g
de todos los ordenes en todos los puntos de U.

Definicion 1.2

M es una variedad suave de dimension n si es una variedad topolégica W con una base

numerable y una estructura suave S sobre M, que es una coleccion de pares (U, h) que

cumple lo siguiente:

Cada (U, h) consiste de un abiertoU C W y un homeomorfismo h que lleva a
U a un abierto de R™ o de R%.

LosU enS cubren W.

Si (U, hy) y (Uy, hy) pertenecen a'S, entonces: hl(hz_l) s hy(UyNUy) = R™ es

suave. Si la interseccion toca el borde, la funcion ird a R”}.

Si se agrega un nuevo par (U, h) a'S, entonces la propiedad 3 falla.

El borde de W, que denotaremos oW, es el conjunto de los puntos de W para los que no
existe un entorno homeomorfo a R (ver [ D.

Definicién 1.3

(W, Vo, V1) es una triada de variedades suaves si W es una variedad suave y compacta y

oW =V, || V1 conVy y Vi simultaneamente abiertos y cerrados en oW.

Si (W, Vo, V1) y (W', V), V) son dos triadas suaves, y existe un difeomorfismo h entre V;
y V;, entonces (W [ J, W', V,, V/) también es una triada suave, identificando los puntos de
Vi con su imagen a través de h. El siguiente teorema, que sera probado en el Capitulo 3,

ilustrara como:
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Teorema 1.1

N Existe una estructura suave S en W | J, W’ tal que S es compatible con las estructuras
suaves de W y W'. Es decir, los mapas de inclusioni : W — W J, W' ei’ : W —
W U, W’ son difeomorfismos sobre Im(i) e Im(i’) respectivamente. S es tinica a menos

de un difeomorfismo que deje fijos a Vy, h(Vy) =V y V.

Definicion 1.4

N Dadas dos variedades suaves y cerradas My y My, un cobordismo de My en M, es una
quintupla (W, Vy, V4, ho, hy) tal que (W, Vo, V1) es una triada suave y h; : V; — M; es un
difeomorfismo. Dos cobordismos (W, Vo, V1, ho, h1) y (W', Vi, V[, h{, h]) son equivalentes
si existe un difeomorfismo ® : W — W’ tal que ®(Vy) =V, (V1) = V| y el siguiente

diagrama conmuta coni = 0, 1:

o), )
Vv, ——

M;

Figura 1: Un cobordismo entre S? y T2,
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En el Capitulo 3 probaremos que los cobordismos satisfacen las siguientes dos condicio-
nes:

Si existe un cobordismo c entre V; y V; y un cobordismo ¢’ entre V; y V5, entonces

estd bien definido el cobordismo cc’ entre V; y V2, y este producto es asociativo.

Esto se deduce del Teorema 1.1.

Existe el cobordismo identidad iy, definido como la clase de equivalencia de (V X
[0, 1], VX0, VX1, po, p1), donde p;(x, i) = x parai = 0, 1. Se cumple iy,c = ¢ = ciy,.

Notese que cc’ = iy, no implica que ¢ = iy,, como se ilustra en el siguiente ejemplo:
Vi
Vo /// / Vo
iiiiiii :j /

Figura 2: Un cobordismo producto (es decir, iy,) que surge como producto entre V; = (0, 1)

y Vi = (0,1) || S! compuesto con un cobordismo entre V; y V, = (0, 1).

Dado un difeomorfismo h : V — V’, definimos ¢} como el cobordismo (V X1,V X0,V X
1, j, hy) donde j(x,0) = x y hi(x, 1) = h(x).

Teorema 1.2

Seanh : Vy — V; yh’ : Vi — V, difeomorfismos. Entonces cpcpy = cprpy

Demostracion. Sean jy : Vo XI — (Vo XIU,Vi XDy juw : Vi XTI = (Vo XTI, Vi X1)
las dos inclusiones que define cjcp (referirse al Teorema 1.1). Definimos g : Vo X I —

(Vo X I Uy Vi X I) de la siguiente manera:

jn(x, 2t) 0<t<

Jw(h(x),2t=1) ;<t<1

14



Para ver si g esta bien definida, se observa que los inicos puntos potencialmente pro-
blematicos son los de V; x 1/2. Debido a que es mediante h que se identifica a V;, X 1 con
Vi x 0 en (Vo X I'J, Vi X 1), estos puntos no generan problemas.

Probaremos que g es una equivalencia entre los cobordismos (Vo XI, Vo X0, Vy X1, j, h'hy)
y (Vo X IUp Vi X I, Vy x0,V; X1, ', h7) (es decir, entre cpp, y chew).

Es claro que g es un difeomorfismo fuera de t = % Es un difeomorfismo en t = % por

como definiremos S para la prueba del Teorema 1.1, A la vez:
g(Vo x0) = ja(Vp,0) = Vo x 0

g(Vo x 1) = jiw (h(V),1) = jp(V1,1) =V x 1

Para confirmar que conmuta el diagrama de la definiciéon de cobordismos equivalentes

tenemos lo siguiente para todo xy en Vy y x1 en V;:
J' (910 (%0, 0)) = j"(x0,0) = x0 = j(x0, 0)

h1(9) vy (0, 1)) = Bi (h(x0), 1) = B (h(x0))

Con esto concluimos que g es una equivalencia entre los dos cobordismos, y queda
probado el teorema. O
Definicion 1.5
N Dos difeomorfismos ho, hy : M — M’ son isotopicos si existe f : M X I — M’ suave tal

que fy, definida por f;(x) = f(x,t), es un difeomorfismo para todo t, fo = hy, fi = hy.

Lema 1.3

La isotopia es una relacion de equivalencia.

Demostracion. La reflexividad se obtiene tomando f(x,t) = ho(x) para todo t. Sea f una
isotopia entre hy y hy. Entonces f’(x, t) = f(x, 1—t) es una isotopia entre hy y hy, probando
la simetria. Sean hg, h; isotdpicos y hy, hy isotdpicos. Sean fy, f; isotopias para estos. Sea
m : I — I suave, creciente y tal que m(t) =0sit < 3 ym(t) =1sit > % Definimos f de

la siguiente manera:

fo(x, m(2t))
fi(x,m(2t — 1))

(=)
IA
~
IA
D=

N =
IA
~
IA
—_
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f cumple claramente todas las condiciones necesarias para ser una isotopia entre hy y h;.
La unica condicién que no es inmediatamente evidente es la suavidad. Para esto es que
introdujimos a m: para t = % el tnico valor que podria presentar problemas, tenemos la

suavidad gracias a que f(x,t) = h;(x) para todo t entre % y %

Lema 1.4

Sihyh’ son isotopicos, entonces ¢y, = c}.

Demostracion. Sea f una isotopia entre hy h’. Sea g : Vo X I — V; X I definida por g(x, t) =

h~'(f(x,t)),t). Esta funcién es suave por ser composicion de funciones suaves. Ademas:
( p p
9(Vo,0) = (h™'(h(Vp)),0) = Vo X 0
9(Vo,1) = (W1 (R (Vp)), 1) = (7' (Vp), 1) = Vo x 1
j(g(x,0)) = j(h (h(x)),0) = j(x,0) = (x,0) = j’(x, 0)

hi(g(x, 1)) = b (h™' (1 (x)),1) = h'(x) = b} (x, 1)

Por lo que se cumple el resto de la definicién de equivalencia de cobordismos. O
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2.

TEORIA DE MORSE

Definicién 2.1

Sean W" una variedad suavey f : W — R suave. Decimos quep € W es un punto critico
R aif _  _ of
si existen coordenadas x, ..., X, tales que T =T ax

af?
axiaxj ) :lt 0

= 0. Diremos que un punto critico

es no degenerado si det(

Definicion 2.2

Sean (W, V,, V1) una triada suave y f : W — [a, b] una funcion suave. Decimos que f
es una funcién de Morse si f~'(a) = Vo, f1(b) = V; y todos sus puntos criticos son no

degenerados y pertenecen a W — oW.

Figura 3: Una funcion de Morse definida en un cobordismo entre dos circulos. Los arcos

azules marcan las trayectorias que nacen o mueren en los puntos criticos.

Definicion 2.3

El niimero de Morse i de una triada suave (W, V,, V1) es el minimo de puntos criticos
que puede tener una funcion de Morse definida en ella. Es decir, el minimo de punto criticos

de f tomado sobre todas las f simultaneamente.
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A priori, el nimero de Morse podria ser infinito. Gracias a la compacidad de W (por de-
finicién de triada suave) y al siguiente lema, podremos cerciorarnos de que este no es el
caso.

Lema 2.1 (Ver [ )

Si p es un punto no degenerado de f, entonces existen coordenadas x1, ..., x, alrededor de

p tales que
f(x)=f(p) —xf— .= x5+ x5, + ..+ X

para algin A € {0,..,n}. A A le llamaremos el indice de f.

Demostracion. Consideremos coordenadas yy, ..., y, tales que p corresponda al origen de
R". Sin perder generalidad, asumiremos que f(0) =0
Primero buscaremos expresar a f en funcién de las coordenadas, tomando un entorno

convexo de p para el primer paso:

1
F@1y o yn) = £(0) + /0 fv’(fyla—tty) "

1 n
d
=/ Zyi—f(tyl,...,tyn)dt
o =%

n 1 a
= Z/ y,-—f(tyl,..., ty,)dt
= Jo Ui

K .7 1
Para facilitar la notacion, tomemos g;(y) := /0

. o f) . .
magnitud de derivacion de 8—5_ no dependen de y, como se puede deducir de como calcu-
2

g—i(tyl, .. typ)dt (donde la direcciéon y

lamos las derivadas en las igualdades anteriores). Como p es critico, g;(0) = 0 para todo i.

Entonces, aplicando el mismo razonamiento a cada g;:

P tin) = D iy (G o Yn)yits

ij=1

hij+hij

Donde h;; es una funcién suave para i y j cualesquiera. Cambiando los h;; por =4

podemos asumir que h;; es igual a hj; ya que el resultado de la sumatoria no se alte-

ra, ya que y;y; = y,y;, por lo que podemos sacar factor comun. Ademés, det(h;;(0)) =

det(% ay‘?];yj (0)) # 0, por lo que (h;j(0)) es una matriz no singular.
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Llegaremos por induccion a las coordenadas que buscamos para que f se exprese como

en la conclusion del lema. Supongamos que tenemos unas coordenadas uy, ..., u, tales que:

n
f(ul, cens un) =xu ... U1+ Z uiujhij(ul, cees un)
i,j>r
También asumamos que (h;;(0)) es simétrica y no es singular. Entonces, tomando una
combinacion lineal en las tltimas n — r + 1 coordenadas si es necesario, podemos asumir
hy+(0) # 0. Sea g(uy, ..., u,) = +/|hyr|. Esta funcion sera suave y distinta de 0 en cierto
entorno de 0, posiblemente mas chico que el de las coordenadas actuales. Consideremos

ahora coordenadas vy, ..., v, definidas de la siguiente manera:

vi=u;Sii#r

O (e un))

or(uq, oo ty) = g(Uy, ..., uy) (ur + u,-h o )
rr\4%41 ...s Un

i,j>r
Calculemos ahora el valor de v?, expandiendo como cuadrado de binomio y desarrollando:
n n
2 _ 2% 4 242 ) hir 2 ) _hirhjr
vy =g°u; +2¢g uitly 3 +9 wittj =7
Lj>r rr iL,j>r rr
Ahora reescribamos f de la siguiente manera, separando la sumatoria de manera conve-

niente:
n n n
f= iuf +..+ uf_l + ufh,r + (Zuiurhir) + (Z u,ujh,j) + ( Z uiujh,-j)
i>r j=r iLj>r

Entonces, como g? = +h,,, combinando las dos igualdades anteriores, si escribimos f

segun las coordenadas vy, ..., v, obtenemos:

hirhjr
o ]((D(Ul, vn)))

n
f(v1,..50p) = ivf +..+ Uf + ( Z 0;0; [hij -
Lj>r
Donde @ es el cambio de coordenadas de v, ..., v, a Uy, ..., u,. Como el cambio de coor-
denadas de uy, ..., u, a vy, ..., v, fue elegido de manera que no fuera singular en p (por eso
tomamos g positiva en 0), aplicando el teorema de la funcién inversa y reeligiendo una vez

mas el entorno de p, tenemos que la matriz de las funciones que multiplican a v;0; cumple

19



ser no degenerada. Ademas, ya es simétrica, por lo que se cumple la hipétesis de induccién.
Esto completa la induccion.

Finalmente, el indice A esta bien definido porque, de otra manera, tendriamos dos des-
f2

9
3x,-axj

composiciones de ( ) en subespacios con valores propios —2 y 2 tales que la dimensién

no coincide. o

Corolario 2.1.1

Una funcién de Morse definida sobre una variedad M compacta tiene solamente finitos

puntos criticos.

Demostracion. Aplicando el lema de Morse para cada punto critico, podemos cubrir M con
entornos tales que en ninguno haya mas de un punto critico. Por compacidad, este cubri-

miento tiene un subcubrimiento finito, lo cual implica que hay finitos puntos criticos. O

Ahora que ya probamos que el nimero de Morse debe ser finito para toda triada suave, nos
resta probar que el niimero de Morse existe; podria pasar que exista una triada suave para
la cual no exista ninguna funcién de Morse. Por lo tanto, ahora nos enfocaremos en probar
que toda triada suave admite una funcién de Morse.

Primero probaremos que existe una funcion suave cuyos puntos criticos estan “lejos”
del borde:
Lema 2.2

Existe f : W — [0, 1] suave tal que f~1(0) = Vo, f~1(1) = V; y existe un entorno U de

OW tal que los puntos criticos de f estan todosen W — U.

Demostracion. Cubramos W con abiertos Uy, ..., Uy,, tales que ningtin U; intersecte tanto a
W como a V;. Podemos asumir que las cartas h; mandan a los U; que intersectan a oW a la
bola unidad en RY}. Sea L :— R la proyeccion de la coordenada x, a R.

Definamos f; : U; — [0, 1] de la siguiente manera:

1
fi(x) = 2 si U; no intersecta a oW
fi(x) = L(h;(x)) si U; intersecta a Vj
fi(x) =1 —L(h;i(x)) siU; intersecta a V
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Tomemos una particién de unidad {¢y, ..., ¢, } subordinada a {Uy, ..., U, } (ver [ )i

y definamos f : W — [0, 1] de la siguiente manera:

f=oith+..+onfn

Cabe aclarar que se extiende a toda f; para que valga 0 fuera de U;. Como los productos y
las sumas de funciones suaves son suaves, f es suave. Es claro por la definicion de las f;
que f71(0) = Vo y f71(1) = V1. Por lo tanto, solo resta probar que no hay puntos criticos
en oW.

Tomemos qo € Vp (q1 € V; respectivamente). Entonces, existe ¢; tal que ¢;(qo) > 0y
qo € Ui (¢; y Uj respectivamente para q;). Sea h;(p) = (x1(p), ..., xn(p)). Es decir, tomemos

las coordenadas determinadas por h; (respectivamente h;). Entonces:
OPm ) fm
8x” Z Jm oxp, Z oxp Om
fm(qi) es constante (es igual a 0 para qq y a 1 para ¢;) para todo m, y ademas tenemos que:
n
8<pj d
; ox, Oxp jz J

Donde la ultima igualdad se da porque Zf 1 ¢j = 1 por definiciéon de particién de unidad.
af (‘10) f]((h)

Alavez, = 1 (respectivamente —1). Cualquier otra f;, alcanza un mini-

mo (respectlvamente maximo) en g (respectlvamente q1), por lo que tenemos %ZO) >0

(respectivamente

afg’T(fl) < 0) para todo m.

Juntando todo:

of

ox" -

m=1 m=1

- |2

>0

El mismo razonamiento con f; para la igualdad final aplica para g;. Por lo tanto, df # 0 en

todo oW, y por lo tanto también en un entorno de oW. O
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Ahora resta probar que existe una f que cumple estas condiciones y ademas no tiene puntos
criticos degenerados.

Lema 2.3

Sif:U € R" — R, conU abierto, es C?, entonces el conjunto de los mapas lineales

L : R® — R tales que f + L tiene puntos criticos degenerados tiene medida 0, con la

medida que tiene Hom(R",R) al ser isomorfo a R™.

Demostracion. Consideremos la variedad U X Hom(R",R). Esta tiene una subvariedad
M = {(x,L) : d(f(x) + L(x)) = 0}. M es una subvariedad porque x — (x,—df(x)) es
un difeomorfismo de U a M, ya que d(f(x) + L(x)) = 0 siy solo si df(x) = —L(x). La
diferenciabilidad (y la de la inversa) se deducen de que df, al ser lineal, es diferenciable.

Cada (x,L) € M corresponde a un punto critico de f + L. Este punto critico es dege-
nerado si y solo si (%) es singular, ya que el sumar una funcién lineal no afecta a las
segundas derivadas.

Tomemos la proyeccion 7 : M — Hom(R", R) definida por (x, L) + L. Por lo ya dicho,

este mapa en realidad es simplemente (x, L) — —df(x).Porlo tanto, x € M es punto critico
of

de 7 siy solo si la matriz ( — =) es singular.
XiXj
Con los dos parrafos anteriores hemos establecido que f + L tiene un punto critico

degenerado si y solo si L es la imagen de un punto critico de 7. Como 7 es suave, podemos

aplicar el teorema de Sard (ver [ 1), por lo que tenemos que el conjunto de los puntos
criticos de 7 tiene medida 0. O

Lema 2.4

Sea K un subconjunto compacto de U abierto. Sea f : U — R una funcién C? y tal que en

K no tiene puntos criticos degenerados, entonces existe § tal que sig : U — R cumple:

axfng - ajgcj <9

Para todoi, j = 1, ..., n. Entonces, g tampoco tiene puntos criticos degenerados en K.
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Demostracién. Sealdf| = X%, (j—i)z. Entonces |df|+|det(%) | es estrictamente positiva
en K por la ausencia de puntos criticos degenerados. Al ser K compacto, podemos elegir

un minimo p.
Elijamos § suficientemente chico como para que si se cumplen las dos desigualdades

de la hipétesis entonces también se cumpla:

ldf] - 1dgll < £

det( of ) det(ﬂ)
XiXj XiXj

Entonces |dg| + |det(%)| > |df|+ |det(%)| — u > 0 en todos los puntos de K, por lo

que g tampoco tiene ningun punto degenerado en K. i

<H
2

Lema 2.5

Sea h : U — U’ un difeomorfismo de un abierto de R" a otro que lleva un compacto K

en K’. Entonces, para todo ¢ > 0 existe § tal que si f : U" — R cumple en K':

Ifl <8

g—i: <d
5| <

Para todo i, j = 1, .., n. Entonces f o h cumple en K:

|foh| <e

5| | 9foh
5] | 9foh

el <
XiX

Para todoi,j=1,...,n.

df oh
axi

grados 0, 1 y 2 que se anulan cuando f es 0. Por lo tanto, si f y sus derivadas de orden 1y 2

df oh

Demostracion. |f o hl, | y | axixj| son polinomios de las derivadas parciales de f y h de

tienden a 0 y las derivadas de h estan acotadas, tendremos el resultado buscado. Lo primero
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lo obtenemos por hipdtesis. Lo segundo se obtiene porque consideramos las derivadas de

h solo dentro de un compacto, por lo que estan acotadas. O

Sean F(M,R) las funciones suaves que van de una M compacta con borde a R. Sea {U,}
un conjunto finito de coordenadas que cubre M (existe por compacidad), con mapas h,, :
U, — R", ysea {C,} un refinamiento compacto (es decir, C, es compacto para todo «,
Cq € U, v la unidn de los C, cubre todo M). Para cada § > 0, definimos N(6) € F(M,R),

que consiste de las g tales que, para todo a:

19al < 5

‘;ixi <d
ayi«gng <5

En todos los puntos de hy(C,), donde g, = g o h;l, para todo i, j = 1, ..., n. Si tomamos
los conjuntos N (&) como entornos de 0 en el espacio vectorial topolégico F(M, R), entonces
tenemos definida la topologia C2.

Los conjuntos de la forma f + N(J) forman una base local de f, para cualquier f. Las

g en este conjunto cumplen:

[fr = gal < 8

8Z%Xj_;%ffj<6

En todos los puntos de h(C,) y paratodo i, j = 1,...,n.

Se T’ una topologia C? definida de forma analoga pero con otro cubrimiento. Para que
nuestra definicion sea relevante, querremos T = T”. Aplicando el Lema 2.5 con los cam-
bios de coordenadas entre los dos cubrimientos, conseguimos encajar N(§) en N’(§) y
viceversa. Por lo tanto, T = T".

Decimos que una variedad es cerrada si es compacta y su borde es vacio. Probaremos
ahora que en este contexto las funciones de Morse son genéricas desde el punto de vista

de la topologia C2.
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Teorema 2.6

Si M es una variedad cerrada, entonces las funciones de Morse son abiertas y densas en

F(M,R) con la topologia C?.

Demostracion. Sea {(Uj, h;) } un cubrimiento finito de M por entornos coordenados. Tome-
mos {C;} tales que C; C U; para todo i y los C; son compactos y cubren todo M (es decir,
un refinamiento compacto).

Diremos que f es “buena” en S C M si no tiene puntos degenerados en S.

Primero probaremos que las funciones de Morse son abiertas. Usando el Lema 2.4 te-
nemos que existe §; tal que todas las funciones en f + N(J;) son buenas en C;. Tomando
N =(Ni<i<n N(;) tenemos un entorno de funciones de Morse.

Ahora probaremos que las funciones de Morse son densas. Sea N un entorno de f.
Definimos A : M — R tal que A = 1 en un entorno de C; y A = 0 en un entorno de M — Uj.
Para L € Hom(M, R) definimos fi(p) = f(p) + A(p)L(hi(p)).

f1y f coinciden por completo, excepto en un compacto contenido en U;. Para que f

pertenezca a N, alcanzara con lo siguiente (tomamos L(x) = L(x1, ..., Xp) = Xp_, &Xk):

AR (%) 2oy fexiel < 6

A(A(h' (%) YE_; bex)

' axi =t < 5
(AR (%)) ZE_, exx)

: 3xiz9xjk : < 5

Donde tomamos & tal que N(8) € N. Al estar en un compacto, las derivadas de A(h;*(x))
estan acotadas. Las derivadas de 3;_, fxx pueden ser tan chicas como queramos. Por lo
tanto, usando un razonamiento analogo al de la prueba del Lema 2.5, tenemos que pode-
mos elegir ¢ de tal forma que fi € N(§) € Ny fi no tenga puntos degenerados en C; (por
el Lema 2.3).

Por el Lema 2.4 podemos encontrar N(J;) tal que fi + N(8;) € N no contiene ninguna
funcién con puntos degenerados en C;. Aplicando el razonamiento a f + N(J;), podemos
encontrar una funcién f; que no tenga puntos degenerados ni en C; ni en C, y un entorno
f2 + N(8,) tal que todas las funciones en él también cumplan esto. Aplicando este razona-

miento sucesivamente, como los C; cubren toda M, llegamos a la funcién f deseada. O
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Con esto finalmente nos encontramos en condiciones de probar lo siguiente:

Teorema 2.7

Toda triada suave (W, Vp, V1) admite una funcion de Morse.

Demostracion. Por el Lema 2.2, tenemos una funcién f : W — [0, 1] suave que cumple
£71(0) = V4, £71(1) = V; y tal que existe un entorno U de oW tal que los puntos criticos de
f estan todosen W — U.

Como W es normal, tenemos que existe V abierto tal que V C U. Tomemos un cu-
brimiento {U;} finito tal que todo U; pertenezcan o bien a U o a W — V. Tomemos un
refinamiento compacto C; y llamémosle Cy a la unién de todos los C; contenidos en U.

Aplicando a Cy un razonamiento analogo al del teorema anterior, podemos encontrar
un entorno N tal que f + N no contiene ninguna funcién con puntos degenerados en Cy.
Ademés, existen a, b tales que 0 < a < f(p) < b < 1 para todo p en el compacto W — V.
Tomemos entonces un entorno N’ de f tal que ninguna funcion en N’ tome los valores 0
nilenW-V.SeaNy=NNN".

Sin perder generalidad, supongamos que Uy, ..., Ug cubren W — V. Arrancando con f'y
procediendo como en el teorema anterior, llegamos a una funcién f; sin puntos degenera-

dos en M que cumple fi|y = f|v.Porlo tanto, fi es una funcién de Morse en (W, V, V7). O

Lema 2.8

Sea f una funcién de Morse sobre (W,V,, Vi) con puntos criticos p, ..., px. Entonces f

puede ser aproximada por g una funcion de Morse con los mismos puntos criticos y tal que

9(pi) # g(pj) sii # j.

Demostracion. Tomemos dos entornos Uy, U de p; tales que U; C Uy, 71' CW-dWy
ningun p; diferente a p; pertenece a U].

Definamos A : W — [0, 1] de manera que sea suave y valga 1 en U; y 0 fuera de U].
Tomemos & > 0 tal que fy = f + &4 € [0,1] y fo(p1) # fo(pi) sii # 1. Démosle una
métrica Riemanniana a W (ver [ ]) y elijamos ¢, ¢’ de tal manera que 0 < ¢ < ||Vf]|
y VAl < ¢

Sea ¢ = min{e;, 5}. Entonces, fi = f + e cumple f(p1) # f(p;) sii # 1y también

cumple ser de Morse con los mismos puntos criticos. Lo primero lo tenemos por como
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definimos ¢;, mientras que lo segundo se debe aqueen K = {x e W : 0 < A(x) < 1}:

IVf+eAll = [VFIl = el VAl

>c—ec’

v

0

Como en W — U] tenemos f = f, y en U; tenemos que f; es igual a f sumada a una
constante, tenemos lo que buscabamos. Aplicando esta construcciéon sucesivamente para

los de més p;, obtenemos la funcion deseada. m]

Gracias a las funciones de Morse podemos, en cierto sentido, cumplir el objetivo del capitulo
expresando a todos los cobordismos como productos de cobordismos mas simples, como
detallamos a continuacion.

Definicion 2.4

Un valor critico de f : W — R suave es la imagen de un punto critico.

Lema 2.9

Sean f : (W,Vy, V1) — [0,1] yc tal que 0 < ¢ < 1 y ¢ no es un valor critico de f.

Entonces f~1([0,c]) y f([c, 1]) son variedades suaves con borde.

Demostracion. Dado que W ya es una variedad suave, el Gnico lugar donde podria surgir
un problema para que f1([0,¢]) y f~'([c, 1]) sean variedades suaves es en f1(c). Sin
embargo, por el teorema de la funcion implicita, si w € f ~1(c), entonces existen coorde-
nadas x, ..., X, en un entorno de w tales que f se ve localmente como la proyeccién sobre

xp. Como ¢ no es un valor critico, entonces la preimagen de w sera una variedad. O

Con esto podemos decir que el cobordismo (W, Vy, V1, Id, Id) se puede expresar como
el producto de un cobordismo de V; a f~'(c) y un cobordismo de f~!(c) a V;. Teniendo
en mente el Lema 2.8, introducimos la siguiente definicion, que sera muy important en el
capitulo siguiente:

Definicion 2.5

Un cobordismo elemental es una triada (W, V, V") que posee una funcion de Morse con

un tnico punto critico.

Podemos entonces concluir lo siguiente:
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Corolario 2.9.1

Todo cobordismo se puede expresar como producto de cobordismos elementales.
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3. COBORDISMOS ELEMENTALES

En la siguiente definicién tomamos |x|? = Z?:l x? 'y, andlogamente, |y|* = X1, xZ.

Definicién 3.1

Sea f una funciéon de Morse en una triada (W, Vp, V1). Un campo de tipo gradiente de

f es un campo & que cumple lo siguiente:

(€(p),Vpf) > 0 sip noes un punto critico.
Dado un punto critico p de f, existe un entorno U de p que admite coorde-
nadas (X1, ..., X3, X341, .- Xn) tales que se cumplen f = f(p) — |x|* + |y|*> y

E= (X1, ey =XN, XQt1> -» Xn)

vf

Figura 4: Un ejemplo de un campo de tipo gradiente ¢ para f. p es un punto critico de f.

La motivacion para definir los campos de tipo gradiente es que estos podran reemplazar
Vf en todos los razonamientos que nos seran relevantes, a pesar de ser estrictamente mas
flexibles. Especificamente, la ventaja que tienen los campos de tipo gradiente es que, fijada
f, hay muchos campos de tipo gradiente (en contraste con el caso del gradiente, que es

unico), lo cual nos permitira manipularlos para que cumplan ciertas propiedades.
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Citamos sin prueba el siguiente teorema:

Teorema 3.1 (Teorema del flujo tubular)
Sean M C R™ una variedad suave de dimension m, X € X"(M) = {F : M — R" :
F(x) € M ,Vx € M y F es una funciéon C"}, y p € M un punto regular de X. Sea

C={(x},...,x™) € R™;|x!| < 1} y sea Xc el campo vectorial en C definido por Xc(x) =
(1,0,...,0). Entonces existe un difeomorfismo C", h : V, — C, para algiin entornoV,, de p

en M, el cual lleva trayectorias de X a trayectorias de Xc.

Lema 3.2

Para toda funcion de Morse f definida en una triada (W, V;, V1) existe un campo de tipo

gradiente ¢.

Demostracion. Sean py, ..., px los puntos criticos de f. Por el lema de Morse, existen al-

rededor de cada p; coordenadas (X,7) = (xi,...,x' x! x,’1) en un abierto U; tales que

i’ A+1
f = f(p) — |x|?> + |y|%. Sea V; un entorno de p tal que V; C Uj, y sean Uy = Ule UyW =
Ule Vi, donde k es el nimero de puntos criticos de f.

Ningtn p’ € W — U es un punto critico. Por lo tanto, podemos elegir coordenadas
X, ..., X;, en un abierto U’ tales que f(x;, ..., x,) = f(p") + x]. Esto lo hacemos aplicando el
teorema del flujo tubular a Vf en un entorno suficientemente chico de p’ y tomando como

coordenadas las del campo Xc.

Como W — U es compacto, podemos encontrar entornos U, ..., U,, tales que:

1.l W-U,cU/u..ul,
1 "
Vo N U/ = @ para todo i

U/ tiene coordenadas x7’, ..., x, tales que f(x{’,...,x;) =c+ x| en U/

. i i i ,
En cada U; € U, tenemos un campo vectorial (—x, ..., =X xAH,xn), y en cada U/ te-
. 9 . .
nemos el campo vectorial =57 = (1,0, ...,0). Combinando estos campos mediante una par-
1

ticién de unidad, llegamos al campo vectorial ¢ deseado. Este cumple la segunda condicion
de la definicion de campo de tipo gradiente gracias a que V, N U/ = @. La primera se cum-
ple gracias a que el producto interno es lineal en la primera variable y que los campos

vectoriales que usamos para crear ¢ todos cumplen la condicion por construccion. O
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De ahora en mas identificamos la triada (W, Vp, V;) con el cobordismo (W, V, V1, iy, i1),
donde iy : Vj — Vy e iy : Vi — V; son las funciones identidad.
Definicién 3.2

Una triada es un cobordismo producto si es difeomorfa a (Vo X [0, 1], Vo X {0}, Vo x {1})

Teorema 3.3

Si (W, V,, V1) tiene niimero de Morse 0, entonces es un cobordismo producto.

Demostracion. Sea f una funcién de Morse en (W, V;, Vi) que carece de puntos criticos.
Por el Lema 3.2, podemos tomar un campo de tipo gradiente £ para f. Este campo nunca
sera nulo, gracias a la ausencia de puntos criticos (de otra manera no cumpliria la pri-
mera condicion de la definicion). Dividiendo &(p) entre (£(p), V, f) obtenemos ¢’ tal que
(&' (p), Vpf) =1 para todo p.

Si p pertenece a oW, tomando coordenadas xy, ..., x,, podemos extender a f (vista en R”
a través de una carta y aplicando la Definicion 1.1) a una funcién g definida en un abierto
de R". De esta manera extendemos a ¢’ expresado en estas mismas coordenadas. Con esto
nos encontramos en condiciones para aplicar el teorema de existencia para ecuaciones
diferenciales ordinarias localmente en todo W (ver [ D.

Sea ¢ : [0,1] — W una curva integral de &’. Luego tenemos w =& (p), Vpf) =1
idénticamente. Por lo tanto, (f o ¢)(t) =t + ¢, con ¢ € R. Haciendo un cambio de variable,
Y¥(s) = ¢(t — c), obtenemos una curva integral que satisface (¢ (s)) = s.

Cada curva integral puede ser extendida de forma tinica a un intervalo maximal, que de-
be ser [0, 1] porque W es compacta. De otra manera, tendriamos un punto de acumulacion
donde f tenderia a infinito, lo cual es absurdo. El intervalo es [0, 1] porque f(¥/(s)) =s,y
el intervalo maximal solo puede detenerse en los bordes porque ¢’ no se anula en ningin
punto. Por lo tanto, para cada y € W existe ¢/, : [0,1] — W tal que f(¢/,(s)) = sy ¢, pasa
por y. Tenemos que ¥/, (s) es diferenciable en y por la diferenciabilidad con respecto a las
condiciones iniciales y en s por la diferenciabilidad de la solucion en si. En ambos casos
podemos concluir esto gracias a la diferenciabilidad de &’; esta, a su vez, se debe a que &’
lo construimos combinando finitos campos diferenciables linealmente.

El difeomorfismo que buscamos entonces esta dado por h : Vy X [0,1] — W tal que
h(o,t) = Y(t), con h™! dada por h™!(y) = (¥y(0), f(y)). La suavidad de h se deduce de
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la suavidad de ¢ en ambas variables y la suavidad de h™! se deduce de la misma suavidad

junto con la suavidad de f. O

Corolario 3.3.1
Sea W una variedad compacta sin borde. Existe un entorno de oW (llamado entorno
collar) difeomorfo a oW x [0, 1).

Demostracion. Por el Lema 2.2 existe f tal que todos los puntos criticos estan fuera de un
entorno de oW. Por lo tanto, restringiendo f y aplicando el teorema, existe ¢ > 0 tal que

£71([0,¢]) es difeomorfo a W x [0, 1], de lo que se deduce rapidamente el corolario. O
Definicion 3.3
Una subvariedad conexa y cerrada M"™! C W" — 9(W") se dice bilateral cuando existe

un entorno U de M en W tal que U — M tiene dos componentes conexas.

Corolario 3.3.2

Sea M una subvariedad de W tal que todas sus componentes son bilaterales. Entonces

existe un entorno de M (llamado entorno bicollar) difeomorfo a M x (—1,1) tal que

M X 0 corresponde a M.

Demostracion. Como cada componente de M puede ser cubierta por abiertos disjuntos,
podemos considerar el caso en el que M tiene una sola componente conexa.

Sea U un entorno de M contenido en un entorno que se separa en dos componentes
conexas al remover M. Entonces podemos ver a U como dos subvariedades U; y U, tales
queU=U; UU, y Uy NU; =9U; =9U, = M.

Procediendo como en el Lema 2.2, construimos una funcién suave ¢ : U — R tal
que ¢ no tiene puntos criticos en M, ¢ < 0 en U-U, p =0enMye¢p > 0en U -
U,. La tnica diferencia sustancial en el método esta en la definicién de las f; tales que
U; intersecta a M (notar que estos U; no guardan relaciéon alguna con los U; y U, de esta
prueba). En ese caso, definimos las coordenadas x, ..., x, de forma que todo x € h;(U; N
M) tiene coordenada n-ésima igual a 0, lo cual puede requerir haber tomado un U; de la
forma correcta. Especificamente, vamos a querer uno que surja como unioén de dos entornos

coordenados, uno en U; y otro en U,. Una vez tenemos las coordenadas deseadas, definimos

32



L(x) = x, y procedemos de la misma manera que en el resto del lema. Teniendo a ¢,
podemos elegir un abierto V de M tal que V C U tal que ¢ no tiene puntos criticos en V.
Sean ¢, ¢’ > 0 tales que —2¢ es el infimo en U, — V' y 2¢’ es el supremo en U; — V. Enton-
ces, 91 ([—¢ ¢’]) es una subvariedad compacta de V de dimensién n con borde ¢~!(—¢) N
¢ 1(¢’), y ¢ es una funcién de Morse en ella. Aplicando el teorema, obtenemos el resulta-

do. O

Volvemos a un teorema de la seccién 1, que nos permite pegar dos triadas con bordes
difeomorfos.
Teorema 3.4
Sean (W, Vo, V1) y (W', V/, V) dos triadas suaves y h : Vi — V| un difeomorfismo.
Entonces existe una estructura suave S en W J, W’ tal que S es compatible con las
estructuras suaves de W y W’. Es decir, los mapas de inclusioni : W — W{J, W’ e
i W — WU, W’ son difeomorfismos sobre Im(i) e Im(i’) respectivamente. S es

tinica a menos de un difeomorfismo que deje fijos a Vo, h(Vy) = V] y V.

Demostracion. Primero probaremos la existencia de S. Por el Corolario 3.3.1, tenemos
que existen Uy, U] entornos collar de V; y V| y difeomorfismos g; : V; x (0,1] — Uy,
g2 : V] x[1,2) — U tales que g1(x,1) = x y go(x’,1) = x".

Definamos g : V] X (0,2) — W |J, W’ de la siguiente manera:

i(g1(x, 1)) sit e (0,1]
i’(g2(h(x),t)) site[1,2)

g(x,t) =

Para definir S alcanza con definir estructuras diferenciables compatibles en abiertos
que cubran a W (J, W’. Tenemos que j(W - Vy), j"(W’ = V/) y g(V1 X (0, 2)) son abiertos
que cubren a W | J;, W', y las estructuras que definen son compatibles por construccion de
g.

Ahora probaremos la unicidad. Sea S una estructura diferenciable para W | J, W’. Por
el Corolario 3.3.2 existen un entorno bicollar U de V; en W |, W’ y un difeomorfismo g :
Vix(=1,1) — U con respecto a S tales que g(x, 0) = i(x). j~L(UNj(W)) y i H(UN'(W))

son entornos collar de V; y V/ en W y W’. Con esto tenemos que S surge como pegado
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de dos entornos collar de la misma manera que probamos la existencia. Usando [ ,

pag. 63] obtenemos el resultado. O

Supongamos ahora que tenemos triadas (W, V,, V1) y (W', V/,V)) con funciones de
Morse f'y f’ que van a [0, 1] y [1, 2] respectivamente. Construyamos campos de tipo gra-
diente &, & en W, W’ respectivamente, normalizados de manera que (&, Vf) = 1, (¢, V') =
1 excepto en un entorno pequefio de cada punto critico.

Lema 3.5

Dado un difeomorfismoh : V| — V/, existe una tinica estructura diferencial S en WU, W’
que hace compatiblesa f con f' ya& con &’ (preservando diferenciabilidad en ambos casos)

y manteniendo las estructuras diferenciales de W y W'.

Demostracion. La prueba es analoga a la del teorema anterior, con la salvedad de que la
estructura diferencial correspondiente a g(V; X (0, 2)) la elegimos de manera que las curvas
integrales que surgen como concatenacion de las curvas integrales de £ y ¢’ sean suaves, lo
cual se puede hacer con un homeomorfismo a un entorno producto de 0 en R”, donde n es
la dimension de W. Esta condicién es necesaria, ya que de lo contrario el campo resultante
de combinar ¢ y ¢ seria suave sin que sus soluciones sean suaves. Como esto define la
estructura diferencial por completo (antes teniamos libertad solamente a la hora de elegir

la estructura diferencial sobre g(V; X (0, 2)), se deduce la unicidad. O

Corolario 3.5.1
W Uy W, Vo, Vy) < p(W, Vo, Vi) + (W7, V/, V)

Sean (W,V,V’) una triaday f : W — R una funcién de Morse en ella. Consideremos
¢ un valor critico con un Unico punto critico. Sean a,b € R tales que a < ¢ < b y no hay
valores criticos distintos de ¢ en [a, b]. Tomemos V; = f~(a) y Vg = f~1(b).

Sea p el punto critico que corresponde a c. Por ser f una funcion de Morse, existe un

entorno difeomorfo a B(p, 2¢) tal que se cumplen f = f(p) —x* — ... — x/z1 + x/ZH1 +..+x2y
&= (—x1, ..., =X}, XA+1, ---» Xn) dada una carta apropiada, la cual llamaremos g.

Definimos V_, := f~!(c — &%) y V. := f(c + ¢*). Podemos tomar ¢ suficientemente
chico para que V_, esté entre Vi y f~1(c), y V. esté entre f~!(c) y Vg. También podemos
definir coordenadas (v, §) en el disco abierto (D")°, donde v € S" !y 6 € [0,1).
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Definimos el encaje caracteristico ¢ : S~ x (D"")° — V_, de la siguiente manera:
¢(u, 6v) = g(eu cosh(6), v sinh(0))

Uno puede verificar sin mucha dificultad que el encaje caracteristico es efectivamente
un encaje.

Ahora, cada x € V_, puede ser llevado a V; mediante las curvas integrales, ya que no
hay puntos criticos entre a y ¢ — £2. Esta funcién compuesta con ¢ se llamara ¢; . Definimos
St == @1 (S*! x {0}). Definimos D; tomando todas las trayectorias de S; a p y uniéndolas
a S;. Notemos que todos los puntos de S; tienden a p al fluir por &, ya que ¢ (S~ x {0})
tiene coordenadas no nulas solo hasta el indice A.

Definimos un encaje caracteristico analogo ¢ : (D*)° x S(*)=1 — V__ por ¢(u,v) =
g(eu sinh(0), ev cosh(0)). Luego procedemos andlogamente para definir Sg y Dg. Resu-
miendo:

Definicion 3.4
N Definimos los siguientes conjuntos para un campo de tipo gradiente & y un punto critico p

dados, denotando por Z; al flujo de & y asumiendo el contexto de los parrafos anteriores:

St(p) = {x € f'(a) : lim;_,co = p}, la esfera a izquierda de p.
Di(p) = {x € f'a,p] : lim;o = p}, el disco a izquierda de p.
Sr(p) = {x € f1(b) : lim;—,_o = p}, la esfera a derecha de p.

Dr(p) = {x € f[p,b] : lim;,,_o = p}, el disco a derecha de p.

Eeﬁnicién 3.5

Sean V una variedad de dimensionn — 1, ¢ : S*™' x D"* — V un encaje y x(V, ¢) la
variedad que surge de cocientar V — @(S*™1 x {0}) ||(D*)° x S"*~! mediante la relacion
de equivalencia ¢(u, Ov) = (6u,v). Si V' es difeomorfa a y(V, @), decimos que puede ser
obtenida mediante cirugia en'V de tipo (A,n — ).

x(V, @) tiene una base numerable porque V — ¢(S*~! x {0}) y (D*)° x S" ! tienen
bases numerables. Es una variedad topoldgica porque pegamos dos variedades topologi-

cas mediante un homeomorfismo (en particular, un difeomorfismo). Finalmente, es una
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variedad suave porque podemos definir una estructura diferencial en ambas, y hacerlas
compatibles porque ¢ es un difeomorfismo.

Una cirugia en una variedad M de dimensién n—1 lo que hace, en definitiva, es remover
una esfera de dimensién A — 1y reemplazarla por una esfera de dimensién n — A — 1. Con
los dos resultados siguientes pobraremos que esto es equivalente a hacer que M “atraviese”
un cobordismo elemental (ver Definicién 2.5):

Teorema 3.6
SiV’' = x(V, @) puede ser obtenida a partir de V mediante una cirugia de tipo (A, n — 1),

entonces existe un cobordismo elemental (W,V,V’) y una funciéon de Morse f : W — R

con exactamente un punto critico, de indice A.

Demostracion. Sea L) el conjunto de puntos (¥, ) en R* xR que satisfacen —1 < —|¥|*+
1512 < 1y |¥||g] < sinh(1) cosh(1). L, es una variedad diferenciable. Le llamaremos borde
izquierdo a los puntos que cumplen —|%|> + |j|> = —1. Es difeomorfo a $*~! x (D" 4)°
mediante el mapa (u, 0v) — (ucosh(8),vsinh(0)), 0 < 6 < 1. Andlogamente, el borde
derecho seran los puntos que cumplen —|¥|? +|§|? = 1, y sera difeomorfo a (D*)° x §"~4-1
mediante el mapa (6u, v) — (u sinh(6),v cosh(0)).

Consideremos las trayectorias ortogonales a las superficies —|X|? + |¢j|> = ¢ con ¢ € R.
Como el gradiente de g(X,7) = —|¥|? + |j|? es perpendicular a estas superficies, podemos
tomar las soluciones a la ecuacion diferencial que definen (X, %) como condicién inicial
y % como campo. De esta manera, la trayectoria que pasa por el punto (X, ) puede ser
parametrizada mediante el mapa t +— (tX, ¢ 7). Si X o 3 son 0 esta trayectoria es una linea
recta tendiendo al origen. Si X e 3 son distintos de 0, al seguir las trayectorias podemos
definir un mapa del borde izquierdo al borde derecho mediante (u cosh(8),v sinh(8)) —
(u sinh(6),v cosh(0)).

Ahora construiremos una n-variedad que llamaremos w(V, ¢). Empezaremos con la
unioén disjunta (V —¢(S*1x0))xD! | | L;. Paracadau € S0 € S"*1,0 € (0,1),c € D!

identificaremos el punto (¢(u, 6v), ¢) con el Gnico punto (X, y) € L, tal que:
—Z7 +1gl* = ¢ (1)

(X, ) yace en la trayectoria ortogonal que pasa por (u cosh(0), v sinh(6)) (2)
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Por la dependencia diferencial con respecto a las condiciones iniciales, la diferenciabilidad
de las soluciones y la diferenciabilidad de ¢, esta correspondencia define un difeomorfismo
entre ¢(S*71 x ((D"*)° - 0)) x D' y L; N (R* = 0) x (R*™* —0). Por lo tanto, w(V, ¢) es
una variedad suave por las mismas razones que en la Definicion 3.5.

o(V, p) tiene, de forma anéloga a L, un borde izquierdo (—|X|? +|3|? = —1) y un borde
derecho (—|X|? + |§|? = 1). El borde izquierdo puede ser identificado con V de la siguiente

manera (tomando z € V):

(z,-1) € (V= (ST x0)) x D' siz¢ (S x0)
(ucosh(6),vsinh(0)) € L, si z = ¢(u, 0v)

El borde derecho puede ser identificado con y(V, ¢) de la siguiente manera:

(z,1) € (V= p(S*1x0)) x D' parazeV —o(S*!x0)
(u sinh(8),v cosh(0)) € L, para (fu,v) € (D*)° x §"1

Definimos f : w(V, ¢) — R de la siguiente manera:

f(z,c)=c si(z,¢) € (V—(S*1x0)) x D!

&y =X +|y)* si(X 7)€Ly

Supongamos que wy € ¢(S*1x((D"*)°—0))xD' y tomemos wy = (2o, o) y Wo = (X0, To)-
Entonces, (2o, o) = co = —|xo|?+|yo|®, donde la Gltima igualdad se da por cémo definimos
. Por lo tanto, f esta bien definida.

f es de Morse porque derivar segtin ¢ nunca daré 0, y el tinico punto critico de —|x|?+|y|?

es (0,0), que es claramente no degenerado y de indice A. O

A partir de este momento, w(V, ¢) denotaré la variedad construida en la demostracién
anterior.
Teorema 3.7

Sea (W,V, V") un cobordismo elemental con encaje caracteristico ¢y : S*~* x (D" 4)° —

V. Entonces (W, V,V’) es difeomorfa a la triada (o(V, @), V, x(V, ¢1)).
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Demostracion. Usando la notacion de la definicién de cirugia conV = Vp y V’ = V4, tenemos
por el Teorema 3.3 que (£~ ([co, c=¢%]), V,V_o) y (f 1 ([c+£% ¢1]), Vi, V') son cobordismos
producto. Primero probaremos que (W, V,V’) es difeomorfa a (W,, V_, V;) y luego también
que (w(V, 1), V, x(V,¢r)) es difeomorfa a (w(V_, ¢), V_¢, x(V_¢, ¢)), con lo que bastara
probar que (W, V_., V;) es difeomorfa a (w(V_,, ¢), Ve, ¥(V_¢, 9))

Notemos que podemos tomar |&(p)| = 1si f(p) < c— &2 o f(p) > ¢+ & gracias a la
construcciéon del Teorema 3.3. Definamos h : [a, b] — R suave que cumpla h([a, c—¢%]) =
¢ — ¢ — aidénticamente y h([c + £% b]) = b — ¢ — £? idénticamente. Definimos un campo X
sobre W mediante X (p) = h(f(p))&(p). Este campo es suave porque h, f y & son suaves,
por lo que su flujo X; es un difeomorfismo sobre su imagen para todo t. En particular, X;
es el difeomorfismo entre (W, V,V’) y (W, V_,, V;) que buscamos.

Notando que X; lleva o7 (S*! x 0) a ¢ (S*7! x 0), podemos llevar V — ¢ (S*' x 0) a
V_(S*1x0) mediante X;. Extendiendo a L; como la identidad, tenemos entonces definido
un difeomorfismo entre (o (V, ¢r),V, x(V,0L)) v (0(V-¢, @), Ve, x(V_¢, 0)).

Definamos un difeomorfismo k : w(Ve, ¢) — W, de la siguiente manera:

Si(z,t) € (V_.—p(S*1x0))x D! entonces definimos k(z, t) como el tinico punto de W,
tal que k(z, t) yace en la curva integral que pasa por z y f(k(z,t)) = £*t +¢. Si (X,7) € L,
definimos k(X, §) = g(eX, €7)).

Como g manda trayectorias ortogonales en Ly a curvas integrales en W,, k esta bien
definido. k es un difeomorfismo sobre (V_, — (S~ x 0)) x D' por la diferenciabilidad
con respecto a las condiciones iniciales y la diferenciabilidad de las soluciones. k es un

difeomorfismo sobre L; porque g lo es. O

Corolario 3.7.1

Un cobordismo elemental no puede ser un cobordismo producto.

Definicion 3.6

| Un retracto de deformacion de un espacio topologico W es un subespacio A de W tal
que existe una homotopia F : W X [0,1] — W tal que para todo x € X y para todoa € A
tenemos F(x,0) = x, F(x,1) € A yF(a, 1) = a. F serd llamada retraccion de W en A.

Intuitivamente, un retracto de deformacion es un subespacio al que podemos reducir a

W continuamente, preservando asi en el proceso todas sus invariantes homotdpicas.
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Teorema 3.8
Sea (W,V, V') un cobordismo elemental que posee una funcion de Morse con un tinico
punto critico, de indice A. Consideremos el Dy, asociado a un campo de tipo gradiente fijo

&. Entonces V' U Dy es un retracto de deformacion de W.

Demostracion. Por el teorema anterior podemos asumir que para el encaje caracteristico

or : S x (D"4)° — V tenemos:
W =o(V, 1) = (V - (8" X 0)) x D' LI L)

La segunda igualdad es mddulo las identificaciones ya especificadas. Ahora Dy, es el

disco
{(x,9) € Ly : |y| =0}

SeaC={(X,y) € L) : |j| < 1—10} un entorno cilindrico de Dy.

Definimos retracciones de deformaciéon r, de WaVuUCyr/deVUCaV UD;. Al
componer estas dos obtendremos la retraccién que buscamos.

Primero definiremos r;. Para cada (v,¢) € (V — ¢ (S x (D"4)°)) x D! definimos

r+(v,¢) = (v,¢c — t(c+ 1)). Para cada (X, y) € L, definimos r; de la siguiente manera:

*y  silyl<g
Eopi) sifilz 4
donde p = p(X,7,t) es el maximo de ﬁﬁl y la solucién real positiva para p de la ecuacion
1 2m2 ez
P 91° = (=IXI"+ [yl (A -1) -t
Para || > % la ecuacidn tiene una unica solucién positiva, la cual varia continuamente.

Es claro que ri(c) = ¢ sic € C (de hecho, r;(c) = ¢ para todo t). También es claro que

ro es la identidad, ya que en ese caso p = 1. Finalmente, si t = 1y (X,7) ¢ C, tenemos

1X|*
—
una retracciéon bien definida de W aV U C.

+ p?|g|? = —1. Esto significa que r(X, 1) = (%,pﬂ) pertenece a V. Por lo tanto, r; es
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Ahora definiremos r;. Fuera de C sera la identidad (este caso no es de interés). Si (X, 9) €

C definimos a r;(X, j) de la siguiente manera:

(x,(1-ty) si|¥?<1

- - . =12 1
(x, ay) sil<|X|]* <1+ 5

- - X|2— . . .

donde @ = a(x,y,t) =1 —t+1t |x||g—‘21 Claramente, rj es la identidad y r{(c) = c si

¢ € C (una vez mas, se da que r/(c) = c). Tomemos un (X, ) genérico. Si |X|* < 1, entonces
IX]2-1

r{(X,9) = (X,0) € D1.Si1 < [¥|* < 1+ﬁ,entonces ri(%,9) = (%, Wﬁ), que pertenece

- X|2—=1,-
aV,yaque —|X|> + (4 |’T!|7‘21 17)? = —1.

Tomemos una sucesion (X, 7,) tal que |x,|? > 1 para todo n y lim, e |X,|> = 1.

Entonces, silim,_, |y5| > 0, tenemos que lim,, o 1 (X3, Yn) = (X, (1-1)7) Silim, .« [y] =

- X|2— —
0, entonces lim, e |ay,|? < (J1—t]|+]t llxyl |21 1)2|g,|2. Ignorando |1 — t| por ser constante,

tenemos lim, o |ay,|? < |lim, et |i}:‘_21 12|9n|? = limp—o|ty/|X|2 = 1|2 = 0. Por lo tanto,
r, es continua, ya que la definimos por casos con dos funciones continuas, y probamos que
es continua en los puntos que cumplen |X|?> = 1, que son los Ginicos que no son interiores a
donde definimos las funciones. Concluimos que r; es la retraccion que, compuesta con ry,

nos permite obtener el resultado. O

Corolario 3.8.1

H.(W,V) esisomorfoaZ en dimension A y trivial en el resto. Un generador para Hy(W, V)

es representado por Dy,

Demostracion.

H.(W,V) =2 H(VUD.V)
= H*(DL, SL)

donde el segundo isomorfismo es por el teorema de excision.

H.(Dp,SL) = Z si la dimensidn es A y es trivial si no. O

Ahora hablaremos de como expandir los resultados anteriores a casos con mas de un punto

critico.
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Supongamos que (W,V,V’) es una triaday f : W — R es una funcién de Morse con
puntos criticos py, ..., pr todos en el mismo nivel y de indices Ay, ..., Ax respectivamente.
Eligiendo un campo de tipo gradiente, obtenemos encajes caracteristicos disjuntos ¢; :
S%=1 x (D"*)° — V. Construimos w(V, ¢y, ..., ¢x) de la siguiente manera: empezamos

con la unién disjunta

(v - ij (847 % 0) x D! | O Ly
i=1 i=1

Para cadau € S$"~10 € "% 9 € (0,1),c € D! identificamos el punto (¢;(u, 6v), c)

en el primer sumando con el Gnico punto (X, ) € L, tal que

— X+ 51° = (3)

(X, y) yace en la trayectoria ortogonal que pasa por (u cosh(0), v sinh(6)) (4)

Como en el Teorema 3.7, probamos que W es difeomorfa a w(V, ¢4, ..., 9k ). De esto se
deduce, como en el Teorema 3.8, que VUD; U...U Dy es un retracto de deformaciéon de W,
donde D; es el Dy, correspondiente a p;. Finalmente, si A; = A; = ... = A entonces H,.(W, V)

es isomorfo a Z ® ... ® Z en dimensioén vy trivial en el resto. Los generadores de Hy (W, V)

estan representados por Dy, ..., D.
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4. REORDENAMIENTO DE COBORDISMOS

De ahora en méas usaremos c para denotar un cobordismo, en lugar de una clase de
cobordismos. Si un producto de cobordismos elementales cc’ es equivalente a un producto
de cobordismos elementales dd’ de manera que se da que c y d’ tienen el mismo indice y
¢’ y d también (con un indice potencialmente distinto al de ¢ y d’), entonces decimos que
el cobordismo cc” puede ser reordenado. El objetivo de este capitulo sera probar que todo
cobordismo puede ser reordenado de manera conveniente.

Recordemos que en la triada (W, Vy, V1) para cc’ existe una funciéon de Morse f : W —
[0, 1] con dos puntos criticos p y p’ tales que el indice de cesel de py el de ¢’ el de p’ y
f(p) < % < f(p’). Dado un campo de tipo gradiente & para f, las trayectorias que nacen
en p intersectan a V = f7!(3) en Sg, y las trayectorias que mueren en p’ intersectan a V
en S/ . Ahora probaremos que cc’ puede ser reordenado si Sg N S} = @

Teorema 4.1

Sea (W, Vy, V1) una triada con funcion de Morse f con puntos criticos p, p’. Supongamos
que para una eleccién de campo de tipo gradiente & el conjunto compacto K, de los puntos
pertenecientes a trayectorias que nacen o mueren en p es disjunto del conjunto analogo

Ky. Si f(W) =[0,1] ya,a’ € (0,1), entonces existe una funcion de Morse g tal que:
& es un campo de tipo gradiente para g.

Los puntos criticos de g siguen siendo p, p’, y ademas g(p) =a yg(p’) =a’.

g esiguala f cercadeVyUV; yesiguala f+c conc € R en algiin entorno de

p y en algin entorno de p’.

Demostracion. Claramente todas las trayectorias que pasan por puntos fuera de K = K, U
K,y van de V; a V;. La funcién 7 : W — K — V; que asigna a cada punto ¢ € W — K la tnica
interseccion de su trayectoria con V; es suave, ya que el difeomorfimo que construimos
en el Teorema 3.3 lo es, y 7 es la primer coordenada de h™!|y_g. Ademas, cuando g esta
suficientemente cerca de K tenemos que 7(q) esta cerca de K en V;. Se deduce que si p :

Vo — [0, 1] es una funcion suave igual a 0 cerca de K, NV, = S e igual a 1 cerca de K;y NV},
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entonces p se extiende de forma tnica a una funcién suave i : W — [0, 1] que es constante
en cada trayectoria, 0 cerca de K, y 1 cerca de K.

Definamos una nueva funcién de Morse g : W — [0, 1] mediante g(q) = G(f(q), 1(q))
donde G(x,y) : [0,1] X [0,1] — [0,1] es una funcién suave con las siguientes propieda-

des:

Para todo x e y, %(x, y) >0
G(f(p)r0)=ayG(f(p). 1) =d
G(x,y) = x si x estd cercade 0 o de 1

oG . ,
22(x,0) = 1si x esta en un entorno de f(p)

=l [&] [2] [=] [7]

oG . ,
22(x,1) = 1 si x esta en un entorno de f(p’)

Ahora verificaremos que g es la funcién que buscamos. g = f cerca de V; U V] se debe
a la propiedad c. g = f + ¢ en algin entorno de p y en algin entorno de p’ se debe a las
propiedades d y e y a que p es idénticamente 0 en un entorno de p y de p’. En rigor, para
i=1,..,n:
WG _9Gof | 3G _ of
0X; ox ox; JyYy ox;  Ox;
Por lo tanto, f y g coinciden a menos de una constante. Con esto tenemos que g cumple
la condicién 3).
A continuacién probaremos que se cumple la condicién 1). Lo que haremos es probar
(¢, Vg) > 0, donde £ esun campo que usamos para construir £ en el Lema 3.2, ya que, en
un entorno de cualquier punto, ¢ es una combinacién lineal de estos. Primero, si f es uno

de los campos definidos en los U; (donde estos son, una vez maés, los del Lema 3.2):

(EVG(F ) = (=1, o =X2s X415 oo %), VG (L 1))

A — n —
Z aG(f, Z oG (f,

— ox; . ox;
i=1 i=A+1

3G (f-1)

Calculemos el valor de 8(x~ , usando que y es idénticamente 0 en el entorno de p donde

esta definido /i (esto podemos hacerlo porque los entornos de p y p’ no pueden intersec-
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tarse), y tomando i < A:

G _ 96 of G o
ox; ox dx;  dy Ix;
_dG of
= Ea_xl

= —2c¢x;

donde ¢ > 0 por la propiedad a. Notar que este calculo prueba, también, que p es un
punto critico, y que es el Gnico en el entorno, por lo que solo nos quedaria probar que
no hay puntos criticos fuera de los entornos de p y p’ con los que estamos trabajando.

Anélogamente, sii > A+ 1, el resultado sera 2cx;. Juntando todo:

n

EVG(f.m) = ) 2()" > 0

i=1

Ahora, si rf es de los campos definidos en los U;:

(EVG(£, ) = ((1,..,0), VG(f, )

_oG(f, 1)

B ox1

_9Gof G I
~oxox | oy oxy
3G

T ox

>0

donde la ultima igualdad se debe a que ;—)J; = 1 por construccion y j—xﬁl = 0 porque las

soluciones de §A se mantienen siempre en la misma trayectoria, también por construccion.
Por lo tanto, g cumple la propiedad 1 si g es una funcién de Morse. Esto ademas prueba
que g no tiene puntos criticos distintos a p y p’. Usando b, concluimos que g cumple la
propiedad 2.

Finalmente, resta verificar que g efectivamente es una funcion de Morse. Ya tenemos
que los puntos criticos son aislados y no estan en el borde, por lo que solo resta verificar

que son no degenerados. Anteriormente habiamos obtenido:
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WG(f7) _

—2¢x; sii <A
8x,-
oG(f, 1
M = 2cx; sid<i
ax,-
2
con ¢ > 0, por lo que det( 29 ) = (=2)* 2" e £ 0. O

ax,-axj

Este teorema se puede extender a una funcion de Morse f con un conjunto de puntos
criticos en un mismo nivel p = {p, ..., p¢} y otro p’ = {p], ..., p,}. La prueba es completa-
mente analoga; la inica modificacion relevante es que K, se define como los puntos que
pertenecen a la trayectoria de algtn p;. K,y se define andlogamente.

Tomemos ahora A igual al indice de ¢ y A’ igual al indice de ¢’ y n = dim(W). Si
dim(Sg) +dim(S;) < dim(V), entonces probaremos que podemos alterar ¢ para que no se
intersecten. Notar que esta condicioén es equivalente a A > 1’

Definicion 4.1
N Un entorno abierto U de una subvariedad M™ C V° que es difeomorfo a M™ x R*™™ de

manera que M™ corresponda a M™ X 0 se llama entorno producto de M™ en V°.

Lema 4.2

Sea V? una variedad con dos subvariedades, M™ y N™. Si M tiene un entorno producto
enV ym+n < v, entonces existe un difeomorfismo h : V. — V suavemente isotopico a la

identidad tal que h(M) es disjunto de N.

Demostracion. Sea k : M X R®™™ — U C V un difeomorfismo con U un entorno producto
de M en V tal que k(M X 0) = M. Sea Ny = U N N y consideremos el mapa g = 7 o k™! |y,
donde 7 : M X R*™™ — RY™™ es la proyeccion natural.

La variedad k(M x X) C V intersectard a N siy solo si X € g(Np). Si Ny no es vacio,
entonces dim(Ny) = n < v — m. Por lo tanto, el teorema de Sard (ver [ ]) muestra que
g(Np) tiene medida 0 en R®~™. Por lo tanto, podemos elegir un punto # € R*™™ — g(Np).

Construiremos un difeomorfismo de V en si mismo que llevara M a k(M X i) y se-
ra isotdpico a la identidad. Construimos un campo vectorial suave £(X) en R°™™ tal que

E(X) =usi|X| < U]y &(X) = 05si|X| < 2|u]. Como ¢ tiene soporte compacto (es decir,
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{% € Ro-™ : £% = 0} es compacto) y R no tiene borde, las curvas integrales i/ (¢, ¥) estan
definidas para todo t € R por el teorema de escape de compactos. Entonces /(0,X) es la
identidad en R*™™, ¢/(1,X) es un difeomorfismo que lleva0a#y ¢(£,X),0 <t < 1, da una
isotopia suave de /(0, X) a (1, X), donde la suavidad se debe a la suavidad de las soluciones
y a la suavidad con respecto a las condiciones iniciales, que se debe a la suavidad de &.

Como esta isotopia deja fijos a todos los puntos fuera de un conjunto acotado en R*™"™,
podemos usarla para definir una isotopia h; : V.— V de la siguiente manera:

b k(g ¢(t,%) siw=k(q%) eU

w siweV-U
La suavidad se debe a que k,  y la identidad son suaves, y a que en un entorno del borde
de U tenemos que h; es la identidad. Claramente h es la identidad, y hy (M) NN = @, ya
que por construccién w = k(g, 0), por lo que hy(w) = k(g, i), que es disjunto a N porque

i no pertenece a Ny. Entonces h = h; es el difeomorfismo que buscamos. O

Recordemos que si tenemos una triada (W, V, V') con una funcién de Morse sin puntos
criticos con un campo de tipo gradiente &, entonces, dados a y b con a < b, las curvas

integrales de = <§,—€f> determinan un difeomorfismo
¥ [a,b] XV — f'[ab]

tal que f(y(t,q)) = t,y ¥(b,q) = g € V, donde estamos identificando V con f~1(b) debido
a que estamos en un cobordismo producto.

Lema 4.3

Sea una triada (W, Vy, V1) con una funciéon de Morse f, un campo de tipo gradiente &, un
nivel no critico V.= f~1(b) y un difeomorfismoh : V.— V que es isotépico a la identidad.
Si f‘1 [a,b], a < b, no contiene puntos criticos, entonces es posible construir un nuevo

campo de tipo gradiente £ para f tal que:

£ coincide con & fuera de f~'(a, b)
@ = ho g, donde ¢ y @ son los difeomorfismos de f~'(a) a V que surgen de

seguir las trayectorias de & yg’ respectivamente.
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Demostracion. Definamos un difeomorfismo H de [a, b] XV en si mismo mediante H(t, q) =
(t, h(q)), donde h;(q) es una isotopia suave entre [a, b] XV y V de la identidad a h, ajustada
de manera que h; sea la identidad para todo t cerca de a y h; = h para todo ¢t cerca de b.

Sea:

£ =(yoHoy™).E

£ coincide con & en fXa) y f1(b) = V, porque en ese caso localmente estamos
tomando un pullback por la identidad. Ademas, (¢/, Vf) = 1 idénticamente porque por
definicion el pullback preserva la métrica Riemanniana. Por méas que, en rigor, el pullback
define una nueva métrica, esto es irrelevante ya que a la hora de aplicar razonamientos
sobre campos de tipo gradiente no nos es relevante cual métrica Riemanniana se esti usan-
do. Con esto hemos probado que el campo vectorial EenW que coincide con (&, V)& en
fa,b] ycon&en W — f![a, b] es un nuevo campo de tipo gradiente de f.

Ahora, para cada q € V fijo, ¥/(t, h;(q)) describe una curva integral de E de ¥(a,q) en
F1(@) a (b, h(g)) = h(g) en f~1(b) = V. 0

Reemplazando f por —f deducimos una proposicién similar en que ¢ es alterado en

f~1[b,c], b < ¢, que es un entorno a la derecha en vez de a la izquierda.

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Figura 5: Representacién de f~![a,b] como f~!(b) x [0,1], junto con una subvariedad

M x [0,1], donde M es una subvariedad de f~!(b).
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Figura 6: M x [0, 1] luego de la modificacién que nos proporciona h : f~1(b) — f~1(b)

usando el Lema 4.2.

Volvemos ahora al contexto del principio del capitulo.
Teorema 4.4
SiA > A, entonces podemos alterar el campo de tipo gradiente para f en un entorno
de V de manera que las nuevas esferas correspondientes, Sg y g en V no se intersecten.
Mas generalmente, si ¢ es un cobordismo con puntos criticos py, ..., px de f con indice A
de f y ¢’ es un cobordismo con puntos criticos pj,...,p, de f con indice A de f, entonces

es posible alterar el campo de tipo gradiente de f en un entorno de V de manera que las

nuevas esferas en'V sean disjuntas dos a dos.

Demostracion. Como Sg tiene un entorno producto en V por la definicién de encaje ca-
racteristico, el Lema 4.2 provee un difeomorfismo h : V. — V suavemente isotopico a la
identidad, para el cual h(Sg) N S, = @. La isotopia es usada de la siguiente manera para
alterar £.

Seaa < % tal que £~ ![a, %] pertenece a un entorno de V que no incluya puntos criticos.
Sea £ el campo que surge de aplicar el lema anterior con b = %

Tenemos por la condicién 2) del lema que 1/(a X Sg) en f~!(a) va a h(Sg) en V. Por lo
tanto, h(Sg) es la Sg de p cuando tomamos £ como campo de tipo gradiente. Claramente

St no se vio alterada, por lo que se concluye el teorema. O
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Recordemos que cualquier cobordismo ¢ puede ser expresado como composicién de fi-
nitos cobordismos elementales (Corolario 2.9.1). Aplicando el Teorema 4.1, el Lema 4.2
y el Teorema 4.4 obtenemos:

Teorema 4.5

Cualquier cobordismo ¢ puede ser expresado como una composicion
€ = ¢oCy...Cy, con n = dim(c)

donde cada cobordismo ¢y admite una funcién de Morse con solo un nivel critico con todos

sus puntos criticos de indice k.

Este teorema se debe a Smale [ ]y Wallace [ ].
Definicion 4.2
Dada una triada (W, Vy, V1) con una funcion de Morse f, una funcion autoindexada sera

una funcion de Morse g que cumpla:
Los puntos criticos de g son los mismos que los de f, de mismo indice.

9(Vo) = -3 yg(V)) =n+3.
g(p) es igual al indice de p, en cada punto critico p de g.

Con esto podemos enunciar un teorema inmediatamante equivalente al Teorema 4.5:

Teorema 4.6

Dada una triada (W, V;, V1) con una funciéon de Morse, existe una funcion autoindexada.
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5. UN TEOREMA DE CANCELACION

Del teorema final de reordenamiento surge naturalmente una pregunta: ;cuando es
que una composicion de cobordismos elementales con ¢ de indice A y ¢’ de indice A + 1 es
equivalente a un cobordismo producto?

Sea f una funcién de Morse en una triada (W", V;, V1) para cc’, teniendo puntos criticos
p.p’ de indice A, A + 1 tales que f(p) < 3 < f(p’). Un campo de tipo gradiente £ para f
determinaenV = f! (%) una esfera Sg de p y una esfera S; de p’. Notemos que dim(Sg) +
dim(S)) =(n-A-1)+A=n-1=dim(V).

Definicion 5.1
N Dadas dos subvariedades M™ y N™ de V°, diremos que tienen interseccion transversal

si en cada punto q € M N N el espacio tangente a V en q es generado por los vectores

tangentes a M y los vectores tangentes a N.

Lema 5.1

Si M tiene un entorno producto en V, entonces existe un difeomorfismo h de'V en si misma

suavemente isotopico a la identidad tal que h(M) tiene interseccion transversal con N.

La prueba es anéloga a la del Lema 4.2.

Teorema 5.2

El campo de tipo gradiente & puede ser elegido de manera que Sg tenga interseccion trans-

versal con Si enV.

Demostracion. El lema anterior nos provee con un difeomorfismo h : V. — V suavemente
isotopico a la identidad tal que h(Sg) intersectaa S; transversalmente. Usando el Lema 4.3

se concluye el resultado. O

Por el resto del capitulo asumiremos que Sg tiene interseccion transversal con S; . Como
dim(Sg) + dim(S;) = dim(V), la interseccion consistira de finitos puntos aislados. Esto se

debe a que si go € Sg N S| entonces existen coordenadas xt o xm!

en un entorno U de qo
en V tales que x’(gy) = 0 para todo i y U N Sg son los puntos que cumplen x!(q) = ... =

x*(g) = 0 mientras que U N S/ son los puntos que cumplen M*(g) = ... = x"1(q) = 0.
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Claramente el inico punto en Sg N S; N U es qo. Una consecuencia de esto es que solo hay
3 3 ’ ’
finitas trayectorias de p a p’, una por cada punto de Sg N S;.
Pasaremos la mayor parte del resto del capitulo desarrollando una serie de lemas téc-
nicos que eventualmente nos permitiran probar el teorema principal del capitulo.
Sea n = a+b. Un punto x € R" puede ser escrito x = (u,v) con u € R% v € R,

Lema 5.3

Sea A € GL(n,R) el conjunto de todas las transformaciones lineales L de R" tales que
L(R%) tiene interseccion transversal positiva con R?, es decir el conjunto de las transfor-
maciones lineales con matrices de la forma (4 * ), donde A es una matriz axa, det(L) > 0
y det(A) > 0. Entonces, para cada L € A existe una isotopia suave L;, 0 < t < 1, tal que

Ly=L,Ly =1d yL; € A. Equivalentemente, existe un camino suave en A de L a Id.

Demostracion. La adicion de un multiplo escalar de una de las primeras a filas a una de las
ultimas b filas claramente puede ser realizada como una deformacion suave en A (solo es
cuestion de multiplicar al escalar por t € [0,1]). Un nimero finito de estas operaciones
reducirdn la matriz L ala forma L’ = (4 %), donde B es una matriz b x b. Como det(A) # 0,
un numero finito de operaciones elementales en la matriz A, todas realizables mediante una
deformacion en GL(a,R), logra reducir a A a la matriz identidad. Como det(A) det(B) =
det(L) > 0, tenemos det(B) > 0, por lo que esto también es cierto de B. Por lo tanto, existen
deformaciones suaves Ay, B;,0 < t < 1, de Ay B a matrices identidad con det(A;) > 0y

det(B;) > 0. Esto nos provee con una deformacién en A de L’ a la identidad. O

Lema 5.4

Sea h : R"™ — R" un encaje que preserva orientacion y cumple lo siguiente:

h(0) = 0.

h(R*) NRY = {0}. La interseccion en 0 es transversal y con niimero de intersec-

cion +1 (tomamos el niimero de interseccion entre R* yR? como +1).

Entonces existe una isotopia suave hy : R* — R",0 < t < 1, tal que:

ho=hyh =Id.

h:(R?) NR? = {0} para todot € [0,1], y la interseccion es transversal.
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Demostracién. Como h(0) = 0, h(x) puede ser expresado de la forma h(x) = x;h(x) +... +
xph"(x), x = (x1, ..., X), donde h'(x) es una funcién vectorial suave de x y (consecuente-
mente) h'(0) = g—fi, i = 1,..,n (referirse al prinipcio del Lema 2.1). Si definimos h; de la

siguiente manera:

h(t
hi_s(x) = (tx) = x1h' (1x)... + x,h" (tx),0 < t < 1

entonces h;(x) es claramente una isotopia suave de h a la transformacion lineal:
hi(x) = x1h*(0) + ... + x,h"™(0)

Tenemos que h(R?) y h;(R%) tienen precisamente la misma base orientada h'(0), ..., h%(0)
de vectores tangente en 0 € R”, ya que el razonamiento para encontrar la base de h(x)
no se ve afectado por introducir el parametro ¢ si ¢t > 0, y es trivial que h; también tiene
la misma base orientada. Se deduce que para todo ¢, 0 < t < 1, h;(R?) tiene interseccion
positiva y transversal con R? en 0. Claramente ;(R%) N R? = {0}.

Consideremos el conjunto A € GL(n,R) del lema previo. Claramente h; € A. Usando
el lema, podemos modificar a h; para que h; sea la identidad, h,(R%) N R? = {0} para todo

t € [0,1] y la interseccién sea transversal. O

La isotopia que surge de este lema puede ser escrita de la forma
he(x) = x1h (8, %) + ... + x,h" (¢, x) (5)

donde cada h'(t, x) es una funcién suave de t y x, i = 1,...,u y (consecuentemente) h'(t,0) =

ahy

o (0). Notemos que en el principio de la prueba del Lema 2.1 nunca entraria en juego el

nuevo parametro t. Para esta h;, tenemos el siguiente resultado:

Lema 5.5

Existen constantes positivas K, k tales que para todo x en un entorno del origen en R" y

todot € [0,1]:

| 24| < K|x].

|7mg0h(x)| > k|x| parax € R?, donde 1, : R* — R es la proyeccién canodnica.
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Demostracion. La propiedad 1) se deduce de diferenciar la ecuacion (1). La propiedad 2) se
deduce de que h;(R?) es transversal a R? para todo t € [0, 1] (por lo que las derivadas de

|74 © hy(x)| segln x1, ...x, no se anulan en x = 0) y de que [0, 1] es un intervalo compacto.

O

Teorema 5.6

Sea h como en el Lema 5.4. Entonces, dado un entorno N del origen, existe una isotopia

suave h; : R" — R", 0 < t < 1, con hy = h tal que:
hi(x) = h(x) parax =0 y parax e R" = N,0 <t < 1.
h(x) = x para x en un entorno Ny de 0.

b (R%) NR? = {0}.

Demostracion. Sea h;, 0 < t < 1 la isotopia del Lema 5.4. Sea E C N una bola abierta
alrededor de 0 y sea d la distancia de 0 a R” — h(E). Como h;(0) = 0 y el intervalo [0, 1] es
compacto, existen E; una bola abierta alrededor de 0 con E; C E tal que |h;(x)| < d para
todo x € E; y para todo t € [0, 1].

Ahora definamos

_ hi(x) sixe€E;
he(x) =
h(x) sixeR"-E

Esto define una isotopia de hlE—1U (rn_p)- Primero extenderemos h; a una isotopia de h que
cumple las condiciones 1) y 2).

Observemos que a cualquier isotopia h;, 0 < t < 1 de h corresponde un encaje suave
H:[0,1] xR"® — [0,1] x R"
que preserva niveles. Esta correspondencia esta dada por:
H(t,x) = (£, hi(x))

El encaje H determina en su imagen un campo vectorial

S d oh;
ty) =H(t,x).— = (1, —
H(ty) = H(tx).= = (L5

53



donde (t,y) = H(t,x), es decir y = h;(x). Este campo vectorial, junto con hy, determina

completamente a h; y, por lo tanto, a H. De hecho

¥(t,y) = (t,he o hy' (1))

es la unica familia de curvas integrales con valores iniciales (0,y) € 0 X ho(R").

Ahora extenderemos la isotopia he a todo [0,1] x R, extendiendo primero 7(t,y) a
todo [0, 1] X R™. Tenemos que h, admite una extensién a un entorno abierto de su dominio
cerrado, por la Definicion 1.1. Esto da lugar a una extension 7’ de 7(t,y) a un entorno U
del entorno cerrado en el que esta definido. Sea ¢ una funcion suave que es idénticamente
igual a 1 en el dominio cerrado original e idénticamente igual a 0 en el complemento de U.

Entonces
&(ty) = (L,7(ty))

es la extension de 7(t, y) que buscamos.

Notemos que una familia de curvas integrales /(¢,y) esta definida para y € R" y para
todo t € [0,1]. Para y € R™ — h(E) esto es trivial. Para y € h(E) esto se deduce de que la
curva integral debe manterse en el conjunto compacto [0, 1] X h(E).

La familia ¢/ entonces nos da un encaje suave que preserva niveles
¥ :[0,1] xR" — [0,1] x R"

Por lo que la ecuacion
Y(ty) = (t,h o b7\ (1))

nos permite definir una extension de h: a una isotopia suave de h que satisface las condi-
ciones 1) y 2).

Llamemos ahora h; a esta nueva extension. La condicién 3) no se cumplira si h: (R%)
y R? se intersectan fuera de 0, lo cual, por construcciéon (Lema 5.4), solo podra darse en
donde extendimos la isotopia. Por lo tanto, podemos usar h; solo para valores pequenos de
t,t < t’, en los que no ocurre ninguna nueva intersecciéon. Existe ¢’ por la continuidad de
h, y la compacidad de h(E) — h(E,).

Supongamos que hemos obtenido un encaje h:R" — R" isotdpico a h tal que:

Para algin ¢, 0 < ) < 1, h(x) coincide con hy, (x) para todo x cerca de 0 y con
h(x) para todo x fuera de N.
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h(R%) NR? = 0.

Tomando A en lugar de h y [fy, 1] en lugar de [0, 1], llevamos a cabo la misma cons-

truccidén que para hy, con las siguientes consideraciones:

ebemos tomar la bola E C e manera que para todo x € E se de que A(x) =
Deb labola E C N d que p d E se de que h
hy, (x) y las desigualdades del Lema 5.5 se cumplan.

Debemos elegir 77 de manera que ||7’|| < Kr, donde r es el radio de E.

La consideracion a la podemos tener trivialmente por la condicion A de h y por el mismo
Lema 5.5. Notemos que en el conjunto [ty, 1] x (E; U (R” — E)) donde est4 originalmente
definida h_t tenemos

’—aht(x) <Kr 6)

ot

Ohy (x)
ot

Ahora, es el segundo componente de ¢ (es decir 7’). Si al extender h: elegimos ¢ co-
rrectamente, podemos lograr que se mantenga esta desigualdad para 7/, por lo que tenemos
que no hay problemas para tener la consideracion b.

Tenemos entonces que h, satisface (6) en [to,1] X R™.

Afirmamos que h: no introducira ninguna nueva interseccion de h:(R9) y R? para

t € [to, tg + %]. De hecho, si x € R* N (E — E;), la distancia de h_to(x) aRles
170 © hey (x)] = |74 © by (x)| > kr

Por lo que (6) prueba que si t € [f, ty + I%] entonces tenemos
|74 0 he(x)| > kr — (t = to)Kr > 0

Finalmente, podemos ajustar el parametro ¢ de manera que la isotopia hito <t < ty =

min {1, to + %}, satisfaga

— fz(x) si t esta cerca de fg
he(x) =q__
hy(x)  sit esta cerca de tg

Como la constante % depende solamente de h;, la isotopia suave que buscamos surgira de

una composicion finita de isotopias construidas de esta manera. O
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Lema 5.7

Sea T una trayectoria de p a p’ de . Si Sg y S| tienen una sola interseccion, y esta es
transversal, entonces existen un entorno Ut de T y una carta de coordenadas g : Ur — R"

tales que:

p yp’ corresponden a (0, ...,0) y (1,0,...,0) respectivamente.

9:E(q) = 1(X) = (0(x1), =X2, -y =X, —XA415 X142, - X1 ), donde g(q) = X yv(x1)
es una funcién suave de x1, positiva en (0, 1), que se anula en 0 y en 1, negativa

en cualquier otro caso, y que cumple |:—;’1(x1)| =1cercadex; =0ydex; =1.

Figura 7: Un cobordismo en el que podemos encontrar Ur.

Demostracion. Sea 7j(X) un campo vectorial en R” que cumple la condicion 2) del teore-
ma (ignorando la igualdad con g.(&), ya que no tiene sentido la expresién todavia al no

establecer una g). La funciéon

x1
F(x) = f(p) +2/ o(t)dt —x2 — ... —x/z1+1 +x/21+2+...+xfl
0

es una funcién de Morse en R”, ya que la derivada de () no se anula ni cerca de 0 ni cerca
de x; = 1, que son los dos puntos criticos. Ademas, 77(X) es un campo de tipo gradiente para
F,yaqueo(t) esidénticamente la idéntidad (o menos la idéntidad) médulo una constante en

un entorno de los puntos criticos. También tenemos (7j(X), VF) = v(x1)* + x% + ...+ x% > 0.
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Eligiendo correctamente la funciéon v podemos tomar F(1,0,...,0) = f(p’). De hecho, es
solo cuestion de tomar 2 foxl o(t) = f(p’) = f(p).

Tomemos ahora coordenadas (xj, ..., X,) como en la definicién de campo de tipo gra-
diente ¢ de f. Afirmamos que existen by, b, tales que a; = f(p) < by < by < f(p) = a;
y difeomorfismos gi, g; de entornos disjuntos Ly, L, de 0y (1,0, ..., 0) a entornos de p y p’

respectivamente tales que:

Los difeomorfismosllevan7a &, F a untos del segmento {X¥ € R" : x; € [0, 1],
n yp g

x;=0sii=2,..,n}apuntosdeT.

Sea p; := T N f~1(b;), i = 1,2. La imagen de L; es un entorno en f~![ay, b;] del
segmento que va de p a p; en T, mientras que la imagen de L, es un entorno en

f~1[by, as] del segmento que va de p; a p’ en T.

La condicién a es trivial de cumplir, ya que p tiene el mismo indice que 0y p’ tiene el
mismo indice que (1,0, ..., 0), y podemos tomar los puntos de T en el entorno como una de
las coordenadas ya que f crece en T por definicion.

La condicién b es también trivial de cumplir, ya que es solo cuestién de reducir el en-
torno donde estan definidas g; y g, en las coordenadas que no vana T.

Observemos que las trayectorias de 7j(X) con puntos iniciales en un entorno pequefo
U (en g;'(f'(b1)), no en R") de g;*(p1) van a puntos en g,* (f*(b;)) que forman una
imagen difeomorfa U, de Uy, trazando un conjunto Ly en el proceso, que es difeomorfo a
Up X [0, 1] (referirse al Teorema 3.3) tal que Ly U L U L, es un entorno del segmento que
vade 0a (1,0,...,0). Hay una Unica extension de g; a un encaje suave g; de Ly U Ly en W
tal que trayectorias de 7j vayan a trayectorias de £ y niveles de F vayan a niveles de f.

Supongamos por el momento que dos encajes de U, en f~1(b;) dados por g; y g, coin-
ciden al menos en un pequefio entorno de g,'(p;) en Us. Entonces g; y g, dan un difeo-
morfismo g de un pequenio entorno V del segmento que va de 0 a (1,0, ...,0) a un entorno
de T en W que preserva trayectorias y niveles. Esto implica que existe una funcion real,

suave y positiva k definida en g(V) tal que para todos los puntos en g(V) tenemos
9.1 = k&

Eligiendo un entorno V del segmento suficientemente pequefio podemos asumir que

57



la funcién k esta definida y es suave y positiva en todo W. Entonces ¢’ = k& seria el campo
de tipo gradiente que buscamos si se cumpliera nuestra suposicion.

En el caso general, £ determina un difeomorfismo h : f~1(b;) — f~1(b,) y el campo
vectorial 7§ determina un difeomorfismo A’ : U; — U,. Claramente la suposicion anterior
se da si y solo si h coincide con hy = g, o h’ o g]' cerca de p;. Ahora, por el Lema 4.3
cualquier difeomorfismo isotopico a h corresponde a un nuevo campo de tipo gradiente
que difiere de & solo en f~!(by, by). Por lo tanto, obtendremos el resultado si H puede ser
deformada a un difeomorfismo h que coincida con hy cerca de p; y para el cual la nueva
esfera h(Sr(by)) en el nivel b, todavia tenga una sola interseccion transversal con S; (bz),
que sera p, (en este caso, by y b, indican el nivel en el que yacen las esferas).

Especificaremos la deformacion de h requerida dando una isotopia apropiada de hy'h
que deforma a h;'h en un entorno pequefio de p; para que coincida con la identidad en
un entorno todavia mas pequefio de p;. Observemos que, dada una alteracién preliminar
de g, si es necesario, hy'h preserva orientacién en p; = hy'h(p;) y ademéas hy'h(Sr(b1))
y Sr(by) tienen el mismo nimero de interseccion (1 o —1) con Sy (b1) en p;. Aplicando el

Teorema 5.6 obtenemos el resultado.

Teorema 5.8

N Si la interseccion de Sg y S| es transversal y consiste de un solo punto, entonces el cobor-
dismo es un cobordismo producto. De hecho, es posible alterar el campo de tipo gradiente
& en un entorno arbitrariamente chico de una sola trayectoria T de p a p’, produciento un
campo vectorial £’ que nunca se anula y cuyas trayectorias empiezan en V, y terminan

en Vy. Ademas, &' es un campo de tipo gradiente para una funcion de Morse [’ sin puntos

criticos que coincide con f en un entorno de Vo U V.

Demostracion. Primero probaremos que dado un entorno abierto U de T uno siempre puede
encontrar en U un entorno U’ de T tal que ninguna trayectoria pasa de estar en U’ a estar
fuera de U para luego volver a U".

Asumamos que existe una trayectoria que cumple esto. Entonces existe una sucesion
de trayectorias parciales {T;} donde Ty va de un punto r a un punto t, pasando por un

punto s en el complemento de U en el proceso, y tanto {r;} como {t;} se acercan a T. Como
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W —U es compacto podemos asumir que s; convergeas € W—U. La curva integral ¢/(t, s) a
través de s debe venir de V; y/o ir a V;, ya que de otra manera seria una segunda trayectoria
uniendo p a p’. Supongamos, sin perder generalidad, que viene de V;. Entonces, usando la
dependencia continua de y/(t,s”) sobre el valor inicial s” deducimos que las trayectorias
a través de todos los puntos cerca de s originan en Vj. La trayectoria parcial Ty, de Vj a
un punto cualquiera s’ cerca de s, es compacta. Por lo tanto, la distancia entre T y Ty (en
cualquier métrica) depende continuamente de s’ y sera mayor a ¢ > 0 para todo s’ en algin
entorno de s. Como r € Tj,, el punto rx no puede acercarse a T cuando k tiende a oo, lo
cual es una contradiccion.

Sea U cualquier entorno abierto de T tal que U C Uy (donde Uy es el abierto del lema
anterior) y sea U’ un entorno como los que acabamos de probar que siempre existen. Ahora
probaremos que es posible alterar a £ en un subconjunto compacto de U’, produciendo un
campo vectorial &’ que nunca se anula tal que para toda curva integral de ¢’ que pasa por
un punto en U esta fuera de U para algin t’ < 0 y para algin "’ > 0.

Sea g.&(q) = 17(X) = (v(x1), —x3, ..., X») como en el lema anterior. Reemplazaremos a 7

por un campo vectorial 7j’(¥) = (v’ (x1, p), X2, ..., X,), donde p = \JxZ + ...+ x5 y:
0’(x1, p(X)) = v(x;) fuera de un entorno compacto de g(T) en g(U”).
v’(x1,0) es negativa para todo x;.

Esto determina un campo vectorial &’ en W que nunca se anula. En nuestras coorde-
nadas locales, las ecuaciones diferenciales que satisfacen las curvas integrales de ¢’ en Ur

son

8x1

— =0'(xy,

o (x1,p)

ox;

==y sii=2,.,A+1
ot

ox;

—l:xi Sii:A'f'z,...,n
ot

Consideremos la curva integral X(t) = (x1(t), ..., x,(¢)) con valor inicial (x?, e XD).
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Si alguno de x? . ..., x0 es distinto de 0, asumamos sin perder generalidad que se trata

A+2°
de x?, entonces |x,(t)| = |x%e’| crece exponencialmente y X(t) eventualmente abandona

g(U), ya que g(U) es compacto y por lo tanto finito. Si no se da esta suposicion, entonces

p(X(t)) = e_t\/(xg)2 +..+ (x?H)2 decrece exponencialmente. Supongamos que X(t) per-
mance en g(U). Como v’(x1, p(X)) es negativo en xi, existe § > 0 tal que v’(x1, p(X)) es
negativo en el conjunto compacto K5 = {¥ € g(U) : p(¥) < 6}. Entonces v’(x1, p(¥)) es
menor a —« < 0 en K. Eventualmente p(X(t)) < 8, y a partir de ese momento tenemos

Por lo tanto, X(t) debe eventualmente abandonar el conjunto acotado g(U).

El siguiente paso serd probar que toda trayectoria del campo vectorial &’ va de Vj a V.
Como acabamos de probar, cualquier curva integral de &’ que esta en algin momento en
U’ en algin momento debe estar fuera de U. Al salir de U’ sigue trayectorias de ¢’, por lo
que al estar fuera de U permanecera fuera de U’ permanentemente, como ya probamos.
Consecuentemente, debera seguir una trayectoria de £ que hasta V;. Un argumento ana-
logo muestra que proviene de V;. Si una curva integral de £ nunca estad en U’ es una curva
integral de & que va de Vp a V.

Finalmente, probaremos que ¢’ es un campo de tipo gradiente para una funcién de
Morse g en W (sin puntos criticos) que coincide con f en un entorno de Vy U V5.

Como ¢’ determina naturalmente un difeomorfismo ¢ entre (W, Vy, V1) y ([0, 1] X V4, 0%
Vo, 1 X Vp) (referirse a la prueba del Teorema 3.3), bastara con encontrar una funcion de
Morse g : [0,1] XV — [0,1] tal que % > 0y g coincida con f; = f o ¢ cercade (0 X Vp) U
(1 X V) (asumimos que V, = f~1(0) y V; = £71(1)). Claramente existe § > 0 tal que para
todo g € Vj se da %—j;l(t, q) >0sit<dot>1-58.Seald: [0,1] — [0, 1] una funcién suave
que se anula en [§,1 — §] y que es igual a 1 en un entorno de 0 y de 1. Consideremos la

funcion

swa = [0 g+ n-a0]kaldr

donde . )
1- [ AL (t,q) dt

k(g) =
(@ S -] de
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Eligiendo § suficientemente pequeno podemos asumir k(q) > 0 para todo q € V.
Con una verificacidn sencilla tenemos g(0, ¢) = 0y g(1, g) = 1 para todo q € Vp. Derivando
segun u tenemos que la derivada de g sera positiva, porque la expresion dentro de la integral

es positiva en [0, 1] por construccién. Entonces g es la funciéon de Morse que buscamos. O

Finalmente, citamos el siguiente resultado debido a René Thom, que se prueba con argu-
mentos similares a los empleados en este capitulo:

Teorema 5.9

N Sea M una subvariedad suave y compacta de una variedad suave N sin borde. Si h,
0 € [0, 1] es una isotopia suave de la inclusion de M en N, entonces h; es la restriccion de

una isotopia suave de la identidad en N que fija puntos fuera de un compacto de N.

Para una prueba completa, ver [ ].
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6. UN TEOREMA DE CANCELACION MAS FUERTE

Usaremos homologia singular con coeficientes enteros a lo largo de la mongrafia a no
ser que se explicite lo contrario.

Sean M y M’ subvariedades suaves de dimensién r y s en una variedad suave V de
dimension r + s que se intersectan transversalmente en los puntos py, ..., pr. Supongamos
que tanto M como el haz normal v(M’) estan orientados. En p; elegimos un r-marco &, ..., &,
de vectores linealmente independientes que generen T, M. Como la interseccién en p; es
transversal, los vectores £, ..., & representan una base de la fibra de v(M’) en p;.
Definicion 6.1
El niimero de interseccion de M y M’ en p; se define como +1 (respectivamente —1) si
los vectores &1, ..., & representan una base positivamente (respectivamente negativamente)
orientada para la fibra en p; de v(M’). El niimero de interseccion M’ - M de M y M’ es
la suma de los numeros de interseccion en los puntos p; (es decir, en los puntos donde se
intersectan). En la expresion M’ - M escribiremos siempre primera a la variedad con haz

normal orientado.

Notemos que si V estd orientada, una subvariedad N es orientable si y solo si su haz
normal es orientable. De hecho, dada una orientacion para N hay una forma natural de dar
una orientacion a v(N) y viceversa. Lo que se hace es requerir que en cualquier punto de
N una frame tangente positivamente orientada “completada” por una frame positivamente
orientada en v(N) sea una frame positivamente orientada en V.

Por lo tanto, si V esta orientada existe una forma natural de orientar v(M) y M’. Con

estas orientaciones tenemos:
M-M=(-1)"M-M

Esto se debe a que, si denotamos por (&}, ..., &) la base de M’ en p; y acomodamos
los haces normales para que sus bases coincidan con las bases de la otra variedad en p;,
queremos comparar las orientaciones de (&, ..., & &}, ..., &) v (&, ... &, &, ..., &). Es claro
que en este caso con rs trasposiciones se llega de una base a la otra.

Si la orientacion y la orientacion del haz normal no estan relacionadas de esta manera,

de todas formas seguimos teniendo M - M’ = +M’ - M dado que V es orientable.
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Ahora asumamos que M, M’ y V son variedades compactas, conexas y sin borde. Cita-
mos ahora el siguiente corolario del teorema del isomorfismo de Thom (ver [ 1) y del
Teorema 3.1.

Lema 6.1

Con M’ y V como establecimos, hay un isomorfismo natural y : Hy(M’) — H,(V,V —
M).

Las isotopias de ambiente de M’ dan naturalmente una isotopia de M’ con su imagen
final, por lo que Hy(M’) se preserva bajo estas. Tenemos que M’ es una variedad diferen-
ciable conexa, por lo que Hy(M’) = Z. Sea « el generador canénico de Hy(M’) = Z. Como
a es un generador, debe ser 1 0o —1 bajo un isomorfismo a Z. Por lo tanto, también debe
serlo ().

Como M es orientable, H,(M) = Z. Sea [M] € H,(M) el generador candnico. Las
isotopias preservan H,(M) y [M] de la misma manera.

Por lo tanto, el siguiente lema prueba que M’ - M es invariante con respecto a iso-
topias del encaje de M e isotopias del ambiente de M’. Esto implica que, si M y M’ son
cerradas y conexas, de dimensién complementaria, podemos definir M - M inclusive si las
intersecciones no son todas transversales.

Lema 6.2
] SiANM =@, en la sucesion

Hr(M) T> Hr(V’A) T> Hr(VsV_M/)

donde g1 y g2 son inducidos por inclusion, tenemos gz o g1 ([M]) = (M’ - M)y(a).

Demostracion. Primero probaremos el lema para el caso A = @. Elijamos r-celdas abiertas
y disjuntas Uy, ..., Uy en M que contengan a py, ..., px respectivamente. La naturalidad del

isomorfismo de Thom implica que el mapa inducido por la inclusiéon
Hr(Ui, Ui _pl) - Hr(V, V - M’)

es un isomorfismo dado por y; — ¢&(a), donde y; es el generador de orientacién de
H,.(U;,U; — p;) v & es el nimero de intersecciéon de M y M’ en p;. El siguiente diagra-

ma conmutativo, en el cual el isomorfismo h surge mediante excisién y el hecho de que las
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U; son disjuntas y los de mas homomorfismos son inducidos por la inclusion, completara

la prueba:

H (M) —2—— H,(V) —Z— H,(V,V - M)

e

H,(M,M -~ M M) > Y Ho (U Ui = pi)

h

El diagrama conmuta porque g, 0g; = g, ©g; por estar inducidos todos los homomorfis-
mos por inclusiéon y porque g; = moh ya que h es un isomorfismo y m y g; estan inducidos
por inclusion. Entonces g, o g1 ([M]) = m(h(g})) = m(Zif:1 &yi) = (M- M)y ().

Si A # @, basta con notar que el siguiente diagrama conmuta:

Hy (V)

Hr(M) _— Hr(V>A) E— Hr(V:V - M,)

Esto se debe a que las proyecciones que inducen los homomorfismos del diagrama

conmutan de la misma manera. m]

Ahora podemos reforzar el Teorema 5.8. Volviendo a la hipétesis del teorema, sea
(W; Vo, V1) una triada con una funcién de Morse f con un campo de tipo gradiente £y p, p’
tales que f(p) < % < f(p’) los dos puntos criticos de f, de indices A, A+ 1 respectivamente.
Supongamos que le hemos dado una orientacion a la esfera S, en V = f7!(3) y al haz
normal en V de la esfera Sg.

Teorema 6.3
Supongamos que W, Vy y Vi son simplemente conexas y A > 2, A+ 1 < n — 3 (notar que
esto implican > 6). Si Sg - S| = +1, entonces & puede ser alterado cerca de V de manera

que las nuevas esferas se intersecten en un solo punto, de manera transversal, lo cual nos

permite aplicar el Teorema 5.8.

Probar este teorema seré el objetivo del resto del capitulo.

Primero observaremos que V = f _1(%) es simplemente conexa:
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Aplicando el teorema de van Kampen (ver el Apéndice) con X =V U Dlré_’1 (p), U=V,
U, = Dz_l(p) tenemos (VU Dlﬁ’e"1 (p)) =m (Dl’;‘/1 () *,, (1A (p) (V) = m(V), donde
usamos 7 (Dl,’;_/1 (p))=1y Jrl(SE_’1 (p)) =1, en este ultimo caso porque n — A > 4 > 2.

Aplicando el teorema una segunda vez de manera completamente analoga, tenemos
m(V) = m (D}';"l(p) uvu Dﬁ“(q)). Por el Teorema 3.8 la inclusién D}';"I(p) Uuvu
Di“l(q) C W es una equivalencia homotdpica. Por lo tanto, como W es simplemente co-
nexa por hipoétesis, 7;(V) = 1.

Notemos también que la conclusion del teorema se cumple trivialmente si A = 0 o
A=n-1

Dando vuelta la triada obtenemos el siguiente corolario:

Corolario 6.3.1

Si las condiciones para A las reemplazamos por A > 3, A +1 < n — 2, el resultado sigue

siendo cierto.

Demostracién. Orientando a Sg 'y a vS; en V, como W es orientable (por ser simplemente
conexa), V es orientable, y por lo tanto, como ya detallamos anteriormente, se deduce S; -
Sr = +Sg - S| = +1. Aplicando el teorema a la funcién de Morse —f con el campo de tipo
gradiente —¢ obtenemos el resultado (notar que con —f los diferenciales de los puntos se
multiplican por —1, y por lo tanto un punto de indice k se convierte en un punto de indice

n—k). O

La prueba del Teorema 6.3 se basara en el siguiente teorema, esencialmente debido a
Whitney (ver [ 1):
Teorema 6.4
N Sean M y M’ subvariedades cerradas y suaves de dimensiones r y s que se intersectan
transversalmente en una variedad V (sin borde) de dimension r + s. Supongamos que M
esta orientada y que el haz normal de M’ en'V esta orientado. Ademas, supongamos que

r+s>5s 2>

3y sir=1o0r = 2, supongamos que el mapa inducido por la inclusion
m(V —M’') — 11 (V) es inyectivo.
Sean p,q € M N M’ puntos con numeros de interseccion opuestos tales que existe

un lazo L contractible en V que consiste de un arco suavemente encajado en M de p a
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q seguido de otro encajado en M’ de q a p, donde ninguno de los dos arcos intersectan a
MAM - {p,q}.
Con estas asunciones, existe una isotopia hy, 0 < t < 1, de la identidadi : V — V tal

que:
La isotopia deja fija a i cerca de M N M’ — {p, q}.

hy(M)NM =MnM —{p,q}.

Demostracion del Teorema 6.3. Por el Teorema 5.2 podemos ajustar a ¢ para que Sg y S;
se intersecten transversalmente. Si Sgp N Si no es un solo punto, entonces Sg - Si = =+1
implica que existe un par de puntos p;, q; en SgNS; con nimeros de interseccion opuestos.
Aplicando el Teorema 6.4, luego de ajustar ¢ usando el Lema 4.3, S y S; tendran dos
puntos de interseccién menos. Por lo tanto, solo hay que repetir el proceso finitas veces
para que SR y Si se intersecten transversalmente en un solo punto, con lo que la prueba
estaria completa.

Como V es simplemente conexa, es claro que en el caso A > 3 todas las condiciones
del Teorema 6.4 se cumplen. Si A = 2, quedaria mostrar que m;(V — Sg) — m(V) es
inyectiva (es decir, que 1 (V — Sg) es trivial). Ahora, las trayectorias de ¢ determinan un
difeomorfismo entre V; — S; y V — Sg, donde Sy, denota la 1-esfera a izquierda de p en Vj.
Sea N un entorno producto de Sy en Vy. Comon—A—1=n-3 > 3, tenemos 7m;(N — S;) =

1 ((R™ — 0) x S) = Z. Por lo tanto, tenemos:
/ nl(‘/o) - \
71 (Vo = S1) \ / m(N) =2

m(Vo—S.NN)=m(N-5)=2

Aplicando el teorema de van Kampen (ver el Apéndice) tenemos que el producto libre
con amalgamacion de ; (N — Sp) entre 71 (Vo — Sp) y 711 (N) es trivial. A la vez, la inclusién
de (N —Sr) en 1 (N) es un isomorfismo. Por lo tanto, tenemos que 71 (Vp — S) (y por lo

tanto 7 (V — Sg)) es trivial. O
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Demostracion del Teorema 6.4. Supongamos que los nimeros de interseccion en p y g son
+1 y —1 respectivamente. Sean C y C’ arcos suavemente encajados en M y M’ de p a g
extendidos (arbitrariamente poco) en los extremos. Sean Cy y C; arcos abiertos en el plano
encerrando un disco D (con dos vértices), como en la figura 1. Luego, elijamos un encaje ¢ :
CoUC) — MUM’ tal que ¢1(Co) y ¢1(C{) son los arcos C'y C’, con a y b correspondientes
a py q. El teorema se deducira del siguiente lema:

Lema 6.5

Para algin entorno U de D podemos extender <P1|Um(c0uc()) a un encaje ¢ : U X R™™1 x
R — Vtal que g7 ' (M) = (UNCo) xR x 0y ' (M) =(UNC)) x0xRL

Figura 8: Dibujo esquematico de U

Asumiendo este lema por el momento, construiremos una isotopia F; : V. — V tal que F
es la identidad, F;(M) N M’ = M N M’ — {p, q}, y F; es la identidad fuera de la imagen de
0,0<t<1.

Sea W = (U X R""! x RS71) y definamos F, como la identidad en V — W. Para definir
F; en W, primero elijamos una isotopia suave G; : U — U de nuestro modelo plano tal

que:

Gy es la identidad.

G; es la identidad en un entorno del borde U-UdeU,0<t<1.

G(UNGC)NC)=2.
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G1(UNCo)

Figura 9: Dibujo esquematico de G.

Sea p : R™! x R*"! — [0, 1] una funcién suave tal que para x € R"!, y € RS

1 silx2+|g)° <1
p(xy) = o
0 si|X¥P+g?>2

Definamos una isotopia H; : U x R"™! x RS™! — U x R"! x R®™! mediante

Ht(U, X, y) = (th(x,y) (u), X, y)

donde u € U. Definamos F,;(w) = ¢ o H; o ¢~'(w), con w € W, y recordemos que F;
esta definida como la identidad fuera de W, para t € [0, 1].

H,(u, x,y) es laidentidad si |X¥?|+|7%| > 2. Ala vez, H, es laidentidad cerca del borde de
U. Por lo tanto, no surgen problemas de regularidad para H; en W para ningun ¢ € [0, 1].
Es claro que H; es suave dentro de W por ser composicion de funciones suave. Ademas,
los inicos puntos de M N M’ que pertenecen a W son p y g, ya que ¢ (M) N ¢~ (M’) =
UNCyNCyx0x0={a,b}y ¢ esinyectiva. Si nos restringimos a W:

e(Hi (o '(M))) "M’ = p(G1(UNCy) x 0% 0) Nep((UN Cy) X0x0)=0
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donde la tltima igualdad se da porque ¢ es inyectiva y G;(U N Cy) N (C; NU) = @ por
construcciéon. Como F es la identidad fuera de W, Fy(M) N M’ = M N M’ — {p, q}. por lo

que F es la isotopia que buscdbamos. O

Para demostrar el Lema 6.5 precisaremos el siguiente lema:

Lema 6.6

Existe una métrica Riemanniana en'V tal que:

En la conexion asociada (ver [ 1), M y M’ son subvariedades totalmente

geodésicas de V.

Existen entornos coordenados N, y Ng de p y q en los cuales la métrica es la
métrica euclidiana y tales que N, NC, N, NC’, NyNC y Ny N C’ son segmentos

de recta (perpendiculares en los casos en que se intersecten).

Demostracion. Sabemos que M intersecta a M’ transversalmente en los puntos py, ..., Pk
con p = p1yq = pz. Cubramos M U M’ con entornos coordenados Wy, ..., W,,, en V con

difeomorfismo de coordenada h; : W; — R, i = 1,..., m, tales que:

Existen entornos coordenados disjuntos Ny, .., Ny con p; € N; C N Cc W, y
NiNnWj=0@parai=1,..kyj=k+1,..,m.

h(W,NnM) CR" X0y h,(W;NnM') COXR’parai=1,...,k.
hi(W; N C) y h;(W; N C’) son segmentos de recta en R™*, i = 1,2.

Construyamos una métrica Riemanniana (g, w) en el conjunto abierto Wy = WjU...UW,,
con las métricas en los W; inducidas por las h;, i = 1, ..., m, usando una particiéon de la
unidad. Notemos que por a esta métrica es euclidiana en los Nj.

Con esta métrica construyamos entornos tubulares abiertos Ty T’ de M y M’ en W,
usando el mapa exponencial (ver [ ]). Eligiéndolos suficientemente finos podemos

asumir que T NT' € Ny U... U N y que
hi(TNT NN;) = (DH)° x (D;)° CR"XR*=R"™
parai=1,..., k y para algunos ¢ ¢’ > 0 dependiendo de i.
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Sea A:T — T la involucién (A% = A o A = Id) suave que es el mapa antipodal en cada
fibra de T. Definimos una nueva métrica Riemanniana {7, w)4 en T mediante (7, w)s =
1 - - - -

7 ({0, W) + (A0, Auw)).

Figura 10: Dibujo esquematico de la construccion de la métrica Riemanniana.

Con respecto a esta nueva métrica, M es una subvariedad completamente geodési-
ca de T. Para ver esto, sea @ una geodésica en T tangente a M en algin punto z € M.
Como tenemos por construcciéon A> = Id, A es una isometria de T en la nueva métrica
((dAv, dAw) = {(d(A™1)o,d(A")w), por lo que {(d(A?)v, d(A?)w) = (v, w)), y por lo tanto
manda geodésicas en geodésicas. Como M es el conjunto de puntos fijos de A, se deduce
que A(w) y w son geodésicas con el mismo vector tangente en A(z) = z. Por la unicidad
de geodésicas, A es la identidad en w. Por lo tanto, o € M, por lo que M es totalmente
geodésica.

Definamos de forma an4loga una nueva métrica (J, w)4 en T’. Se deduce de la propie-
dad b y la forma de T N T’ que estas dos nuevas métricas coinciden con la vieja métrica

en T N T’ y por lo tanto definen juntas una métrica en T U T’. Extendiendo a toda V la
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restriccion de esta métrica a un abierto O,con MUM’ COCO CTUT, completamos la

construccién de una métrica en V que satisface las condiciones 1y 2. o

Demostracion del Lema 6.6. Usemos el Lema 6.6 para elegir una métrica Riemanniana en
V.Sean(p), 7(q), 7’ (p), 7’ (q) los vectores unitarios tangentes a los arcos C y C’ (orientados
depag)enpyq. Como C es un espacio contractible, el haz sobre C de vectores ortogonales
a M es trivial. Usando esto construimos un campo de vectores unitarios a lo largo de C
ortogonal a M e igual a los transportes paralelos de 7’(p) y de —7’(¢q) alolargode N,NCy
N, N C respectivamente. Construyamos un campo vectorial correspondiente en el modelo.
Usando el mapa exponencial, vemos que existen entornos de Cy en el plano y una ex-
tension de ¢1|c, a un encaje de este entorno en V. En realidad, el mapa exponencial nos
da un encaje local, y luego usamos el siguiente lema (que citamos sin prueba; ver [ ,
pag. 49]):
Lema 6.7

Sea Ay un subconjunto cerrado de un espacio métrico compacto A. Sea f : A — B un
homoemorfismo local tal que f|4, es inyectiva. Entonces existe un entorno W de A, tal

que flw es inyectiva.

Similarmente extendamos ¢1|c; a un encaje de un entorno de C; usando un campo de
vectores unitarios a lo largo de C’ ortogonal a M’ que a lo largo de N, N C" y N, N C’
consiste de los transportes paralelos de 7(p) y —7(q) respectivamente. Cuando r = 1 esto
es posible solo porque los numeros de interseccién en p y g son opuestos.

Usando la propiedad 2 de la métrica en V vemos que los encajes coinciden en un en-
torno de Cy U Cj (ya que en la geometria euclidiana los transportes paralelos que usamos

conmutan) y por lo tanto definen un encaje
p2: N—>V

del entorno anular cerrado N de dD tal que ¢, (M) = NN Coy ¢, (M) = NNC}.Sea S
el borde interno de N y sea Dy € D el disco que encierra S en el plano.
Como L es homotdpico al lazo ¢,(S), este ultimo es contractible en V. De hecho, ¢2(S)

es contractible en V — (M U M’), como mostraré el siguiente lema:
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Co

Figura 11: Dibujo esquematico de N, donde podemos definir el encaje ayudados por la

métrica Riemanniana construida previamente.

Lema 6.8

Le

SiV]',n > 5, es una variedad suave, M una subvariedad suave de codimension al menos

3, entonces un lazo en V1 — M; que es contractible en V; es también contractible en V1 — M;.

Para probar este lema, usaremos los siguientes lemas:

ma 6.9 (ver [ D

Le

Sea f : My — M, una funcion continua entre variedades suaves que es suave en un

conjunto cerrado A de M,. Entonces existe una funcion suave g : My — M, tal queg = f

(g es homotépicoa f) ygla = fla

ma 6.10 (ver [ 1yl )]

Sea f : My — M, una funcién suave entre variedades suaves que es un encaje de un

subconjunto cerrado A de M;. Asumamos que dim(M,) > 2 dim(M;) + 1. Entonces existe

un encaje g : My — M, aproximando f tal queg = f y gla = fla.

Demostracioén del Lema 6.8. Sea g : (D% S') — (Vi,V; — M;) una contracciéon en V; de un

lazo en V; — M. Como dim(V; — M;) > 5, los lemas nos proveen de un encaje suave

tal

h:(D%SY) — (Vi, Vi — My)

que ¢g|s1 es homotopica a h|g1 en V] — M;.
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El haz normal de h(D?) es trivial porque h(DD?) es contractible. Entonces existe un
encaje H de D? X R"? en V; tal que H(u,0) = h(u) para u € D? Tomemos ¢ > 0 suficien-
temente chico como para que |X| < ¢, ¥ € R""2 implique H(S! x ¥) € V; — M;. Como la
codimensioén de M; es mayor o igual a 3, por el Lema 4.2 existe xo € R"72, || < ¢, tal que
H(D?* x %) N M; = @.En V; — M; tenemos glg: = hlg1 = H|gixg = Hlgixs,, y este tltimo es

homotdpico a una constante por construccion. O

Ahora podemos mostrar que ¢(S) es contractible en V — M U M’. Es contractible en
V — M’ por el lema que acabamos de probarsir > 3,ysir =10 r = 2 porque por hipotesis
el mapa inducido por la inclusién 71 (V — M’) — 71(V) es inyectivo. Entonces, como s > 3,
¢(S) es también contractible en (V — M’) = M =V — (M U M’), una vez maés por el lema
recién probado.

Ahora elegimos una extension continua de ¢, a U = N U D,

¢ :U—>V

que cumpla que la imagen de D° esté dentro de V — (M U M’). Aplicando el Lema 6.9 y

el Lema 6.10 a ¢;|p- obtenemos un encaje suave ¢3 : U — V que coincide con ¢, en un
entorno de U — D° y tal que ¢3(u) € MU M’ parau ¢ Cy U C;.

Solo queda extender @3 a U xR""! x RS~!, Para esto, primero probaremos dos resultados
sobre frames.
Definicion 6.2
N Una variedad de Stiefel es una variedad formada por p-frames ortonormales en R™. La

denotaremos V,,(R").

Lema 6.11

7j(V,(R™)) es trivial para j = 0,...,n—p — 1.

Demostracion. Primero, notemos que el enunciado no implica nada para el caso n = 1,
por lo que podemos asumir n > 2. Representaremos cada elemento v € V,(R") (y, mas

generalmente, un conjunto de p vectores cualquiera en R") mediante la matriz (a;;)nx, de

las coordenadas en R" de cada vector de la p-frame. Denotamos a; al vector (ay, ..., an;).
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Sea ¢ : S/ — V,(R") un representante de un elemento de 7;(V,(R")). Probaremos que
existe una isotopia h; de ¢(S’) en V,(R") tal que, para todo v € @(S7), si hi(v) = (bij)
entonces by =1y b;j; =0parai=2,..,n

Siv € ¢(S7) y v esta representado por (a;;), definimos h de la siguiente manera: sea P el
plano generado por a; y e; (podemos, sin perder generalidad, elegir e; de manera que no sea
colineal con @ para ningtn v gracias a que j < n—1). Luego descomponemos cada a; como
el componente p; del vector en Py el componente §; perpendicular a P. Definimos (p;;) y
(gij) como en el primer parrafo con los conjuntos {p; : i = 1,...,p} y{gi: i = 1,...,p}
respectivamente. Claramente tenemos (a;;) = (pij) + (gij)-

En el plano P tenemos una isotopia r; de a; a e, que es simplemente rotar te, donde
« es el angulo de @) a e;. Definimos (pfj) = r:((pij)), donde se sobreentiende que estamos
aplicando r; a cada vector individualmente. Finalmente, definimos h;(v) = (p} j) +(qij). La
continuidad se debe a que todos los pasos de la construccion varian continuamente con v,
y el resto de las propiedades son faciles de verificar.

Tenemos que para todo o € h;(¢(S/)) los vectores b; de su representacion cumplen
b1 =1y bj; = 0parai = 2,..,n. Sea M el subespacio generado por l;g, . .,b_;,. Mediante
el isomorfismo lineal f : M — R"! tal que f(E,) = e;_1, tenemos que podemos aplicar
el mismo razonamiento sucesivamente hasta llegar al problema para V;(R"?*!), que es
claramente isomorfo a S"7?. Llegada esta situacién, ¢ ha inducido una funcién continua
¢ : S/ — S"P. Esta tiene una isotopia a la identidad si j < n — p — 1, ya que 7;(S"?)
es trivial en ese caso. Por lo tanto, tenemos una isotopia de ¢ a la identidad, por lo que

7j(V,(R™)) es trivial. O

Corolario 6.11.1

SO(n) es conexo.

Demostracion. Como las bases ortonormales de SO(n) por definicién comparten orienta-
cién, podemos ver a SO(n) como el subconjunto de V,,_1(R") de n — 1-frames cuyo primer
vector es e;. Usando la isotopia del lema pasado, concluimos el resultado (ya que S! es

conexo). O

Sea U" = ¢3(U), y por conveniencia escribiremos C, C’, Cy y C; en lugar de U’ N C,
U'NC’',UNCyyU N Cj respectivamente.
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Figura 12: Dibujo esquematico de ¢s.

Lema 6.12
Existen campos vectoriales &1, ..., &-—1, 11, ..., Ns—1 a lo largo de U’ que son ortonormales y
ortogonales aU’ y tales que &, ..., &,—1 son tangentes a M a lo largo de C y 1y, ..., ns—1 son

tangentes a M’ a lo largo de C’.

Demostracion. La idea es construir &, ..., &_1 por pasos, primero a lo largo de C por trans-
porte paralelo, luego extendiendo a C U C’ mediante un argumento de haces, y luego a U’
mediante otro argumento de haces.

Sean 7y 7’ los vectores de velocidad normalizados a lo largo de Cy C’, y sea v el campo
de vectores unitarios a lo largo de C’ que son tangentes a U’ y ortogonales hacia adentro
con respecto a C’. Entonces, como el nimero de interseccionde Cy C’ es+lenpy —1en
g, tenemos v'(p) = 7(p) y v'(q) = —7(q).

Elijamos r — 1 vectores & (p), ..., &—1(p) que son tangentes a M en p, ortogonalesa U’ y
tales que la r-frame 7(p), &1 (p), ..., &—1(p) esta positivamente orientada en T, M. Trasladar

paralelamente estos r — 1 vectores a lo largo de C nos da r — 1 campos vectoriales suaves
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I 4 p) = T(P) ’ C

Figura 13: Dibujo esquematico del primer paso de la construccion de los frames.

&, ..., &1 alolargo de C. Estos campos vectoriales son ortonormales entre si y ortogonales
a U’ porque el transporte paralelo preserva los productos internos. También son tangentes
a M alo largo de C porque A es una isometria, por lo que tenemos V,& = 0 = A,(0) =
A (V&) = Vy, (nA(&) = VLAL(&), por lo que el campo A, (¢;) es el transporte paralelo
de A.(&(p)) = &(p) alo largo de C. Por la unicidad del transporte paralelo, A.(&) = & a
lo largo de C, por lo que & € M a lo largo de C, ya que M es el conjunto de puntos fijos
de A. Finalmente, por continuidad la r-frame , &, ..., £,_1 esta positivamente orientada en
TM (el haz tangente de M) en todo punto de C.

Ahora transportemos paralelamente &;(p), ..., &—1(p) alo largo de N, N C” y, simulta-
neamente, &;(q), ..., £-1(q) alo largo de N, N C’. Por hipétesis los nimeros de interseccion
de My M’ en py qson+1y —1.Esto significa que 7(p), & (p), ..., &—1(p) esta positivamente
orientada en v(M’) en p mientras que 7(q), &1(q), ..., &,—1(q) esta negativamente orientada
env(M’) enq. Como v'(p) = 7(p) y v'(q) = —7(q), podemos concluir que en todos los pun-
tos de N, N C’ y todos los puntos de Ny N C” las frames v/, &y, ..., {1 estan positivamente
orientadas en v(M’).

El haz sobre C’ de (r — 1)-frames (..., {,—; ortogonales a M’ y a U’, y tales que

v, 4, ..., {y—1 estd postivamente orientada en v(M’) es trivial con fibra SO(r — 1), que, como
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ya probamos, es conexa. Por lo tanto, podemos extender &, ..., &1 a un campo suave de
(r — 1)-frames en C U C’ que son tangentes a M a lo largo de C y a M’ alo largo de C’.

Elhaz sobre U’ de (r—1)-frames ortonormales que son ortogonales a U’ es un haz trivial
con fibra V,_; (R"*72). Hasta ahora hemos construido una seccién transversal &, ..., &_; de
este haz en C U C’. Componiendo &, ..., £, con la proyeccion a la fibra, obtenemos una
funcién suave de C U C’ en V,_;(R"*572), que es simplemente conexa porque s > 3. Por lo
tanto, existe una extension continua a U’ y por el Lema 6.9 existe una extension suave.
Entonces podemos definir £, ..., &_1 sobre todo U’ de la manera que buscamos.

Para definir los campos vectoriales restantes, observemos que el haz sobre U’ de frames
ortonormales 7, ..., js—1 en TV tal que cada 1; es ortogonal a U’ y a &y, ..., &—1 es un haz
trivial ya que U’ es contractible. Sea 7y, ..., Js—1 una seccién transversal suave de este haz.
Entonces &, ..., &-1, 1, ..., Ns—1 €s un frame ortonormal y es ortogonal a U’. Como &, ..., &4

son ortogonales a M” en C’, se deduce que 7y, ..., Js—1 son tangentes a M’ en C’. O

Continuacioén de la demostracioén del Lema 6.6. Definamos un mapa U x R"! x R$™1 — V

mediante

r—1 s—

1
(U X1, e Xp—1, Y15 o Ys—1) — €XP Z xi&i(3(u)) + Z yini(es(w))

i-1 j=1
Se deduce del Lema 6.7 y del hecho que este mapa es un difeomorfismo local que existe
un ¢-entorno abierto N, del origen en R™72 = R ! x R tal que si ¢4 : U X N, — V
denota este mapa restringido a U X N, entonces ¢4 es un encaje (puede que tengamos que
reemplazar a U con un entorno mas pequerio, que seguiremos llamando U).

Definamos un encaje ¢ : U x R"™! X R¥"! — V mediante

o(u,z) = @4

ez

U, ——

V1+|z|?
Entonces ¢(Co X R x0) € My ¢(C)x0xR"!) € M’ porque M y M’ son subvariedades
totalmente geodésicas de V. Ademas, como ¢ (U x0) = U’ intersectaa M y M’ precisamente
en Cy C’ (transversalmente), se deduce que para ¢ > 0 suficientemente pequefio, la imagen
de ¢ se intersecta con M y M’ precisamente en los entornos producto de C y C’ anteriores.
Esto implica ¢} (M) = Co x R""! X 0y ¢~ (M’) = C; x 0 x R*"!. Entonces ¢ es el encaje

que buscamos. O
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7. CANCELACION DE PUNTOS CRITICOS INTERMEDIOS

Definicion 7.1

N Supongamos que W" es una variedad suave, compacta y orientada, y sea X = oW. Le
daremos a X una orientacion inducida por la orientacion de W, definiéndola de la siguiente
manera: una (n — 1)-frame ty, . . ., T,—1 de vectores tangentes a X en algiin puntox € X
esta positivamente orientada si la n-frame v, 7y, . . ., T,—1 esta positivamente orientada en
T.W, donde v es cualquier vector tangente a W, pero no a X, en x y apuntando hacia
afuera de W.

Alternativamente, especificamos [X] € Hp—1(X) como el generador de orientacion
inducido para X, donde [X] es la imagen del generador de orientacion [W] € H,(W, X)
para W bajo el homomorfismo de borde H,(W,X) — H,_1(X) de la sucesion exacta para
(W, X).

Ahora supongamos que tenemos triadas (W, V, V'), (W’; V', V"), y (W U W', V, V"),
todas de dimension n. Supongamos también que f es una funcién de Morse definida en
WUW’ con puntos criticos q1,...,q, € Wyqy,...,q,, € W talesque g, . . ., g¢ estan todos
en un mismo nivel y son de indice A, mientras que ¢, ..., g;, estan en otro nivel y son de
indice A + 1, y V’ es un nivel no critico entre ellos. Elijamos un campo de tipo gradiente
para f y orientemos los discos a izquierda D1 (qi),...,Dr(q,) en Wy D;(q}), ..., D;(q;,)
en W’.

La orientacién del haz normal vDg(q;) de un disco derecho de W esta entonces de-
terminada si pedimos que Dy (q;) tenga ntimero de interseccién +1 con Dg(q;) en g;. El
haz normal vSg(q;) de Sr(g;) en V’ es naturalmente isomorfo a la restriccion de vDg(q;) a
Sr(qi). Por lo tanto, la orientacion de vDg(q;) determina una orientacion para vSg(q;).

Combinando la Definicion 7.1 y el parrafo anterior concluimos que una vez que ele-
gimos orientaciones para los discos a izquierda en W y W', existe una forma natural de
orientar las esferas a izquierda en V' y el haz normal de las esferas a derecha en V’. Por lo
tanto, los nimeros de interseccién Sg(q;) - Si(q;) en V' de esferas a izquierda con esferas
a derecha estan bien definidos en V".

Ya probamos que Hy(W,V) y Hy. (W U W/, W) = Hy, (W', V’) son grupos abelia-
nos libres que tienen como generadores [Dr(qz2)].. .., [Dr(q,)] y [D; (g1, ..., [D} (gm)],
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respectivamente, representados por los discos a izquierda orientados, en el capitulo 3.
Lema 7.1

] Sea M una variedad suave, cerrada y orientada de dimension A encajada en V' con [M] €
H) (M) el generador de orientacion, y sea h : Hy(M) — H(W,V) el mapa inducido por
la inclusion. Entonces tenemos h([M]) = Sr(q1) - M[Dr(q1)] +. ..+ Sr(qe) - M[Dr, (q¢)]
donde Sg (q;) - M denota el nimero de interseccion de Sp(q;) yM en V.

Corolario 7.1.1

Con respecto a las bases representadas por los discos a izquierda orientados, el mapa de

borde 0 : Hy,y(W U W', W) — Hy(W,V) para la tripletaV C W C W U W’ esta dado

por la matriz (a;;) de los niimeros de interseccion a;j = Sr(q;) - Si(q}) en V', que estan

naturalmente determinados por las orientaciones asignadas a los discos a izquierda.

Demostracion. Consideremos un elementos de la base, [Di(q;.)] € Hy,y(WUW’,W). Po-

demos factorizar el mapa 9 de la siguiente manera:
H(5](q))

I
5 ~

Hyy(WUW/, W) ———— Hyy (W, V') ———— Hy(V')

92

~

Hy(W)

Hy(W,V)
donde e es la inversa del isomorfismo de excision e i, es inducida por inclusion, J; es
el mapa de borde asociado a V' € W’y 9, es el mapa de borde asociadoa W C W',
Por definicién tenemos e([Di(q;)]) = [Di(q})] Por definicién también tenemos 9;0

e( [D]i(q;.)]) = +i.([S] (q})]). Finalmente, por definicién de la orientacion de Si(q}) tene-



mos 90 e([ D} (q})]) = i.([S] (q})]), por lo que el resultado se deduce de tomar M = S; (q)

en el lema. O

Demostracion del Lema 7.1. Asumiremos ¢ = 1; la prueba en el caso general es similar.
Tomemos q = q1, D = D1(q1), Dr = Dr(q1), y Sk = Sr(q1). Debemos mostrar h([M]) =

Sr - M - [Dr]. Consideremos el siguiente diagrama:

Hy(M)

XSreM

Hy (V") > Hy(V', V' = Sg)

(r\V’)* hl:(r‘vl)*

~

) Hy(W) - Hy(VUDp) > Hy(VUDLV U (DL - q))

by

~

Hy(VUDL, V)

Hy(W,V)

El retracto de deformacion r : W — V U D construido en el Teorema 3.8 envia
V' —SraVU(DL—q), por lo que el homomorfismo h; inducido por r|V’ esta bien definido.
El retracto de deformacion que surge de seguir las trayectorias hacia atras en el tiempo en
(DL — q) induce el isomorfismo h,. Todos los de mas homomorfismos son inducidos por
inclusion.

El diagrama conmuta porque h; es el inverso del mapa inducido por la inclusién, que
a su vez es invertible porque h; es inducido por un retracto de deformacién, y porque
i = (ry)s« yaqueiyry : V' — VUDg son homotopicas.

Por el Lema 6.2 tenemos ho([M]) = (Sg - M){(a), donde o € Hy(Sg) es el generador
canénico y ¥ : Hy(Sgr) — Hj(V’,V’ — Sg) es el isomorfismo de Thom. Por lo tanto, como

el diagrama conmuta, para probar h([M]) = (Sg - M)[D_] bastara con probar
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hs o hy o hy(Y(a)) = [D¢]

Sea D* un disco orientado que intersecte a Sg en un solo punto transversalmente en
V' (notar que las dimensiones son las correctas para esto, ya que dim(D*) + dim(Sg) =
dim(V")), con nimero de intersecciéon Sg-D* = +1. Aplicando el Lema 6.2, tenemos [D?] =
V(). Refiriéndonos a las definiciones de r y h, y a nuestra convencion de orientacion para
DRy Sg, podemos ver que la imagen de D” por h, o hy representa [Dr] € Hy(V U Dy, V),
que es un generador. Como ks es inducido por la inclusiéon y V U Dy es un retracto de

deformacion de W, obtenemos h3 o hy o hy(/(«)) = [DL], como queriamos.

h1
N

ha([r(DM)])

Figura 14: Dibujo esquematico de h; o hy

O

Dado un cobordismo c representado por la triada (W;V,V’), por el Teorema 4.5 po-
demos factorizar a ¢ como un producto cyc; . .. c, de manera que, para todo A, ¢) admita
una funcién de Morse tal que todos los puntos criticos yazcan en un mismo nivel y sean
de indice A. Representemos cyc; .. .cy con la variedad Wy € W, A =0,1,...,ny tomemos

W_; =V, de manera que
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Ademas, llamaremos V; al borde a derecha de cada W;. Definimos C; = Hy (W), Wy_;)

= H,(W),W)_1) ysead: Cy — Cy_; el homomorfismo de borde para la sucesién exacta de

la tripleta Wy_, € Wj_; C W,.

-T - 1
“/1—1 “/1 “/1+1

/ / / /

! ! ! !

1 PY 1 1 ° 1

I I I I

| | ] |

I I | I

| L | L | |

I I I I

| | I |

\ L4 \ \ o \

\ \ \ \
\ \ \ \

Figura 15: Dibujo esquematico de W unién ascendente de los Wj.

Teorema 7.2
C. = (Cy, d) es un complejo de cadenas (es decir, 3* = 0) y H;(C.) = H,(W, V) para todo

A.
Demostracién. &* = 0 es inmediato por definicion del homomorfismo de borde. Para probar

el isomorfismo, consideremos el siguiente diagrama:

h A h
Hyp1(Was1, Wa) = Capn —— Hp(Wa, Wa—z) —— Hy(Wiyr, Waoz) —> 0

IN+1
h
~

Hy(Wy, Wa_1) = C,

N
v

H)L—1(W/1—1, W)L—Z) =Cr

La sucesion horizontal es la sucesion exacta asociada a la tripleta (W41, W), W)_,) y la

sucesion vertical es la sucesién asociada a la tripleta (W), Wy_1, Wj_,). Notar que estamos
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usando Hy (Wy_1, Wy_p) = Hy (W, Wy) = 0.

El diagrama conmuta porque las proyecciones iy : Cy(Wy) — Ci(Wy, Wy_y), m :
Ca(Wy) = Cr(Wy, Wy_p) ¥ 72 : Cr(Wp, Wy_3) — Ca(W), Wy—1) cumplen 7y = 73 o 7y y los
mapas que queremos hacer conmutar son inducidos por estas proyecciones. Notar que este
es el mismo argumento que en el Lema 6.2.

Por la exactitud de la sucesion horizontal, Im(hy) = Ker(h;). Por la exactitud de
la sucesion vertical, h, es inyectiva. Por lo tanto, por la conmutatividad del diagrama
Im(dy+1) = Im(hy) = Ker(hy). Por la exactitud de la sucesion vertical y la inyectivi-
dad de hy, Ker(9)) = Im(hy) = Hy(W), Wy_,). Por la exactitud de la sucesién horizontal,
HaWaWad) ~ H) (Wyay, Wy_s). En conclusion, Hy (C,) = K0 ~ 11 (Wy, 1, Wiyp).

Ker(hy) T Im(9p) T
Solo resta probar Hy (W, V) = Hy (W41, Wy_5), lo cual se deducira de los siguientes dos

lemas, que se prueban de manera analoga:

Lema 7.3
VA€ {-1,..,n},Vk > A, H.(W),V) =0

Demostracion. La prueba sera por induccién en A. Como caso base tenemos el caso A = —1:
Hip(W_1,V) = Hi(V,V) = 0 para todo k > —1.

Supongamos ahora que se cumple el lema para cierto A. Probaremos que entonces tam-
bién se cumple para A + 1. Consideremos la sucesién exacta larga asociada a la tripleta

\% c WA c W/\+1:
- = Hy (W), V) = Hc(Wy41, V) = He(Wii, W)) = He (W), V) — - -

Por hipétesis de induccidn, si k > A + 1 entonces tenemos Hi (W), V) = Hi_1(W), V) = 0,
por lo que la exactitud de la sucesiéon nos permite deducir Hy (W41, V) = Hix(Wyyr, Wi).

Por el Corolario 3.8.1 tenemos entonces Hi(Wy41,V) = 0sik > A + 1. O

Lema 7.4
VAe {-1,...,n},Vk < A+ 1, H(W,W)) = 0

Demostracion. La prueba sera por induccién en A. Como caso base tenemos el caso A = n:

Hp(W,W,) = H,(W,W) = 0 paratodo k < n+ 1.
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Supongamos ahora que se cumple el lema para cierto A. Probaremos entonces que tam-
bién se cumple para A — 1. Consideremos la sucesion exacta larga asociada a la tripleta
WA—I - W,l - Ww:

c = He(W,W)) = Hieoq(Wa, Wysy) = Hieoy (W, Wosg) — Hi (W, W) — -

Por hipoétesis de induccidn, si k < A + 1 entonces tenemos Hp (W, W)) = Hx_{(W, W) = 0,
por lo que la exactitud de la sucesién nos permite deducir Hi_1 (W, Wy_1) = Hy_1 (W), Wy_1).

Por el Corolario 3.8.1 tenemos entonces Hy_; (W, W)_;) = 0sik <A+ 1. O

Pobaremos ahora que se cumple Hi (W, V) = Hi (W, W,_,), Vk > A. Consideremos la su-

cesion exacta larga asociada a la tripleta (V, W)_,, W)
- = Hy(Wy2, V) = H (W, V) = Hi(W, W)—3) = Hey(Wy2, V) — -+

Usando el Corolario 3.8.1 tenemos Hy(W)_5, V) = Hi_1(W)_,, V) = 0 para todo k > A.
Por lo tanto, la exactitud de la sucesiéon nos permite deducir Hi (W, V) = Hi (W, W)_,).
Finalmente, probaremos Hy (W, W)_5) = Hi (W41, Wi—s), Yk < A. Consideremos la

sucesion exacta larga asociada a la tripleta (Wy_p, W1, W):
+ = Hgpy (W, Wyi1) = He(Wair, Wa—z) — Hy (W, Wy_2) — Hp(W, Wpyy) — -+

Usando el Corolario 3.8.1 tenemos Hy1 (W, Wy41) = Hi (W, Wy,1) = 0 para todo k < A.
Por lo tanto, la exactitud de la sucesién nos permite deducir Hy (W)11, Wy—s) = Hi (W, W)_,).
Juntando todo se deduce Hy (W, V) = H,(W),1, W)_,) para todo A € {0, ...,n}. O

Teorema 7.5 (Dualidad de Poincaré)

Si (W;V,V’) es una triada de dimension n y W es orientable, entonces Hy(W,V) es
isomorfo a H* (W, V') para todo A.

Demostracion. Sean ¢ = ¢ycy...cp ¥ Cr = (Cy, 9) definidos con respecto a una funcién de
Morse f, y tomemos un campo de tipo gradiente ¢ para f. Fijando orientaciones, los discos
a izquierda de c) forman una base de Cj = Hy(W,, W)_). Por el Corolario 7.1.1 sabemos
que con respecto a esta base el mapa de borde 9 : CA — C,_; esta dado por la matriz de
numeros de interseccion de las esferas a izquierda orientadas de cj con las esferas a derecha

de ¢)_; con haz normal orientado.
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Similarmente, tomemos Wy’ C W para representar ¢, Cp—py+1...Cpparapu=0,1,...,n
y tomemos W', = V’. Definamos C;’z = H,(W,, Wu’_l) y o : C;, — C;,—1 como antes. Para
cualquier disco a derecha Dg, la orientacién dada de v(Dg) junto con la orientacion de W
dan una orientacion naturalmente definida para Dg. Entonces 9 : C;, — CI’I_1 esta dado
por la matriz de los numeros de interseccién de esferas a derecha orientadas con esferas a
izquierda con haz normal orientado.

Sea C™* = (C'",§’) el complejo de cocadenas dual al complejo de cadenas C., = (C/, ")
(es decir, C’* = Hom(C,Z) y 6’ es el mapa dual inducido). Elijamos como base para C** la
base dual a la base de C,, determinada por los discos a derecha orientados de ¢;—.

Asignando a cada disco a izquierda orientado el dual del disco a derecha orientado del
mismo punto critico, inducimos un isomorfismo C; — C =1 Ahora, como ya establecimos,
9 : Cy — Cy_; esta dado por la matriz (a;;) = (Sr(p:) Si(p;)) Es facil ver que 8’ : C'"™* —
C"=**1 esta dado por la matriz (bij) = (S| (p;.) -Sr(pi)). Como W esta orientada, b;; = *a;j,
y el signo depende solo de A (de hecho, como comentamos en el capitulo anterior, el signo
resulta ser (—1)*71). Por lo tanto, 9 corresponde a +8”, y se deduce que el isomorfismo de
grupos de cadenas induce un isomorfismo Hj (C,) = H*(C™).

Ahora, el Teorema 7.2 implica Hy(C,) = Hy(W,V) y H,(C;) = H,(W,V’) para cada
Ay p. Ademas, este dltimo isomorfismo implica H*(C™*) = H*(W,V’) para cada p, ya
que si dos complejos de cadenas tienen homologias isomorfas entonces los complejos de
cocadenas duales tienen cohomologias isomorfas, por lo que queda probado el teorema. El
hecho de que los grupos de cohomologia queden determinados por los grupos de homologia
es, en esencia, el contenido del teorema del coeficiente universal para cohomologia (ver

Apéndice). O

Teorema 7.6

Supongamos que (W;V, V") es una triada de dimension n que posee una funciéon de Morse
f con todos los puntos criticos de indice A y en el mismo nivel. Sea & un campo de tipo
gradiente correspondiente a f. Asumamos2 < A < n—2 y que W es conexa. Entonces,
dada una base de Hy(W, V), existe una funcion de Morse f’ y un campo de tipo gradiente
&’ correspondiente que coinciden con f y & en un entorno de VUV’ y son tales que f’ tiene

los mismos puntos criticos que f, todos en el mismo nivel, y los discos a izquierda de &’

forman la base dada si son orientados de forma apropiada.
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Demostracion. Sea [D] un elemento de Hy(W, V). Tomando un representante para D, te-

nemos como consecuencia del Lema 6.2:
k
[D] = )" (Dr(gm) - D)[DL(qm)]
m=1

Fijando i, modificaremos f de manera que los nuevos discos a izquierda de los puntos
criticos de indice A sean los mismos para m # i, y de manera que el disco a izquierda
correspondiente a g;, que denotaremos Dj (q;), cumpla Dr(q;) - D;(gi) = 1y Dr(qj)
D; (gi) = 1 para un j fijo.

Notemos que que todo cambio de base (con la orientacién correcta) en Z¥ debe surgir
de una matriz con entradas en Z y determinante 1 (de lo contrario, la matriz inversa tendra
al menos una entrada que no pertenezca a Z). Como tenemos Hy(W,V) = Z*, y como
las matrices asociadas a los cambios de base del parrafo anterior generan estas matrices,
podremos construir cualquier base bien orientada usando el procedimiento anterior una
cantidad finita de veces. Para generar toda base, independiente de orientacioén, basta con
notar que podemos invertir la orientaciéon de cualquier disco a izquierda para cambiar el
signo del elemento de la base correspondiente.

Usando el Teorema 4.1 podemos obtener una nueva funcion de Morse f” tal que para
¢ > 0 tenemos f'(q;) = f(g;) + ¢ en un entorno de q;, f'(q;) = f(q;) sij # iy & siga
siendo un campo de tipo gradiente para f’. Por construccién, no habra puntos criticos en
f7Y(f(qi), f(qi) + c). Nuestra intencién ahora sera aplicar el Lema 4.3, para lo cual pri-
mero encontraremos una isotopia conveniente para modificar f~'(f(q;), f(g;) + §] desde
la derecha, habiendo definido S; (¢;) en el nivel no critico f (f(q) + 5). Usando el difeo-
morfismo entre f'~1[f(q;) + »fq)+35]y Uf(q) + 3) x [0, 1], dada una isotopia h,
de f~1(f(q:) + 5) podemos definir h;(S; (g;)) := (h;(S](g:),t), que no es nada mas que la
esfera a izquierda eligiendo un diferente nivel critico para definirla, habiendo ya usado h;
para aplicar el Lema 4.3.

Ema 7.7
Existe una isotopia h; de f'~'(f(q;) + %) tal que hy = Id y Sr(q;) ¥ Ureqo1 R (S(q:))

se intersectan transversalmente y su nimero de interseccion es 1.

Demostracién. Como 2 < A < n — 2, tenemos que (f~'(c) — U", Sr(p;)) es conexo por
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caminos, por lo que podemos tomar un camino y en este conjunto tal que y(0) = p; y
y(0) = po, donde p; € S/ (qi) y p2 € Sr(q;). Asumimos que y solo intersecta a cada esfera
una vez, lo cual podemos hacer sin perder generalidad con solo restringirnos al interva-
lo [a,min{t € [a,1] : y(t) = q2}] (el cual renormalizaremos para que vuelva a ser [0, 1]),
donde a = max{t € [0,1] : y(t) = q1}. Ademas, tomando un entorno tubular localmente
en p; y en p; podemos modificar a y para que corte a S/ (g;) y Sr(q;) transversalmente sin
generar nuevas intersecciones con los discos, extendiendo su dominio al intervalo (—¢, 1+¢)
en el proceso.

Supongamos A < n — A. Construiremos un entorno tubular Ty, de y en f'~'(f(q:) + §)
tal que y corresponda a x,-1, S.(q:) N T, esté generado por {xi,...x3—1} y Sr(q;) N T,
esté generado por {xy, ..., X,—_1—1 }- Inicialmente, tomamos un entorno tubular cualquiera de
y(—¢&,1+¢) de manera que si ¢ son las coordenadas asociadas al entorno tubular entonces
e(y(1)) = {(0,..,0,t) € R*" 1} sit € [0,1] y o(y) = {x € R*™ : x = (0,..,0,x,-1)}.
Llamaremos a este entorno tubular T},l.

Tomando T),1 suficientemente chico, definamos y : S/(q;)) N T, — R*! un difeo-
morfismo con /(p;) = 0. Consideremos la parametrizacion de ¢(S; (¢;) N T;) dada por
@ oy, y extendamosla a i/; : R"2 — R""? tomando X} -+ X;,_, direcciones transversales
a@oyy 1 (R*1), definiendo ¢ (x;) = x; parai = 4A,..,n—2yluego extendiendo linealmente.
Eligiendo, una vez mas, Ty1 suficientemente chico tendremos que ¥/; esta bien definido (si
el entorno no es suficientemente chico, podrian no existir las coordenadas transversales) y
es un difeomorfismo.

SiACR"yd > 0, definimos ka5 : R” — R como cualquier funcién que cumpla las

siguientes condiciones:

kas > 0 entodo R".
kas=1enA.

3.| soporte(kys) — A es compacto.
porte(ka,s) p

||VkA,5|| < § en todo R™.
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Definimos ahora una funcién g; en {x € R" ! : x,, | < %} de la siguiente manera:

gl(x) = (k(—oo,%),l (xn—l)wl(xl’ ceesy xn—Z)’O)
+ (k(1,1y 1 (n-1)dor (%1, ..., Xn—2), 0)
+ qD(O, .., 0, xn_l)

Tomando T),1 mas chico si es necesario, tenemos (i1 (x), doi/; (x)) > 0 para todo x, por lo que
|layy + bdoi1]| > 0 paratodo a, b > 0y g; es inyectiva. De la misma manera podemos forzar
que se cumpla ||d[,¢1 - dolﬁl” < C uniformemente para C una constante arbitraria. Como
ldot/1 |l > 0, eligiendo correctamente C y usando que y es transversal a S (¢q;) obtenemos
que g; es un difeomorfismo sobre su imagen, que por construccién es R"~2 x (—oo, (p(%))
Ademas, cumple ¢~ og; ({x € R"™ 1 x = (x1,.., %21, 0,..,0)}) = §] (g)NT) y o~ ogs ({x €
R"™1:x=(0,..,0,x,-1}) = y. Observar ademéas que ¢! o g;(0) = p;.

Extendemos g; a {x € R"™ : x,,_; > %} de la siguiente manera: usando el Lema 6.11,
tenemos un camino diferenciable de dyp;({x € R"™?% : x; = ... = x,.0 = 0}) a {x €
R"™2 : x3 = ... = x,_ = 0}. Este camino lo podemos convertir en una isotopia de R"*
que, teniendo cuidado con la diferenciabilidad en x,_; = % podemos usar para extender
g1 a todo R™™! de manera que ¢;(x1,....,%3-1,0,...,0,X,_1) = (X1, .., X3-1, 0, .., 0, @(X_1))
siempre que x,_; > % Como asumimos A < n— A, completando dop; ({x € R" 2 : x3 = ... =
Xp-2 = 0}) para que sea un subespacio de dimensién n — A — 1 podemos, de hecho, tomar g;
de manera que g;(x1, ..., Xp-2-1, 0, ..., 0, Xp—1) = (X1, .oy Xp—2-1, 0, ..., 0, @(x,—1)) siempre que
Xp-1 2 %

Analogamente, podemos definir un difeomorfismo g, que preserva orientacién y cum-
ple ™l ogo({x € R" 1 : x = (x1,.0, Xn2-1,0, .., 1)}) = Sr(q2) N T, ¢~ 0 go({x € R*1
x=10(0,..,0,x,-1)}) = vy g2(x1,es Xn-2-1,0, ..., 0, x—1) = (X1,..0, Xp-2-1,0, ..., 0, 9(x—1))
siempre que x,_1 < %. Se cumplira ademéas que ¢! 0 ¢5(0, ...,0,1) = p,.

Finalmente, definimos g3 como g; en {x,—1 < %} y gz en {x,_1 > %}. Es claro que g3 es
un difeomorfismo siempre y cuando hayamos elegido bien los valores de se comportan g;
y g2 en las coordenadas x,,_, ..., X,—2. Tenemos entonces, por las propiedades que g; hereda

de g1 y g2, que ¢! o g3 son las coordenadas que buscabamos.

Elijamos a > 0 y definamos una isotopia h,; de R"~! de la siguiente manera:

he(x) = (1, s Xp—2, (1 + a)k(o’l)n,l,ﬁ(x) + Xp-1)
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donde las coordenadas ahora son las que encontramos en el parrafo anterior. Esta isotopia
todavia no es la que necesitamos, ya que h, (R*~! x 0) intersecta a R"*~! x 0 en multiples
puntos, no transversalmente, en un entorno de ¢ = 1. Para corregir esto, buscaremos “co-
lorear” h; (R*! x 0) (variando segiin el t) usando las coordenadas x,_j, ..., X,_; de manera
que solo el 0 tenga el mismo color que 0 X R"~* x 1. Definamos ahora hy, con esto en mente,

de la siguiente manera:

~

hl’ = (xla cees xn—27 0)

tx1
"1+a

1
+ (0, .., 0, (1 + m)tk[_l’”n—l,ﬁ(x) + xn—l)

txX)—1

k[—1,1],ﬁ(x1)s - k[—1,1],ﬁ(x/1—1)>0)

+(0,...,0
1+a

Parai=1,..,1 — 1 tenemos:

oh, )
—— =e;tieiey_ )14 H1E€n1
axi

yparai=A-1,..,n— A — 1 tenemos:

oh; ,
— =e;+ 1l e,
ox; '

14
donde ¢; y ¢/ seran funciones acotadas por una constante arbitrariamente chica siempre y
cuando elijamos a suficientemente grande. Finalmente, con el siguiente lema obtendremos
que esta isotopia es un difeomorfismo para todo t.

Lema 7.8

Sif :R"™ — R" es suave y cumple ||Jf —Id|| < ¢ < 1 en todo punto, entonces f es un

difeomorfismo.

Demostracién. Inicialmente, probemos que (Jf(v),v) > (1 —c) ||o||* para todo v € R”, con

vistas a probar que f es inyectiva:

I(Jf = Id)o|l* < ¢ |lo]|?
= @I - 2{f(0),0) +[lolI* < ¢* [lo]®
= 2(Jf(0).0) 2 lJf@)II* + (1= c*) [lo]|*
=2(Jf(0),0) = IJf@I* + (1 = ¢*) |lo]|”
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= 2(Jf(v),0) = l~o = (Jf () =) I + (1 = ¢*) Jlol?
=2(Jf(0),0) = (lloll = [lJf (v) = ol)* + (1 = ¢*) [|o]®
=2(Jf(0),0) = (1= ¢)* [loll* + (1= ¢*) [loll
=({f(),0) = (1-c) llo||*

Esto implica que J f es inyectivo en todo punto. Aplicando el teorema de la funcion inversa,
tenemos que f es un difeomorfismo local.
Sean v; y v, dos vectores de R™. Consideremos la curva y(t) = (1 —t)v; + tv,. Tenemos

Y’ (t) = vy — v;. Por lo tanto, usando nuestra deduccién anterior:

1
(f(v2), 02 —v1) =(f(v1),02 — 01) +/ (Jf(vy = v1),02 — vy)dt
0
>(f(v1),02 —01) + (1= ¢) |loz — 0 ]|

por lo cual (f(v3),v2 — v1) = (f(v1),02 — v1) solo si vz = vy. En particular, f(v;) = f(0v,)
solo si vy = vy, por lo que f es inyectiva.

Probemos ahora que f es sobreyectiva. Como f es un difeomorfismo local, su imagen
es abierta. Por lo tanto, basta con probar que f(R") es un conjunto cerrado. Tomemos
una sucesion x; en este conjunto. Como f es inyectiva, podemos considerar la sucesion

= f' ().

Consideremos la misma desigualdad que en nuestra prueba de que f es inyectiva:

1
(Gt O — Om) =(Xms O — 0) + / F (Om = 00, 0m — 00}t
0
2<xn: Um — Un) + (1 - C) ||Um - UnHZ

lo cual, si v, # vy, es equivalente a:

Xy =) 2(Xp, > +(1=c) lom = oall

|| Um — ||
En particular, x; no tiende a infinito solamente cuando v; es una sucesiéon de Cauchy. Sea
v = limo;. Por continuidad de f, limx; = lim f(v;) = f(v) € f(R"). Por lo tanto, f(R") es

cerrado y tenemos el resultado buscado. O

” Um — Z)n”

Es claro que podemos tomar los ¢; ; para que se cumplan las hipétesis del lema anterior,

por lo que h; es la isotopia que buscabamos, ya que por construccién cumple que h; es la
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identidad fuera de un compacto para todo t, y es claro que (he(R*1% 0)) N (R"™*1 x 0 x
..X0x1) ={(0,...,0,1)} sit =

L— y es vacio de lo contrario (siempre y cuando tengamos

1+a

cuidado al elegir las k). Ademas, esta interseccion es transversal en R"~2 porque los ¢; ; en

1+

(1) en el punto de interseccién cumplen¢; j =0si j#n—A—-1+iye #0sij=n—-A-1+i.
Finalmente, derivando segun ¢ vemos que (J;¢[o,1] h+(S[(qi)) es transversal en el punto de
interseccion.

El caso n — A < A es anélogo. Las unicas dos salvedades son que tendremos que com-
pletar el subespacio en la construccién de g, e intercambiar los rolesde A —1yn—-21-1

en la definicién de h}. O

Usando ahora la isotopia del lema recién probado, encontraremos f’ y & que cumplan
la conclusién del teorema. Sea f'~1(f(q;) + ) x [0,1] un entorno collar a la derecha de
U f(q)+ 3). Usando el Lema 4.3 (en su version de derecha a izquierda) en este entorno
tenemos un nuevo campo de tipo gradiente &’ asociado a f” que cumple que Dj (g;) es
Utero,1] h+(S(qi)) en nuestro entorno collar. Por lo tanto, D; (q;) - Dr(q;) = 1. Ademas,
como el entorno tubular que tomamos para definir h no intersectaba las de mas esferas a
derecha, D] (g;) no intersecta los discos a derecha que no son los de g; y q;. Ademas, como
¢ no fue modificado fuera del entorno collar, D; (¢;) - Dr(q;) = 1. Con esto concluye la

prueba. O

Teorema 7.9

Sea (W,V,V') una triada suave de dimensién mayor a 6 con puntos criticos de indices

mayores al y menoresan — 1. SiW,V y V'’ son simplemente conexas y H.(W,V) = 0,

entonces tenemos un cobordismo producto.

Demostracion. Usemos el Teorema 4.6 para conseguir una funcién de Morse f autoinde-
xada. Como H,(W, V) = 0, tenemos que la sucesiéon ... —» C; — Cj_; — ... — C; es exacta,
por lo que tenemos un isomorfismo entre Im(dy,1) y Ker(d,). Sea aj, ..., a, una base para
Cj+1- Como C) es la suma directa de Ker(d)) y un complemento de este, que denotaremos
Ker*(9,), esto quiere decir que podemos encontrar una base para C; que esté formada por

una base para Im(d,;;) y una base para Ker*(9,). La base de Im(9,,;) que tomaremos sera

OA+141; .-, O)410n.
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Restrinjamonos ahora a cjc;41. Aplicando el Teorema 7.6, tenemos f tal que los D%“
representan las clases a; y los Dﬁ representan las clases dj41a;. Alavez, Sp - Sg =a; - Sgp =
a; - Dr = 9j41a; - Dr = %1, donde estamos continuamente explotando Dg, D% Ccay
D%H C cj+1- Incrementando f en un entorno del p del Dy, correspondiente a d;.1a; y re-
duciendo f en un entorno del g del Dj, correspondiente a a; como en el Teorema 4.1,
podemos considerar el cobordismo cjcycqciv1 y restringirnos al cobordismo c,cy. Apli-
cando el Teorema 6.3 nos podemos deshacer de ambos puntos criticos. Aplicando este
método sucesivamente eventualmente nos deshacemos de todos los puntos criticos excep-
to posiblemente algunos de indice 2 y algunos de indice n — 2. Sin embargo, estos casos
no puede darse debido a que Im(d;) = Ker(d;) = Im(d;) = Ker(dy) = Im(dy) = 0
porque Hi(W,V) = 0y Hy(W,V) = 0 por hipétesis, y por lo tanto todos los puntos
criticos de indice 2 pueden ser cancelados con algin punto critico de indice 3, y porque
Ker(dp-2) = Im(dy-1) = Ker(dp-1) = Im(9,) = Ker(d,) = 0 porque H,_1(W,V) =0y
H,(W,V) = 0 por hipbétesis, y por lo tanto todos los puntos criticos de indice n — 2 pueden

ser cancelados con puntos criticos de orden n — 3. O
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8. CANCELACION DE PUNTOS CRITICOS EXTREMALES

Para finalizar la prueba del teorema del h-cobordismo, lo Gnico que resta es lograr
eliminar los puntos criticos no contemplados en el Teorema 7.9: los de indice 0, 1, n — 1
y n. Dando vuelta triadas es claro que solo necesitamos enfocarnos en los casos 0 y 1. Nos
desharemos primero de los puntos criticos de indice 0 con el siguiente resultado:

Lema 8.1

Si Hy(W, V) = 0, entonces todo punto critico de indice 0 puede ser cancelado con un punto

critico de indice 1.

Demostracion. Consideremos un punto critico p de indice 0 tal que su esfera a derecha no
tiene nimero de interseccion 1 con ningln punto critico de indice 1. Denotemos por W, a
la componente conexa de p. Probaremos que Hy(W,,, W, N V) = Hy(W,, @) = Hy(W,) # 0.
Como Hy(W,V) es de la forma G & Hy(W,, W, N V), esto implica un absurdo.

Consideremos un conjunto de nivel no critico entre V' y f 4(%) (asumiendo que f ya
estd autoindexada). Si este es conexo, usando el Lema 2.1 y el Teorema 3.3 vemos que
debe ser efectivamente Sg(p) y, por lo tanto, rastreando para atras el conjunto de nivel
concluimos que la componente conexa de p no tiene componentes de borde en V. Deduci-
mos entonces Hy(W,, W, N V) = Hy(W,) # 0.

Por lo tanto, el conjunto de nivel que estamos considerando debe ser una union disjunta
de Sg(p) junto con otras componentes conexas. Ahora, este conjunto de nivel no critico se
vera afectado solamente por las cirugias correspondientes a los indices 1, ..., n. Sin embargo,
solamente una cirugia de tipo (1,n — 1) puede unir dos componentes conexas, ya que S"
es conexa para n > 1. Ademés, una cirugia de tipo (1,n — 1) tal que S° intersecta a Sg(p)
en ambos puntos no la conectara con otra componente conexa. Por lo tanto, una vez més
concluimos que la componente conexa de p no tiene componentes de borde y, por lo tanto,
Hy(W,, W, N V) = Hy(W,) # 0.

Esto significa que Hy(W,V) = 0 implica que Sg(p) debe intersectarse en exactamen-
te un punto con una esfera a izquierda correspondiente a un punto de indice 1. Por el

Teorema 5.8, tenemos que p se puede cancelar con dicho punto critico. O

Para deshacernos de los puntos criticos de indice 1, precisaremos de dos lemas, de los

cuales el siguiente es el primero:
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Lema 8.2

Sea A tal que 0 < A < n — 1. Entonces existe una funcion de Morse f : R" — R tal que

f(x1,...,xn) = x1 fuera de un compacto K y sus iinicos puntos criticos son —e; y e, que

ademas cumplen f(—e1) < f(ey) y son de indice A y A + 1 respectivamente.

Demostracion. Empezamos definiendo f en el conjunto {te; : ¢ € R} como una funcion

fi : R — R que cumpla las siguientes condiciones:

@) =0=|x|=1
f'(-1) <0 7
(1) > 0 P
A=) > fi() [
x| 2 2= fi(x) =x /
fG0) = =f (=) )

fiec®

Algunas de estas propiedades se pueden deducir de otras, pero no es relevante a efectos
de la prueba. Ahora, notemos que para el caso n = 1 basta con tomar f; como solucién al
Unico caso posible, A = 0. Nuestra idea ahora sera extender esta solucion de a una coorde-
nada, en cada caso o bien alterando el indice de los puntos criticos o dejandolo intacto.

Six = (x1,...,%p), definimos x_ = (0,x2,..., X341, 0,...,0) ¥ x4+ = (0,...,0, X242, .., Xp)-
Extenderemos f; mediante un conjunto de isotopias que dependeran de ||x_|| y de ||x4]|,
ademas de ||x|| eventualmente para poder controlar f fuera de un compacto K.

Definimos fi : R — R como una funcién que cumpla las siguientes condiciones:
fl(x) >0

x| <2 = fi(x) > fi(x)

X 2 2= fi(x) =x

frec
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Notemos que puede que tengamos que reelegir f; para que se cumplan simultaneamente las
propiedades 1y 2, pero siempre se podra. Una condicién suficiente para fi sera fi ((—2,2)) C
(=2,2).

Definimos f- := ! (es decir, reflejamos f- con respecto al eje x = y).

Definimos 7 : [0,+00] — [0, 1] como una funcién suave tal que 7(0) = 0, 7/(0) = 1,
7(1) = 1y 7’(x) = 0si |x| > 1. Ademas pediremos que sea creciente en [0,1] y que la
funcion definida en todo R mediante refleccion impar sea suave. Nuestra intencién sera
usar a T como parametro de tiempo para solucionar potenciales problemas de regularidad.

Definimos ahora una isotopia h que cumpla las siguientes condiciones:

he(x) = (1 —7(2) f(x) + 7(2) fi(x) sit € [0,1]

h(x) = fo(x)sit € [1,2]

h(x) = (1—1(t —2)) fi(x) +7(t — 2)x sit € [2,3]
hy(x) = xsit € [3,+c0)

he(x) = (1= (=) f(x) + 7(=t) f-(x) si t € [-1,0]

he(x) = fo(x)sit € [-2,—1]

he(x) = (1= 1(=(t +2) f-(x) + 1(=(t + 2))x sit € [-3,-2]
hi(x) =xsit € (—co,—3]

Observemos que por las propiedades de 7 tenemos ohy _

SE=0&=1<|t| <2.Como

oh, _ oht _

f{(x) y fZ(x) nunca se anulan, concluimos que nunca se da 5} = 5* =

Ahora denotaremos por h(t,r) a la isotopia que se define de la misma manera que h;

pero reemplazando f(x), fi(x) y f-(x) por (1 —(r)) f(x) + (r)x, (1 — 7(r)) fi(x) + t(r)x
y (1 —7(r)) f-(x) + 7(r)x respectivamente.

Finalmente, extendemos f a todo R” de la siguiente manera:

£ = Rl 1 = llace I, llae- 11 + [l 1) (1)

Por construccidn, f(x) = x; si x € D". Ademas, por las restricciones que deducimos sobre

los posibles puntos criticos de h;, tenemos que solo podemos tener puntos criticos cuando
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|[x=|| = ||x%]| = 0. Estos serdn —e; y e; por nuestra construccion inicial. Ademas, es facil
chequear que la segunda derivada segin un componente de x_ (respectivamente x,) en
ambos puntos es negativa (respectivamente positiva). Por lo tanto, —e; y e; son puntos

criticos no degenerados de indice A y A + 1 respectivamente. O

Procedemos ahora a enunciar y probar el segundo lema:

Lema 8.3

Fijado i, si V es conexa y de dimension mayor o igual a 3, entonces existe un encaje ¢ de
St en f71(1+3) tal que se cumple Sg(q;) - (S') = &5, donde los q; son los puntos criticos

de indice 1.

Demostracién. Elegimos un punto arbitrario p de Sg(g;). Encajamos D! transversalmente
en un entorno de p de manera que no intersecte ninguna otra esfera a derecha. Ahora,
trazamos las trayectorias de los dos extremos de este disco encajado hacia atras, hasta que
lleguen a V (lo cual podemos hacer porque estamos asumiendo que no hay puntos criticos
de indice 0). Trazamos analogamente hacia atras las trayectorias de las esferas a izquierda.
Su imagen en V es un conjunto de puntos, ya que son de dimensién 0. Como dim(V) > 2,
tenemos que V sigue siendo conexa al retirar estos puntos. Por lo tanto, podemos tomar
un camino suave en V que una los dos extremos que consideramos, y trasladarlo de vuelta
hacia f~1(1+ 3).

Con esto podemos conseguir un mapa suave de S' a f7!(1 + ), definiéndolo en [0, ]
de manera que su imagen sea el disco que habiamos encajado inicialmente, y en [%, 1]
de manera que sea el camino suave que trasladamos (y, por lo tanto, la imagen de S! no
intersecte ninguna otra esfera a derecha). Puede que sea necesario llevar a cabo un proceso
de “suavizacion” en % yen0 = 1 para conseguir dicho mapa suave. Aplicando el Lema 6.10

y usando que dim(V) > 2dim(S') + 1 = 3 por hipétesis, obtenemos el encaje deseado. O

El teorema que probaremos para deshacernos de los puntos criticos de indice 1 es el
siguiente:

Teorema 8.4

Supongamos que tenemos una funcion de Morse f autoindexada en W que no tiene puntos

criticos de indice 0 y ademas se cumple que W y V son simplemente conexas con n > 5.
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Entonces existe una funcion de Morse f” en W tal que ' no tiene puntos criticos de indice

0nil.

Demostracion. Elijamos un punto critico g; de indice 1y consideremos su esfera a derecha
Sr(gi). Utilizando el Lema 8.3, tomamos un encaje ¢ de S en f~1(1 + %) de manera que
Sr(gi)-@(S') no intersecte a ninguna esfera a derecha distinta a Sg(q;). Como la dimensién
de f7'(1 + 3) es mayor a 2, podemos asumir usando el Lema 4.2 en conjuncién con el
Lema 4.3 que ¢(S') no intersecta ninguna esfera a izquierda de ningtn punto critico de
indice 2. Traslademos entonces (S!) hasta f~1(2 + %) y llamémosle a esta 1-esfera S;. La
idea es que, si logramos encontrar un punto critico q; (que necesariamente sera de indice 2)
cuya esfera a izquierda en f~!(2+ %) sea esta ¢(S?) trasladada, entonces podremos cancelar
qi y q; utilizando el Teorema 5.8. Por supuesto, este punto critico probablemente no exista
en la f con la que empezamos, pero podemos modificar a f para forzar su existencia:
Como f~1(1+ %) no contiene puntos criticos, tomemos un punto no critico del conjunto
y apliquemos el Teorema 3.1 a las trayectorias de un campo de tipo gradiente para f.
Encajemos, mediante un mapa ¢/, a R” en el entorno que nos provee el teorema tubular de
manera que ¥/ (x;) = h_l(zam%) (acé arctan solo cumple el rol de un normalizacién por
como esta definido C en el Teorema 1.1). Redefiniendo f en (R") como ¢ o g, donde g
es la funcidén que nos da el 8.2 tomando A = 2, conseguimos asi una nueva funcion suave
f2 que es idénticamente igual a f fuera de K C /(R") y que en K tiene dos nuevos puntos
criticos, uno de indice 2 (que llamaremos gq;) y otro de indice 3 (que llamaremos g;’).
Citaremos el siguiente resultado, que se deduce del Lema 6.9 y el Lema 6.10 en con-
junto:
Teorema 8.5

Si dos encajes suaves de una variedad suave M™ a una variedad suave N son homoto-

picos, entonces son suavemente isotopicos sin > 2m + 3.

Consideremos ahora S;(q}) en f71(2 + %) Seai: Si(q) — f'(2+ %) la inclusion.
Notemos que f~(2 + %) es simplemente conexa, ya que por el Teorema 3.8 podemos ver
aW como f71(2+ %) con discos de dimensiones n — 1 y n — 2 ligados de un lado y de

dimensiones 3, ..., n del otro, por lo que podemos utilizar el teorema de van Kampen (ver
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Apéndice) para concluir que f~1(2 + %) y W tienen grupos fundamentales isomorfos; este
ultimo es trivial por hipétesis.

Como f; 1(2+ %) es simplemente conexa y de dimension mayor o igual a 3, tenemos una
isotopia de la inclusién a ¢. Usando el Teorema 5.8 y el Teorema 8.5 tenemos entonces
una isotopia de la identidad en f; (2 + %) que lleva S (g;) a S;. Ajustando nuestro campo
de tipo gradiente a la derecha de f;'(2 + ) usando el Lema 4.3 tenemos que St (g;) = S1.

Utilizando el Teorema 4.1 modificamos f, (que ahora llamaremos f”) de manera que se
preserve el campo de tipo gradiente pero se cumpla 1+ < f'(gq;) < 1+ % <f'(qj)) <2-9
para algtin § > 0. Usando el Teorema 5.8 en f'~!(1 + §,2 — §) eliminamos los puntos
criticos g; y g;. Finalmente, para obtener una funcién autoindexada y poder volver a aplicar
el método que acabamos de desarrollar, movemos g;" al nivel f’(3) usando de nuevo el
Teorema 4.1. Aplicando este proceso las veces que sea necesario obtenemos el resultado

buscado. |
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9. EL TEOREMA DEL H-COBORDISMO Y ALGUNAS DE SUS APLI-
CACIONES
Nos encontramos, finalmente, en condiciones de probar el teorema epénimo de esta

monografia.

Teorema 9.1 (Teorema del h-cobordismo)

Sea (W™, V, V") una triada suave con n > 6 tal que H.(W,V) = 0 y tanto W comoV y

V’ son simplemente conexas. Entonces existe un difeomorfismo entre W y V x [0, 1].

Demostracion. Usando el Teorema 4.6 podemos considerar una funcién de Morse auto-
indexada para la triada. Aplicando el Teorema 8.4 podemos deshacernos de los puntos
criticos de indices 1, 2, n — 1 y n. Con esto, nos hallamos en condiciones de aplicar el

Teorema 7.9, con lo que obtenemos el resultado. O

Inmediatamente obtenemos un corolario que es, en esencia, lo que realmente buscamos
con el teorema anterior:

Corolario 9.1.1

SiparaV y V'’ existe W tal que se cumplen las condiciones del teorema del h-cobordismo,

entonces V. y V' son difeomorfas.

Armados con este teorema, estamos ahora en condiciones de probar la conjetura de Poinca-
ré paran > 6, paralo cual primero sera ttil (e independientemente interesante) caracterizar
D" paran > 6:

Teorema 9.2 (Caracterizacion deD", n > 6)

Sea W™ una variedad suave, compacta y simplemente conexa con n > 6 tal que oW es

simplemente conexo. Entonces W es difeomorfa a D" si y solo si H.(W) = H.(D").

Demostracion. Como la homologia es invariante por difeomorfismos, la primera implica-
cién es inmediata. Por otro lado, si H.(W) = H.(D"), consideremos un encaje ¢ : D* — W,
(basta con tomar la inclusién a R” y componer con una carta de W). Aplicando el teore-
ma de excision, H.(W — ¢((D")°), p(D") — ¢((D")°)) = H.(W,9(D")) = 0, donde el
ultimo isomorfismo se deduce de la sucesion exacta larga de la homologia relativa. Ade-

mas W — ¢((D")°) y ¢((D")°) son simplemente conexas porque n > 3, mientras que la
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otra componente de borde es simplemente conexa por hipétesis. Con esto, aplicando el
Teorema 9.1 tenemos que W — ¢((ID")°) es difeomorfa a D" X [0, 1]. Por lo tanto, relle-
nando el ¢((D")°) que habiamos removido y teniendo cuidado con la diferenciabilidad en
el borde (ver Teorema 1.1), tenemos que W es difeomorfa a D" (ya que estamos, al fin y

al cabo, simplemente alargando el radio de la bola). O

Teorema 9.3 (Conjetura de Poincaré paran > 5, ver [ D

Sea W" una variedad cerrada y simplemente conexa con n > 5 que cumple H.(W) =

H.(S™). Entonces W es homeomorfa a S™.

Demostracion. Consideremos un encaje ¢ : D" — W y una vez mas consideremos W —

@ ((D™)°) como cobordismo, esta vez de la forma (W — ¢((D")°), @, dD"). Observemos lo

siguiente:
Hy (W = ((D™)°)) = H" (W — ¢((D")°), dp(D")) (Teorema 7.5)
= H" MW, p(D")) (Excision)
= H)(¢(D")) (Sucesion exacta larga)

donde en la ultima igualdad usamos la sucesion exacta larga de la cohomologia relativa, a

saber:
. — H*(X,A) » H*(X) - H*(A) - H**'(X,A) — ---

y los grupos de homologia de W (que sabemos por hipétesis) y de ¢ (ID") (que sabemos por
ser contractible y, por lo tanto, tener la cohomologia de un punto).

Usando el Teorema 9.2, tenemos un difeomorfismo h : D" — W — ¢((D")°). Por lo
tanto, W es homeomorfa a dos copias de D" pegadas por el borde mediante k|, ,. Usando
esto, podemos describir el siguiente homeomorfismo con S™:

Viendo a S" como subconjunto de R™*!, podemos facilmente enviar la primer copia de
D"aS"N{x € R"! : x,,,; < 0} mediante un mapa p (usando una proyeccién estereografica,
por ejemplo). Para la segunda copia de D", notemos que h|,, puede ser extendida a un

mapa de toda la bola mediante g(x) = [|x|| k|, (ﬁ) para x # 0y h(0) = 0. Ademas,

1

es facil ver que se da g7! = ||x|| h|_a]D"

( —“§ ”) y que ambas funciones son continuas. Por lo

tanto, h es en realidad un homeomorfismo. Enviando entonces la segunda copia de D" a
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S™ mediante —p(—g(x)) tenemos un homeomorfismo entre W = D" Up,__, D"y S". Para
opn

el caso n = 5, tenemos el siguiente teorema:

Teorema 9.4 (ver [ L[ J))

Si M" es una variedad suave, cerrada y simplemente conexa con la homologia de S™ y

n=4,5 o6, entonces existe W variedad suave, compacta y contractible tal que oW = M.

Usando este resultado, el Teorema 9.2 implica inmediatamente que M es difeomorfa a S”

paran=5yn=6. O

Corolario 9.3.1

Si una variedad suave y cerrada M"™ conn > 5 es una esfera homotopica, entonces M" es

homeomorfa a S™.

Una pregunta que puede surgir sobre el Teorema 9.3 es si el resultado es también cierto en
la categoria Diff. A estos efectos, citamos el siguiente resultado que, al igual que el teorema
epdénimo de esta monografia, valié una medalla Fields:

Teorema 9.5 (Esferas exéticas, ver [ D

Existen variedades suaves de dimensién 7 que son homeomorfas pero no difeomorfas a S’

con su estructura diferencial usual.

Este resultado, de hecho, fue probado antes que el teorema del h-cobordismo, y fue histori-
camente el puntapié inicial de la topologia diferencial: la categoria Diff resulté ser mucho
mas rica y compleja que lo que se creia, y resulté haber distinciones sutiles (y extremada-
mente contraintuitivas) con Top.

Veamos ahora otra consecuencia del Teorema 9.1:

Teorema 9.6 (Caracterizacion de D)

Sea W> es una variedad suave, compacta y simplemente conexa que tiene la homologia

entera de un punto. Consideremos V = dW. Entonces:

SiV es difeomorfa a S* entonces W es difeomorfa a D°.

SiV es homeomorfa a S* entonces W es homeomorfa a D°.
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Demostracién. En el caso 1, por hipotesis tenemos un difeomorfismo ¢ : V. — S*, por lo que
podemos formar una variedad M®> = W U,, D. Al ser por hipétesis (homoldgicamente) dos
discos pegados por el borde, tenemos que M tiene la homologia de una esfera. Ademas, M
es simplemente conexa por el teorema de van Kampen (ver Apéndice). En el Teorema 9.3
probamos que para el caso n = 5 el homeomorfismo del teorema es en realidad un difeo-
morfismo. Ahora usamos el siguiente resultado:

Teorema 9.7 (ver [ NI L[ D

Dados dos encajes suaves de D" en M™ una variedad conexa y orientada que preservan

orientacion, siempre existe una isotopia de ambiente entre ellos.

Como M es una esfera, podemos descomponerla en la uniéon de dos discos. Encajando el
D? de la definiciéon de M en uno de ellos, tenemos entonces gracias al teorema un difeo-
morfismo g : M — M que lleva W en un disco.

Para el caso 2, consideremos D(W) el doble de W (dos copias de W con el borde iden-
tificado, ver [ ]). La subvariedad V € D(W) tiene un entorno bicollar en D(W) por
construccion, y D(W) es homeomorfa a S° por el Teorema 9.3. Citamos ahora la siguiente
generalizacion del teorema de la curva de Jordan:

Teorema 9.8 ([ J)

Si tenemos una (n — 1)-esfera X encajada topoldgicamente en S", entonces existe un

homeomorfismo h : S — S" que lleva % en S"! C S" (léase: “el ecuador”). Por lo tanto,
S™ — ¥ tiene dos componentes conexas y la clausura de cada una es un n-disco con borde
3.

Tomando X = V tenemos entonces que W es homeomorfa a D°. O

Ofrecemos como ultima consecuencia otra generalizaciéon del teorema de la curva de Jor-
dan, esta vez en la categoria Diff :

Teorema 9.9

Si ¥ es una (n — 1)-esfera encajada suavemente en S™ con n > 5, entonces existe una

isotopia de ambiente suave que lleva ¥ a S*™1 C S™.
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Demostracion. S™ — X tiene dos componentes conexas [Referencia], por lo que podemos
usar el Corolario 3.3.2 para conseguir un entorno bicollar de X. La clausura en S” de
una componente de S” — X es una variedad suave, simplemente conexa con borde ¥ y la
homologia entera de un punto. Por lo tanto, para n > 6 el Teorema 9.2 nos dice que las
componentes conexas de S” — ¥ son difeomorfas a D". Para n = 5 concluimos lo mismo
luego de aplicar el Teorema 9.6. Por lo tanto, el Teorema 9.8 nos provee con una isotopia
de ambiente que lleva una compomnente conexa al hemisferio sur de S”, y por lo tanto

lleva 3, al ecuador, S™ 1. O

Una consideracion a tener en cuenta con respecto a este ultimo teorema: la isotopia de
ambiente no necesariamente deriva en la inclusién i : S*! — S, Por ejemplo, si uno
toma i o g, donde g : S""! — S"7! es un difeomorfismo que no es isotépico a la identidad,
la isotopia de ambiente no podra llegar a la identidad.

Estos difeomorfismos son también importantes en la construccién de esferas exoéticas
como las del Teorema 9.5: de hecho, si n > 6 tendremos que D" U, D" sera una esfera
exodtica siempre que g sea de esta forma [Cerf1970LaSN]. A estas esferas se les llama
esferas retorcidas (twisted spheres en inglés). Usando nuestra caracterizacion del disco, es
facil probar que todas las esferas exoticas son esferas retorcidas para n > 6. En dimensién
5 ya probamos que no existen esferas exoéticas. Es facil probar que tampoco existen esferas
exoéticas de dimensién 0, 1 o 2. Tampoco existen para n = 3 (ver [ 1y 1 ]); este
resultado se deduce de la Conjetura de Poincaré original.

La existencia de esferas exéticas de dimension 4 es al dia de hoy una pregunta abierta.
Se sabe por un teorema de Cerf (ver [ 1) que Diff* (S®) es conexo, por lo que una esfera
exotica de dimension 4 no puede ser una esfera retorcida. Esto, sin embargo, no descarta la
existencia de esferas exdticas, ya que no podemos utilizar el teorema del h-cobordismo en
esta dimension y, por lo tanto, no tenemos una caracterizacion del disco como la probada

en este capitulo para convertir una esfera exotica en una esfera retorcida.
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APENDICE: TOPOLOGIA ALGEBRAICA

Toda esta seccidén utiliza como referencia principal a [ ]
Definicion A.1
" | Dadoun espacio topologico conexo por caminos X, definimos el grupo fundamental, que
denotaremos 11 (X), como el grupo que forman las clases de equivalencia de homotopia
de las funciones continuas de [0,1] en X tales que f(0) = f(1) = xo, con xy un punto

(arbitrario) previamente elegido, donde la concatenacion en x, es la operacién de grupo.
Definicion A.2

Dados grupos A, B y C y homomorfismos ¢ : C — Ay : C — B, definimos el
producto libre de A y B amalgamado por C (mediante ¢ y /), que denotaremos A B,

como el grupo que cumple que existen homomorfismosi; : A — Axc B yi;: B— AxcB

tales que el siguiente diagrama conmuta

AxcB+—2 B
iy 14

4
As—C
¥, ademas, tales que dado un grupo G con homomorfismos j; y j» que también hacen
conmutar este diagrama, entonces existe un unico homomorfismou : A ¢ B — G que

hace conmutar el siguiente diagrama:

G
J2
u

AxcB+—2 B

J1

A+—r ¢
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Teorema A.1 (Teorema de van Kampen)

Sea X un espacio topologico que es la union de subespacios Uy, U, abiertos y conexos por
caminos, de manera que UNU, es no vacio y también conexo por caminos (en particular, X
es conexo por caminos, por lo que podemos considerar el grupo fundamental independiente
de un punto base). Entonces, m1(X) = m(Ui) *x,(v,nu,) 71(Uz), donde amalgamamos

mediantes las inclusiones.

Definiciéon A.3

Definimos el n-simplice A" como la envolvente convexa de {ey, ..., en41 } € R™1,

Tomando un subconjunto de {ey, ..., e,+1} con k + 1 elementos uno puede definir un k-
subsimplice de A", intuitivamente una “k-cara” de A,, tomando la envolvente convexa. En
el caso especifico de un (n — 1)-subsimplice, lo denotaremos A;, donde i es tal que e; no
pertenece al subconjunto que define el subsimplice.

Definicion A4

" | Dado un espacio topolégico X, definimos un n-simplice singular como una funcion con-

tinua, potencialmente no inyectiva, o : A" — X.

Definicion A.5
Definimos una n-cadena en un espacio topologico X como un elemento del grupo libre

generado por los n-simplices singulares en X, que denotaremos C,,(X).

Definicion A.6
Definimos el mapa de borde para n-cadenas 9, : Cp(X) — Cp—1(X) de la siguiente
manera:

n

(o) = Z(_l)ialAi

i=1

No es dificil probar que se cumple 9,09,+; = 0. Con esto en mente, tiene sentido la siguiente

definicion:
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De

finicion A.7

Definimos el n-ésimo grupo de homologia singular de X, que denotaremos Hy,(M),

Ker(9,)
Im(9n+1) *

como el grupo

Lema A.2

Da

de borde en el cociente, 9/,

Una variedad M™ cerrada es orientable si y solo si H,(M) = Z.

do A un subespacio de X, tenemos 9,(Cp,(A)) = Cp-1(A), por lo que 9, induce un mapa

. Cn(X) Cnfl(X)
>n Cn(A) Cn-1 (A) ’

— Es decir, tiene sentido la siguiente definicion:

Definiciéon A.8

Definimos el n-ésimo grupo de homologia singular de X relativo a A, que denotare-

mos H, (X, A), como el grupo %‘
n+l

Lema A.3 (Sucesion exacta larga de una tripleta)

Te

Sean A y B subespacios de X tales que A C B. Entonces
i Hk(B>A) - Hk(XaA) - Hk(X’B) - Hk—l(BaA) —

es una sucesion exacta larga, donde el morfismo de Hi. (B, A) en Hi.(X, A) es el inducido por
la inclusion de B en X, el morfismo de Hy (X, A) en Hi (X, B) es inducido por la identidad
(y esta bien definido porque A C B) y el morfismo de Hi(X, B) en Hi_1(B, A) es inducido
por el mapa de borde.

orema A.4 (Excisién)

Sean A y B subespacios topoldgicos de X tales que A C B y existen retractos de deformacion

de A’ y B’ de A y B respectivamente tales que A’ C B'°. Entonces:

H,(X,A) = H,(X - A, B— A)

Definiciéon A.9

Decimos que una sucesion G, de grupos abelianos con homomorfismos 9, : G, — Gp—1

es un complejo de cadenas si 9, © 3,41 = 0 para todo n. Lo denotaremos (G, 3). Cuando

el mapa 9 ya esta sobreentendido, lo denotaremos G..
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Definicién A.10

Definimos el n-ésimo grupo de homologia de un complejo de cadenas (G, d), que

Ker(an)
Im(an+1) :

denotaremos H,(G.), como el grupo

Definiciéon A.11

Te

Dado un complejo de cadenas, para cada n podemos definir G™ como el dual de G, (es
decir, Hom(Gp,Z)) y 8, : G™ — G"* como el mapa que toma un morfismo en G y lo
precompone con 1 (es decir, 6, (@) = @ © duy1). (G, 5) define un complejo de cadenas,
que llamaremos el complejo de cocadenas de (G,, 3). Definimos el n-ésimo grupo de
cohomologia de un complejo de cadenas, que denotaremos H"(G..), como el grupo de

homologia definido para (G", §).

orema A.5 (Teorema del coeficiente universal para cohomologia en Z)

Para un complejo de cadenas (G, d), los grupos de homologia del complejo de cocadenas
asociado quedan determinados por las sucesiones exactas escindidas siguientes, para cada
n:

0 — Ext(Hy-1(G.)) — H"(G,) = Hom(Hy(G.)) — 0

En otras palabras, la cohomologia en Z esta determinada por la homologia en Z. Para las

definiciones de Ext y de h (en un contexto mas general) referirse a [ 1.

Definiciéon A.12

Te

Dados u € HP (X) yv € H4(X), definimos el producto copa u — v como el elemento de

HP*(X) que cumple la siguiente igualdad para todo (p+q)-simplice singular o:

(u — U)(O-) = u(al{el,..,ep})v(al{ep+1,..,ep+q})

orema A.6 (Isomorfismo de Thom)

Sea (E, B, w) un haz orientado de n-espacios y sea Ey el conjunto de puntos que no valen 0
en la fibra. Sea Fy = FNE,. Entonces H'(E, Ey) = 0 sii < n. Ademads, el rango de H"(E, E;)
es 1 y el generador u restringido a H"(F, Fy) es distinto de 0 para toda fibra. Ademds, la

correspondencia y — y — u es un isomorfismo entre H (E) y H'*"(E, E,) para todo j.
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