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Resumen

En este trabajo se estudian los conceptos basicos de la teoria de Pesin, asi

como los resultados necesarios para demostrar el siguiente:

Teorema. Genéricamente en Diffl (M?), si existe una foliacion W f-invariante,

expansora o contractora y minimal, entonces f es establemente ergddica.

Este teorema fue publicado en 2020 por G. Nunez y J. Rodriguez-Hertz junto
con la conjetura de que genéricamente si un difeomorfismo tiene descomposicién
dominada, entonces hay una foliaciéon minimal contractora o expansora. Si esta
conjetura fuera cierta el teorema prueba, para variedades de dimension 3, una
conjetura planteada en 2012: Genéricamente, en Diffl (M) descomposicién

dominada implica ergodicidad estable.
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1. Introduccién

Supongamos que queremos contar cuantos peces hay en una laguna. El
método de captura y recaptura consiste en capturar cierta cantidad de peces,
digamos mil, etiquetarlos y devolverlos a su habitat. Dejamos pasar un tiempo
y volvemos a capturar mil peces. De esos mil peces algunos estaran etiquetados.
Si sabemos que los peces se mezclan bien en toda la laguna la cantidad de
etiquetados en esta segunda captura nos dard una estimacién de la poblaciéon
total. Si por ejemplo los etiquetados son 10, tenemos el 1% de la poblacién
total etiquetada y recordando que incialmente etiquetamos mil, la poblacion
total seria de 100.000 peces.

El concepto de ergodicidad (Ver Definicién 2.0.17) surge de la necesidad
de establecer que significa ”mezclarse bien”, y es la idea de que un punto
eventualmente recorre la totalidad del espacio.

La rotacién de dngulo @ € [0,27] en S! nos da un ejemplo de difeomorfismo
ergodico si 6 es un numero irracional. Si en cambio 6 fuera racional, la rotaciéon
no es un difeomorfismo ergédico. Se tiene entonces que en un C'-entorno
podemos tener tanto mapas ergdédicos como no ergddicos.

Ejemplos como el anterior motivan la definiciéon de difeomorfismos estable-
mente ergédicos: mapas con un C'-entorno U € Diffl (M) tal que todos los
elementos de U N C?(M) son ergédicos.

En 1967 Anosov y Sinai probaron que los difeomorfismos de Anosov son
establemente ergddicos ([ ]) v este fue el unico ejemplo conocido de difeo-
morfismos establemente ergddicos hasta 1994. En ese ano, Grayson, Pugh y
Shub encontraron un ejemplo no hiperbdélico ([ ]) v se empez6 a buscar
condiciones que aseguren la estabilidad ergddica.

En 1995, Pugh y Shub plantearon que ‘“un poquito de hiperbolicidad
contribuye en gran medida a garantizar estabilidad ergédica”, y conjeturaron
que los difeomorfismos establemente ergddicos son C"-densos en el espacio de
los parcialmente hiperbélicos (| D.

Esta conjetura fue probada para r = co cuando el subespacio central tiene
dimension 1 por F. Rodriguez-Hertz, J. Rodriguez-Hertz y R. Ures en 2008
([ ]). En 2016, Avila, Crovisier y Wilkinson demostraron la conjetura
parar =1en | ].

En 2004, A. Tahzibi en [ ] introduce un ejemplo de un difeomorfismo



establemente ergddico que no es parcialmente hiperbdlico.

Segun Pugh y Shub ‘“un poquito de hiperbolicidad’ alcanza para tener
estabilidad ergddica, es natural entonces preguntarse que tan poca hiperboli-
cidad se necesita. El ejemplo de Tahzibi dej6é en evidencia que la condicién
de hiperbolicidad parcial no alcanza para garantizar estabilidad ergédica. Sin
embargo, este ejemplo tiene descomposicién dominada (ver Definicion 2.0.5).

En este contexto, en 2012 J. Rodriguez-Hertz conjetura que genéricamente
en Diff! (M) tener descomposicién dominada implica ser establemente ergédico
en [ ]. De hecho, Arbieto, Matheus y Teixeira probaron que todos los
difeomorfismos establemente ergddicos tienen descomposicién dominada.

En este trabajo monografico se estudia el siguiente resultado publicado en

2020 por G. Nunez y J. Rodriguez-Hertz:

Teorema. Genéricamente en Diff,ln(M?)), si existe una foliacion W f-invariante,

expansora o contractora y minimal, entonces f es establemente ergddica.

Este resultado es parte de un articulo titulado Minimality and stable
Bernoulliness ([ ). Ademas, en este articulo las autoras conjeturan que
genéricamente si un difeomorfismo que preserva volumen tiene descomposicion
dominada, entonces hay una foliacién minimal contractora o expansora. Si
esta conjetura es cierta, con el teorema se obtiene que es cierta la conjetura
postulada previamente para dimension 3: Genéricamente, si un difeomorfismo

tiene descomposicién dominada, entonces es establemente ergddico.



2. Preliminares

Sea M una variedad Riemanniana y p una medida suave.
A continuacién se definen algunos conceptos y se exponen resultados que

seran de utilidad méas adelante.

Definicién 2.0.1 (Exponentes de Lyapunov). Sea f : M — M un di-
feomorfismo C'. Dado v € T, M se define el exponente de Lyapunov de v

COmo
3 1 n
Az, v) = lim —log||Df"(x)v]]
Se define ademds E(z) como el subespacio de T, M formado por todos los

vectores v € T, M tales que su exponente de Lyapunov es A.

Proposicion 2.0.2. Los exponentes de Lyapunov cumplen las siguientes pro-

piedades:
1. Mz, av) = ANz, v)
2. Mz,u~+v) <maz{\(z,u), \(z,v)}
3. Si Mz, u) # ANz,v), entonces Nz, u+ v) = mazx{\(z,u), \(z,v)}

Definicién 2.0.3 (Punto regular). Dado un difeomorfismo f : M — M,
decimos que un punto x € M es regular si posee finitos exponentes de Lyapunov
Al < A < .o < Ay, tales que T, M = Ei(x) @ Ea(x) P ...En (), donde Ej
es el subespacio de los vectores de exponente de Lyapunov \;, Vj = 1,....,m.

Observamos que si « es un punto regular, Ej(z) y Aj(z) son unicos.

Teorema 2.0.4 (Oseledets). Sea M una variedad compacta y f: M — M
un difeomorfismo C'. Entonces existe un conjunto R invariante de medida
total y para cada € > 0 existe una funcion Ce : R — (1, 400) medible Borel tal
queVr € R, v €T, M yn € Z se tiene:

1. T,M = @, Ex(x) (Descomposicion de Oseledets)

2. e lo|| < [IDf™(@)o]| < Celw)eP+Om o], Yo € Ex(x).




Definicién 2.0.5 (Descomposicién dominada). Decimos que la descom-
posicion Ty M = Ey(z) @ Ea(z) @ ...Em(x) es dominada si para todo i < j,
los vectores unitarios v; € E;(x) y v; € E;(x) cumplen que |D fv;| < |D fuy].

Definicién 2.0.6 (Hiperbolicidad). Decimos que un mapa f: M — M es
hiperbdlico si tiene descomposicién dominada y 3k < n tal que para todo i < k
|Dfvi| <1 siwv € E;(x) es unitario y para todo i > k |D fv;| > 1 si v; € Ej(x)

es unitario.

Definicién 2.0.7 (Hiperbolicidad parcial). Decimos que f : M — M es
parcialmente hiperbdlico si tiene descomposicién dominada y existen k #1 < n
tal que para todo i < k, |Dfv;| < 1 si v; € E;j(z) es unitario y para todo
i > 1 |Dfv;| > 1siv € Eij(x) es unitario. Le llamamos subespacio central a

Ep1(2) D - D Ei—1(x).

Definicién 2.0.8 (Hiperbolicidad no uniforme). Se define Nuh(f) =
{r e M t.q. Nz,v) #0,Yv#0€e€ T, M}

Si Nuh(f) = M decimos que f es no uniformemente hiperbdlica.

Definicién 2.0.9. Sean f : M — M un difeomorfismo, x € M y ¢ > 0. Se
definen las variedades estable local, inestable local, estable e inestable de la

siguiente manera:

s Variedad estable local:
We(z) ={y € M/d(f"(z), f"(y)) <€, Vn >0}

» Variedad inestable local:
W(z) ={y € M/d(f"(z), f"(y)) < € Vn >0}

= Variedad estable:
W(a) = {y € M/ lim_d(f"(x), () = 0}

s Variedad inestable:
W) = {y € M/ lim d(f~"(x), f"(4)) = 0}

Definicién 2.0.10. (Variedades estable e inestable de Pesin) Sean f : M — M

un difeomorfismo, x € M y € > 0. Se definen

» Variedad estable local de Pesin:
Wz(z) = {y € M/limsup L logd(f"(z), f"(y)) < &, ¥n > 0}
n—oo
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= Variedad inestable local de Pesin:
W/g‘(x) = {y € M/limsup X logd(f~"(z), f"(y)) < €,¥n > 0}
n—oo

= Variedad estable de Pesin:
W (z) = {y € M/limsup L log d(f™(z), f*(y)) < 0}
n—oo

» Variedad inestable de Pesin:
We(z) = {y € M/lim sup Llogd(f~"(x), f™(y)) < 0}

Teorema 2.0.11 (De la variedad estable de Pesin). Si A es un conjunto

hiperbdlico entonces:

1. Wg(a}) y Wg(x) son discos de dimension s y u respectivamente.

2. T,Wu(z) = E*, T,W5(z) = ES

3. Los mapas © — W:“(m) y x — Wg(x) son continuos.

Definicién 2.0.12 (Conjunto hiperbdlico). Sea M una variedad compacta,
f: M — M un difeomorfismo, sea A = {z € M : x es regular}. Decimos que A

es hiperbdlico para f sii:
1. f(A)=A

2. T\M = E{ @ E}. Le llamaremos subespacio estable a E y subespacio

inestable a F}.

3. Df(x)E; = B3, y Df(x)EY = Y,

4. Existe ¢ > 0, A > 0 tales que:
[|Df"(x)v|] < ce_’\”HUSH,VvS e ES,Vn >0
[|Df~"(z)v"|| < ce*)‘”HU“H,Vv“ € E¥Yn>0

Definicién 2.0.13 (Punto periédico). Dada f € Diff (M) y p € M, decimos
que p es un punto periédico si In € Z tal que f*(p) = p. Denotamos el conjunto

de los puntos periédicos de f como Per(f).

Definicién 2.0.14 (Punto periédico hiperbdlico). Un punto periédico
p € M se dice hiperbdlico si su érbita es un conjunto hiperbdlico y denotamos

Perg(f) ={p € M / p es periddico e hiperbdlico para f}



Definicién 2.0.15 (Clase homoclinica ergédica). Dado p € Perg(f) se

define la clase homoclinica ergddica estable asociada a p como
Ehc*(p) = {z € R: W*(z) h W"(o(p)) # 0}

Anadlogamente, se define la clase homoclinica ergddica inestable asociada a p
como

Ehc™(p) :={z e R: W"(x) h W?3(o(p)) # 0}

Definimos ademas la clase homoclinica ergddica asociada a p como
Ehc = Ehe¢™ N Ehe™

Observacién 2.0.16. Ehc'(p) es f-invariante y s-saturado.
Es decir, f(Ehct(p)) C Ehct(p) y si # € Ehct(p), entonces W*(z) C
Ehct(p).

Definicién 2.0.17 (Ergodicidad). Sea (M, A, 1) un espacio de probabilidad
v f: M — M una funcién continua que preserva la medida p. Decimos que el
sistema es ergédico si VA medible tal que f~1(A) = A, se tiene que pu(A) =0
o u(A) =1.

Definicién 2.0.18 (Ergodicidad estable). Decimos que f : M — M €
Diffl (M) es establemente ergédica si 3 U(f) C Diffl (M) tal que Vg €
U(f) N Diff2 (M), g es ergédica.

Observacion 2.0.19. f puede ser establemente ergédica y no ser ergodica. Sin
embargo, en un conjunto residual se cumple que los difeomorfismos establemente

ergodicos son erqgodicos.

Teorema 2.0.20 (| ). Si f € Diffl (M) es hiperbdlica, entonces es

establemente ergddica.

Teorema 2.0.21 (Criterio de ergodicidad ([ ). Sean f € Diff.F*(M),
m medida suave y p € Perg(f). Entonces, si m(Ehct(p)) > 0, m(Ehc™ (p)) >

0 se tiene
1. Ehc™(p) = Ehc (p) = Ehc(p).
2. flEnc(p) es ergddica

3. flEnc(p) €s no uniformemente hiperbélico
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Teorema 2.0.22 (| Is [ s [ I [ 1 ). Genéricamen-

te, en Diff}n(M) o bien todos los exponentes de Lyapunov son 0 ctp, o bien
1. Nuh(f)=M
2. f es ergddica
3. f tiene descomposicién de Oseledets dominada TM = E~ © E™

4. Ezxiste un punto periddico hiperbdlico q de indice inestable u(q) =
dim(E™) tal que Ehc(q) = M.

Lema 2.0.23 (] ). Para una f € Diffl (M) genérica, si q es el punto
periédico hiperbélico del Teorema 2.0.22, para todo € > 0 existe un C'-
entorno U(f) de f tal que para todo C?-difeomorfismo g en U(f) se tiene que

m(Ehcg(qq)) > 1 — €, donde qq4 es la continuacion analitica de q.

Teorema 2.0.24 ([ I [ ). Cl-genéricamente, si f es un di-
feomorfismo parcialmente hiperbdlico que preserva volumen, entonces f es

establemente ergodico.

Teorema 2.0.25 ([ ). Genéricamente, f es parcialmente hiperbolica
o existe un punto periddico hiperbdlico p con indice inestable u(p) = 2 y valores

propios complejos.

Observacion 2.0.26. El contrarreciproco del teorema anterior indica que,
genéricamente, si [ cuenta con un punto periddico hiperbdlico p con indi-
ce inestable 2 y valores propios complejos, entonces f no es parcialmente

hiperbdlica.
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3. Resultado principal

Proposicién 3.0.1. Sean f € Diffl (M) y W wuna foliacién f-invariante

expansiva y minimal tal que

1. Existe un subfibrado F' de TM D f-invariante tal que TM = F & TW

es una descomposicion dominada.

2. Existe un punto periddico hiperbolico py de indice inestable u(py) =
dim(TW) y un Cl-entorno U(f) C Diffl (M) tal que Yg € U(f) N
Diff?n(M), se tiene que si py es la continuacion analitica de py, entonces
m(Ehc™ (pg)) > 0.

Entonces f es establemente ergodica.

Proposicion 3.0.2. Si f preserva volumen y su descomposicion dominada es

de la forma TM = E &< F, con dim(F) = 1, entonces E es contractor.

Demostracion. Consideramos una base de T),M formada por un vector unitario
vg € E y una base de F'. En esta base, la matriz jacobiana de f esta formada

por dos bloques:

Df|F
0

Como f preserva volumen, tenemos que el determinante jabobiano de f
debe ser 1. Es decir,

1 =det(Jy) = f'(vg)det(Jyp)

Si E no fuera contractor, |f'(vg)| > 1y de la igualdad anterior se deduce
que det(Jyp) < 1.

Sin embargo, como la descomposicién de Oseledets es dominada, se tiene
que |Dfvg| < |Dfup| para todo vg € E,vp € F vectores unitarios. Esto es

una contradiccién, por lo que E debe ser contractor. O

12



Teorema 3.0.3. Genéricamente en Diff! (M?), si existe una foliacion W
f-invariante, expansora o contractora y minimal, entonces f es establemente

ergodica.

Demostracion. Sea R € DiffL (M) un conjunto residual donde vale el Teorema
2.0.22 y sea f € R un difeomorfismo tal que existe una foliacién f-invariante,
expansora y minimal. Probaremos el resultado en este caso, si W es contractora
la demostracion es analoga. En este caso f tiene al menos un exponente
de Lyapunov no nulo, por lo tanto, por el Teorema 2.0.22 se tiene que la
descomposicién de Oseledets TM = E~ @ ET es dominada.

A continuacién probamos el resultado para todas los posibles comporta-

mientos de la descomposicion de T'M.

» dim(E") =2y la descomposicién de Oseledets més fina es de la forma
TM =E~ &. E*.

Veremos en este caso que TW = ET y por lo tanto f es hiperbdlica.

Por la forma de la descomposicién mas fina tenemos que f no puede
ser parcialmente hiperbdlica. Luego, del Teorema 2.0.25 se deduce que
debe existir un punto periédico hiperbdlico con valores propios complejos.
Entonces la foliacién W invariante, minimal y expansora, no puede ser

de dimensién 1. El unico caso posible es dim(W) = 2.

En este caso estamos en las hipétesis de la Proposicién 3.0.2, por lo que
E debe ser contractor. Como ademads f es hiperbdlica, f es establemente

ergodica.

» dim(E1) =2y la descomposicién de Oseledets es de la forma
TM =E~ @ TW &< E;.

De la Proposicién 3.0.2 se obtiene que f es hiperbdlica, y por lo tanto es

establemente ergédica (se deduce del Teorema 2.0.24).

» dim(ET) =2y la descomposicién de Oseledets es de la forma
TM =E~ ®& Ef @ TW.

Por el Teorema 2.0.22 se tiene que existe un punto periédico hiperbdlico

q con Ehc(q) = M. Como f preserva volumen y tanto £~ como T'W
son de dimensién 1, f es parcialmente hiperbdlica. Ademas, como f es

genérica, del Teorema 2.0.24 se deduce que f es establemente ergddica.
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» dim(Et) =1
El Lema 2.0.23 implica que estamos en las hipdtesis de la Proposicion

3.0.1, luego f es establemente ergddica.
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