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Resumen

El objetivo de esta monografía es presentar los modelos booleanos de la
teoría de conjuntos y usarlos para probar la independencia de la hipótesis
del continuo.

Para ello, primero recordamos las bases de la teoría de conjuntos de
Zermelo-Fraenkel (ZF) y particularmente la noción de conjunto constructible
(Gödel 1938), que permite demostrar la consistencia relativa del axioma de
elección y de la hipótesis del continuo (con respecto a ZF).

Luego introducimos los modelos booleanos de ZF (Solovay, Vopěnka 1965,
Scott 1967), que generalizan la noción usual de modelo de Tarski, permitien-
do que las fórmulas de ZF estén interpretadas por valores de verdad más
generales que « verdadero » o « falso », tomadas en un álgebra booleana
completa cualquiera.

Luego de haber estudiado las propiedades de dichos modelos, introduci-
mos la relación de forcing (Cohen 1963), y con ésta terminamos la prueba de
independencia, probando la consistencia relativa de la negación de la hipóte-
sis del continuo (con respecto a ZF).
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Capítulo 1

Introducción

Esta monografía trata sobre la teoría de conjuntos de Zermelo Fraenkel y
su relación con posibles extensiones. Nos interesa responder preguntas como
las siguientes: ¿Si la teoría de conjuntos de ZF es consistente, también lo es
agregando el axioma de elección? En la teoría de conjuntos de ZF ¿se puede
demostrar la hipótesis del contínuo o su negación?

En el resto de esta sección recordaremos lo necesario para entender los
conceptos mencionados previamente y el resto del trabajo.

1.1. Teoría de conjuntos de ZF
La teoría de conjuntos es el primer marco unificador de la matemática

presentado; en otras palabras, es una teoría dentro de la cual se puede forma-
lizar la matemática. Lleva ese nombre porque todos los objetos son conjuntos.
Unifica la matemática porque los objetos matemáticos (números, tuplas, fun-
ciones, etc) se pueden definir como conjuntos particulares y sus propiedades
se pueden deducir de las que gobiernan a dichos conjuntos.

La primera presentación fue por Frege [1]. Posteriormente, Russell encon-
tró una inconsistencia [2], por lo que se debió reformular. Esto fue comenzado
por Zermelo [3] y completado independientemente por Fraenkel [4] y Skolem
[5]. La teoría pasó a ser llamada de Zermelo Fraenkel, o ZF, abreviando.

Formalmente, la teoría de conjuntos tiene el siguiente lenguaje:

Definición 1.1.1 (fórmulas de la teoría de conjuntos). Las fórmulas de la
teoría de conjuntos se definen recursivamente con las siguientes reglas:

φ, ψ := x = y | x ∈ y (1.1)
| ¬φ | φ ∧ ψ | φ ∨ ψ | φ⇒ ψ (1.2)
| ∀x φ | ∃x φ (1.3)
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donde x e y son símbolos de variable.

A los dos casos de la línea (1.1) se les llama fórmulas atómicas. Respecto
a los símbolos de variable solamente se asume que tenemos a disposición una
cantidad numerable de ellos.

A los cuatro casos de la línea (1.2) se les llama conectivas. Repasamos el
significado de los que menos se usan en matemáticas.

¬φ representa la negación de φ.

φ ∧ ψ representa la conjunción de φ con ψ, es decir: « φ y ψ »

φ ∨ ψ representa la disyunción de φ con ψ, es decir: « φ o ψ »

A los dos casos de la línea (1.3) se les llama cuantificadores : ∀x φ es una
cuantificación universal y ∃x φ es existencial.

Es necesario realizar algunas definiciones y observaciones respecto a las
variables.

Def (Variables libres y sentencias). Dada una fórmula φ, sus variables libres
son las que no están dentro del alcance de ningún cuantificador ( ∀ o ∃). Las
variables ligadas son las que no son libres. Denotaremos FV(φ) a la familia
de las variables libres de φ. Si FV(φ) es vacío, diremos que φ es una fórmula
cerrada o una sentencia.

En algunos casos en que cierta fórmula φ pueda tener libre la variable x,
la escribiremos φ(x). En este caso, φ(y) es la fórmula obtenida sustituyendo
la variable x por la variable y en φ. Como es usual en matemáticas, no dis-
tinguiremos entre fórmulas que solo difieren en nombres de variables ligadas.
Por ejemplo, si tomamos φ1 ≡ ∀x x = x y φ2 ≡ ∀y y = y, consideraremos
que φ1 y φ2 son la misma fórmula.

Pasamos a listar algunas abreviaturas sintácticas que utilizaremos fre-
cuentemente.

> ≡ ∀x x = x Es una fórmula trivialmente verdadera.

⊥ ≡ ¬> Es una fórmula trivialmente falsa; representa el absurdo.

φ⇔ ψ ≡ (φ⇒ ψ) ∧ (ψ ⇒ φ) (Equivalencia lógica)

x 6∈ y ≡ ¬ x ∈ y

x 6= y ≡ ¬ x = y

x ⊆ y ≡ ∀z (z ∈ x⇒ x ∈ y) (Inclusión de conjuntos)
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∃!x φ(x) ≡ ∃x (φ(x) ∧ ∀y (φ(y)⇒ x = y))

∀x ∈ y φ(x) ≡ ∀x (x ∈ y ⇒ φ(x)) (Cuantificación universal acotada)

∃x ∈ y φ(x) ≡ ∃x (x ∈ y ∧ φ(x)) (Cuantificación existencial acotada)

∀x1, x2, . . . , xn φ ≡ ∀x1∀x2 · · · ∀xn φ
Ídem con cuantificaciones existenciales o acotadas.

Cabe destacar que el lenguaje oficial de la teoría de conjuntos es un len-
guaje mínimo en que los únicos términos son las variables. Normalmente
en matemática se trabaja con muchos más símbolos (y esta monografía no
será la excepción), pero eso no es un problema porque las fórmulas resultan-
tes siempre se pueden traducir al lenguaje presentado de forma equivalente,
agregando nuevas variables. Veamos ejemplos con dos casos: el uso de ∅ para
el conjunto vacío y el uso de P(x) para el conjunto potencia de x1.

∃x ∅ ∈ x ⇔ ∃x∃y ((∀z z 6∈ y) ∧ y ∈ x)

∀x P(x) 6= x ⇔ ∀x∃y (∀z(z ∈ y ⇔ z ⊆ x) ∧ y 6= x)

En ambos casos se agregó una nueva variable, y, y una subfórmula en azul
que implica que y cumple la definición del conjunto deseado. En el primer
caso, la subfórmula azul afirma que y es el conjunto vacío, mientras que en
el segundo afirma que es el conjunto potencia de x.

Detallar lo anterior en su totalidad supera el marco de la presente mono-
grafía; como referencia se recomienda [6].

Conjuntos y clases

En teoría de conjuntos, los elementos de los conjuntos necesariamente
son (otros) conjuntos, sin embargo, existen «colecciones» de conjuntos que
no constituyen conjuntos. Un ejemplo de esto proviene de la paradoja de
Russell [2].

Definición 1.1.2 (clase). En teoría de conjuntos diremos que una clase es
una fórmula C(x) abstraída con respecto a una de sus variables libres x.
Diremos que un elemento a pertenece a la clase C y escribiremos a ∈ C si
se cumple C(a).

El concepto de clase recién introducido implica cierta ambigüedad en el
uso del símbolo ∈, pues puede tratar sobre pertenencia de un conjunto a

1El conjunto de todos los subconjuntos de x, es decir los y tales que y ⊆ x.
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otro, o sobre pertenencia de un conjunto a una clase. Otra notación para la
clase C es: {x / C(x)}.

Hay clases que conforman un conjunto y otras que no. La clase dada por
C1(x) ≡ x 6= x es la clase vacía; ésta conforma el conjunto vacío ∅, cuya
existencia sigue del esquema de comprensión, que presentaremos pronto. Por
otra parte, dada la clase C2(x) ≡ x 6∈ x, si asumimos que es un conjun-
to, llegamos a la paradoja de Russell. Intuitivamente, las clases que no son
conjuntos son más grandes de lo que puede ser cualquier conjunto. Por el
esquema de comprensión (que veremos pronto), si una clase es más chica que
un conjunto, entonces es un conjunto.

Axiomas de la teoría de ZF

Los axiomas de la teoría de conjuntos de ZF son los siguientes:

∀x, y (∀z(z ∈ y ⇔ z ∈ x)⇒ x = y) (Ext)
∀x∃y∀z(z ∈ y ⇔ z ∈ x ∧ ψ(z)) (Esq. Comp)
∀u∃v∀y(y ∈ v ⇔ (∃x ∈ u y ∈ x)) (Uni)
∀u∃v∀y(y ∈ v ⇔ ∀x ∈ y, x ∈ u) (Pot)
∃u(∅ ∈ u ∧ ∀x ∈ u∃y ∈ u, x ∈ y) (Inf)
∀a (a 6= ∅⇒ ∃b ∈ a (b ∩ a = ∅)) (Reg)
∀u(∀x ∈ u∃!y φ(x, y) ⇒ ∃v∀x ∈ u∃y ∈ v φ(x, y)) (Esq. Remp)

El axioma de extensionalidad afirma que si dos conjuntos tienen exacta-
mente los mismos elementos, son el mismo conjunto. Intuitivamente, con la
analogía de ver conjuntos como «paquetes» con cierto contenido, este axioma
dice que el envase no importa, solamente interesa el contenido.

El esquema de comprensión 2 es en realidad una familia infinita de axio-
mas, parametrizada por la fórmula ψ(z). Es decir, para cada fórmula de
primer orden ψ(z), tenemos un axioma de comprensión asociado, que nos
permite, dado un conjunto x, quedarnos con el subconjunto que cumple ψ.
La fórmula ψ(z) no puede tener libre la variable y, sino se puede llegar nue-
vamente a la paradoja de Russell 3.

El axioma de unión nos permite construir uniones arbitrarias. Se suele
2La formulación más completa permite que la fórmula ψ tenga parámetros, es decir

otras variables que son cuantificadas universalmente. De esta forma el esquema queda
∀~a∀x∃y∀z(z ∈ y ⇔ z ∈ x∧ψ(~a, z)), donde ~a son los parámetros. Esta aclaración vale para
todos los esquemas de axiomas o teoremas que se presentarán.

3Con x = {∅} y ψ(z) ≡ z 6∈ y, instanciando z = ∅ llegamos a ∅ ∈ y ⇔ ∅ 6∈ y
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utilizar la siguiente notación:⋃
A = {x / ∃a ∈ A (x ∈ a)}

Usamos notación de clase por comodidad; la unión es de hecho un conjunto.
El axioma de potencia nos habilita a tomar el conjunto de todos los

subconjuntos. La notación es la siguiente:

P(a) = {x / x ⊆ a}

Análogamente al axioma de unión, usamos notación de clase pero es un con-
junto.

El axioma del infinito afirma la existencia de algún conjunto infinito. La
formulación que utilizamos asume que ∈ es una relación acíclica4, lo cual
proviene del axioma de regularidad. Si no lo tuviéramos (hay presentaciones
de la teoría de conjuntos sin axioma de regularidad) habría que usar otra
formulación, como la existencia de un conjunto Dedekind-infinito5.

El axioma de regularidad implica que la pertenencia está bien fundada.
Esto significa que no existe una sucesión infinita (xn)n∈N de conjuntos tal que
∀n ∈ N xn+1 ∈ xn. Esto en particular excluye conjuntos como un X tal que
X ∈ X, o X1, . . . Xn tales que X1 ∈ X2, X2 ∈ X3, . . . , Xn ∈ X1.

El esquema de remplazo, al igual que el de comprensión, es una familia
infinita de axiomas parametrizada por una fórmula de primer orden φ(x, y).
Cada axioma nos dice que si φ(x, y) es una relación funcional con dominio
u (∀x ∈ u∃!y φ(x, y)), entonces podemos tomar un conjunto v que sea su
codominio. En otras palabras, la imagen de un conjunto por una relación
funcional es también un conjunto. Análogamente al axioma de comprensión,
se requiere que la variable v no esté libre en φ(x, y).

Los axiomas presentados hasta ahora conforman la teoría de conjuntos
de ZF, la cual alcanza para formalizar la mayoría de la matemática. Sin
embargo, en algunos casos se necesita extenderlo con el axioma de elección,
que se presenta en la siguiente sección, con el cual tenemos la teoría de
conjuntos de ZFC (C por el nombre en inglés: “choice”).

Axioma de elección

El axioma de elección tiene muchos enunciados equivalentes. Uno de los
más elementales es que cada conjunto A tiene una función de elección, es

4Si la pertenencia fuera cíclica, el conjunto a = {∅, a} cumpliría la propiedad sin ser
infinito.

5Un conjunto X es Dedekind infinito si existe f : X → X inyectiva pero no sobreyectiva
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decir: una función f : (P(A) − {∅}) → A tal que ∀X ∈ (P(A) − {∅}), se
cumple f(X) ∈ X. Como ya se mencionó, a la teoría de conjuntos de ZF con
axioma de elección se le llama ZFC.

Otros enunciados equivalentes al axioma de elección, menos sencillos, son
el teorema 1.1.3 y el lema 1.1.4. Para el enunciado del primero, recordamos lo
siguiente: un buen orden es un orden en el que todo conjunto no vacío tiene
mínimo.

Teorema 1.1.3 (de Zermelo). Todo conjunto admite un buen orden.

Recordamos que dado un conjunto ordenado (P,≤), decimos que un sub-
conjunto A ⊆ P es una cadena si y solo si la restricción del orden ≤ a A es
total (∀x, y ∈ A, x ≤ y ∨ y ≤ x).

Lema 1.1.4 (de Zorn). Sea (P,≤) un conjunto ordenado. Si toda cadena
tiene cota superior, entonces hay en P al menos un elemento maximal.

Observar que si se cumplen las hipótesis del lema de Zorn, el conjunto P
es no vacío. Esto es porque la cadena vacía tiene supremo.

Ordinales, sucesiones transfinitas y cardinales

En esta sección se presentan definiciones y enunciados relacionados a los
ordinales, los cuales tendrán un papel central en la monografía. Para los
detalles, se recomienda [6].

Recordamos que un buen orden sobre un conjunto X es un orden tal
que todo subconjunto no vacío de X tiene mínimo. Un ejemplo conocido es
el orden usual de los números naturales, pero hay muchos más. Los ordi-
nales son ciertos conjuntos bien ordenados, que se usan para representar a
todos los otros, a menos de isomorfismo (ver teorema 1.1.7). Comenzaremos
definiéndolos y luego listaremos ejemplos y propiedades.

Para definirlos, necesitamos la noción de conjunto transitivo. Diremos
que x es transitivo si ∀y ∈ x y ⊆ x, o equivalentemente ∀y ∈ x∀z ∈ y z ∈ x.

Definición 1.1.5 (ordinal). Un ordinal es un conjunto transitivo en que la
relación de pertenencia ∈ es un buen orden estricto 6. Formalmente, la clase
de los ordinales, escrita On, es dada por la fórmula:

6Un buen orden estricto es un orden estricto (relación irreflexiba y transitiva) en la que
todo conjunto no vacío tiene mínimo
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On(x) := ∀y ∈ x∀z ∈ y, z ∈ x
∀y ∈ x y 6∈ y
∀y, z, w ∈ x, y ∈ z ∧ z ∈ w ⇒ y ∈ w
∀X ⊆ x, X 6= ∅⇒ ∃y ∈ X∀z ∈ X (y ∈ z ∨ y = z)

Al trabajar con ordinales, la relación de pertenencia tiene dos sentidos
semánticos. En la fórmula On usamos colores para diferenciarlos. Está en
negro cuando la usamos del mismo modo que con cualquier otro conjunto y
en azul cuando la usamos como buen orden estricto.

Listaremos algunas propiedades de los ordinales (para las pruebas se re-
comienda [6]):

∅ es un ordinal.

Definiendo inductivamente 0 = ∅ y n + 1 = n ∪ {n}, estamos re-
presentando cada natural intuitivo n con un ordinal. Como ejemplos,
1 = {∅} = {0}, 2 = {∅, {∅}} = {0, 1}. En general tenemos n =
{0, 1, . . . , n − 1}. Estos son los ordinales que representan los buenos
órdenes finitos.

Definiendo ω como el conjunto de todos los n definidos en el ítem
anterior, tenemos que ω es un ordinal. Diremos que ω es el conjunto de
los números naturales.

Si x ∈ On y y ∈ x, entonces y ∈ On.

Los ordinales son una clase propia, es decir, no existe el conjunto de
todos los ordinales.

Para cualquer x, y ∈ On tenemos x ∈ y ∨ x = y ∨ y ∈ x (tricotomía).

En base al último ítem anterior, tenemos la siguiente relación de orden
total entre los ordinales.

Definición 1.1.6. Dados x, y ∈ On, definimos el orden estricto:

x < y := x ∈ y

Como los ordinales son transitivos, su orden no estricto asociado es:

x ≤ y := x ⊆ y
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El orden ≤ definido sobre los ordinales, además de total es un buen
orden. Es decir cualquier conjunto o clase de ordinales tiene mínimo
respecto a ≤.

Para cada ordinal α, tenemos que s(α) := α ∪ {α} es otro ordinal,
llamado el sucesor de α. Decimos que es el sucesor porque se cumple
que ∀x ∈ On (x ≤ α⇔ x < s(α)). Esto es equivalente a que s(α) es el
mínimo de los ordinales mayores a α.

Para cualquier conjunto A de ordinales, tenemos que
⋃
A es un ordinal.

Este es el supremo de A en el sentido de ≤.

Para cada ordinal α, si existe otro ordinal x tal que α = s(x), diremos
que α es un sucesor. Si α no es sucesor ni vacío, diremos que es límite.
El primer ordinal límite (el menor respecto a <) es ω.

El siguiente teorema (1.1.7) nos dice que cualquier conjunto bien ordenado
es representado por un único ordinal. Es una de las principales propiedades
por las que usamos los ordinales.

Teorema 1.1.7. Cada conjunto bien ordenado (X,≤X) es isomorfo a un
único ordinal α con isomorfismo (es decir f : X → α biyectiva tal que
∀x, y ∈ X, x ≤X y ⇔ f(x) ≤ f(y)) único.

Para hacer demostraciones sobre los ordinales disponemos de la inducción
transfinita. Esta proviene de que < es un buen orden estricto.

Teorema 1.1.8 (inducción transfinita). Para cada fórmula φ(x) tenemos:

∀α ∈ On ((∀β < α φ(β))⇒ φ(α))⇒ ∀α ∈ On φ(α)

En palabras, el teorema 1.1.8 dice que si asumiendo que φ se cumple
para cada β < α podemos probar que también se cumple para α, entonces
tenemos que φ se cumple para todo ordinal. Comúnmente la demostración
se separa en 3 casos:

1. Caso base: α = 0

2. Caso sucesor: existe α′ tal que α = s(α′)

3. Caso límite: en este caso, para cada β < α tenemos que s(β) < α, lo
cual suele ser de utilidad.
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Gracias a la inducción transfinita, podemos definir sucesiones transfini-
tas, escritas (Aα)α∈On. Como On es una clase propia (no un conjunto), las
sucesiones transfinitas no serán conjuntos, sino clases funcionales. Con es-
to, queremos decir que cada sucesión transfinita está dada por una fórmula
φA(B,α) tal que:

φA(B,α) ≡ B = Aα

donde se demuestra que ∀α ∈ On∃!B φA(B,α). Lo usual es definir la fórmula
φA(B,α) de forma implícita dando reglas recursivas; esto es, dar una fórmula
para calcular Aα tomando como dados todos los Aβ con β < α. Un ejemplo
común, que usaremos en este trabajo, es la jerarquía acumulativa, definida
de la siguiente forma:

Vα :=
⋃
β<α

P(Vβ)

o, equivalentemente:

Vα =


∅ si α = 0

P(Vβ) si α = s(β)⋃
β<α Vβ si α es límite

Utilizando lo anterior, se define la clase V (x) ≡ ∃α ∈ On x ∈ Vα. Gra-
cias al axioma de regularidad y al esquema de remplazo, podemos probar
que ∀x x ∈ V . De este modo, la sucesión transfinita (Vα)α∈On estratifica el
universo de los conjuntos, como se representa en la figura 1.1.

Para finalizar esta sección, nos encaminamos a definir la noción de cardi-
nal. Decimos que dos conjuntos son equipotentes si existe una función biyec-
tiva entre ellos, es decir, si sus elementos están correlacionados uno a uno.
Intuitivamente, dos conjuntos equipotentes tienen el mismo tamaño.

De mismo modo que los ordinales representan los buenos órdenes a menos
de isomorfismo (teorema 1.1.7), se definen los cardinales como representantes
de los conjuntos a menos de equipotencia. Observar antes que los ordinales
no pueden cumplir esa función, porque hay ordinales distintos que son equi-
potentes. Un ejemplo son ω y s(ω), pues ω es infinito numerable y s(ω)
solamente agrega un elemento.

Como acabamos de ver, pueden haber varios ordinales equipotentes a cier-
to conjunto. No obstante, también podemos afirmar que cada conjunto tiene
ordinales equipotentes, gracias a los teoremas 1.1.3 y 1.1.7. Por ende, si bus-
camos representantes entre los ordinales no tenemos problemas de existencia,
pero sí de unicidad. Sin embargo, esto se puede solucionar por el hecho de
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Figura 1.1: Ilustración de la jerarquía acumulativa.

que los ordinales están bien ordenados, lo cual siempre nos permite tomar mí-
nimo. La intuición es que vamos a asociar a cada conjunto el mínimo ordinal
equipotente a dicho conjunto7. Esto justifica la siguiente definición formal.

Definición 1.1.9 (cardinal). Diremos que κ es un cardinal, o κ ∈ Cn, si es
un ordinal que no es equipotente con ningún ordinal anterior. Formalmente:

κ ∈ Cn ≡ κ ∈ On ∧ ∀α < κ(¬∃f : α→ κ biyectiva)

Primero que nada, algunas observaciones: al igual que los ordinales, los
cardinales son una clase propia. Todos los n ∈ ω son cardinales. Además, ω
también es cardinal, el primer cardinal infinito, que como tal se escribe ℵ0. Por
otra parte, s(ω) es el primer ordinal que no es cardinal, pues es equipotente
con ω, como ya se mencionó.

Análogamente a lo que se mencionó antes, gracias al teorema de Zermelo
1.1.3 y al teorema 1.1.7, tenemos que cada conjunto es equipotente a un
cardinal, que por definición debe ser único (dos cardinales equipotentes son
necesariamente el mismo). De esto proviene la siguiente definición:

7Si dado un conjunto x tomamos el mínimo de {β ∈ On / β es equipotente con x },
este es un cardinal, según la definición 1.1.9.
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Definición 1.1.10 (cardinal de un conjunto). Dado un conjunto x, denota-
remos |x| al único cardinal equipotente con x.

Los últimos comentarios respecto a cardinales están en la siguiente sec-
ción, que trata de la hipótesis del continuo.

Hipótesis del continuo

Se puede demostrar en ZF, con un argumento diagonal de Cantor, que el
cardinal del conjunto R de los números reales (que es equipotente a P(N))
es estríctamente mayor al de los naturales. En la práctica, los subconjuntos
infinitos de R que sabemos construir son o bien numerables (como N, Z, Q o
el conjunto A de los números algebraicos), o bien son equipotentes a R (como
R - Q, R - A, etc). Surge naturalmente la siguiente pregunta:

¿Existirá algún cardinal intermedio, entre el de N y el de R?

La hipótesis del continuo, debida a Cantor, afirma que la respuesta a dicha
pregunta es no. Este fue considerado un problema central de la matemática;
en particular, fue el primero de los Problemas de Hilbert [7].

Utilizando la maquinaria desarrollada en la sección anterior, vamos a
darle otra formulación, que utilizaremos en el resto de la monografía. En ZF
se puede demostrar la existencia de la sucesión transfinita de los cardinales
infinitos. Esta se define como

ℵα := min{κ ∈ Cn / κ ≥ ω ∧ ∀β < α, κ 6= ℵβ}.

En particular, ℵ0 = ω. La hipótesis del continuo se puede reformular
afirmando |R| = ℵ1, o equivalentemente, |P(ℵ0)| = ℵ1, pues ℵ0 = ω y R está
en biyección con P(ω).

Por otra parte, la hipótesis generalizada del continuo (que, como su nom-
bre sugiere, tiene a la anterior como caso particular), afirma:

(HGC) ∀α ∈ On, |P(ℵα)| = ℵα+1

Esta fue probada independiente, parcialmente por Gödel en 1938 [8] y com-
pletada por Cohen en 1963 y 1964 [9] [10], lo cual le valió la medalla Fields
en 1966.
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1.2. Conceptos de lógica
En las secciones anteriores realizamos un repaso de ZF. Ahora nos enfo-

caremos en ciertos conceptos lógicos, los cuales serán igualmente importantes
para entender el trabajo y nos permitirán precisar sus objetivos, terminando
la introducción.

Deducción natural

En las secciones anteriores de la introducción se ha hablado intuitivamen-
te de fórmulas que se pueden demostrar en ZF, pensando en el razonamiento
deductivo que solemos usar en matemática. Esto se puede formalizar con va-
rios sistemas formales; en esta monografía usaremos la deducción natural, la
cual recordaremos en esta sección de la introducción. Comenzamos definiendo
los secuentes.

Definición 1.2.1 (secuentes). Un secuente es un par escrito Γ ` φ, donde Γ
es un conjunto de fórmulas, llamado contexto, y φ es una fórmula (que puede
o no estar en Γ).

La interpretación de Γ ` φ es « de Γ se deduce φ ». Diremos que un
secuente Γ ` φ se cumple si se lo puede inferir con las reglas de la deducción
natural, que son las siguientes:
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φ ∈ Γ
Γ ` φ

Γ,¬φ ` ⊥
Γ ` φ

Γ ` >
Γ ` ⊥
Γ ` φ

Γ ` x = x
Γ ` x = y Γ ` φ(x)

Γ ` φ(y)

Γ ` φ Γ ` ψ
Γ ` φ ∧ ψ

Γ ` φ ∧ ψ
Γ ` φ

Γ ` φ ∧ ψ
Γ ` ψ

Γ ` φ
Γ ` φ ∨ ψ

Γ ` ψ
Γ ` φ ∨ ψ

Γ ` φ ∨ ψ Γ, φ ` ξ Γ, ψ ` ξ
Γ ` ξ

Γ, φ ` ⊥
Γ ` ¬φ

Γ ` ¬φ Γ ` φ
Γ ` ⊥

Γ, φ ` ψ
Γ ` φ⇒ ψ

Γ ` φ⇒ ψ Γ ` φ
Γ ` ψ

Γ ` φ(x)
x 6∈ FV(Γ)

Γ ` ∀x φ(x)

Γ ` ∀x φ(x)

Γ ` φ(t)

Γ ` φ(t)

Γ ` ∃x φ(x)

Γ ` ∃x φ(x) Γ, φ(x) ` ψ
x 6∈ FV(Γ, ψ)

Γ ` ψ

En las reglas, φ, ψ y ξ pueden ser cualquier fórmula, mientra que x e y
pueden ser cualquier variable. Algunas reglas tienen una condición a la dere-
cha de la raya, como la primera, que solamente puede usarse si φ ∈ Γ. En la
primera fila tenemos la regla axioma y la reducción al absurdo. Por debajo,
en la columna de la izquierda están las reglas de introducción y en la de la de-
recha, las de eliminación. Esta denominación es porque las primeras se usan
para demostrar una conectiva o cuantificador, mientras que con las segundas
se usa una conectiva o cuantificador que ya se demostró para probar otra
cosa.

Las reglas presentadas anteriormente representan pasos puntuales de razo-
namiento deductivo. Para representar razonamientos completos, como puede
ser la prueba de un teorema, se utilizan las derivaciones :

Definición 1.2.2 (derivación). Llamaremos derivación de Γ ` φ a todo ár-
bol (finito) de secuentes cuya raíz es Γ ` φ y cuyos nodos son reglas de la
deducción natural.

Lo siguiente es una derivación de ` (∀x φ(x)) ⇒ (∃x φ(x)), secuente en
el que Γ = ∅.

15



∀x φ(x) ` ∀xφ(x)

∀x φ(x) ` φ(x)

∀x φ(x) ` ∃x φ(x)

` (∀x φ(x))⇒ (∃x φ(x))

Comúnmente vamos a escribir Γ ` φ refiriéndonos a que existe una deri-
vación de dicho secuente.

Lo que acabamos de presentar es la deducción natural clásica, caracteri-
zada por la presencia de la reducción al absurdo. Si quitáramos dicha regla
tendríamos la deducción natural intuicionista, en la que menos secuentes son
derivables. En esta monografía trabajaremos siempre en un marco clásico.

Culminamos esta sección con la siguiente definición, que aporta notacio-
nes útiles.

Definición 1.2.3 (teoremas de lógica clásica y de ZF). Diremos que una
fórmula φ es un teorema de la lógica clásica o de la deducción natural, si
se cumple (tiene una derivación) el secuente ` φ, con contexto vacío. Lo
denotaremos NK ` φ.

Diremos que una fórmula φ es un teorema de ZF(C) si existen ψ1, . . . , ψn
axiomas de ZF(C) tal que ψ1, . . . , ψn ` φ. Lo denotaremos ZF(C) ` φ.

Jerarquía de Lévy

La jerarquía de Lévy organiza las fórmulas de la teoría de conjuntos en
clases de complejidad (utilizando la palabra “clase” de forma intuitiva). Co-
menzamos definiendo la clase más elemental.

Definición 1.2.4 (Fórmulas restringidas). Decimos que una fórmula φ es
restringida si todas sus cuantificaciones son acotadas. En otras palabras, las
fórmulas restringidas están dadas por la siguiente definición recursiva:

φ, ψ := x = y | x ∈ y
| ¬φ | φ ∧ ψ | φ ∨ ψ | φ⇒ ψ

| ∀x ∈ y φ | ∃x ∈ y φ

Las fórmulas restringidas son las más sencillas porque no dependen de
todo el universo conjuntista, sino solamente de los conjuntos (y de sus ele-
mentos) mencionados por las variables libres de dichas fórmulas. En el resto
de la jerarquía hay cuantificaciones no acotadas, que sí dependen de todo el
universo conjuntista. El nivel de complejidad está dado por la cantidad de
cuantificaciones no acotadas alternadas, como se ve en la siguiente definición.
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Definición 1.2.5 (Jerarquía de Lévy). Se definen las siguientes clases de
fórmulas de modo recursivo. Las definiciones son a menos de equivalencia
lógica.

Σ0 = Π0 es la familia de las fórmulas equivalentes a alguna fórmula
restringida.

φ ∈ Σn+1 si y solo si φ = ∃x1, . . . , xk ψ donde ψ es Πn

φ ∈ Πn+1 si y solo si φ = ∀x1, . . . , xk ψ donde ψ es Σn

De este modo, por ejemplo ∃u(∅ ∈ u ∧ ∀x ∈ u∃y ∈ u, x ∈ y), el axioma
del infinito8, es Σ1. Por otra parte, ∀u∃v∀y(y ∈ v ⇔ ∀x ∈ y, x ∈ u), el
axioma de potencia, es Π3.

Observar que la jerarquía depende de una noción de fórmulas lógicamente
equivalentes. Dicha equivalencia puede definirse de distintas formas, dando
lugar a jerarquías distintas. En los ejemplos anteriores utilizamos equivalencia
en deducción natural, es decir:

φ ∼ ψ si y solo si NK ` φ⇔ ψ

También se puede considerar la jerarquía de Lévy bajo equivalencia en
ZF(C), o sea:

φ ∼ ψ si y solo si ZF(C) ` φ⇔ ψ

En el cuerpo del trabajo, cada vez que se mencione la jerarquía se espe-
cificará la equivalencia que se está utilizando.

Consistencia relativa e independencia

En esta última sección de la introducción, definiremos los conceptos ne-
cesarios para hablar de extensiones de la teoría de conjuntos de Zermelo
Fraenkel, con lo cual podremos precisar exactamente los objetivos de la mo-
nografía.

Recordamos, brevemente, lo que son las teorías en general, de las cuales
ya presentemos un caso particular: la teoría de conjuntos de ZF.

Definición 1.2.6 (teoría axiomática). Una teoría T viene dada por un con-
junto de fórmulas, Ax(T ), que llamaremos axiomas. Diremos que φ es un
teorema de T (notación: T ` φ), si existen ψ1, . . . , ψn ∈ Ax(T ) tales que
ψ1, . . . , ψn ` φ.

Diremos que T es consistente si T 6` ⊥
8Al traducir la fórmula al lenguaje mínimo se agrega otra variable cuantificada exis-

tencialmente, lo cual no cambia la clase de complejidad.
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Cuando mencionamos que estudiaríamos la relación de la teoría de con-
juntos de ZF con posibles extensiones, estábamos apuntando a los siguientes
conceptos:

Definición 1.2.7 (consistencia relativa e independencia). Diremos que una
fórmula φ es consistente relativamente a una teoría T si la consistencia de
T implica la de T + φ, donde T + φ es la teoría que proviene de agregar φ a
los axiomas de T .

Diremos que φ es independiente de T si tanto φ como ¬φ son consistentes
relativamente a T .

En el siguiente capítulo, veremos que AC y HGC son consistentes re-
lativamente a ZF usando el método de los constructibles, introducido por
Gödel en 1938 [8]. En los dos restantes, probaremos que ¬HGC es consis-
tente relativamente a ZF, utilizando los modelos booleanos : una presentación
equivalente al forcing de Cohen [9][10], desarrollada por Scott [11], Solovay
[12] y Vopěnka [13].

En suma, demostraremos la independencia de HGC y la consistencia re-
lativa del axioma de elección respecto a ZF. Completar la prueba de inde-
pendencia del axioma de elección excede el alcance de esta monografía; para
esto recomendamos [14].
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Capítulo 2

Constructibles de Gödel

Un aspecto paradójico de la actividad matemática, especialmente en teo-
ría de conjuntos, es que se habla sobre objetos de cardinal arbitrariamente
grande usando solamente sentencias finitas; intuitivamente, hay más objetos
que los que podemos referenciar con el lenguaje. El concepto de los conjuntos
constructibles (Gödel 1938 [8]) proviene de esta paradoja: la motivación es
restringir el universo a los conjuntos que se pueden construir con el lenguaje.

Utilizando los conjuntos constructibles, podremos probar la consisten-
cia relativa del axioma de elección y la hipótesis generalizada del continuo
respecto a ZF. Como el objetivo central de la monografía son los modelos
booleanos, en esta sección varios resultados están sin demostrar o con poco
detalle; para profundizar se recomienda [6].

2.1. Formalización del lenguaje de ZF dentro
de ZF

Recordamos el lenguaje de ZF, dado por las fórmulas:

φ, ψ := x = y | x ∈ y
| ¬φ | φ ∧ ψ | φ ∨ ψ | φ⇒ ψ

| ∀x φ | ∃x φ

Para esta sección vamos a simplificarlo, usando que en base a la negación, la
disyunción y la cuantificación existencial, se pueden definir todas las otras
construcciones de la lógica.

φ, ψ := x = y | x ∈ y | ¬φ | φ ∨ ψ | ∃x φ
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Las fórmulas de ZF, que acabamos de recordar, son externas a la teoría
(pertenecen a la meta-teoría). Para obtener los conjuntos constructibles, lo
primero que necesitaremos es formalizar las fórmulas dentro de ZF, es decir,
construir un conjunto conformado por representaciones de las fórmulas. Que
eso sea posible es poco sorprendente, ya que la complejidad del lenguaje
es mucho menor a la de los objetos matemáticos que se definen en dicha
teoría (de hecho, con una teoría capaz de representar los números naturales
alcanzaría). Puede haber muchas representaciones distintas del lenguaje y es
indiferente cuál se use; realizaremos una con el fin de entender cómo se hace.

Para representar las variables usaremos los enteros naturales y escribi-
remos Var := ω. Cuando usemos enteros naturales con esa semántica les
llamaremos “códigos de variables” o “variables internas” y utilizaremos las
letras i, j y k.

Para representar las fórmulas usaremos la siguiente codificación recur-
siva. Los primeros dos ítems son casos bases, mientras que los otros 3 son
recursivos.

(0, (i, j)) representa xi = xj, donde xi y xj son las variables externas
asociadas a las variables internas i y j.

(1, (i, j)) representa xi ∈ xj.

(2, f) representa ¬φ, suponiendo que f representa φ.

(3, (f1, f2)) representa φ ∨ ψ, suponiendo que f1 representa φ y f2 re-
presenta ψ.

(4, (i, f)) representa ∃xi, φ, suponiendo que f representa φ y xi es la
variable representada por i.

Por ejemplo, la fórmula ∃x, x=x se representaría (4, (0, (0, (0, 0)))), su-
poniendo que el código de la variable x es 0.

Vamos a definir el conjunto de las representaciones de fórmulas (o fórmu-
las internas) – Form. Lo haremos intersectando conjuntos definidos mediante
comprensión, por lo que necesitaremos un conjunto más grande en el que
todas las fórmulas internas estén contenidas. Para eso vamos a utilizar Vω,
que es el conjunto de todos los conjuntos hereditariamente finitos, es decir
conjuntos finitos de conjuntos hereditariamente finitos (un conjunto heredita-
riamente finito tiene finitos elementos, sus elementos tienen finitos elementos,
los elementos de sus elementos tienen finitos elementos, etc).

Definición 2.1.1 (Form). Definimos el conjunto Form, de las representa-
ciones de fórmulas o fórmulas internas, como:

Form =
⋂
{X ∈ Vω / Φ(X)}
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donde la fórmula Φ(X) significa que el conjunto X contiene las representa-
ciones de igualdades y pertenencias y que es cerrado por la representación de
negación, la de disyunción y la de cuantificación existencial. Formalmente:

Φ(X) := ∀i, j ∈ Var, (0, (i, j)) ∈ X
∀i, j ∈ Var, (1, (i, j)) ∈ X
∀f ∈ X, (2, f) ∈ X
∀f1, f2 ∈ X, (3, (f1, f2)) ∈ X
∀i ∈ Var ∀f ∈ X, (4, (i, f)) ∈ X

Podemos definir una función FV : Form → Pfin(Var) que asocia a cada
fórmula interna el conjunto finito de sus variables internas libres. En base a
eso, para cada entero natural n, definimos el conjunto Formn de las fórmulas
con variables libres incluidas entre las primeras n, o sea {0, 1, . . . , n− 1}; en
particular, Form0 es el conjunto de las fórmulas cerradas.

Ya construimos una representación interna de la sintaxis del lenguaje.
Para representar la semántica, nos enfocamos ahora en cómo asignar a las
fórmulas valores de verdad. Para esto fijamos un conjunto X a ser tomado
como universo de discurso. Llamaremos valuación enX a cualquier ρ ∈ XVar ,
es decir, cualquier función que a cada variable le asigna un elemento de X.
Definiremos recursivamente la función ValX : Form → P(XVar), de modo
que ValX(f) sea el conjunto de las valuaciones que hacen verdadera a f
en X.

Para esclarecer la notación hacemos las siguientes identificaciones dentro
de Form:

i = j := (0, (i, j)) i ∈ j := (1, (i, j))

¬f := (2, f) f1 ∨ f2 := (3, (f1, f2))

∃i, f := (4, (i, f))

La definición recursiva de ValX es la siguiente:

ValX(i = j) := {ρ ∈ XVar / ρ(i) = ρ(j)}
ValX(i ∈ j) := {ρ ∈ XVar / ρ(i) ∈ ρ(j)}
ValX(¬f) := ValX(f)C

ValX(f1 ∨ f2) := ValX(f1) ∪ ValX(f2)

ValX(∃i, f) := {ρ ∈ XVar / ∃x ∈ X, (ρ, i← x) ∈ ValX(f)}

donde

(ρ, i← x)(j) =

{
x si i=j
ρ(j) si no
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Finalmente, definiremos una noción de fórmula interna verdadera en un
conjunto.

Definición 2.1.2. Dada una fórmula interna f(i1, . . . , in) ∈ Form con va-
riables internas libres i1, . . . , in y dados x1, . . . , xn ∈ X, definimos:

X |= f(x1, . . . , xn) := (∃ρ ∈ ValX(f))(ρ(i1) = x1 ∧ · · · ∧ ρ(in) = xn)

Esta definición culmina la formalización del lenguaje de ZF dentro de
dicha teoría. La corrección viene del siguiente teorema.

Teorema 2.1.3. Dada cualquier fórmula φ(x1, . . . , xn), cuyas variables libres
son x1, . . . , xn y su representación interna es f ∈ Form:

ZF ` (∀X)(∀x1, . . . , xn ∈ X)((X |= f(x1, . . . , xn))⇔ φX(x1, . . . , xn))

siendo φX la fórmula que se obtiene a partir de φ relativizando las cuantifi-
caciones a X 1.

Lo anterior es precisamente un teorema de la metateoría; se trata de un
esquema de teoremas de ZF, parametrizados por la fórmula φ(x1, . . . , xn).
Se prueba que para cada φ(x1, . . . , xn) existe una derivación del secuente
correspondiente.

2.2. Subconjuntos definibles
Definición 2.2.1 (subconjuntos definibles). Dado un conjunto X, decimos
que un subconjunto Y ⊆ X es definible cuando:

(∃n ∈ ω)(∃f ∈ Formn+1)(∃(x1, . . . , xn) ∈ Xn)

(∀x ∈ X)(x ∈ Y ⇔ X |= f(x, x1, . . . , xn))

Intuitivamente, significa que Y se puede construir aplicando el esquema
de comprensión en X, con la fórmula representada por f y usando los pará-
metros x1, . . . , xn.

En lo que sigue, escribiremos Def(X) para el conjunto de todos los sub-
conjuntos definibles de X:

Def(X) := {Y ∈ P(X) / Y subconjunto definible de X}

Por construcción, Def(X) es un subconjunto del conjunto potencia P(X).
Las siguientes son algunas propiedades:

1Se sustituye ∀x ψ(x) por ∀x ∈ X ψ(x) y ∃x ψ(x) por ∃x ∈ X ψ(x).
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Def(X) es subálgebra booleana de P(x) (cerrado por intersecciones,
uniones y complementos).

Pfin(X) ∪ Pcof(X) ⊆ Def(X)2

Def(X) = P(X)⇔ X es finito

(Usando el axioma de elección) X es infinito⇒ |Def(X)| = |X|

(Sin usar el axioma de elección) Si X es bien ordenable, entonces
Def(X) también lo es.

X ⊆ Y ∧X ∈ Y ⇒ Def(X) ⊆ Def(Y )

(la condición de pertenencia es necesaria para que la operación sea
monótona)

2.3. Conjuntos constructibles
De modo análogo a la jerarquía acumulativa, (Vα)α∈On, se define la jerar-

quía de los conjuntos constructibles (Lα)α∈On por:

Lα :=
⋃
β<α

Def(Lβ)

En esencia, es la jerarquía acumulativa tomando solamente los subconjuntos
definibles en cada paso.

Definición 2.3.1 (conjuntos constructibles). Definimos la clase de los con-
juntos constructibles como la siguiente fórmula L(x).

x ∈ L (≡ L(x) ) := (∃α ∈ On)(x ∈ Lα)

Definición 2.3.2 (axioma de constructibilidad). Definimos el axioma de
constructibilidad, el cual escribiremos V = L, como: ∀x, x ∈ L

Ya terminamos de introducir los conceptos necesarios de este capítulo.
Ahora mencionaremos cómo se usa el axioma de constructibilidad para de-
mostrar la consistencia relativa del axioma de elección y de la hipótesis ge-
neralizada del continuo respecto a ZF.

La forma de utilizar el axioma de constructibilidad es mediante la relati-
vización de ZF a L. En el anexo A se recuerda lo que es la relativización de
una teoría de conjuntos a una clase y se presentan los resultados principales.
Recordamos que la teoría resultante de relativizar ZF a L se denota ZFL.

2Pfin(X) está formado por los subconjuntos finitos de X, mientras que Pcof(X) está
formado por los cofinitos, o de complemento finito.
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Teorema 2.3.3. En la teoría ZFL se cumplen todos los axiomas de ZF y
además el axioma de constructibilidad, es decir: para cada axioma φ de ZF,
tenemos ZFL ` φ y además, ZFL ` (V = L).

Gracias al teorema anterior y a la equiconsistencia 3 de ZF con ZFL (que
proviene del corolario A.0.5), concluimos que ZF y ZF + (V = L) son
equiconsistentes.

Finalmente, veamos cómo lo anterior permite probar las consistencias
relativas buscadas. Lo central son los dos siguientes teoremas, cuyas demos-
traciones exceden el alcance de la presente monografía, la cual tiene como
objetivo principal los modelos booleanos. Para los detalles se recomienda [6].

Teorema 2.3.4.
ZF + (V = L) ` Ax. elección

Teorema 2.3.5.
ZF + (V = L) ` HGC

Corolario 2.3.6. El axioma de elección es consistente relativamente a ZF

Demostración. Vamos a probar el contrarecíproco: si ZFC es inconsistente,
también lo es ZF.

Supongamos que ZFC es inconsistente. Como ZF + (V = L) implica
el axioma de elección, esa teoría incluye ZFC, por lo que también es incon-
sistente. Como ZF y ZF + (V = L) son equiconsistentes, concluimos la
inconsistencia de ZF.

Corolario 2.3.7. La hipótesis generalizada del continuo es consistente rela-
tivamente a ZF

Demostración. Análoga a la anterior.

3Dos teorías T1 y T2 son equiconsistentes si: T1 6` ⊥ si y solo si T2 6` ⊥
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Capítulo 3

Modelos booleanos de la teoría de
conjuntos

Los modelos de Tarski – que constituyen la noción más usual de modelo
en lógica de primer orden – se caracterizan por el hecho de que interpretan las
fórmulas de la teoría considerada con solo dos valores de verdad: verdadero
o falso. El objetivo de este capitulo es introducir los modelos booleanos de la
teoría de conjuntos, que generalizan los modelos de Tarski de la misma teo-
ría, interpretando las correspondientes fórmulas con más valores de verdad,
los cuales están dados por un álgebra booleana (sección 3.1). Los modelos
booleanos nos permitirán probar la consistencia relativa de la negación de la
hipótesis del continuo respecto a ZF, lo cual haremos en el siguiente capítulo.

Los modelos booleanos son una presentación equivalente al forcing de
Cohen [9][10], desarrollada por Scott [11], Solovay [12] y Vopěnka [13].

3.1. Álgebras booleanas
En esta sección introducimos las álgebras booleanas, con el objetivo de

formalizar la noción intuitiva de valores de verdad.
A modo de motivación y primer ejemplo, los valores básicos de verdad –

falso y verdadero – representados por 0 y 1 respectivamente, conforman un
álgebra booleana (a la que llamaremos trivial). Las principales operaciones
que solemos usar son: la conjunción (y), denotada a ∧ b; la disyunción (o),
denotada a ∨ b y la negación, denotada a∗.

Los elementos destacados y operaciones que definen las álgebras booleanas
son los presentados en el ejemplo anterior: 0, 1, a ∧ b, a ∨ b y a∗. Como se
mencionó, el álgebra booleana trivial está conformada solamente por 0 y 1;
lo que agregan otras álgebras booleanas son valores de verdad intermedios.
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Nos encaminamos a definir con precisión las álgebras booleanas. Logra-
remos esto con una secuencia de definiciones, que culminará en la 3.1.2.
Comenzamos con los retículos.

Definición 3.1.1. Un conjunto parcialmente ordenado (L,≤) es un retículo
si cada par {a, b} ⊆ L tiene ínfimo y supremo, denotados a ∧ b y a ∨ b,
respectivamente.

Cuando vinculemos las álgebras booleanas con las fórmulas de la lógica,
las operaciones ∧ y ∨ servirán para interpretar las conjunciones y disyun-
ciones, respectivamente. En base a la definición anterior, se deduce que cada
subconjunto finito no vacío tiene ínfimo y supremo, sin embargo, no se puede
asegurar la existencia de ínfimo o supremo del conjunto vacío.

Def. Diremos que (L,≤) es acotado si tiene mínimo y máximo, denotados
0 y 1, respectivamente.

Si el retículo es acotado, todo conjunto finito tiene ínfimo y supremo, pues
el conjunto vacío también tiene ínfimo y supremo (respectivamente: 1 y 0).

Def. Diremos que (L,≤) es completo si existen ínfimos y supremos de sub-
conjuntos A ⊆ L arbitrarios, denotados

∧
A y

∨
A, respectivamente.

Los ínfimos arbitrarios y los supremos arbitrarios servirán para repre-
sentar las cuantificaciones universales y las existenciales, respectivamente.
Cuando A = {ai / i ∈ I}, denotaremos:∧

A =
∧
i∈I

ai
∨

A =
∨
i∈I

ai

En cualquier retículo se cumplen la desigualdad a∧(b∨c) ≥ (a∧b)∨(a∧c)
y su dual a∨ (b∧ c) ≤ (a∨ b)∧ (a∨ c). Sin embargo, en general no se pueden
afirmar las igualdades.

Def. Diremos que (L,≤) es distributivo si para cada a, b, c ∈ L se cumplen
las siguientes dos ecuaciones:

a ∧ (b ∨ c) = (a ∧ b) ∨ (a ∧ c)
a ∨ (b ∧ c) = (a ∨ b) ∧ (a ∨ c)

Mediante una cuenta se prueba que dichas ecuaciones son equivalentes
(ver [14]).

Def. Diremos que (L,≤) es complementado si para cada a ∈ L existe b ∈ L
tal que a ∧ b = 0 y a ∨ b = 1. Si tal b ∈ L es único, lo denotaremos a∗.
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La operación ∗ servirá para representar la negación lógica. Dado un ele-
mento a ∈ L de un retículo genérico, éste puede tener, cero, uno o varios
complementos. Sin embargo, cuando L es distributivo, si a tiene complemen-
to, este necesariamente es único (ver [14]).

Definición 3.1.2. Diremos que (B,≤) es un álgebra booleana (o sencilla-
mente que B es un álgebra booleana), si es un retículo acotado, distributivo
y complementado.

Dados a, b ∈ B, se definen:

a⇒ b := a∗ ∨ b

a⇔ b := (a⇒ b) ∧ (b⇒ a)

Diremos que (B. ≤) es un álgebra booleana completa si es un retículo
completo, distributivo y complementado (notar que la completitud implica la
acotación).

Por otra parte, diremos que un subconjunto B′ ⊆ B es una subálgebra
booleana si contiene al 0 y al 1 y es cerrado por ∧, ∨ y ∗.

Las siguientes propiedades de la implicación serán de utilidad en el resto
del trabajo.

Lema 3.1.3. Dada un álgebra booleana B y a, b, c ∈ B:

1. a ≤ b⇒ c si y solo si a ∧ b ≤ c

2. a⇒ b = 1 si y solo si a ≤ b

3. a⇔ b = 1 si y solo si a = b

Demostración. 1. (⇒) Por definición de ⇒ tenemos a ≤ b∗ ∨ c. Se deduce
a ∧ b ≤ (b∗ ∨ c) ∧ b. Luego se concluye como sigue.

a ∧ b ≤ (b∗ ∨ c) ∧ b
= (b∗ ∧ b) ∨ (c ∧ b) (distributiva)
= 0 ∨ (c ∧ b) (complemento)
= c ∧ b ≤ c (0 es mínimo)

(⇐) Es dual al anterior. Se parte de a ∧ b ≤ c, se aplica ∨b∗ a ambos lados,
se utiliza complemento y que 1 es máximo.

2. (⇒) Tenemos a∗∨b = 1. Aplicando ∧a y propiedades (de forma análoga
a lo realizado en el ítem anterior) se llega a a ∧ b = a, lo cual es equivalente
a a ≤ b.

(⇐) De a ≤ b deducimos a∧b = a. Aplicando ∨a∗ y propiedades, llegamos
a lo buscado.

3. Se deduce del anterior.
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Las operaciones ∧, ∨ y ∗ naturalmente permiten interpretar cualquier
fórmula del cálculo proposicional en una álgebra booleana B (fijada una
interpretación de las variables proposicionales por valores tomados en B). Se
puede demostrar1 que a través de esta interpretación, todas las tautologías
proposicionales valen 1 en B (independientemente de la interpretación de las
variables proposicionales). A modo de ejemplo (recordar que a⇔ b = 1 si y
solo si a = b), dada un álgebra booleana B y a, b, c ∈ B se cumple:

a ∧ b = b ∧ a a ∨ b = b ∨ a
a ∧ (b ∧ c) = (a ∧ b) ∧ c a ∨ (b ∨ c) = (a ∨ b) ∨ c

a⇒ a = 1 a⇒ 1 = 1

Finalizaremos esta introducción a las álgebras booleanas presentando al-
gunos ejemplos.

(1). El álgebra booleana degenerada está formada por un conjunto uni-
tario, en el que 0 = 1. Intuitivamente, representa la inconsistencia.

(2). El álgebra booleana trivial es {0,1} donde 0 6= 1. Es la utilizada
normalmente para representar los valores de verdad, donde cada fórmula
es o bien verdadera o bien falsa. En dicho sentido, se corresponde con los
modelos de Tarski.

(3). Dado un conjunto A, (P(A),⊆) es un álgebra booleana completa,
donde

a ∧ b = a ∩ b
a ∨ b = a ∪ b
a∗ = aC∧

B =
⋂

B∨
B =

⋃
B

Este ejemplo es de particular interés, pues cualquier álgebra booleana
(B,≤) es isomorfa a una subálgebra de (P(A),⊆), para algún conjunto A
(ver [14]). Por otra parte, las únicas álgebras booleanas finitas (a menos de
isomorfismo) son (P(F ),⊆) con F conjunto finito (ver [15]).

(4). Dado un espacio topológico X, definimos el conjunto de los abiertos
regulares como:

RO(X) := {A ⊆ X / A = (A)◦}
Donde A es la clausura de A y B◦ el interior de B. Se puede probar que

(RO(X),⊆) es un álgebra booleana completa (ver [15]). Esta álgebra será de
1La prueba es por inducción estructural en la derivación, haciendo un caso para cada

regla. Un ejemplo de ese tipo de pruebas se encuentra en el apéndice B.
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particular utilidad para demostrar la consistencia relativa de la hipótesis del
continuo respecto a ZF.

(5). Dado un conjunto A, tenemos que (Pfin(A) ∪ Pcof(A),⊆) es un ál-
gebra booleana. Cuando A es infinito, dicha álgebra booleana es incompleta.
Recordamos que Pfin son los subconjuntos finitos y Pcof son los cofinitos, es
decir, de complemento finito.

(6). Dada una teoría de primer orden T , el álgebra de Lindenbaum se
construye de la siguiente forma: dadas fórmulas cerradas φ, ψ definimos la
relación de equivalencia φ ∼ ψ sii T ` φ ⇔ ψ. Sea B el conjunto de clases
de equivalencia, con el orden φ̂ ≤ ψ̂ sii T ` φ ⇒ ψ. Entonces (B,≤) es una
álgebra Booleana, llamada “álgebra de Lindenbaum”.

(7). SeaM el conjunto de los Lebesgue-medibles en [0, 1]. Definimos enM
la relación de equivalencia A ∼ B sii m((A − B) ∪ (B − A)) = 0. Es decir,
dos conjuntos son equivalentes si su diferencia simétrica tiene medida nula.
Sea B el conjunto de clases de equivalencia. Sorprendentemente, (B,⊆) es
un álgebra booleana completa (ver [11]).

3.2. Construcción del modelo
Comencemos con algunas ideas intuitivas, antes de definir formalmente

los modelos booleanos de la teoría de conjuntos. Recordamos que en ZF, la
jerarquía acumulativa es la sucesión transfinita (Vα)α∈On definida de modo
transfinito por la relación:

Vα :=
⋃
β<α

P(Vβ)

En base a esto se puede construir una clase V tal que:

x ∈ V ≡ ∃α ∈ On, x ∈ Vα
Por el axioma de regularidad y el esquema de remplazo, se cumple ∀x, x ∈ V ,
por lo que la jerarquía acumulativa estratifica el universo conjuntista (ver
figura 1.1). En vistas de esto, comúnmente nos referiremos al universo de
todos los conjuntos como V .

Los modelos booleanos surgen de modificar la sucesión transfinita Vα. Lo
primero que haremos es cambiar los conjuntos potencia por conjuntos de
funciones. Recordemos que para cualquier conjunto A, existe una biyección
natural entre su conjunto potencia P(A) y el espacio de funciones 2A, que
asocia a cada subconjunto B ⊆ A su función característica IB : A → 2
2 definida por IB(x) = 1 ⇔ x ∈ B. Por ende, surge la siguiente sucesión

2Recordar que usamos la convención 2 = {0, 1}.
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transfinita V ′α, que utiliza la biyección mencionada para cambiar subconjuntos
por funciones características.

V ′α :=
⋃
β<α

2V
′
β

Por construcción de esta jerarquía acumulativa alternativa, cada elemento
x ∈ V ′α es una función f cuyo domino es V ′β para algún β < α y cuyo codo-
minio es 2. Dado y ∈ V ′β, tenemos las dos siguientes posibilidades (recordar
la biyección entre P(V ′β) y 2V

′
β):

x(y) toma el valor 0, lo que corresponde con ′′y 6∈ x”

x(y) toma el valor 1, lo que corresponde con ′′y ∈ x”

En otras palabras, x(y) se corresponde con el valor de verdad de la perte-
nencia de y a x. Por ende, es natural que en lugar de considerar a 2 como
solamente un conjunto, lo tomemos como el álgebra booleana trivial 2. En
base a esto, surge la idea de sustituirla por otra álgebra booleana B. En
este caso x(y) será un elemento de B, que funcionará como valor de verdad
generalizado de la pertenencia de y a x, o si se quiere, la probabilidad de
que y pertenezca a x. Esa es la intuición de lo que sigue; no obstante, es
necesario realizar un cambio técnico a la sucesión transfinita. El resultado es
el siguiente.

V (2)
α := {x función / im(x) ⊆ 2 ∧ ∃β < α, dom(x) ⊆ V

(2)
β }

Es la misma definición de antes, solo que en lugar de tomar funciones con
dominio V (2)

β y codominio 2, se toman funciones con dominio incluido en V (2)
β

y codominio 2. Ahora sí, definamos formalmente los modelos booleanos de la
teoría de conjuntos.

Definición 3.2.1 (modelos booleanos). Sea B un álgebra booleana completa.
Por analogía a lo presentado anteriormente, asociamos al álgebra booleana B
la sucesión transfinita (V B

α )α∈On definida recursivamente como:

V (B)
α := {x función / im(x) ⊆ B ∧ ∃β < α, dom(x) ⊆ V

(B)
β }

Se llama modelo booleano asociado al álgebra B a la clase propia V (B) (que
intuitivamente es la unión transfinita de los V (B)

α ) definida por la fórmula:

x ∈ V (B) ≡ ∃α ∈ On, x ∈ V (B)
α
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De la definición y el esquema de remplazo surge la siguiente equivalencia,
que caracteriza los elementos de V (B):

x ∈ V (B) ⇔ x función ∧ im(x) ⊆ B ∧ dom(f) ⊆ V (B)

En base a dicha equivalencia, V (B) consiste en funciones características
recursivas, en las que los valores de verdad pertenecen al álgebra booleana B.
Decimos que son recursivas porque todos los elementos de su dominio son del
mismo tipo.

Fijamos un álgebra booleana B genérica, con la cual trabajaremos en el
resto del capítulo.

Mediante inducción transfinita se puede demostrar el siguiente cómodo
principio de inducción en V (B).

Lema 3.2.2 (Principio de inducción para V (B)). Dada una fórmula φ(x), se
cumple lo siguiente:

∀x ∈ V (B) ((∀y ∈ dom(x) φ(y)) ⇒ φ(x))⇒ ∀x ∈ V (B) φ(x)

La construcción que acabamos de realizar nos será útil de la siguiente
forma. Por un lado, V (2) es equivalente al universo V (en un sentido que
precisaremos en el teorema 3.4.4), pero si tomamos B un álgebra boolea-
na más compleja, tendremos que V (B) es más grande que V (2), por lo que
identificando V con V (2) tendremos que V (B) es un “agrandamiento"del mo-
delo original, en el que se agregan más conjuntos (figura 3.1). Para que esto
tenga sentido, será necesario demostrar que, en cierta forma, V (B) también
verifica los axiomas de ZF, lo cual haremos en la sección 3.6. En conclusión,
tendremos un método con el cual agrandar un modelo de la teoría de con-
juntos y eligiendo correctamente el álgebra booleana B, podremos hacer que
en el modelo agrandado no se cumpla la hipótesis del continuo, entre otras
aplicaciones.

Tomaremos la siguiente convención de nomenclatura:

A los x ∈ V les llamaremos puntos.

A los u ∈ V (B) les llamaremos nombres. Esto se debe a que puede haber
elementos distintos de V (B) que representan el mismo conjunto (según
la noción que desarrollaremos en la siguiente sección).

3.3. Interpretación de las fórmulas
En la sección anterior construimos los modelos booleanos de la teoría de

conjuntos, que por ahora no son más que ciertas clases con una estructu-
ra dada. Lo siguiente es poder hacer afirmaciones sobre dichos modelos y
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Figura 3.1: Esquema de inclusión de modelos.

asociar a estas afirmaciones valores booleanos de verdad. Por ende, vamos a
introducir un lenguaje apropiado y luego definir un mecanismo que a cada
sentencia de dicho lenguaje le asocie un elemento de B: su valor booleano de
verdad.

Trabajaremos en un lenguaje de primer orden extendido con un símbolo
de constante para cada nombre de V (B). En el lenguaje base de ZF la úni-
ca forma de referenciar elementos es mediante variables; con esta extensión
tenemos cada nombre de V (B) representado por un símbolo del lenguaje. A
cada fórmula del nuevo lenguaje le llamaremos B-fórmula y a cada sentencia
(fórmula cerrada), B-sentencia. La definición formal es la siguiente:

Definición 3.3.1. Los B-términos están dados por la siguiente definición:

t := x | u

donde x es una variable y u ∈ V (B). En palabras, los términos son o bien
variables o bien constantes asociadas a nombres de V (B). Utilizando los B-
términos, definimos las B-fórmulas como sigue:

φ, ψ := t1 = t2 | t1 ∈ t2
| ¬φ | φ ∧ ψ | φ ∨ ψ | φ⇒ ψ

| ∀x φ | ∃x φ

Cabe aclarar que las B-fórmulas son objetos externos a la teoría, es decir:
pertenecen a la metateoría. Es posible construir representaciones internas de
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las B-fórmulas, análogamente a como se hizo en la sección 2.1, pero no nos
sería de utilidad.

Usualmente utilizaremos σ y τ para referirnos a sentencias, en contra-
posición a φ y ψ, que en general representarán fórmulas. Vamos a asociar
a cada B-sentencia σ su valor booleano de verdad, JσKB ∈ B. Como las B-
fórmulas son objetos de la metateoría, la asignación de valores de verdad que
construiremos también pertenecerá a la metateoría.

Definición 3.3.2 (interpretación de B-sentencias). Se define por recursión
externa en la estructura de σ. Los casos no atómicos son los siguientes:

Jσ ∧ τKB := JσKB ∧ JτKB

Jσ ∨ τKB := JσKB ∨ JτKB

Jσ ⇒ τKB := JσKB ⇒ JτKB

Jσ ⇔ τKB := JσKB ⇔ JτKB

J¬σKB := (JσKB)∗

J∃xφ(x)KB :=
∨

u∈V (B)

Jφ(u)KB

J∀xφ(x)KB :=
∧

u∈V (B)

Jφ(u)KB

Observar que en los primeros casos, a la izquierda de la igualdad tene-
mos conectivas y a la derecha operaciones booleanas, aunque los símbolos
coincidan. Por otra parte, notar que usamos que B es completa en las inter-
pretaciones de cuantificadores. En estos últimos casos, la notación usada es
una abreviación de lo siguiente:

J∃xφ(x)KB :=
∨

u∈V (B)

Jφ(u)KB =
∨
{b ∈ B / ∃u ∈ V (B) b = Jφ(u)KB}

J∀xφ(x)KB :=
∧

u∈V (B)

Jφ(u)KB =
∧
{b ∈ B / ∃u ∈ V (B) b = Jφ(u)KB}

Nos enfocamos ahora en las interpretaciones de sentencias atómicas. Dado
que una fórmula atómica con variables no puede ser cerrada, las sentencias
atómicas son de la forma Ju ∈ vKB y Ju = vKB, con u, v ∈ V (B).

Analogía informática: Para representar conjuntos finitos en un lengua-
je de programación, es posible utilizar listas recursivas: es decir, listas cuyas
entradas también son listas. A modo de ejemplos, el conjunto vacío ∅ es
representado por la lista vacía [ ], el conjunto {∅} es representado por la
lista [ [ ] ] y el conjunto {∅, {∅}} es representado por la lista [ [ ] , [ [ ] ] ].
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No obstante, distintas listas pueden definir el mismo conjunto, pues pueden
haber elementos repetidos o en distinto orden. Por ejemplo:

[ [ ] , [ [ ] ] ] [ [ [ ] ] , [ ] ] [ [ ] , [ ] , [ [ ] ] ]

son listas distintas que representan al conjunto {∅, {∅}}. Queremos definir
las relaciones de igualdad y pertenencia sobre dicha representación. Para
lograrlo, debemos definirlas de modo mutuamente recursivo. Asumimos dadas
funciones list_exists y list_forall que toman como parámetros una lista y una
condición; la primera retorna «verdadero» si y solo si alguna entrada de la
lista cumple la condición, mientras que la segunda retorna «verdadero» si y
solo si todas las entradas de la lista cumplen la condición.

set_mem(l1, l2) := list_exists(l2, λx. set_eq(l1, x))

set_eq(l1, l2) := list_forall(l2, λx. set_mem(x, l1)) and
list_forall(l1, λx. set_mem(x, l2))

En palabras: l1 pertenece a l2 si existe una entrada de l2 que sea igual a l1,
mientras que l1 es igual a l2 si todas las entradas de l2 pertenecen a l1 y todas
las entradas de l1 pertenecen a l2. Se puede observar que la definición de la
igualdad es por mutua inclusión.

Volvemos al problema de asignar valores de verdad a Ju ∈ vKB y Ju = vKB.
En este caso, los conjuntos son representados por funciones con codominio B,
en lugar de listas, pero la estructura de la solución es igual. La principal
diferencia es que con las listas, cada entrada representa un conjunto que
pertenece con valor de verdad 1, mientras que en este caso, dados u ∈ V (B) y
x ∈ dom(u), x representa un conjunto que pertenece con valor de verdad u(x).

Definición 3.3.3 (interpretación de B-sentencias; continuación). Para sen-
tencias atómicas se define de modo mutuamente recursivo.

Ju ∈ vKB :=
∨

y∈dom(v)

v(y) ∧ Ju = yKB (3.1)

Ju = vKB :=

 ∧
x∈dom(u)

u(x)⇒ Jx ∈ vKB
 ∧

 ∧
y∈dom(v)

v(y)⇒ Jy ∈ uKB


(3.2)

La recursión se basa en la relación bien fundada:

(x, y) < (u, v) ⇔ (x = u ∧ y ∈ dom(v)) ∨ (x ∈ dom(u) ∧ y = v)
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Dados u ∈ V (B) y x ∈ dom(u), es importante remarcar la diferencia
entre u(x) y Jx ∈ uKB. En efecto, u(x) solamente tiene sentido porque supo-
nemos x ∈ dom(u), mientras que Jx ∈ uKB está definido para cualquier par
de nombres de V (B). Además, incluso en el caso de que x ∈ dom(u), esas dos
nociones de pertenencia pueden dar valores booleanos distintos (en el lema
3.3.5 veremos u(x) ≤ Jx ∈ uKB, pero no se puede afirmar más que eso). Hay
que considerar a u(x) como una noción primitiva de pertenencia, en base
a la cual definimos las interpretaciones de fórmulas atómicas de igualdad y
pertenencia.

Dado que las B-sentencias son objetos de la metateoría, lo que hicimos
implícitamente en las definiciones anteriores es: para cada B-sentencia σ
construir una fórmula ψσ(x) con la semántica:

b = JσKB ≡ ψσ(b)

tal que ZFC ` ∃!b ∈ B ψσ(b).
Si bien, dada una B-sentencia, σ, su valor de verdad booleano JσKB puede

ser cualquier elemento del álgebra booleana B, nos interesan particularmen-
te los casos en que es 1 (el máximo de B), pues representa la verdad (en
contraposición a 0, que representa la falsedad). En base a esto, hacemos la
siguiente definición.

Definición 3.3.4. Diremos que una B-sentencia σ es verdadera en V (B) y
lo escribiremos V (B) |= σ, cuando JσKB = 1.

Una B-fórmula cualquiera, φ, es verdadera en V (B), lo cual denotaremos
V (B) |= φ, si su clausura universal (que se obtiene de agregar una cuantifi-
cación universal para cada variable libre, lo que resulta en una B-sentencia)
es verdadera en V (B).

En este punto podemos esclarecer más el hecho de que a los elementos
de V (B) les llamemos “nombres”. Existen u, v ∈ V (B) distintos tales que te-
nemos V (B) |= u = v, lo cual interpretaremos como: “u y v representan el
mismo conjunto”. Veamos un ejemplo. Si tomamos u1 = ∅ y u2 = {(∅, 0)},
se cumple que V (B) |= u1 = u2 (de hecho ambos representan al conjunto va-
cío), lo cual se puede ver aplicando (3.2) y también intuitivamente. Por una
parte, u1 representa el conjunto vacío por ser la función vacía. Por otra, u2
también lo representa porque está construido de modo que ∅ pertenece con
valor de verdad 0, lo cual es equivalente a que no pertenezca. La intuición
es que los elementos del modelo booleano son clases de equivalencia bajo la
relación u ∼ v ⇔ V (B) |= u = v.

De aquí en más, en algunos casos omitiremos el supraíndice B en JσKB.
Para que tenga sentido tratar a V (B) |= φ como una noción de verdad,

esta debe ser compatible con la deducción natural. Por eso, nos encaminamos
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a probar que para cualquier B-fórmula φ, si LK ` φ entonces V (B) |= φ. Para
eso primero nos enfocaremos en el siguiente lema, necesario para probar que
las reglas de la igualdad son admisibles.

Lema 3.3.5. Se cumple lo siguiente para cualquier u, v, w ∈ V (B)

1. Ju = uK = 1

2. u(x) ≤ Jx ∈ uK para cada x ∈ dom(u)

3. Ju = vK = Jv = uK

4. Ju = vK ∧ Jv = wK ≤ Ju = wK

5. Ju = vK ∧ Ju ∈ wK ≤ Jv ∈ wK

6. Jv = wK ∧ Ju ∈ vK ≤ Ju ∈ wK

7. Ju = vK ∧ Jφ(u)K ≤ Jφ(v)K para cualquier B-fórmula φ(x), cuya única
variable libre es x.

Demostración. (1) Se demuestra utilizando el principio de inducción 3.2.2.
Supongamos que para cada x ∈ dom(u) se cumple Jx = xK = 1. Queremos
probar:

Ju = uK =
∧

x∈dom(u)

(u(x)⇒ Jx ∈ uK) ?
= 1

Alcanza verificar que dado x ∈ dom(u) tenemos u(x) ≤ Jx ∈ uK. Veámos-
lo.

Jx ∈ uK =
∨

y∈dom(u)

(u(y) ∧ Jx = yK) ≥ u(x) ∧ Jx = xK HI
= u(x)

(2) Se probó en la parte anterior dentro de la inducción.
(3) Es directo de la definición de Ju = vK y de la simetría del operador ∧.
(4) Se demuestra utilizando el principio de inducción 3.2.2 en u. El pre-

dicado es el siguiente:

P (u) := ∀v, w ∈ V (B)(Ju = vK ∧ Jv = wK ≤ Ju = wK)

Tomamos u ∈ V (B) y supongamos P (x) para cada x ∈ dom(u).
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Queremos probar:

Ju = vK ∧ Jv = wK ≤

 ∧
x∈dom(u)

u(x)⇒ Jx ∈ wK

∧
 ∧
z∈dom(w)

w(z)⇒ Jz ∈ uK


Esto es equivalente a probar las siguientes dos desigualdades:

Ju = vK ∧ Jv = wK ≤
∧

x∈dom(u)

u(x)⇒ Jx ∈ wK (3.3)

Ju = vK ∧ Jv = wK ≤
∧

z∈dom(w)

w(z)⇒ Jz ∈ uK (3.4)

Vamos a probar (3.3) en detalle y luego veremos que (3.4) es análoga.
Utilizando propiedades del álgebra booleana:

Ju = vK ∧ Jv = wK ≤
∧

x∈dom(u)

(u(x)⇒ Jx ∈ wK)

⇔ Ju = vK ∧ Jv = wK ≤ u(x)⇒ Jx ∈ wK para cada x ∈ dom(u)

⇔ Ju = vK ∧ Jv = wK ∧ u(x) ≤ Jx ∈ wK para cada x ∈ dom(u)

Fijamos un x ∈ dom(u). Observemos lo siguiente:

Ju = vK ∧ u(x) =

 ∧
x′∈dom(u)

u(x′)⇒ Jx′ ∈ vK


∧

 ∧
y∈dom(v)

v(y)⇒ Jy ∈ uK

 ∧ u(x)

≤

 ∧
x′∈dom(u)

u(x′)⇒ Jx′ ∈ vK

 ∧ u(x)

≤ (u(x)⇒ Jx ∈ vK) ∧ u(x) ≤ Jx ∈ vK (*)

Por ende, alcanza probar:

Jx ∈ vK ∧ Jv = wK ≤ Jx ∈ wK (3.5)
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Para llegar a 3.5 vamos a utilizar la hipótesis inductiva. Sean y ∈ dom(v)
y z ∈ dom(w). Aplicando la hipótesis inductiva (P (x)) tenemos:

Jx = yK ∧ Jy = zK ≤ Jx = zK

Aplicamos conjunción con w(z) a ambos lados.

Jx = yK ∧ Jy = zK ∧ w(z) ≤ Jx = zK ∧ w(z)

Como z puede ser cualquier elemento de dom(w), podemos tomar supre-
mo a ambos lados. Por la definición de interpretación de pertenencia (3.2)
tenemos lo siguiente:

Jx = yK ∧ Jy ∈ wK ≤ Jx ∈ wK

Por la cuenta realizada arriba (*), tenemos Jv = wK ∧ v(y) ≤ Jy ∈ wK.
Por ende, llegamos a:

Jv = wK ∧ Jx = yK ∧ v(y) ≤ Jx ∈ wK

Análogamente al razonamiento que se hizo con z, tenemos que y puede
ser cualquier elemento de dom(v), por lo que tomamos supremo y obtenemos:

Jv = wK ∧ Jx ∈ vK ≤ Jx ∈ wK

Llegamos a 3.5, que era nuestro objetivo, por lo que demostramos (3.3).
Solo resta justificar que (3.4) se deduce del mismo argumento. Como proba-
mos la conmutatividad de J· = ·K, podemos reescribir (3.4) como:

Jw = vK ∧ Jv = uK ≤
∧

z∈dom(w)

w(z)⇒ Jz ∈ uK

Por otra parte, de la hipótesis inductiva deducimos (utilizando conmuta-
tividad nuevamente) que:

Jz = yK ∧ Jy = xK ≤ Jz = xK

Para cualquier z ∈ dom(w), y ∈ dom(v) y x ∈ dom(u). Si intercambia-
mos u con w y x con z en el argumento que hicimos, obtenemos (3.4).

(5) Sea z ∈ dom(w). Por la parte anterior tenemos:

Ju = vK ∧ Jv = zK ≤ Ju = zK

Aplicamos conjunción con w(z) a ambos lados.
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Ju = vK ∧ Jv = zK ∧ w(z) ≤ Ju = zK ∧ w(z)

Tomamos supremo en z ∈ dom(w), con lo que obtenemos el resultado.

Ju = vK ∧ Jv ∈ wK ≤ Ju ∈ wK

(6) Sea y ∈ dom(v). Por la definición de J· = ·K (con un razonamiento
que ya hicimos) tenemos:

Jv = wK ∧ v(y) ≤ Jy ∈ wK

Aplicamos conjunción con Ju = yK a ambos lados y utilizamos la parte
anterior:

Jv = wK ∧ Ju = yK ∧ v(y) ≤ Ju = yK ∧ Jy ∈ wK
(5)

≤ Ju ∈ wK

Tomando supremo en y y utilizando la definición de J· ∈ ·K, llegamos a lo
buscado.

(7) Se demuestra por inducción estructural en la B-fórmula φ(x). Los pa-
sos base son consecuencia directa de los ítems anteriores. Lo demostraremos
para un conjunto completo de conectivas y cuantificadores; específicamen-
te ¬, ∨ y ∃. Los otros casos son análogos. La propiedad de inducción es
explícitamente:

P (φ) := ∀u, v ∈ V (B), Ju = vK ∧ Jφ(u)K ≤ Jφ(v)K

Caso ¬φ(x). Hay que probar Ju = vK ∧ Jφ(u)K∗ ≤ Jφ(v)K∗.

Ju = vK ∧ Jφ(u)K∗ ≤ Jφ(v)K∗

⇔ (Ju = vK⇒ Jφ(u)K)∗ ≤ Jφ(v)K∗

⇔ Jφ(v)K ≤ Ju = vK⇒ Jφ(u)K
⇔ Jφ(v)K ∧ Ju = vK ≤ Jφ(u)K

La última línea se cumple por hipótesis inductiva (intercambiando los
papeles de u y v; podemos hacer esto porque son variables cuantificadas
adentro de la inducción).

Caso φ(x) ∨ ψ(x). Hay que probar Ju = vK ∧ (Jφ(u)K ∨ Jψ(u)K) ≤
Jφ(v)K∨ Jψ(v)K. Se deduce directamente de aplicar distributividad y la hipó-
tesis inductiva.

Ju = vK ∧ (Jφ(u)K ∨ Jψ(u)K) = (Ju = vK ∧ Jφ(u)K) ∨ (Ju = vK ∧ Jψ(u)K)
HI
≤ Jφ(v)K ∨ Jψ(v)K
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Caso ∃x φ(x). El razonamiento es el siguiente:

Ju = vK ∧ J∃x φ(x, u)K = Ju = vK ∧
∨

w∈V (B)

Jφ(w, u)K

=
∨

w∈V (B)

(Ju = vK ∧ Jφ(w, u)K)

HI
≤

∨
w∈V (B)

Jφ(w, v)K = J∃x φ(x, v)K

Para cada w ∈ V (B) usamos la hipótesis inductiva con ψ(x) ≡ φ(w, x).

El segundo ítem del lema 3.3.5 no es necesario en este punto, pero se-
rá muy útil subsiguientemente. Ahora enunciamos el siguiente teorema, que
tiene como corolario que si LK ` φ entonces V (B) |= φ.

Teorema 3.3.6. Para cualquier B-fórmula φ y cualquier conjunto finito de
B-fórmulas Γ tales que Γ ` φ, se cumple V (B) |=

∧
Γ⇒ φ

La demostración del teorema 3.3.6 se encuentra en el anexo B. Termina-
remos la sección con un resultado respecto a las interpretaciones de cuanti-
ficaciones acotadas; recordamos que son las siguientes:

∃x ∈ u φ(x) ≡ ∃x (x ∈ u ∧ φ(x))

∀x ∈ u φ(x) ≡ ∀x (x ∈ u⇒ φ(x))

Aplicando las definiciones directamente, tenemos:

J∃x ∈ u φ(x)K =
∨

x∈V (B)

(Jx ∈ uK ∧ Jφ(x)K)

J∀x ∈ u φ(x)K =
∧

x∈V (B)

(Jx ∈ uK⇒ Jφ(x)K)

Por ende, tenemos el problema de que para calcular los valores de verdad
de cuantificaciones acotadas, debemos calcular supremos o ínfimos en to-
do V (B). Con el siguiente corolario se obtienen fórmulas mejores, en las que,
por ejemplo, J∀x ∈ u φ(x)K depende solamente de los elementos de u. Usare-
mos fuertemente que los teoremas de LK se cumplen en V (B), en particular
si LK ` φ⇔ ψ entonces JφK = JψK. Esto es porque Jφ⇔ ψK = JφK⇔ JψK y
JφK⇔ JψK = 1 si y solo si JφK = JψK.

Corolario 3.3.7. Para cada B-fórmula φ(x) y para cada u ∈ V (B):
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1.
J∃x ∈ u φ(x)K =

∨
x∈dom(u)

(u(x) ∧ Jφ(x)K)

2.
J∀x ∈ u φ(x)K =

∧
x∈dom(u)

(u(x)⇒ Jφ(x)K)

Demostración. Alcanza demostrar (1), pues podemos deducir (2) utilizando
De Morgan, es decir:

J∀x ∈ u φ(x)K = J¬∃x ∈ u ¬φ(x)K

Para deducir (1) razonamos de la siguiente forma.

J∃x (x ∈ u ∧ φ(x))K =
∨

x∈V (B)

(Jx ∈ uK ∧ Jφ(x)K)

=
∨

x∈V (B)

∨
y∈dom(u)

(u(y) ∧ Jy = xK ∧ Jφ(x)K)

=
∨

y∈dom(u)

∨
x∈V (B)

(u(y) ∧ Jy = xK ∧ Jφ(x)K)

=
∨

y∈dom(u)

u(y) ∧
∨

x∈V (B)

(Jy = xK ∧ Jφ(x)K)


=

∨
y∈dom(u)

(u(y) ∧ J∃x (y = x ∧ φ(x))K)

=
∨

y∈dom(u)

(u(y) ∧ Jφ(y)K)

En el último paso usamos que LK ` ∃x (y = x ∧ φ(x))⇔ φ(y)

3.4. Subálgebras y sus modelos; nombres están-
dar

Definición 3.4.1 (Subálgebra completa). Sean B y B′ álgebras booleanas
completas. Decimos que B′ es una subálgebra completa de B si es una subál-
gebra y además, para cada X ⊆ B′, su supremo (ínfimo) en B coincide con
su supremo (ínfimo) en B′.

El siguiente teorema vincula V (B′) y V (B) cuando B′ es una subálgebra
completa de B.
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Teorema 3.4.2. Sea B′ una subálgebra completa de B. Entonces:

1. V (B′) ⊆ V (B).
Además para cada u, v ∈ V (B′)

2. Ju ∈ vKB′ = Ju ∈ vKB

3. Ju = vKB′ = Ju = vKB

Demostración. (1). Usando que B′ ⊆ B, es directo por inducción transfinita
con la definición de V (B) y la de V (B′).

(2) y (3) se prueban simultáneamente por inducción. El predicado de
inducción es:

P (v) := ∀u ∈ V (B′)( Ju ∈ vKB′ = Ju ∈ vKB∧
Ju = vKB

′
= Ju = vKB∧

Jv ∈ uKB′ = Jv ∈ uKB )

La tercera igualdad será necesaria porque en la definición de la igualdad
(3.2) aparecen pertenencias en ambos sentidos.

Supongamos ∀y ∈ dom(v) P (y) y probemos P (v). El orden en que pro-
baremos las igualdades será importante, pues las iremos reutilizando.

Veamos ∀u ∈ V (B) Ju ∈ vKB′ = Ju ∈ vKB.

Ju ∈ vKB′ =
B′∨

y∈dom(v)

v(y) ∧ Ju = yKB
′

∗
=

B′∨
y∈dom(v)

v(y) ∧ Ju = yKB

∗∗
=

B∨
y∈dom(v)

v(y) ∧ Ju = yKB

= Ju ∈ vKB

El paso * es por hipótesis inductiva y el ** es porque B′ es subálgebra
completa de B.

Veamos ∀u ∈ V (B) Ju = vKB′ = Ju = vKB.

Ju = vKB
′

=
B′∧

y∈dom(v)

(v(y)⇒ Jy ∈ uKB′) ∧

B′∧
x∈dom(u)

(u(x)⇒ Jx ∈ vKB′)
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Tenemos Jy ∈ uKB′ = Jy ∈ uKB por la hipótesis inductiva. Por otra parte,
como demostramos ∀u ∈ V (B) Ju ∈ vKB′ = Ju ∈ vKB, aplicándolo a x tenemos
Jx ∈ vKB′ = Jx ∈ vKB. Finalmente, usando que B′ es subálgebra completa
de B, podemos cambiar lo supremos en B′ por supremos en B y tenemos lo
buscado.

Finalmente, veamos Jv ∈ uKB′ = Jv ∈ uKB.

Jv ∈ uKB′ =
B′∨

x∈dom(u)

(u(x) ∧ Jv = xKB
′
)

Como demostramos ∀u ∈ V (B) Ju = vKB′ = Ju = vKB, tenemos que
Jv = xKB′ = Jv = xKB. Nuevamente, usamos que B′ es subálgebra completa
de B para concluir.

Corolario 3.4.3. Si B′ es una subálgebra completa de B, entonces para cual-
quier fórmula de clase Π0 con equivalencia en deducción natural φ(v1, . . . , vn)
(ver la sección 1.2, Jerarquía de Levy) y cualquier u1, . . . , un ∈ V (B′) (pará-
metros) tenemos:

Jφ(u1, . . . , un)KB
′
= Jφ(u1, . . . , un)KB

Demostración. Como la adecuación de la deducción natural en V (B) se de-
duce del teorema 3.3.6 y φ(v1, . . . , vn) es equivalente en deducción natural a
una fórmula restringida, basta probarlo para fórmulas con solamente cuan-
tificaciones acotadas. Razonemos por inducción en φ, fórmula con todas sus
cuantificaciones acotadas. Para fórmulas atómicas son los dos últimos ítems
del teorema 3.4.2. Los pasos inductivos asociados a las conectivas son direc-
tos. Veremos el de una cuantificación acotada.

J∃x ∈ u φ(x, u1, . . . , un)KB
′

=
B′∨

x∈dom(u)

(u(x) ∧ Jφ(x, u1, . . . , un)KB
′
)

=
B∨

x∈dom(u)

(u(x) ∧ Jφ(x, u1, . . . , un)KB
′
)

=
B∨

x∈dom(u)

(u(x) ∧ Jφ(x, u1, . . . , un)KB)

= J∃x ∈ u φ(x, u1, . . . , un)KB

En el resultado anterior, que las cuantificaciones sean acotadas es in-
dispensable. Considerando el razonamiento que se hizo con la cuantificación
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acotada ∃x ∈ u φ(x) (vamos a omitir los parámetros), gracias a que la cuanti-
ficación es acotada, todos los supremos se toman sobre elementos de dom(u).
Si, en cambio, consideramos la cuantificación no acotada ∃x φ(x), ocurre lo
siguiente:

J∃xφ(x)KB
′
=

∨
u∈V (B′)

Jφ(u)KB
′

J∃xφ(x)KB =
∨

u∈V (B)

Jφ(u)KB

En ese caso el razonamiento anterior deja de ser válido, porque los supremos
se toman sobre diferentes clases.

Con la noción que acabamos de desarrollar, podemos formalizar el esque-
ma dado en la figura 3.1. Observamos que 2 = {0, 1} es subálgebra completa
de cualquier B, por lo que el teorema y el corolario anteriores siempre se
aplican para V (2). Teniendo esto en cuenta, asociaremos a cada punto de V
un nombre de V (2) ⊆ V (B). Específicamente, a cada x ∈ V le asociamos:

x̂ := {(ŷ, 1) / y ∈ x}

Es una definición por recursión en la relación bien fundada y ∈ x 3.
Observemos que por el teorema 3.4.2, para cada x, y ∈ V :

Jx̂ ∈ ŷKB = Jx̂ ∈ ŷK2 ∈ 2

Jx̂ = ŷKB = Jx̂ = ŷK2 ∈ 2

A los nombres de V (B) que son x̂ para algún x ∈ V les llamamos estándar.
El siguiente teorema es sobre propiedades de los nombres estándar.

Teorema 3.4.4. 1. Dados x ∈ V y u ∈ V (B),

Ju ∈ x̂K =
∨
z∈x

Ju = ẑK

2. Dados x, y ∈ V ,

x ∈ y ⇔ V (B) |= x̂ ∈ ŷ
x = y ⇔ V (B) |= x̂ = ŷ

3. El mapa x 7→ x̂ es inyectivo de V en V (2).
3Una relación R es bien fundada si no existe una secuencia infinita (xn)n∈ω tal que

xn+1Rxn para cada n ∈ ω
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4. ∀u ∈ V (2) ∃!x ∈ V, V (B) |= u = x̂

5. Para cada φ(v1, . . . , vn) y x1, . . . , xn ∈ V ,

φ(x1, . . . , xn) ⇔ V (2) |= φ(x̂1, . . . , x̂n)

y si φ es de clase Π0 (con equivalencia en deducción natural):

φ(x1, . . . , xn) ⇔ V (B) |= φ(x̂1, . . . , x̂n)

Demostración. (1). Sean x ∈ V y u ∈ V (B).

Ju ∈ x̂K =
∧

y∈dom(x̂)

(x̂(y) ∧ Ju = yK) =
∧
z∈x

(1 ∧ Ju = ẑK)

Pues x̂ es función constante 1 con dominio {ẑ / z ∈ x}
(2). x ∈ y ⇒ V (B) |= x̂ ∈ ŷ se deduce del ítem (1). Por otra parte,

x = y ⇒ V (B) |= x̂ = ŷ se deduce de que V (B) |= x̂ = x̂ y sustitución
de los iguales. Para probar los recíprocos usaremos inducción en V , sobre la
relación bien fundada ∈. El predicado de inducción es el siguiente:

P (y) := ∀x ∈ V ( V (B) |= x̂ ∈ ŷ ⇒ x ∈ y ∧
V (B) |= x̂ = ŷ ⇒ x = y ∧
V (B) |= ŷ ∈ x̂ ⇒ y ∈ x )

Supongamos ∀z ∈ y P (z). Queremos probar P (y). Probaremos las impli-
caciones una a una.

Dado x ∈ V , supongamos V (B) |= x̂ ∈ ŷ. Queremos probar x ∈ y. Usando
el ítem (1) y que V (B) |= x̂ ∈ ŷ, tenemos:∨

z∈y

Jx̂ = ẑK = 1

Como Jx̂ = ẑK ∈ {0, 1}, la única forma de que el supremos sea 1 es que exista
z ∈ y tal que Jx̂ = ẑK = 1. Usando la hipótesis inductiva con z, tenemos
z = x. Por ende, x ∈ y.

Dado x ∈ V , supongamos V (B) |= x̂ = ŷ. Queremos probar x = y. Como
V (B) |= x̂ = ŷ, tenemos:∧

z∈x

Jẑ ∈ ŷK = 1 y
∧
z∈y

Jẑ ∈ x̂K = 1
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Equivalentemente,

∀z ∈ x V (B) |= ẑ ∈ ŷ (3.6)

∀z ∈ y V (B) |= ẑ ∈ x̂ (3.7)

Acabamos de probar ∀x (V (B) |= x̂ ∈ ŷ ⇒ x ∈ y). Podemos instanciarlo
con cada z ∈ x, y junto con 3.6 afirmar que ∀z ∈ x, z ∈ y. Por otra parte,
usando la tercer implicación de la hipótesis inductiva junto con 3.7 tenemos
∀z ∈ y, z ∈ x. Por extensionalidad, y = x.

Dado x ∈ V , supongamos V (B) |= ŷ ∈ x̂. Queremos probar y ∈ x.
Análogamente a la primera implicación, tenemos:∨

z∈x

Jŷ = ẑK = 1

Del mismo modo que hicimos para la primera implicación, obtenemos
z ∈ x tal que Jŷ = ẑK = 1. Como probamos ∀x (V (B) |= x̂ = ŷ ⇒ x = y),
podemos instanciarlo en z y concluir, obteniendo z = y, por lo que y ∈ x.

(3). Se trata de (V (B) |= x̂ = ŷ)⇒ x = y, lo cual acabamos de probar.

(4). La unicidad se deduce del ítem (2). Probaremos la existencia con el
principio de inducción de V (2).

Supongamos ∀v ∈ dom(u)∃xv ∈ V Jx̂v = vK = 1, donde usamos el
esquema de remplazo. Definimos el siguiente x ∈ V :

x := {xv / u(v) = 1}
Debemos probar Ju = x̂K = 1.

Ju = x̂K =
∧

v∈dom(u)

(u(v)⇒ Jv ∈ x̂K) ∧
∧
y∈x

Jŷ ∈ uK

Hay que probar que ambos ínfimos valen 1. Veamos el primero. Sea v ∈
dom(u) tal que u(v) = 1 (si es 0, es claro que la implicación vale 1). Hay que
probar Jv ∈ x̂K = 1.

Jv ∈ x̂K =
∨
y∈x

Jv = ŷK =
∨

u(w)=1

Jv = x̂wK ≥ Jv = x̂vK = 1

Veamos que el segundo ínfimo también vale 1. Sea y ∈ x. Existe un
v ∈ dom(u) tal que u(v) = 1 y y = xv.

Jŷ ∈ uK = Jx̂v ∈ uK =
∨

w∈dom(u)

(u(w) ∧ Jx̂v = wK) ≥ u(v) ∧ Jx̂v = vK = 1
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(5). Se prueba por inducción en φ. Los casos base se deducen de los ítems
(2) y (4) y del corolario 3.4.3. Los casos de conectivas son directos, por lo
que veremos una cuantificación.

Sea φ(x1, . . . , xn) ≡ ∃x ψ(x, xz, . . . , xn) y sean x1, . . . , xn ∈ V . Para pro-
bar el directo, asumimos que se cumple φ(x1, . . . , xn). Por ende, tenemos
x ∈ V tal que se cumple ψ(x, x1, . . . , xn). Por hipótesis inductiva, tenemos
que V (2) |= ψ(x̂, x̂1, . . . , x̂n), de lo que se deduce V (2) |= ∃x ψ(x, x̂1, . . . , x̂n).

Para el recíproco observamos lo siguiente.

J∃xψ(x, x̂1, . . . , x̂n)K =
∨
x∈V

Jψ(x̂, x̂1, . . . , x̂n)K = 1

Como Jψ(x̂, x̂1, . . . , x̂n)K ∈ {0, 1}, podemos afirmar que existe un x ∈ V tal
que Jψ(x̂, x̂1, . . . , x̂n)K = 1. Por hipótesis inductiva, ψ(x, x1, . . . , xn) y por lo
tanto ∃x ψ(x, x1, . . . , xn).

El caso de la fórmula restringida se deduce del corolario 3.4.3.

3.5. Mezclas y el principio del máximo
En esta sección vamos a introducir el concepto de mezcla de B-nombres,

que se puede ver como el análogo de la noción de combinación lineal en
álgebra lineal. Una buena intuición es considerar a las mezclas de B-nombres
como combinaciones booleanas de dichos B-nombres.

Definición 3.5.1 (Mezcla). Dados {ai / i ∈ I} ⊆ B y {ui / i ∈ I} ⊆ V (B),
definimos: ∑

i∈I

ai · ui

como el u ∈ V (B) cuyo dominio es:

dom(u) =
⋃
i∈I

dom(ui)

y para cada z ∈ dom(u),

u(z) =
∨
i∈I

(ai ∧ Jz ∈ uiK)

Cuando la mezcla es de dos elementos, escribimos a·u+b·v. Nos interesará
hacer mezclas con ciertas familias {ai} ⊆ B particulares. Para eso haremos
las siguientes definiciones.
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Definición 3.5.2 (anticadenas y particiones de la unidad). Decimos que
A ⊆ B es una anticadena si y solo si para cada a, b ∈ A distintos, tenemos
a ∧ b = 0.

Decimos que A ⊆ B es una partición de la unidad si y solo si es una
anticadena y

∨
A = 1.

El siguiente lema justifica el uso de la palabra “mezcla”, bajo ciertas
condiciones que se cumplen en particular para anticadenas. Intuitivamen-
te,
∑

i∈I ai ·ui se comporta como mezclar los ui, cada uno con proporción al
menos ai, en el sentido de que J

∑
i∈I ai · ui = uiK ≥ ai

Lema 3.5.3 (de mezclas). Sean {ui / i ∈ I} ⊆ V (B) y {ai / i ∈ I} ⊆ B
tal que para cada i, j ∈ I, se cumple ai ∧ aj ≤ Jui = ujK. Si tomamos
u =

∑
i∈I ai · ui, entonces para cada i ∈ I,

ai ≤ Ju = uiK

Demostración. Recordando la definición de interpretación de igualdad (3.2),
tenemos que probar dos cosas:

1. ai ≤
∧
z∈dom(u)(u(z)⇒ Jz ∈ uiK)

2. ai ≤
∧
z∈dom(ui)

(ui(z)⇒ Jz ∈ uK)

(1) Sea z ∈ dom(u), queremos probar ai ≤ u(z)⇒ Jz ∈ uiK, o equivalen-
temente, ai ∧ u(z) ≤ Jz ∈ uiK

ai ∧ u(z) = ai ∧
∨
j∈I

(aj ∧ Jz ∈ ujK)

=
∨
j∈I

(ai ∧ aj ∧ Jz ∈ ujK)

≤
∨
j∈I

(Jui = ujK ∧ Jz ∈ ujK)

≤
∨
j∈I

(Jz ∈ uiK) = Jz ∈ uiK

En la primera desigualdad se utilizó la hipótesis que cumple la familia
{ai / i ∈ I}.

(2) Sea z ∈ dom(ui), queremos probar ai ≤ ui(z) ⇒ Jz ∈ uK, o equiva-
lentemente, ai ∧ ui(z) ≤ Jz ∈ uK

Jz ∈ uK ≥ u(z) =
∨
j∈I

(aj ∧ Jz ∈ ujK) ≥ ai ∧ Jz ∈ uiK ≥ ai ∧ ui(z)
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Recordemos que la interpretación de las cuantificaciones existenciales no
acotadas es:

J∃xφ(x)K =
∨

u∈V (B)

Jφ(u)K

Utilizando mezclas, probaremos que tales supremos siempre son máximos (se
alcanzan por algún elemento de V (B)).

Teorema 3.5.4 (principio del máximo). Para cualquier B-fórmula φ(x) exis-
te un u ∈ V (B) tal que

J∃x φ(x)K = Jφ(u)K

Demostración. Recordar que J∃x φ(x)K = sup{Jφ(u)K / u ∈ V (B)}. Dado
que {Jφ(u)K / u ∈ V (B)} es un conjunto (está incluido en B), utilizando el
teorema de Zermelo (teorema 1.1.3) tenemos un ordinal α tal que:

{Jφ(u)K / u ∈ V (B)} = {Jφ(uβ)K / β < α}

Por ende,
J∃x φ(x)K =

∨
β<α

Jφ(uβ)K

Definimos la siguiente familia de elementos de B.

aβ := Jφ(uβ)K −
∨
γ<β

Jφ(uγ)K

Donde x− y ≡ x ∧ y∗. Tenemos que {aβ / β < α} es una anticadena y
cumple aβ < Jφ(uβ)K para cada β < α.

Definimos
u :=

∑
β<α

aβ · uβ

Por el lema 3.5.3, para cada β < α tenemos que aβ ≤ Ju = uβK Veamos
que J∃x φ(x)K = Jφ(u)K.

La desigualdad J∃x φ(x)K ≥ Jφ(u)K es directa, por la definición de
J∃x φ(x)K. Veamos la otra. Tomamos un β < α genérico.

Jφ(u)K ≥ Ju = uβK ∧ Jφ(uβ)K ≥ aβ ∧ aβ = aβ

Por ende
Jφ(u)K ≥

∨
β<α

aβ
∗
=
∨
β<α

Jφ(uβ)K = J∃x φ(x)K
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Resta justificar la igualdad *, lo que haremos por inducción transfinita
con predicado de inducción:

P(η) :=
∨
β<η

aβ =
∨
β<η

Jφ(uβ)K

Caso 0. Es directo porque ambos lados de la igualdad dan vacío.
Caso sucesor.

∨
β<η+1

aβ = aη∨
∨
β<η

aβ
HI
= aη∨

∨
β<η

Jφ(uβ)K =

(
Jφ(uη)K ∧ (

∨
β<η

Jφ(uβ)K)∗
)
∨
∨
β<η

Jφ(uβ)K

Utilizando la definición de aη se llega a:(
Jφ(uη)K ∧ (

∨
β<η

Jφ(uβ)K)∗
)
∨
∨
β<η

Jφ(uβ)K

Aplicando propiedades de las operaciones de álgebras booleanas se llega
a:

Jφ(uη)K ∧ (
∨
β<η

Jφ(uβ)K) =
∨

β<η+1

Jφ(uβ)K

Caso límite. Se deduce de la siguiente cadena de igualdades:∨
β<η

aβ =
∨
β<η

∨
γ<β

aγ
HI
=

∨
β<η

∨
γ<β

Jφ(uγ)K =
∨
β<η

Jφ(uγ)K

El siguiente es un corolario técnico que será útil en la próxima sección.

Corolario 3.5.5. Sea φ una B-fórmula tal que V (B) |= ∃xφ(x).

1. Para cada v ∈ V (B) existe un u ∈ V (B) tal que cumple Jφ(u)K = 1 y
Jφ(v)K = Ju = vK

2. Si ψ(x) es otra B-fórmula tal que para cada u ∈ V (B) tenemos que
V (B) |= φ(u) implica V (B) |= ψ(u), entonces

V (B) |= ∀x(φ(x)⇒ ψ(x))

Demostración. (1). Mediante el principio del máximo obtenemos w ∈ V (B)

tal que Jφ(w)K = 1. Definamos b := Jφ(v)K y u := b · v + b∗ · w. Usando el
lema 3.5.3 tenemos:

Ju = v ∨ u = wK = Ju = vK ∨ Ju = wK ≥ b ∨ b∗ = 1
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por lo que

Jφ(u)K = (Jφ(v)K ∧ Ju = vK) ∨ (Ju = wK ∧ Jφ(w)K) = b ∨ b∗ = 1

Resta ver Ju = vK = Jφ(v)K. Ya tenemos Ju = vK ≥ Jφ(v)K nuevamente
por el lema 3.5.3. La otra desigualdad es por lo siguiente:

Ju = vK = Ju = v ∧ φ(u)K ≤ Jφ(v)K

(2). Sea v ∈ V (B). Queremos probar φ(u) ≤ ψ(u). Utilizando el ítem (1),
tomamos u ∈ V (B) tal que Jφ(u)K = 1 y Ju = vJ= Jφ(v)K. Por hipótesis,
tenemos Jψ(v)K = 1. Usando esto, tenemos:

Jφ(v)K = Ju = vK = Ju = v ∧ ψ(v)K ≤ Jψ(v)K

Terminaremos esta sección con la siguiente definición, que será de utilidad
más adelante (en particular, para probar que el axioma de elección se cumple
en V (B)).

Definición 3.5.6 (núcleo). Sea u ∈ V (B). Decimos que un conjunto de B-
nombres U ⊆ V (B) es un núcleo de u si

1. Para cada y ∈ U , tenemos Jy ∈ uK = 1.

2. Para cada x ∈ V (B) tal que Jx ∈ uK = 1, existe un único y ∈ U tal que
Jx = yK = 1

Lema 3.5.7. Cada u ∈ V (B) tiene núcleo.

Demostración. Sea u ∈ V (B). Dado y ∈ V (B) definimos:

fy := {(z, Jz = yK) / z ∈ dom(u)}

Como para cada y ∈ V (B) tenemos fy ∈ Bdom(u). Intuitivamente, es una
relación funcional entre V (B) y Bdom(u). Podemos tomar la relación inversa
y aplicar el axioma de remplazo, para obtener w ⊆ V (B) tal que para cada
y ∈ V (B) existe x ∈ w tal que fy = fx, es decir:

∀z ∈ dom(u), Jz = yK = Jz = xK (3.8)

Definimos U ⊆ V (B) como una conjunto de representantes de la relación
de equivalencia x ∼ y ⇔ Jx = yK = 1 en {x ∈ w / Jx ∈ uK = 1}. Por el
conjunto del cual se toma la relación de equivalencia, tenemos el punto (1)
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de la definición de núcleo. Para ver el punto (2), tomemos y ∈ V (B) tal que
Jy ∈ uK = 1. Tenemos x ∈ w que cumple 3.8. Observamos lo siguiente:

Jy ∈ uK =
∨

z∈dom(u)

(u(z) ∧ Jz = yK) =
∨

z∈dom(u)

(u(z) ∧ Jz = xK) = Jx ∈ uK

Por ende, Jx ∈ uK = 1 y existe x′ ∈ U tal que Jx = x′K = 1. Si probamos
Jx = yK = 1 terminamos la demostración. Observemos lo siguiente:

J∀z ∈ u(z = y ⇔ z = x)K =
∧

z∈dom(u)

u(z)⇒ (Jz = yK⇔ Jz = xK)

Por (3.8) tenemos que Jz = yK⇔ Jz = xK = 1 para cada z ∈ dom(u), por lo
que J∀z ∈ u(z = y ⇔ z = x)K = 1. Instanciando por ejemplo z = y, tenemos
Jy = xK = 1.

Dado u ∈ V (B) hay una biyección entre cada par de núcleos de u. Por
otra parte, debido al principio del máximo, tenemos que si V (B) |= u 6= ∅
entonces cualquier núcleo de u es no vacío.

El siguiente lema será de utilidad más adelante (específicamente, en la
prueba de que el axioma de elección es válido en V (B)).

Lema 3.5.8. Sea u ∈ V (B) tal que V (B) |= u 6= ∅ y sea U un núcleo de u.
Para cada x ∈ V (B) hay un y ∈ U tal que Jx = yK = Jx ∈ uK

Demostración. Se deduce del corolario 3.5.5 con φ(y) ≡ y ∈ u y del ítem (2)
de la definición de núcleo.

3.6. Adecuación de los axiomas de ZFC
El objetivo de esta sección es demostrar que todos los teoremas de ZFC

se cumplen en V (B), es decir: demostrar que si ZFC ` φ, entonces V (B) |= φ.
Como si LK ` φ, entonces V (B) |= φ (por el teorema 3.3.6), basta con
demostrar que todos los axiomas de ZFC se cumplen en V (B).

Lema 3.6.1 (Axioma de extensionalidad). El axioma de extensionalidad:

∀x, y (∀z(z ∈ y ⇔ z ∈ x)⇒ x = y)

se cumple en V (B).

Demostración. Usamos la siguiente formulación equivalente:

∀x, y ((∀z ∈ x (z ∈ y) ∧ ∀z ∈ y (z ∈ x))⇒ x = y)

Con esa formulación, se deduce directamente de (3.2) y el corolario 3.3.7.
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Lema 3.6.2 (Esquema de comprensión). El esquema de comprensión4:

∀x∃y(∀z ∈ y (z ∈ x ∧ ψ(z)) ∧ ∀z ∈ x (ψ(z)⇒ z ∈ y))

se cumple en V (B).

Demostración. Tomemos una fórmula ψ(z) y probemos al axioma de com-
prensión correspondiente.

Sea u ∈ V (B). Buscamos v ∈ V (B) tal que lo siguiente vale 1.

∧
y∈dom(v)

(v(y)⇒ Jy ∈ uK∧ Jψ(y)K) ∧
∧

x∈dom(u)

(u(x)⇒ (Jψ(x)K⇒ Jx ∈ vK))

(3.9)
Definimos v ∈ V (B) con dom(v) = dom(u) y para cada y ∈ dom(v):

v(y) := u(y) ∧ Jψ(y)K

Tenemos que ver que los dos supremos de 3.9 son 1. Comencemos por el
primero.

Sea y ∈ dom(v). Observemos lo siguiente

v(y)⇒ Jy ∈ uK ∧ Jψ(y)K = 1 ⇔
v(y) ≤ Jy ∈ uK ∧ Jψ(y)K ⇔

u(y) ∧ Jψ(y)K ≤ Jy ∈ uK ∧ Jψ(y)K

Concluímos usando que u(y) ≤ Jy ∈ uK por el ítem dos del lema 3.3.5.
Probemos ahora que el otro supremo de 3.9 es 1. Sea x ∈ dom(u). Obser-

var que u(x)⇒ (Jψ(x)K⇒ Jx ∈ vK) = u(x) ∧ Jψ(x)K⇒ Jx ∈ vK. Concluimos
con lo siguiente: u(x) ∧ Jψ(x)K = v(x) ≤ Jx ∈ vK.

Lema 3.6.3 (Esquema de remplazo). El esquema de remplazo5:

∀u(∀x ∈ u∃y φ(x, y) ⇒ ∃v∀x ∈ u∃y ∈ v φ(x, y))

se cumple en V (B).

Demostración. Tomemos una fórmula φ(x, y) y probemos el axioma de rem-
plazo correspondiente.

4Recordar que los esquemas son conjuntos de axiomas, en este caso parametrizados por
fórmulas.

5Notar que esta presentación es más fuerte que la de la introducción. No obstante,
considerando el axioma de elección son equivalentes.
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Sea u ∈ V (B). Queremos probar:

J∀x ∈ u∃y φ(x, y)K ≤ J∃v∀x ∈ u∃y ∈ v φ(x, y)K

Observemos que:

J∀x ∈ u∃y φ(x, y)K =
∧

x∈dom(u)

u(x)⇒ J∃y φ(x, y)K

Para cada x ∈ dom(u) tenemos que J∃y φ(x, y)K = Jφ(x, vx)K, usando el
principio del máximo (3.5.4) y el esquema de remplazo (de V ) para construir
x 7→ vx. Definimos el siguiente v ∈ V (B):

v := {vx / x ∈ dom(u)} × {1}

Observamos lo siguiente, dado x ∈ dom(u):

J∃y ∈ v φ(x, y)K =
∨

y∈dom(v)

v(y) ∧ Jφ(x, y)K ≥ v(vx) ∧ Jφ(x, vx)K = Jφ(x, vx)K

por lo que tenemos la siguiente cadena de desigualdades, con la que termi-
namos la demostración:

J∀x ∈ u∃y φ(x, y)K =
∧

x∈dom(u)

u(x)⇒ Jφ(x, vx)K

≤
∧

x∈dom(u)

u(x)⇒ J∃y ∈ v φ(x, y)K

= J∀x ∈ u∃y ∈ v φ(x, y)K
( ≤ J∃v∀x ∈ u∃y ∈ v φ(x, y)K)

Lema 3.6.4 (Axioma de unión). El axioma de unión:

∀u∃v∀y(y ∈ v ⇔ (∃x ∈ u y ∈ x))

se cumple en V (B).

Demostración. Sea u ∈ V (B). Definimos v ∈ V (B) con:

dom(v) : =
⋃

x∈dom(u)

dom(x)

v(y) : = J∃x ∈ u y ∈ xK con y ∈dom(v)

Tenemos que probar lo siguiente:
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1. J∀y ∈ v∃x ∈ u, y ∈ xK = 1

2. J∀x ∈ u∀y ∈ x, y ∈ vK = 1

Donde usamos que (∃x ∈ u φ(x)⇒ ψ)⇔ ∀x ∈ u(φ(x)⇒ ψ) es cierto en
la lógica clásica.

1.
J∀y ∈ v∃x ∈ u, y ∈ xK =

∧
y∈dom(v)

v(y)⇒ J∃x ∈ u y ∈ xK

Se cumple por la definición de v(y).
2.

J∀x ∈ u∀y ∈ x, y ∈ vK =
∧

x∈dom(u)

u(x)⇒
∧

y∈dom(x)

(x(y)⇒ Jy ∈ vK)

=
∧

x∈dom(u)

∧
y∈dom(x)

u(x) ∧ x(y)⇒ Jy ∈ vK

Sean x ∈ dom(u) e y ∈ dom(x). Queremos u(x) ∧ x(y) ≤ Jy ∈ vK.
Observemos que por la definición de dom(v), tenemos y ∈ dom(v), por lo
que podemos razonar de la siguiente forma:

Jy ∈ vK ≥ v(y) =
∨

x′∈dom(u)

u(x′) ∧ Jy ∈ x′K ≥ u(x) ∧ Jy ∈ xK ≥ u(x) ∧ x(y)

Lema 3.6.5 (Axioma de potencia). El axioma de potencia:

∀u∃v∀y(y ∈ v ⇔ ∀x ∈ y, x ∈ u)

se cumple en V (B).

Demostración. El axioma de potencia es una fórmula de clase Π3 (bajo equi-
valencia en deducción natural), lo cual puede ser una causa de que la prueba
sea más sutil. Tomamos u ∈ V (B). Definimos v ∈ V (B) con:

dom(v) : = Bdom(u)

v(y) : = J∀x ∈ y x ∈ uK = Jy ⊆ uK para cada y ∈dom(v)

Análogamente al caso anterior, tenemos que probar dos igualdades:

1. J∀y ∈ v, y ⊆ uK = 1
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2. J∀y(y ⊆ u⇒ y ∈ v)K = 1

La primera se demuestra de forma análoga a como se hizo para el axioma
de unión. Sin embargo, para la segunda no será el caso, pues para el axioma
de unión pudimos acotar la cuantificación ∀y, lo cual no podremos hacer
aquí; nos vemos obligados a trabajar con un y ∈ V (B) genérico. Por ende,
fijemos y ∈ V (B) cualquiera. Queremos probar Jy ⊆ uK ≤ Jy ∈ vK.

A partir de y y u vamos a construir un y′ ∈ V (B) que nos será de utilidad.

dom(y’) : = dom(u)

y′(x) : = Jx ∈ yK con x ∈dom(y′)

Intuitivamente, y′ sería u∩y. Esta intuición se ve justificada también por
la siguiente cuenta. Sea x ∈ V (B)

Jx ∈ u ∧ x ∈ yK =
∨

z∈dom(u)

(u(z) ∧ Jx = zK ∧ Jx ∈ yK)

≤
∨

z∈dom(u)

(Jx = zK ∧ Jx ∈ yK)

≤
∨

z∈dom(u)

(Jx = zK ∧ Jz ∈ yK)

=
∨

z∈dom(u)

(Jx = zK ∧ y′(z)) = Jx ∈ y′K

por ende tenemos:

J∀x (x ∈ u ∧ x ∈ y ⇒ x ∈ y′)K = 1 (3.10)

La forma como queremos usar y′ es probando las siguientes dos desigual-
dades, que implican Jy ⊆ uK ≤ Jy ∈ vK.

(a) Jy ⊆ uK ≤ Jy = y′K

(b) Jy ⊆ uK ≤ Jy′ ∈ vK

Para probar (a) vamos a tener que demostrar antes Jy′ ⊆ yK = 1, lo cual
también concuerda con la intuición de que y′ es la intersección de y con u.
Sea x ∈ V (B).

Jx ∈ y′K =
∨

z∈dom(u)

(y′(z) ∧ Jz = xK)

=
∨

z∈dom(u)

(Jz ∈ yK ∧ Jz = xK)

≤ Jx ∈ yK
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Con eso probamos que Jy′ ⊆ yK = 1. Usando eso y (3.10), vamos a probar
(a).

Jy ∈ uK ≤ J∀x (x ∈ u ∧ x ∈ y ⇒ x ∈ y′) ∧ y′ ⊆ y ∧ y ⊆ uK
≤ Jy = y′K

Donde usamos la adecuación del axioma de extensionalidad y de la de-
ducción natural. Solo resta probar (b), donde usaremos la definición del
nombre v.

Jy ⊆ uK = J∀x(x ∈ y ⇒ x ∈ u)K

=
∧

x∈V (B)

(Jx ∈ yK⇒ Jx ∈ uK)

≤
∧

x∈dom(y′)

(y′(x)⇒ Jx ∈ uK)

= J∀x ∈ y′, x ∈ uK = Jy′ ⊆ uK = v(y′) ≤ Jy′ ∈ vK

En la demostración del lema anterior construimos el nombre potencia v
de un u ∈ V (B). Vamos a llamarlo P(B)(u) Por ende tenemos que P(B)(u) es
el v ∈ V (B) tal que

dom(v) : = Bdom(u)

v(y) : = Jy ⊆ uK con y ∈dom(v)

Lema 3.6.6 (Axioma del infinito).

∃uφ(u) donde φ(u) ≡ ∅ ∈ u ∧ ∀x ∈ u∃y ∈ u, x ∈ y

se cumple en V (B).

Demostración. Utilizamos la siguiente formulación lógicamente equivalente
(considerando el significado de ∅).

∃uφ(u) donde φ(u) ≡ (∃x ∈ u∀y ∈ x y 6= y) ∧ ∀x ∈ u∃y ∈ u, x ∈ y

Con esa formulación tenemos que φ(u) es una fórmula restringida, bajo equi-
valencia en deducción natural.

Tenemos φ(ω), por lo que el ítem 5 del teorema 3.4.4 nos da V (B) |= φ(ω̂).
Consecuentemente, V (B) |= ∃u φ(u)

Lema 3.6.7 (Axioma de regularidad). El axioma de regularidad:

∀a (a 6= ∅⇒ ∃b ∈ a (b ∩ a = ∅))

se cumple en V (B).
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Demostración. Utilizaremos el siguiente esquema de inducción conjuntista,
que es equivalente al axioma de regularidad:

∀x(∀y ∈ x φ(y) ⇒ φ(x)) ⇒ ∀x φ(x)

Fijamos φ y definimos b := J∀x(∀y ∈ x φ(y) ⇒ φ(x))K. Dado x ∈ V (B)

genérico, queremos probar que b ≤ Jφ(x)K. Lo probaremos por el principio
de inducción (lema 3.2.2).

Supongamos que ∀y ∈ dom(x), b ≤ Jφ(y)K. Entonces:

b ≤
∧

y∈dom(x)

Jφ(y)K ≤
∧

y∈dom(x)

(x(y)⇒ Jφ(y)K) = J∀y ∈ x φ(y)K

Por ende tenemos
b ≤ J∀y ∈ x φ(y)K

Sin embargo, por la definición de b tenemos

b ≤ J∀y ∈ x φ(y) ⇒ φ(x)K

Juntando ambas desigualdades llegamos a lo buscado:

b ≤ Jφ(x)K

Solo queda demostrar que se cumple el axioma de elección. Por más que
parezca la más compleja de sus formulaciones equivalentes, vamos a utilizar
el lema de Zorn (1.1.4).

Lema 3.6.8 (Axioma de elección). El axioma de elección:

Todo conjunto A tiene función de elección

se cumple en V (B).

Demostración. Como se mencionó, utilizaremos el Lema de Zorn (1.1.4). Pa-
ra simplificar el enunciado diremos que un conjunto parcialmente ordenado
es inductivo si toda cadena está acotada superiormente. De esta forma el
enunciado del lema de Zorn es:

Si (X,≤X) es un conjunto parcialmente ordenado inductivo,
entonces tiene elemento maximal

Por el ítem dos del corolario 3.5.5, alcanza con tomar X,≤X∈ V (B) y
probar que «V (B) |= (X,≤X) es un conjunto parcialmente ordenado inductivo
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no vacío» implica «V (B) |= (X,≤X) tiene elemento maximal». Supongamos
el antecedente.

Tomamos Y ⊆ V (B) núcleo de X. Definimos el siguiente orden en Y :

y ≤Y y′ ⇔ Jy ≤X y′K = 1

Vamos a probar que es inductivo, para lo cual tomamos C una cadena en Y .
Definimos C ′ := C × {1} ∈ V (B). Tenemos:

V (B) |= C ′ es una cadena en X

Como (X,≤X) es inductiva, V (B) |= ∃u ∈ X u es cota superior de C ′.
Por el principio del máximo, tenemos u ∈ V (B) cota superior de C ′ en X.
Tomando w ∈ Y tal que Jw = uK = 1, tenemos que w es cota superior de C
en Y .

Acabamos de probar que (Y,≤Y ) es inductiva. Aplicamos el lema de Zorn
de V para tomar un c ∈ Y elemento maximal de (Y,≤Y ). Por definición de
núcleo, tenemos Jc ∈ XK = 1. Terminaremos la demostración probando:

V (B) |= c es elemento maximal de X

Es decir, V (B) |= ∀x(x ∈ X ∧ c ≤X x ⇒ x = c). Sea x ∈ V (B). Mediante
el lema 3.5.8 obtenemos y ∈ Y tal que Jx ∈ XK = Jx = yK. Tomamos
a := Jc ≤X yK y definimos:

v := a · y + a∗ · c

Por el lema de mezclas (3.5.3) tenemos lo siguiente:

Jv = y ∨ v = cK = Jv = yK ∨ Jv = cK ≥ a ∨ a∗ = 1

Como además Jy ∈ XK = Jc ∈ XK = 1, concluimos Jv ∈ XK = 1. Por ende
podemos tomar z ∈ Y tal que Jv = zK = 1. Veamos que Jc ≤X vK = 1.

Por una parte, tenemos Jv = yK ∧ Jc ≤X yK ≤ Jc ≤X vK. Por otra parte,
tenemos Jv = cK ≤ Jc ≤X vK y por ende Jv = cK ∧ Jc ≤X yK∗ ≤ Jc ≤X vK.
Juntando tenemos:

(Jv = yK ∧ Jc ≤X yK) ∨ (Jv = cK ∧ Jc ≤X yK∗) ≤ Jc ≤X vK

Por el lema 3.5.3, ambas conjunciones dan el segundo operando y queda:

Jc ≤X yK ∨ Jc ≤X yK∗ ≤ Jc ≤X vK

Con lo que tenemos que Jc ≤X vK = 1.

59



De ≤ Jc ≤X vK = 1 y Jv = zK = 1, concluimos Jc ≤X yK = 1, por lo que
c ≤Y z y c = z (sabiendo que c es maximal en ≤Y ). Veamos que se cumple
Jc ≤X yK ≤ Jy = cK.

Jc ≤X yK = a ≤ Jy = vK = Jy = vK ∧ Jv = zK ≤ Jy = zK = Jy = cK

Finalmente, observamos lo siguiente:

Jc ≤X x ∧ x ∈ XK ≤ Jy = cK ∧ Jx ∈ XK = Jy = cK ∧ Jx = yK ≤ Jx = cK

Con la desigualdad anterior probamos que c es elemento maximal.

3.7. Ordinales y cardinales

Ordinales

En la sección anterior probamos que todos los teoremas de ZFC son váli-
dos en los modelos booleanos. Esto nos permite mejorar el ítem 5 del teorema
3.4.4, sustituyendo la equivalencia en deducción natural por la equivalencia
en ZFC (ver la sección 1.2, Jerarquía de Levy).

Corolario 3.7.1. Para cada φ(v1, . . . , vn) y x1, . . . , xn ∈ V ,

φ(x1, . . . , xn) ⇔ V (2) |= φ(x̂1, . . . , x̂n)

y si φ es de clase Π0 (con equivalencia en ZFC):

φ(x1, . . . , xn) ⇔ V (B) |= φ(x̂1, . . . , x̂n)

Recordamos que la fórmula On(x) está definida como:

On(x) := x es transitivo
y la pertenencia es un buen orden estricto en x

Bajo equivalencia en deducción natural, la fórmula no es restringida. Esto
se debe al buen orden; es necesario hacer referencia al conjunto potencia, lo
cual solo se puede hacer con cuantificaciones no acotadas, en el lenguaje
base de ZFC. No obstante, bajo equivalencia en ZFC sí es restringida. Para
esto necesitamos el siguiente lema. Recordamos que una relación R sobre un
conjunto A es conexa si cumple:

∀x, y ∈ A (x 6= y ⇒ xRy ∨ yRx)

Por otra parte, R es bien fundada si:

∀P ⊆ A (∀x ∈ A ((∀y ∈ A yRx⇒ y ∈ P )⇒ x ∈ P )⇒ P = A)
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Lema 3.7.2. En ZF, una relación es un buen orden estricto si y solo si es
conexa y bien fundada.

Para una prueba citamos [6]. Usando lo anterior tenemos:

ZFC ` On(x) ⇔ x es transitivo
y la pertenencia es conexa y bien fundada en x

⇔ x es transitivo
y la pertenencia es conexa en x

donde quitamos la buena fundación de la pertenencia porque el axioma de
regularidad la implica. Entonces, probamos que On(x) es restringida ba-
jo equivalencia en ZFC, por lo que debido al corolario 3.7.1, tenemos que
JOn(α̂)K = 1 para cada α ordinal. Concluimos que los representantes es-
tándar de los ordinales de V , son ordinales en V (B); es decir, no se pierden
ordinales al pasar a V (B).

A los nombres de la forma α̂, con α ordinal, les llamaremos ordinales
estándar. En V (B) pueden haber otros ordinales; el siguiente teorema permite
vincularlos con los ordinales estándar.

Teorema 3.7.3. Para cada u ∈ V (B)

JOn(u)K =
∨
α∈On

Ju = α̂K

Demostración. Veamos que se cumplen ambas desigualdades.

JOn(u)K ≥
∨
α∈On

Ju = α̂K ⇔ ∀α ∈ On, Ju = α̂K ≤ JOn(u)K

Sea α ∈ On. La desigualdad buscada se obtiene de la siguiente forma,
usando JOn(α̂)K = 1.

Ju = α̂K = Ju = α̂ ∧On(α̂)K ≤ On(u)

Ahora debemos probar la otra desigualdad. Sea x ∈ dom(u). Definimos:

Dx := {ξ ∈ On / Jx = ξ̂K 6= 0}

Queremos ver que el mapa ξ 7→ Jx = ξ̂K es inyectivo de Dx en B. Sean
ξ, η ∈ Dx tal que Jx = ξ̂K = Jx = η̂K.

0 < Jx = ξ̂K = Jx = ξ̂K ∧ Jx = η̂K ≤ Jξ̂ = η̂K
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Concluimos que ξ = η, por el ítem 2 de 3.4.4. Como B es un conjunto,
también debe serlo Dx. Definimos el siguiente conjunto de ordinales:

D :=
⋃

x∈dom(u)

Dx

Tomamos α0 = sup(D) + 1. Tenemos ∀x ∈ dom(u) Jx = α̂0K = 0. Por ende:

Jα̂0 ∈ uK =
∨

x∈dom(u)

(u(x) ∧ Jα̂0 = xK) = 0

Por ser un teorema de ZF se cumple lo siguiente:

JOn(u)K ≤ Jα̂0 ∈ uK ∨ Jα̂0 = uK ∨ Ju ∈ α̂0K

Como Jα̂0 ∈ uK = 0, tenemos:

JOn(u)K ≤ Jα̂0 = uK ∨ Ju ∈ α̂0K = (
∨
α<α0

Ju = α̂K) ∨ Ju = α̂0K ≤
∨
α∈On

Ju = α̂K

Utilizando el teorema anterior se puede deducir que los ordinales generales
de V (B) son mezclas de ordinales estándar con coeficientes que constituyen
una partición de la unidad (ver [14]).

Cardinales

Recordamos que los cardinales son, por definición, ordinales que no están
en biyección con ningún ordinal anterior:

Cn(κ) ≡ κ ∈ On ∧ ∀α < κ(¬∃f : α→ κ biyectiva)

Para cada x ∈ V escribiremos |x| para referirnos a su cardinal. Como la
fórmula |x| = |y| es Σ1 bajo equivalencia en deducción natural6, tenemos lo
siguiente:

|x| = |y| ⇒ V (B) |= |x̂| = |ŷ| (3.11)

Esto se deduce del ítem (5) de 3.4.4. Dada ∃y φ(y) una fórmula Σ1 (don-
de φ(y) es restringida), asumamos que se cumple y tomemos un testigo y ∈ V .
Por la propiedad mencionada podemos afirmar V (B) |= φ(ŷ) y por ende
V (B) |= ∃y φ(y).

6Es la existencia de una función biyectiva entre x e y.
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Los siguientes dos teoremas vinculan la jerarquía de cardinales de V con
la de V (B) para B genérico. Luego veremos una condición de B con la que
tenemos una vinculación más fuerte.

Cuando escribimos V (B) |= u = ℵα significa V (B) |= φℵ(u, α), donde
φℵ(x, α) es la fórmula que define la sucesión transfinita (ℵα)α∈On.

Teorema 3.7.4. 1. V (B) |= ℵ̂0 = ℵ0

2. Para cada α ∈ On
V (B) |= ℵ̂α ≤ ℵα̂

Demostración. (1) Como la fórmula x = ℵ0 es restringida bajo equivalencia
en ZFC, se deduce del corolario 3.7.1. La forma de escribirla con cuantifica-
ciones acotadas es la siguiente:

φ(x) ≡ On(x) ∧
0 ∈ x ∧ ∀y ∈ x∃z ∈ x (y ∈ z) ∧
∀y ∈ x(y = 0 ∨ ∃z ∈ x (y = s(z)))

Estamos afirmando que x es un ordinal límite que solo contiene al 0 y a
sucesores. Solo ω cumple esas propiedades.

(2) La probamos por inducción. El paso base es el ítem (1). Para el paso
inductivo tomemos α ∈ On y supongamos que ∀β < α:

V (B) |= ℵ̂β ≤ ℵβ̂
Sea ξ < ℵα. Queremos probar ξ̂ < ℵα̂. Si ξ < ℵ0 entonces V (B) |= ξ̂ < ℵ̂0.

Concluimos este caso observando ℵ̂0 = ℵ0 < ℵα̂. Supongamos ahora ξ ≥ ℵ0.
Tenemos |ξ| = ℵβ con β < α (pues α es cardinal). Por (3.11), tenemos que
V (B) |= |ξ̂| = ℵ̂β. Por HI, V (B) |= |ξ̂| ≤ ℵβ̂. Como β < α, se cumple β̂ < α̂

y por ende V (B) |= |ξ̂| < ℵα̂. Por ende V (B) |= |ξ| < ℵα̂. En suma, probamos
que ξ < ℵα implica ξ̂ < ℵα̂.

Sea η ∈ V (B). Observamos lo siguiente:

Jη ∈ ℵ̂αK =
∨
ξ<ℵα

Jη = ξ̂K

=
∨
ξ<ℵα

(Jη = ξ̂K ∧ Jξ̂ < ℵα̂K)

≤
∨
ξ<ℵα

Jη < ℵα̂K

= Jη ∈ ℵα̂K
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Por ende:
V (B) |= ∀η(η ∈ ℵ̂α ⇒ η ∈ ℵα̂)

Finalmente, V (B) |= ℵ̂α ⊆ ℵα̂, o equivalentemente V (B) |= ℵ̂α ≤ ℵα̂.
Teorema 3.7.5. 1. Para todo α < ω, se cumple V (B) |= Cn(α̂)

2. Para todo α ∈ On, si V (B) |= Cn(α̂) entonces Cn(α)

Demostración. (1). Por el primer ítem del teorema 3.7.4, se cumple con ω.
Por otra parte, como ZF |= ∀α ∈ ω Cn(α), tenemos

V (B) |= ∀α ∈ ω̂ Cn(α)

Por ende: ∧
α∈ω

JCn(α̂)K = 1

De lo que se deduce que para cada α ∈ ω, tenemos JCn(α̂)K = 1

(2). Cn(α) es Π1, por lo que ¬Cn(α) es Σ1. De eso deducimos que:

¬Cn(α)⇒ ¬V (B) |= Cn(α̂)

Por contrarecíproco tenemos lo buscado.

Con álgebra booleana B genérica no podemos probar el recíproco del ítem
(2) del teorema 3.7.5, lo cual significa que algunos cardinales de V pueden
perder su estatus de cardinal en el modelo booleano V (B). Esto se debe a que
al pasar de V a V (B) se agregan conjuntos, dentro de los cuales se pueden
agregar funciones biyectivas entre ordinales. Por ende, puede ocurrir que haya
un ordinal α tal que en V no exista ninguna biyección entre α y un ordinal
anterior, pero que al pasar a V (B) sí exista una. En ese caso, α sería un
cardinal en V pero no en V (B).

La siguiente definición restringe el álgebra booleana B de modo que lo
anterior deje de ocurrir. También lograremos la equivalencia en 3.11 y la
igualdad en el ítem (2) de 3.7.4.

Definición 3.7.6. Diremos que B satisface la condición de cadenas nume-
rables (ccc por el ingles) si todas sus anticadenas son numerables.

Observar que tendría más sentido definirla como condición de anticadenas
numerables, pero la notación anterior es la que se adoptó. Dado un conjunto I,
si consideramos X = 2I el espacio topológico producto, donde a 2 = {0, 1} se
le asocia la topología discreta, cualquier conjunto de abiertos disjuntos dos a
dos es numerable. Por ende, RO(2I) es un álgebra booleana (completa) que
satisface ccc (para los detalles ver [16]).
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Teorema 3.7.7. Supongamos que B satisface ccc. Para cualquier α ∈ On y
x, y ∈ V tenemos:

1. Cn(α)⇒ V (B) |= Cn(α̂)

2. V (B) |= ℵ̂α = ℵα̂

3. Si V (B) |= |x̂| = |ŷ| entonces |x| = |y|

Demostración. (1). Sea α un cardinal. Por el ítem (1) del teorema 3.7.5,
podemos asumir que α es un cardinal no numerable. Queremos probar

V (B) |= ∀β < α̂ ∀f ¬(Fun(f) ∧ im(f) = α̂ ∧ dom(f) = β)

Recordando α̂ = {β̂ / β ∈ α} y el corolario 3.3.7, debemos probar:∧
β<α

∧
f∈V (B)

JFun(f) ∧ im(f) = α̂ ∧ dom(f) = β̂K∗ = 0

Es decir, para cada β < α y f ∈ V (B):

JFun(f) ∧ im(f) = α̂ ∧ dom(f) = β̂K = 0

Supongamos, por absurdo, que existen β < α y f ∈ V (B) tal que no se
cumple (JFun(f) ∧ im(f) = α̂ ∧ dom(f) = β̂K 6= 0). Por consecuencia lógica,
tenemos:

J∀η ∈ α̂ ∃ξ ∈ β̂ f(ξ) = ηK ≥ JFun(f) ∧ im(f) = α̂ ∧ dom(f) = β̂K > 0

Por ende, recordando cuales son los elementos de α̂ y β̂, tenemos:∧
η∈α

∨
ξ∈β

Jf(ξ̂) = η̂K > 0

Concluimos que para cada η ∈ α hay al menos un ξη ∈ β tal que se
cumple Jf(ξ̂η) = ηK > 0. Como α es un cardinal no numerable y β < α, debe
existir γ < β tal que el siguiente conjunto X es no numerable.

X := {η ∈ α / ξη = γ}

Vamos a llegar al absurdo demostrando que {Jf(γ̂) = η̂K / η ∈ X} es
una anticadena no numerable (lo cual contradice ccc). Dados η1 6= η2 ∈ X,
tenemos Jf(γ̂) = η̂1K∧Jf(γ̂) = η̂2K = 0, pues Jη̂1 = η̂2K = 0. Como Jf(γ̂) = η̂1K
y Jf(γ̂) = η̂2K son mayores a 0 concluimos que no están relacionados (y en
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particular no son iguales). Con eso probamos que {Jf(γ̂) = η̂K / η ∈ X} es
una anticadena y tiene el cardinal de X, por lo que es no numerable.

(2). Se prueba por inducción en α. Supongamos que se cumple ∀β < α.
Gracias al ítem (2) del teorema 3.7.4, solo debemos probar V (B) |= ℵα̂ ≤ ℵ̂α.

Jℵα̂ ≤ ℵ̂αK ≥ JCard(ℵ̂α) ∧ ∀β < α̂ ℵβ < ℵ̂αK = J∀β < α̂ ℵβ < ℵ̂αK

En la igualdad usamos el ítem (1) que acabamos de probar. Solo resta
probar que para cada β < α, tenemos V (B) |= ℵβ̂ < ℵ̂α. Esto último se
deduce de que V (B) |= ℵ̂β < ℵ̂α (por el ítem (2) del teorema 3.4.4) y de la
hipótesis inductiva, que nos permite afirmar V (B) |= ℵ̂β = ℵβ̂.

(3). Supongamos V (B) |= |x̂| = |ŷ|. Tenemos |x| = ℵα y |y| = ℵβ para
algunos α, β ∈ On. Por 3.11 tenemos V (B) |= |x̂| = |ℵ̂α| y V (B) |= |ŷ| = |ℵ̂β|,
de donde concluimos que V (B) |= |ℵ̂α| = |ℵ̂β|. Por el ítem (1) que acabamos
de probar, V (B) |= Card(ℵ̂α) y V (B) |= Card(ℵ̂β), por lo que tenemos que
V (B) |= ℵ̂α = ℵ̂β. Por el ítem (2) del teorema 3.4.4 concluimos que ℵα = ℵβ
y por ende |x| = |y|.

Finalizaremos el capítulo con un lema que nos será útil para estimar
cardinales en V (B); lo utilizaremos en el teorema 4.2.3. Primero definimos la
siguiente noción de par. Sean u, v ∈ V (B).

{u, v}(B) := {(u, 1), (v, 1)} ∈ V (B)

Veamos que para cada u, v ∈ V (B) tenemos V ((B) |= {u, v}(B) = {u, v}.
Sabemos que ZF ` ∀x, y (z = {x, y} ⇔ ∀t(t ∈ y ⇔ t = x∨t = y)). Por ende,
alcanza probar V (B) |= ∀x(x ∈ {u, v}(B) ⇔ x = y ∨ x = v). Sea x ∈ V (B).

Jx ∈ {u, v}(B)K =
∨

y∈{u,v}

({u, v}(B)(y) ∧ Jx = yK) = Jx = uK ∨ Jx = vK

De lo que se deduce lo buscado. Ahora definamos par ordenado de la forma
usual:

(u, v)(B) := {{u, u}(B), {u, v}(B)}(B)

Como para cada u, v ∈ V (B) tenemos V ((B) |= {u, v}(B) = {u, v}, también
tenemos V ((B) |= (u, v)(B) = (u, v), pues la definición usual de (x, y) es
{{x, x}, {x, y}}. Como corolario, para cada u, v, x, y ∈ V (B) se cumple:

V (B) |=
(
(u, v)(B) = (x, y)(B) ⇔ u = x ∧ v = y

)
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Lema 3.7.8. Para cada u ∈ V (B) existe f ∈ V (B) tal que

V (B) |= Fun(f) ∧ dom(f) = ˆdom(u) ∧ u ⊆ im(f)

y por ende tenemos:
V (B) |= |u| ≤ | ˆdom(u)|

Demostración. Comenzamos definiendo f de la siguiente forma.

f := {(ẑ, z)(B) / z ∈ dom(u)} × {1}

Veamos que f cumple las propiedades deseadas.
1. V (B) |= Fun(f). Se deduce de V ((B) |= (u, v)(B) = (u, v), recordando

Fun(f) ≡ ∀u ∈ f ∃x, y (u = (x, y))

2. V (B) |= dom(f) = ˆdom(u). Veamos:

V (B) |= ∀x(x ∈ dom(f)⇔ x ∈ ˆdom(u))

Sea x ∈ V (B).

Jx ∈ dom(f)K = J∃y (x, y) ∈ fK =
∨

y∈V (B)

J(x, y) ∈ fK

=
∨

y∈V (B)

∨
z∈dom(u)

J(x, y) = (ẑ, z)K

=
∨

z∈dom(u)

∨
y∈V (B)

Jx = ẑK ∧ Jy = zK

=
∨

z∈dom(u)

Jx = ẑK ∧
∨

y∈V (B)

Jy = zK

=
∨

z∈dom(u)

Jx = ẑK = Jx ∈ ˆdom(u)K

3. V (B) |= u ⊆ im(f). Queremos probar V (B) |= ∀x(x ∈ u⇒ x ∈ im(f)).
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Tomemos x ∈ V (B). Probaremos Jx ∈ im(f)K ≥ Jx ∈ zK

Jx ∈ im(f)K = J∃y (y, x) ∈ fK =
∨

y∈V (B)

J(y, x) ∈ fK

=
∨

y∈V (B)

∨
z∈dom(u)

J(y, x) = (ẑ, z)K

=
∨

z∈dom(u)

∨
y∈V (B)

Jy = ẑK ∧ Jx = zK

=
∨

z∈dom(u)

Jx = zK ∧
∨

y∈V (B)

Jy = ẑK

=
∨

z∈dom(u)

Jx = zK

≥
∨

z∈dom(u)

u(z) ∧ Jx = zK = Jx ∈ zK
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Capítulo 4

Forcing e independencia de la
hipótesis generalizada del
continuo

En el capítulo 3, mostramos cómo construir un modelo booleano a partir
de cualquier álgebra booleana completa B, y vimos que tal modelo siempre
cumple todos los axiomas (y teoremas) de ZFC. El objetivo de este capítulo
es construir y estudiar un modelo booleano particular en que se cumpla la
negación de la hipótesis del continuo (véase el capítulo 1). Para ello, vamos
a introducir el método de forcing, que a partir de un conjunto ordenado
no vacío (P,≤) permite inducir y estudiar un álgebra booleana completa.
Combinando ambos conceptos (conjunto de condiciones de forcing y álgebra
booleana inducida), construiremos un modelo booleano particular que nos
permitirá probar la consistencia relativa de la negación de la hipótesis del
continuo con respecto a ZF.

4.1. La relación de forcing
Sea (P,≤) un conjunto ordenado no vacío, cuyos elementos serán llamados

condiciones de forcing, o más sencillamente condiciones. Intuitivamente, cada
condición p ∈ P representa un trozo de información, y la relación p ≤ q, que
se lee p es un refinamiento de q o p es más fuerte que q, expresa que la
condición p tiene más información que la condición q.

Si p, q ∈ P tienen un refinamiento común r, diremos que son compatibles.
Es decir:

Comp(p, q) := ∃r ∈ P (r ≤ p ∧ r ≤ q)
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Por otra parte, diremos que un conjunto ordenado (P,≤) es refinado si:

∀p, q ∈ P (q 6≤ p⇒ ∃q′ ≤ q ¬Comp(p, q′))

El interés de los conjuntos ordenados refinados es que estos inducen ál-
gebras booleanas completas, de la forma que veremos a continuación. Para
esto necesitaremos la topología del orden en P , que puede definirse con la
base conformada por:

Op := {q ∈ P / q ≤ p}
para cada p ∈ P . Recordemos que RO(P ) es el álgebra booleana completa
de los abiertos regulares de dicha topología (es decir, los abiertos que son
iguales al interior de su clausura). Dado A ⊆ P , su interior y su clausura son
los siguientes:

A = {p ∈ P / ∃a ∈ A a ≤ p}
A◦ = {p ∈ P / Op ⊆ A}

Por otra parte, dada un álgebra booleana B, decimos que X ⊆ B es denso
si:

1. 0 6∈ X

2. ∀b ∈ B(b 6= 0⇒ ∃x ∈ X x ≤ b)

El siguiente lema muestra como los conjuntos ordenados refinados inducen
álgebras booleanas completas.
Lema 4.1.1. 1. P es refinado si y solo si Op ∈ RO(P ) para cada p ∈ P

2. Si P es refinado, la función p 7→ Op es un isomorfismo de conjuntos
ordenados de P a un subconjunto denso de RO(P )

Demostración. (1). Utilizando la forma del interior y la clausura de la topo-
logía en P , tenemos que para cada q ∈ P :

q ∈ (Op)
◦ ⇔ (∃r ≤ p r ≤ q) ∧ ∀q′ ≤ q∃r′ ≤ p r′ ≤ q′

Como Op ⊆ (Op)
◦ siempre se cumple, Op = (Op)

◦ si y solo si (Op)
◦ ⊆ Op.

∀p ∈ P Op ∈ RO(P )

⇔ ∀p ∈ P (Op)
◦ ⊆ Op

⇔ ∀p ∈ P∀q ∈ P ((∃r ≤ p r ≤ q) ∧ (∀q′ ≤ q∃r′ ≤ p r′ ≤ q′)⇒ q ≤ p)

⇔ ∀p, q ∈ P (q 6≤ p⇒ (∀r ≤ p r 6≤ q) ∨ (∃q′ ≤ q∀r′ ≤ p r′ 6≤ q′))

⇔ ∀p, q ∈ P (q 6≤ p⇒ ¬Comp(p, q) ∨ (∃q′ ≤ q¬Comp(p, q′)))

⇔ ∀p, q ∈ P (q 6≤ p⇒ ∃q′ ≤ q¬Comp(p, q′))

⇔ P es refinado
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(2). p 7→ Op es monótono pues si p ≤ q entonces Op ⊆ Oq por transiti-
vidad. La inyectividad es por antisimetría. La inversa es monótona porque
Op ⊆ Oq implica p ∈ Oq y por ende p ≤ q. Llamémosle X a su imagen. Te-
nemos que 0 6∈ X porque para cada p, se cumple Op 6= ∅. Dado b ∈ RO(P ),
como b es abierto, por la base existe p ∈ P tal que Op ⊆ b. Como Op ∈ X,
tenemos lo buscado.

Corolario 4.1.2. (P,≤) es refinado si y solo si es isomorfo a un conjunto
denso de un álgebra booleana completa.

Demostración. El ítem (2) del lema anterior prueba el directo. Veamos el
recíproco. Supongamos que P es isomorfo a X ⊆ B con isomorfismo e. Sean
p, q ∈ P tal que q 6≤ p. Queremos hallar un refinamiento q′ de q tal que q′ y p
no sean compatibles.

Tenemos e(q) 6≤ e(p), por lo que e(q)⇒ e(p) 6= 1. De esto último conclui-
mos e(q) ∧ e(p)∗ 6= 0. Usando que la imagen de P es densa, tenemos q′ ∈ P
tal que e(q′) ≤ e(q) ∧ e(p)∗. Como e(q′) ≤ e(q), tenemos q′ ≤ q. Para ver
que q′ y p no son compatibles, observamos que si r ≤ p y r ≤ q′ tenemos que
e(r) ≤ e(p) y e(r) ≤ e(p)∗, por lo que e(r) = 0, lo cual no puede ser.

La siguiente definición introduce una terminología que nos será útil para
hablar del vínculo que ya demostramos (entre conjuntos parcialmente orde-
nados refinados y álgebras booleanas completas). Luego estaremos en condi-
ciones de definir la relación de forcing.

Definición 4.1.3. Diremos que (B, e) (o simplemente B) es una completa-
ción booleana de un conjunto ordenado P , o que P es una base de B, si:

1. B es un álgebra booleana completa.

2. e : P → B es un isomorfismo con imagen densa.

Por el corolario 4.1.2, P tiene completación booleana si y solo si es re-
finado. Por otra parte, si P es refinado, su completación booleana es única
salvo isomorfismo (ver [14]).

Cuando (B, e) es una completación de P , podremos identificar a P con su
imagen, e(P ), por lo que pensaremos a P como un subconjunto denso de B.

Definición 4.1.4 (Relación de forcing). Sean B un álgebra booleana completa
y P una base de B. Dados una B-sentencia σ y p ∈ P , definimos la relación p
fuerza σ de la siguiente forma:

p  σ ⇔ p ≤ JσK
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El siguiente teorema lista las principales propiedades de la relación de
forcing. La presentación histórica del forcing, por Cohen [9][10], asumía su
validez. Para los detalles, ver [14].

Teorema 4.1.5. Sean σ y τ B-sentencias y sea φ(x) una B-fórmula.

1. p  ¬σ sii ¬∃q ≤ p q  σ

2. p  σ ∧ τ sii p  σ y p  τ

3. p  σ ∨ τ sii ∀q ≤ p∃r ≤ q(r  σ o r  τ)

4. p  σ ⇒ τ sii ∀q ≤ p(q  σ ⇒ q  τ)

5. p  ∀xφ(x) sii ∀u ∈ V (B) p  φ(u)

6. p  ∃xφ(x) sii ∀q ≤ p∃r ≤ q∃u ∈ V (B) r  φ(u)

7. Para cada a ∈ V , p  ∀x ∈ â φ(x) sii ∀x ∈ a p  φ(x̂)

8. Para cada a ∈ V , p  ∃x ∈ âφ(x) sii ∀q ≤ p∃r ≤ q∃x ∈ a r  φ(x̂)

9. JσK = 0 sii ¬∃p ∈ P p  σ

10. JσK = 1 sii ∀p ∈ P p  σ

11. ∀p ∈ P ∃q ≤ p(q  σ o q  ¬σ)

12. Si p  σ entonces ¬ p  ¬σ

13. Si q ≤ p y p  σ entonces q  σ

4.2. Independencia de la hipótesis del continuo
Finalmente, utilizando lo desarrollado hasta ahora, vamos a probar la

consistencia relativa de la negación de la hipótesis del continuo respecto a
ZF. El objetivo es hacer que en el modelo booleano V (B), el conjunto P(ω)
sea intuitivamente « mucho más grande » que ω, lo cual lograremos con un
álgebra booleana B de cardinal bastante alto. Dicha álgebra booleana será de
abiertos regulares (es decir, del tipo RO(X) para cierto espacio topológicoX),
por lo que comenzaremos con propiedades de las álgebras booleanas de ese
tipo.
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Lema 4.2.1. Sea X un espacio topológico que satisface ccc (definición 3.7.6).
Supongamos que E es una base de X y sea B = RO(X) el álgebra booleana
completa de los abiertos regulares. Entonces:

|B| ≤ |E|ℵ0

Demostración. Si probamos que cada U ∈ RO(X) está determinado por una
unión disjunta de elementos de la base, tenemos el resultado, pues por la
ccc deben ser uniones numerables y hay a lo sumo |E|ℵ0 uniones numerables
de E.

Sea U ∈ RO(X). Mediante el lema de Zorn, obtenemos F una familia
disjunta maximal de E ∩ P(U) (elementos de la base incluidos en U). Por
ccc, F es numerable. Definimos G :=

⋃
F y afirmamos U = (G)◦.

(G)◦ ⊆ U . Como G ⊆ U tenemos (G)◦ ⊆ (U)◦. Como U es un abierto
regular, tenemos lo buscado.

U ⊆ (G)◦. Consideremos U − G. Es un conjunto abierto, por lo que si
no es vacío, hay un e ∈ E incluido. Tendríamos e ∈ E ∩ P(U) y que e es
disjunto a F , lo cual contradice la maximalidad. Concluimos U ⊆ G. Por
ende, U = U◦ ⊆ (G)◦.

U 7→ F es una función inyectiva de RO(X) en los subconjuntos numera-
bles de E, por lo que demostramos lo buscado.

Corolario 4.2.2. Dado un conjunto I, sea 2I el espacio producto, donde 2
tiene asociada la topología discreta. Si |I| = ℵα entonces:

ℵα ≤ |RO(2I)| ≤ ℵℵ0α

Demostración. En la topología producto tenemos una base formada por los
siguiente conjuntos:

{f ∈ 2I / f(i1) = a1, . . . , f(in) = an}

Donde n ∈ N, i1, . . . in ∈ I y a1, . . . , an ∈ 2. El cardinal de dicha base es
el mismo de I, es decir ℵα. Gracias al lema anterior, obtenemos la segunda
desigualdad. La primera se debe a que cada elemento de la base es abierto
y cerrado (el complemento de cada elemento de la base es de hecho otro
elemento de la base), por lo que es abierto regular.

Con el fin de utilizar la relación de forcing, construiremos un conjunto
ordenado refinado que induce el álgebra booleana completa RO(2I), dado un
conjunto I genérico. El conjunto ordenado será isomorfo a la base topológica
de 2I que se utilizó en la demostración del corolario anterior, la cual es
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además un conjunto denso del álgebra booleana completa RO(2I). Definimos
el conjunto ordenado (Fin(I, 2),⊇), donde:

Fin(I, 2) := {f : I ⇀ 2 / dom(f) es finito}

y ⊇ es la inclusión conjuntista inversa. Recordar que f : I ⇀ 2 denota una
función parcial, es decir: f : A→ 2 con A ⊆ I. Afirmamos que (Fin(I, 2),⊇)
es un conjunto ordenado refinado. Esto es porque dadas p, q ∈ Fin(I, 2) tal
que p 6⊇ q, existen i ∈ I y a ∈ 2 tal que (i, a) ∈ q y (i, a) 6∈ p. Definiendo la
función r := p ∪ {(i, 1− a)}, tenemos r ⊇ p y ¬Comp(r, q).

Ya probamos que el conjunto ordenado (Fin(I, 2),⊇) es refinado; lo que
resta es ver que es base de RO(2I). Sea N : Fin(I, 2) → RO(2I) definido
como:

N(p) := {f ∈ 2I / p ⊆ f}

Observar que {N(p) / p ∈ Fin(I, 2)} es la base de 2I utilizada en la
demostración del corolario anterior, la cual es además un conjunto denso del
álgebra booleana completa RO(2I) (lo cual se deduce de la definición de base
topológica y de que cada elemento de la base es abierto regular).

Solo resta vez que N es un isomorfismo de conjuntos ordenados entre
Fin(I, 2) y su imagen. La inyectividad es clara. Por otra parte hay que ver
que p ⊇ q implica N(p) ⊆ N(q), pero esto también es claro, pues p ⊆ f
implica q ⊆ f por la transitividad de la relación ⊆.

Habiendo probado que Fin(I, 2) es una base de RO(2I), pasamos al si-
guiente teorema, que tendrá como corolario la consistencia relativa de la
negación de la hipótesis del continuo respecto a ZF. Utilizamos exponencia-
ción de cardinales: dados κ1, κ2 ∈ Cn, escribiremos κκ21 para el cardinal del
espacio de funciones asociado.

Teorema 4.2.3. Sea α un ordinal (del modelo base) tal que ℵℵ0α = ℵα. En
el modelo booleano inducido por el álgebra booleana B = RO(2ω×ℵα) tenemos
que:

V (B) |= 2ℵ0 = ℵα̂

Demostración. Probaremos: V (B) |= 2ℵ0 ≤ ℵα̂ y V (B) |= 2ℵ0 ≥ ℵα̂. Para
la primera desigualdad utilizaremos los resultados de la última sección del
capítulo 3, mientras que para la segunda utilizaremos la relación de forcing.
Comenzamos con la primera.

Gracias al corolario anterior y las hipótesis del teorema, se cumple que
|B| = ℵα. Entonces (recordando la definición de P(B)(ω̂) enseguida después
de la prueba del lema 3.6.5):

|dom(P(B)(ω̂))| = |Bdom(ω̂)| = ℵℵ0α = ℵα

74



Por el lema 3.7.8 podemos afirmar:

V (B) |= |P(B)(ω̂)| ≤ |ℵ̂α|

Y por ende:
V (B) |= |P(ω)| ≤ |ℵ̂α|

Es necesario detenernos a esclarecer lo que significa el último paso realizado,
de cambiar P(B)(ω̂) por sencillamente P(ω).

El símbolo ω no pertenece al lenguaje, por lo que se aplica lo visto en
el capítulo 1: el uso del símbolo ω como si fuera una constante se traduce
al uso de una variable x a la que se le impone una fórmula ψ(x) que define
al conjunto ω. No obstante, se cumple que: V (B) |= ψ(ω̂), por lo que, para
cualquier B-fórmula φ(x), si V (B) |= φ(ω̂) entonces V (B) |= φ(ω).

Con el uso de P(u) la situación es la misma. En el capítulo 1 hay un ejem-
plo de traducción para el conjunto potencia. Dicha traducción es mediante
una fórmula ψ(x, y) que representa «y = P(x)». Podemos sustituir P(B)(ω̂)
por P(ω̂) porque para cualquier u ∈ V (B), vale V (B) |= ψ(u,P(B)(u)).

Continuando con la demostración, como B satisface ccc, podemos utilizar
el teorema 3.7.7 y concluir:

V (B) |= |P(ω)| ≤ ℵα̂

y por ende tenemos una desigualdad:

V (B) |= 2ℵ0 ≤ ℵα̂

Para demostrar la otra es que utilizaremos la relación de forcing, presen-
tada anteriormente. Para cada ν ∈ ℵα definimos un B-nombre uν ∈ V (B) con
dom(uν) = dom(ω̂) y:

uν(n̂) := {f ∈ 2ω×ℵα / f(n, ν) = 1} ∈ B

Para cada ν ∈ ℵα tenemos:

Juν ⊆ ω̂K =
∧
n∈ω

(uν(n̂)⇒ Jn̂ ∈ ω̂K) = 1

El resultado es 1 porque Jn̂ ∈ ω̂K = 1 para cada n ∈ ω. Probamos que
en V (B) cada uν es un subconjunto de ω̂. Nuestro objetivo ahora es probar
que si tenemos µ 6= ν menorers a ℵα, se cumple Juµ = uνK = 0, con lo que
tendremos tantos subconjuntos de ω̂ como elementos de ℵα.

Por lo observado previamente al enunciado, (Fin(ω × ℵα, 2),⊇) es base
de B. Con dicha base utilizaremos la relación de forcing. Veamos lo siguiente:
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1. p  n̂ ∈ uν sii (n, ν) ∈ dom(p) ∧ p(n, ν) = 1

2. p  n̂ 6∈ uν sii (n, ν) ∈ dom(p) ∧ p(n, ν) = 0

1. Tenemos p  n̂ ∈ uν sii N(p) ≤ Jn̂ ∈ uνK.

Jn̂ ∈ uνK =
∨
m∈ω

(uν(m̂) ∧ Jm̂ = n̂K) = uν(n̂)

Por ende, tenemos p  n̂ ∈ uν sii N(p) ⊆ {f ∈ 2ω×ℵα / f(n, ν) = 1}. Esto
pasa si y solo si (n, ν) ∈ dom(p) y p(n, ν) = 1

2. Es análogo a lo anterior.

p  n̂ 6∈ uν sii N(p) ≤ Jn̂ ∈ uνK∗ = uν(n̂)c = {f ∈ 2ω×ℵα / f(n, ν) = 0}

Por ende, p  ˆn 6∈ uν si y solo si (n, ν) ∈ dom(p) y p(n, ν) = 0.

Ya probamos los dos ítems. Tomemos ahora µ, ν ∈ ℵα tal que µ 6= ν.
Probaremos Juµ = uνK = 0. Para esto supongamos que no lo es. Como
P es base, tenemos p ∈ P tal que p  uµ = uν . Como dom(p) es finito,
podemos tomar n ∈ ω tal que para cada ξ ∈ ℵα, tenemos que (n, ξ) 6∈ dom(p).
Definimos p′ ∈ P como:

p′ := p ∪ {((n, µ), 1), ((n, ν), 0)}
Tenemos p′  n̂ ∈ uµ y p′  n̂ 6∈ uν , por lo que p′  uµ 6= uν , sin

embargo p′ ≤ p y p  uµ = uν , por lo que p′  uµ = uν . Esto es absurdo,
pues contradice el ítem (12) del teorema 4.1.5. Terminamos de probar que
Juµ = uνK = 0.

Definimos el siguiente B-nombre:

f := {(ν̂, uν)(B) / ν ≤ ℵα}
Con razonamientos como los usados en la prueba de 3.7.8, probamos que

V (B) |= f : ℵ̂α → P(ω̂). Como Juµ = uνK = 0 cuando µ 6= ν, tenemos que
V (B) |= f es inyectiva. Como B cumple ccc, gracias al teorema 3.7.7, tenemos
V (B) |= ℵ̂α = ℵα̂. Juntando todo esto, y recordando que podemos cambiar
P(ω̂) por P(ω):

V (B) |= f es función inyectiva de ℵα̂ en P(ω)

Por ende probamos V (B) |= ℵα̂ ≤ 2ℵ0 , con lo que terminamos la demos-
tración.

Corolario 4.2.4. Si ZF es consistente, también lo es ZFC + (2ℵ0 = ℵn),
para cualquier n ≥ 2.
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Demostración. Por lo presentado en el capítulo 2, si ZF es consistente, tam-
bién lo es ZFC + HGC, por lo que trabajaremos en esta última teoría. En
ella, se cumple: ℵℵ0n = (2ℵn−1)ℵ0 = 2ℵn−1×ℵ0 = 2ℵn−1 = ℵn, por lo que estamos
en las hipótesis del teorema anterior, con α = n. Entonces concluimos que
con el álgebra booleana B = RO(2ω×ℵn) tenemos V (B) |= 2ℵ0 = ℵn̂. Podemos
sustituir n̂ por n, con lo que llegamos a V (B) |= 2ℵ0 = ℵn; la justificación es la
misma que utilizamos en la demostración del teorema anterior, para cambiar
ω̂ por ω.

Si ZFC + (2ℵ0 = ℵn) fuera inconsistente, tendríamos τ1, . . . , τk axiomas
de ZFC tal que τ1, . . . , τk, (2ℵ0 = ℵn) ` ⊥. Como V (B) |= τi para cada i entre
1 y k y además V (B) |= 2ℵ0 = ℵn, concluimos V (B) |= ⊥, por la adecuación
de V (B) a la lógica clásica (teorema 3.3.6). Esto último implica 0 = 1 (siendo
0 y 1 el mínimo y el máximo de B, respectivamente), por lo que ZFC+HGC
sería inconsistente, lo cual es absurdo.

Con el corolario anterior ya demostramos la consistencia relativa de la
negación de la hipótesis del continuo respecto a ZF. Para concluir el trabajo,
afirmamos que hay muchos otros valores que puede tomar el cardinal del con-
tinuo, pero también hay valores que no puede tomar. Con un razonamiento
análogo al del corolario 4.2.4, se puede probar que el cardinal del continuo
puede tomar el valor ℵω+n para cualquier n ≥ 1. Por otra parte, mediante el
teorema de König [17], se puede probar en ZFC que 2ℵ0 6= ℵω, por lo que ℵω
es un valor prohibido para el cardinal del continuo.
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Apéndice A

Relativización

Sea T una teoría de primer orden. Diremos que un predicado C(x) (fór-
mula con variable libre x) es probablemente no vacío si:

T ` ∃x C(x)

Dado un símbolo de función f de aridad k, diremos que es comptatible
con C si:

T ` ∀x1, . . . xk (C(x1) ∧ · · · ∧ C(xk)⇒ C(f(x1, . . . , xk)))

Definición A.0.1 (Relativización de fórmulas). Definimos φ 7→ φC, la re-
lativización de fórmulas del lenguaje de T a C. Esta operación consiste en
relativizar las cuantificaciones sin cambiar las conectivas; es decir:

φC = φ Si φ es atómica
(φ ∨ ψ)C = φC ∨ ψC

(φ ∧ ψ)C = φC ∧ ψC

(¬φ)C = ¬φC

(∃xφ(x))C = ∃x(C(x) ∧ φ(x)C)

(∀xφ(x))C = ∀x(C(x)⇒ φ(x)C)

Definición A.0.2 (relativización de T a C). Definimos una teoría T C con
lenguaje formado por todos los símbolos de predicado de T y solamente los
símbolos de función compatibles con C. Sus axiomas son los siguientes:

Ax (T C) := {φ fórmula cerrada / T ` φC}

En base a la definición, es claro que si T ` φC , entonces T C ` φ. Veremos
que también se cumple el recíproco, para lo cual necesitaremos el siguiente
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lema. De aquí en más, supondremos que todos los símbolos de función de T
son compatibles con C. Esto no será un problema, pues esto se utilizará
solamente con la teoría ZF, cuyo lenguaje no tiene símbolos de función.

Lema A.0.3. Sea T una teoría de primer orden, con un predicado C, pro-
bablemente no vacío. Supongamos que Γ, C(~x) ` φ1, con ~x = FV(φ)∪FV(Γ).
Entonces:

ΓC , T , C(~x) ` φC

Demostración. Se demuestra por inducción en el tamaño de la derivación de
Γ ` φ, con un caso para cada regla.

Caso axioma: Γ ` φ con φ ∈ Γ.

Es claro que φC ∈ ΓC , por lo que ΓC ` φC es una derivación válida, la
cual se puede debilitar para tener lo deseado.

Caso introducción de la igualdad: Γ ` t = t.
(t = t)C ≡ t = t, por lo que también es directo.
Caso introducción de conjunción:
d1...

Γ ` φ

d2...
Γ ` ψ

Γ ` φ ∧ ψ
Asumimos ∀x ∈ FV (φ∧ψ), (x ∈ C) ∈ Γ. Por ende, ambas subderivacio-

nes están en las hipótesis inductivas, por lo que es directo.
Caso eliminación de conjunción:

d...
Γ ` φ ∧ ψ

Γ ` φ
Esta caso es más difícil, porque la subderivación podría no estar en las

hipótesis inductivas, en el caso de que ψ tenga variables libres que no estén en
φ. Supongamos que esas variables son y1, . . . , yk. Por debilitamiento, tenemos
la siguiente derivación que sí está en las hipótesis (pues el debilitamiento
mantiene el tamaño):

d...
Γ, y1 ∈ C, . . . , yn ∈ C ` φ ∧ ψ(y1, . . . , yk)
Por ende, tenemos:

d...
ΓC , y1 ∈ C, . . . , yn ∈ C ` φC ∧ ψC(y1, . . . , yk)

1Si ~x = (x1, . . . , xn) entonces C(~x) ≡ C(x1) ∧ · · · ∧ C(xn)
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Se asume conmutación entre la relativización y la sustitución.
De esto se deriva el siguiente secuente:

ΓC ` (y1 ∈ C ∧ · · · ∧ yk ∈ C)⇒ φC ∧ ψC(y1, . . . , yk)

Luego se deriva lo siguiente:

ΓC ` ∀y1, . . . .∀yk, (y1 ∈ C ∧ · · · ∧ yk ∈ C)⇒ φC ∧ ψC(y1, . . . , yk)

Ahora utilizamos que la clase es probablemente no vacía. Tenemos T `
∃y, y ∈ C. Eliminando ese existencial, tenemos un y ∈ C, con el cual po-
demos eliminar los ∀y1, . . . .∀yk y tenemos (y1 ∈ C ∧ · · · ∧ yk ∈ C) (pues
todos son el y que proviene de eliminar el existencial). Por ende, con modus
ponens, tenemos ΓC , T ` φC ∧ψC(y, . . . , y), a lo que podemos aplicar la pri-
mera eliminación de la conjunción. Observar que las sustituciones no afectan
a φ.

Caso eliminación de disyunción:
d0...

Γ ` φ ∨ ψ

d1...
Γ, φ ` ξ

d2...
Γ, ψ ` ξ

Γ ` ξ
Se resuelve de forma análoga al caso de eliminación de conjunción. Sean

y1, . . . , yk los elementos de (FV (φ)∪FV (ψ))−(FV (ξ)∪FV (Γ)). Procediendo
de la misma forma, dentro de una eliminación de existencial se obtiene una
derivación de ΓC ` φC(y, . . . , y)∨ψC(y, . . . , y). Por otra parte, d1 y d2 están
en las hipótesis, por lo que tenemos ΓC , φC ` ξ y ΓC , ψC ` ξ. Podemos
aplicar la sustitutividad, que no afecta a Γ ni a ξ por hipótesis, y tenemos
ΓC , φC(y, . . . , y) ` ξ y ΓC , ψC(y, . . . , y) ` ξ. Por eliminación de disyunción,
llegamos a lo deseado.

Las dos introducciones de disyunción son directas.
Para modus ponens se utiliza el mismo truco para solucionar variables

libres que aparezcan arriba y queda.
Caso introducción de implicación:

d...
Γ, φ ` ψ

Γ ` φ⇒ ψ
La subderivación está en las hipótesis de inducción, por lo que es directo.
Caso intoducción de la negación: es análogo a la introducción de

implicación.
Caso eliminación de la negación: es análogo a modus ponens.
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Caso reducción al absurdo: la subderivación está en las hipótesis, por
lo que no hay problemas.

Caso eliminación de la igualdad:
d1...

Γ ` t = u

d2...
Γ ` φ[x := t]

Γ ` φ[x := u]
Sean y1, . . . , yk las variables libres de t que no están en φ[x := u] ni en

Γ. Reiterativamente, se puede obtener ΓC ` t(y, . . . , y) = u y ΓC ` φC [x :=
t(y, . . . , y)]. Con esto nuevamente se obtiene lo deseado.

Caso introducción de cuantificación universal:
d...

Γ ` φ(x)

Γ ` ∀x, φ(x)
Recordar (∀x, φ(x))C ≡ ∀x, (x ∈ C ⇒ φ(x)).Aplicando debilitamiento e

hipótesis inductiva, tenemos ΓC , x ∈ C ` φC(x). Por ende tenemos ΓC ` x ∈
C ⇒ φ(x). Como x 6∈ ΓC (pues FV (Γ) = FV (ΓC)), tenemos ΓC ` ∀x, (x ∈
C ⇒ φ(x)).

Caso eliminación de la cuantificación universal:
d...

Γ ` ∀x, φ(x)

Γ ` φ(t)
La subderivación está en las hipótesis inductivas, por lo que tenemos

ΓC , T ` ∀x, (x ∈ C ⇒ φ(x)), por lo que ΓC , T ` t ∈ C ⇒ φ(t)). Como solo
aparecen símbolos compatibles con C y para cada variable que aparezca en
t, tenemos como hipótesis que es de C, tenemos que ΓC , T ` t ∈ C, con lo
que este caso queda resuelto.

Caso introducción de la cuantificación existencial:
d...

Γ ` φ(t)

Γ ` ∃x, φ(x)
Análogamente a lo que se viene haciendo, se obtiene ΓC , T ` φ(t(y, . . . , y)),

con y ∈ C. Por el argumento de la eliminación de "para todo", tenemos
ΓC , T ` t ∈ C. Con esto tenemos ΓC , T ` t(y, . . . , y) ∈ C ∧ φ(t(y, . . . , y)),
por lo que ΓC , T ` ∃x, x ∈ C ∧ φ(x).

Caso eliminación de cuantificación existencial:
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d0...
Γ ` ∃x, φ(x)

d1...
Γ, φ(x) ` ψ

Γ ` ψ
Razonando análogamente, tenemos ΓC ` ∃x, x ∈ C ∧ φ(x, y, . . . , y) y

ΓC , φ(x, y, . . . , y) ` ψC . Por ende, mediante eliminación de existencial, tene-
mos lo deseado.

Teorema A.0.4. Para cualquier fórmula cerrada φ del lenguaje de T (que
estamos asumiendo que solo tiene símbolos de función compatibles con C),
se cumple:

T ` φC si y solo si T C ` φ

Demostración. Comentamos previamente que el directo es por definición
de T C . Veamos el recíproco.

Supongamos T C ` φ, por lo que tenemos ψ1, . . . , ψn ∈ Ax (T C) tal que
ψ1, . . . , ψn ` φ. Por definición de T , ψ1, . . . , ψn son cerradas y T ` ψCi para
cada i desde 1 hasta n.

Por el lema anterior, usando que ψ1, . . . , ψn ` φ y que todas las fórmulas
del secuente son cerradas, tenemos:

ψC1 , . . . ψ
C
n ` φC

Como T ` ψCi para cada i desde 1 hasta n, tenemos T ` φC .

Corolario A.0.5. T y T C son equiconsistentes.

Demostración. Se deduce del teorema anterior, observando ⊥C = ⊥
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Apéndice B

Demostración de adecuación

En este anexo se presenta la demostración del teorema de adecuación
de V (B) 3.3.6

Teorema B.0.1. Sean φ una B-fórmula y Γ un conjunto finito de B-fórmulas.
Si Γ ` φ, entonces V (B) |=

∧
Γ⇒ φ

Demostración. Vamos a demostrarlo por inducción estructural en la deriva-
ción. Hay que tener en cuenta que como Γ y φ pueden tener variables libres,
V (B) |=

∧
Γ ⇒ φ significa J∀~y (

∧
Γ(~y) ⇒ φ(~y))K = 1, siendo ~y las varia-

bles libres presentes. Por la interpretación de ∀, se puede agregar a ~y más
sin cambiar el resultado. En algunos casos utilizaremos eso por uniformidad.
Por otra parte, en algunos casos escribiremos Γ(~y) en lugar de

∧
Γ(~y)

Veremos los casos más complejos y algunos representativos.
Caso axioma: Γ, φ ` φ
Debemos probar J∀~y (Γ(~y), φ(~y)⇒ φ(~y))K = 1.

J∀~y (Γ(~y), φ(~y)⇒ φ(~y))K =
∧
~v

(JΓ(~v)K ∧ Jφ(~v)K⇒ Jφ(~v)K)

=
∧
~v

(JΓ(~v)K⇒ (Jφ(~v)K⇒ Jφ(~v)K))

=
∧
~v

(JΓ(~v)K⇒ 1 =
∧
~v

1 = 1

Caso eliminación de negación:
Γ ` φ Γ ` ¬φ

Γ ` ⊥
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H J∀~y (Γ(~y)⇒ φ(~y))K = 1

J∀~y (Γ(~y)⇒ ¬φ(~y))K = 1

T
J∀~y (Γ(~y)⇒ ⊥)K = 1

Sean ~v en V (B). La tésis se reduce a probar JΓ(~v)K = 0. Utilizando las
hipótesis tenemos JΓ(~v)K ≤ Jφ(~v)K y JΓ(~v)K ≤ Jφ(~v)K∗. Por ende, tenemos
JΓ(~v)K ≤ Jφ(~v)K ∧ Jφ(~v)K∗ = 0.

Caso introducción de igual: Γ ` t = t
Debemos probar Debemos probar J∀~y (Γ(~y) ⇒ t(~y)) = t(~y))K = 1, es

decir ∧
~v

(JΓ(~v)K⇒ Jt(~v) = t(~v)K) = 1

Por el primer item del lema 3.3.5, tenemos que para cualquier ~v, como
t(~v) es un elemento de v(B), se cumple queJt(~v) = t(~v)K = 1. Es implica que
el cunsecuente a la implicación es siempre 1 y por ende su resultado también
lo es.

Caso eliminación de igual:
Γ ` φ(t) Γ ` t = t′

Γ ` φ(t′)

H J∀~y (Γ(~y)⇒ φ(~y, t(~y)))K = 1

J∀~y (Γ(~y)⇒ t(~y) = t′(~y))K = 1

T
J∀~y (Γ(~y)⇒ φ(~y, t′(~y))K = 1

Sean ~v de V (B). Queremos probar que JΓ(~v)K ≤ Jφ(~v, t′(~v))K. Por las
hipótesis tengo:

JΓ(~v)K ≤ Jφ(~v, t(~v))K

JΓ(~v)K ≤ Jt(~v) = t′(~v)K

Concluimos JΓ(~v)K ≤ Jφ(~v, t(~v))K ∧ Jt(~v) = t′(~v)K ≤ Jφ(~v, t′(~v))K, sien-
do la última desigualdad por el tercer item del lema 3.3.5, aplicado con
ψ(x) ≡ φ(~v, x).

Caso introducción de ∀:
Γ ` φ(x)

x 6∈ FV(Γ)
Γ ` ∀xφ(x)

84



H J∀~y∀x (Γ(~y)⇒ φ(~y, x))K = 1

T
J∀~y (Γ(~y)⇒ ∀xφ(~y, x)K = 1

J∀~y∀x (Γ(~y)⇒ φ(~y, x))K =
∧
~v

∧
u

(JΓ(~v)K⇒ Jφ(~v, u)K)

=
∧
~v

(
JΓ(~v)K⇒

∧
u

Jφ(~v, u)K

)
=
∧
~v

(JΓ(~v)K⇒ J∀xφ(~v, x)K)

= J∀~y (Γ(~y)⇒ ∀xφ(~y, x)K

Caso eliminación de ∀:
Γ ` ∀xφ(x)

Γ ` φ(t)

H J∀~y (Γ(~y)⇒ ∀xφ(~y, x))K = 1

T
J∀~y (Γ(~y)⇒ φ(~y, t(~y))K = 1

Estamos asumiendo que ~y son las variables libres de Γ y t. A su vez, asumo
que x no está entre ellas. Sean ~v de V (B). Debo probar JΓ(~v)K ≤ Jφ(~v, t(~v))K.
Esto es por lo siguiente:

JΓ(~v)K ≤
∧

x∈V (B)

Jφ(~v, x)K ≤ Jφ(~v, t(~v))K

Donde la primera desigualdad es por la hipótesis.

Caso introducción de ∃:
Γ ` φ(t)

Γ ` ∃xφ(x)

H J∀~y (Γ(~y)⇒ φ(~y, t(~y)))K = 1

T
J∀~y (Γ(~y)⇒ ∃xφ(~y, x))K = 1

Hacemos las mismas suposiciones sobre ~y que en el caso anterior. Toma-
mos ~v de V (B). Queremos probar JΓ(~v)K ≤ J∃xφ(~v, x)K. El razonamiento es
análogo al del caso anterior.
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JΓ(~v)K ≤ Jφ(~v, t(~v))K ≤
∨

u∈V (B)

Jφ(~v, u)K

Caso eliminación de ∃:
Γ ` ∃xφ(x) Γ, φ(x) ` ψ

x 6∈ FV(Γ, ψ)
Γ ` ψ

H J∀~y (Γ(~y)⇒ ∃xφ(~y, x))K = 1

J∀~y∀x (Γ(~y) ∧ φ(~y, x)⇒ ψ(~y))K = 1

T
J∀~y (Γ(~y)⇒ ψ(~y))K = 1

~y son las variables libres de Γ y ψ; nuevamente asumo que x no está.
Sean ~v en V (B). Debemos probar que JΓ(~v)K ≤ Jψ(~v)K.

Por la primera hipótesis tenemos:

JΓ(~v)K ≤ J∃xφ(~v, x)K (B.1)

De la segunda:

J∀x (Γ(~v) ∧ φ(~v, x)⇒ ψ(~v))K =
∧

u∈V (B)

(JΓ(~v)K⇒ (Jφ(~v, u)K⇒ Jψ(~v)K))

= JΓ(~v)K⇒
∧

u∈V (B)

Jφ(~v, u)K⇒ Jψ(~v)K

= JΓ(~v)K⇒ J∃xφ(~v, x)K⇒ Jψ(~v)K

Por ende concluimos JΓ(~v) ≤ J∃xφ(~v, x)K ⇒ Jψ(~v)K. Entre esto y B.1
tenemos lo buscado.

Caso Abs:
Γ,¬φ(x) ` ⊥

Γ ` φ

H J∀~y (Γ(~y) ∧ ¬φ(~y)⇒ ⊥)K = 1

T
J∀~y (Γ(~y)⇒ φ(~y))K = 1

El objetivo es probar que JΓ(~y)K ≤ Jφ(~y)K. Este caso es interesante porque
se usa que a∗∗ = a, lo cual es característico de las álgebras booleanas (en
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contraposición a las de Heyting, en las que no tiene por qué cumplirse).
Tomamos ~v de V (B) y razonamos en base a la hipótesis.

JΓ(~v)K ∧ Jφ(~v)K∗ = 0

⇒ JΓ(~v)K∗ ∨ Jφ(~v)K∗∗ = 1

⇒ JΓ(~v)K∗ ∨ Jφ(~v)K = 1

⇒ JΓ(~v)K⇒ Jφ(~v)K = 1

⇒ JΓ(~v)K ≤ Jφ(~v)K
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