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Resumen

Esta monografia revisita el problema de construir una inmersion/encaje isométrico de
una variedad Riemmaniana en R", un problema que fue formulado por primera vez
en 1873 y resuelto, de manera satisfactoria, por Nash en 1954. En la primer parte de
esta tesis damos una prueba completa del teorema de Nash basados en el articulo The
masterpieces of John Forbes Nash Jr de Camillo De Lellis. En el iltimo capitulo damos
un encaje isométrico del toro plano en R?, replicando la construccién dada en el articulo
Flat tori in three-dimensional space and convex integration de Vincent Borelli et al.

Abstract

This monograph revisits the problem of constructing an isometric embedding/immersion
of a Riemannian manifold in R", a problem that was first formulated in 1873 and satis-
factorily solved by Nash in 1954. In the first part of this thesis we give a complete proof
of Nash’s theorem based on the article The masterpieces of John Forbes Nash Jr by
Camillo De Lellis. In the last chapter we give an isometric embedding of the flat torus in
R3, replicating the construction given in the paper Flat tori in three-dimensional space
and convezx integration by Vincent Borelli et al.
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Capitulo 1

Introduccion

Sea una variedad diferenciable M con una métrica Riemanniana g. Si U C M es un
entorno coordenado entonces podemos escribir la métrica en coordenadas mediante

g — gwdlﬁ2 ® dCC]
donde seguimos el convenio de sumacién de Einstein. El hecho de que g sea suave es
equivalente a pedir que las funciones g;; lo sean. Una inmersion isométrica v : M — R"

es una inmersion, es decir funciéon diferenciable con diferencial inyectivo, que ademés
preserva la métrica

gp(v,w) = ( Dyu(v), Dyu(w) ). Vp € M,v,w € T,M

Si ademas u es un homeomorfismo sobre su imagen entonces es un encaje isométrico.

Gauss defini6 la curvatura de una superficie de manera extrinsica, utilizando el es-
pacio ambiente, y luego prob6 en su célebre Teorema egregium que al final era un objeto
intrinseco, solo dependia de medidas hechas en la superficie, independiente de cémo
estuviese la superficie encaja en el espacio ambiente. Luego Riemann tomoé el enfoque
intrinseco como punto de partida para generalizar el concepto de curvatura a otras di-
mensiones y a variedades abstractas. A partir de aqui surgié la pregunta de si era posible
realizar todas las variedades Riemmanianas como subvariedades de algiin R™, es decir,
de si era posible encajar isométricamente toda variedad Riemmaniana en algin R™.

La existencia de una inmersion, o de un encaje, isométrico de variedades Rieman-
nianas es un problema clésico cuya formulacion se atribuye a Schléfli, en 1873. Siendo
precisos, el problema consiste en tratar de determinar cuando una variedad Rieman-
niana de dimension 1 puede ser encajada isométricamente en un espacio ambiente R™
mediante un encaje de regularidad predefinida (C* para cierto k).

1. Algunos resultados

En esta seccion resumimos el estado del problema previo a los articulos publicados
por Nash y estd basado fuertemente en la review de Klainerman [6]. Traduzcamos el
problema en ecuaciones. Denotamos por e a la métrica usual en RY. Siu : M — RY
es una inmersion, con dim(M) = n, entonces la expresion e(D,u(v), Dyu(w)) con
p € M,v,w € T,M define una métrica en M llamada la métrica pullback. Denotamos
la misma por u*e. En coordenadas locales esta métrica esta dada por

u'e = (Ou - Oju) dz' & da’
con - el producto interno usual. Entonces para que la inmersion u sea isométrica se tiene
que cumplir u*e = g, o en coordenadas g;; = J;u-0;u, lo que es un sistema de ecuaciones
5



6 1. INTRODUCCION

en derivadas parciales. Observar que la métrica tiene n(n + 1)/2 componentes indepen-
dientes, por lo cual el sistema esta sobredeterminado al menos que N > n(n + 1)/2.

Lo primero a mencionar, es que si N > n(n+1)/2 existen encajes locales isométricos
que son analiticos. Esto se sigue de una aplicacion del llamado principio de Cauchy-
Kowalewski. El problema global fue atacado por primera vez en el cason =2y N = 3,
y con hipotesis extras sobre la curvatura. En lo que sigue S? C R? es la esfera.

TEOREMA 1.1 (Cohn-Vossen (1927), Herglotz). Si (52, ¢g) tiene curvatura de Gauss
positiva y u € C*(S? R?) es un encaje isométrico entonces u(S?) estd determinado a
menos de un movimiento rigido.

Como veremos, exigir regularidad C? es esencial. La existenciad de una solucién en
este mismo contexto fue establecida por H.Lewy (1937) cuando la métrica g es analitica:
una métrica analitica en la esfera siempre es realizable por una subvariedad analitica de
R3. Tomo varios afios deshacerse de la excesiva regularidad exigida en la métrica.

2. Los resultados de Nash

En el momento en que Nash publica sus trabajos [9], 10], se sabia poco sobre la exis-
tencia de soluciones. En la década del 50, en sus dos papers Nash revolucion6 el tema,
en [9] demuestra la existencia de una gran cantidad de encajes isométricos C'' en R™*2
y en [10] establece la existencia de encajes isométricos C™ en R™ para cierto m(n).
Kuiper [7] modifica [9] y establece la existencia de encajes isométricos C' en R™™! y
como corolario deduce que toda superficie compacta de curvatura negativa admite un
encaje isométrico C'' en R?. Para hacer el resultado mas sorprendente, se deduce de [9] y
de [7] que toda superficie compacta puede encajarse isométricamente dentro de una bola
de radio arbitrariamente pequeno (en particular la esfera de radio 1 puede ser encajada
isométricamente dentro de una bola de radio 1/2).

Las técnicas utilizadas por Nash en cualquiera de sus articulos fueron totalmente in-
novadoras dando lugar a importantes desarrollos. El legado de Nash tiene ramificaciones
importantes: el primer articulo da lugar a la teoria general de la integracion convexa y
el principio-h de Gromov y el segundo da lugar al célebre teorema de la funciéon inversa
de Nash-Moser.

Para introducir los teoremas que Nash presenté en [9] es necesario introducir el
concepto de inmersién corta.

DEFINICION 1.1 (Inmersiones cortas). Si (M, g) es una variedad Riemmaniana, una
inmersion u : M — RY es corta si u*e < g en el sentido que g — u*e es semidefinida
positiva. En coordenadas esto quiere decir

(Oiu - Qu)w'nw’ < gyw'nw’
Andlogamente, decimos que una inmersion es estrictamente corta si g — u*e es definida
Positiva.

Siu: M — RY es una inmersién isométrica entonces se verifica que el mapa preserva
las longitudes de las curvas, es decir, la longitud de una curva v : I — M es igual a la
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longitud de u oy en RY. Sin embargo, si una inmersion es estrictamente corta entonces
la longitud de u o 7y es menor a la longitud de ~. La idea de Nash es comenzar a partir
de una inmersion estrictamente corta u e ir corrigiendo de a poco a u, haciendo que
en cada paso siga siendo estrictamente corta pero menos. Luego de infinitos pasos logra
que el mapa resultante este C° cerca de u y que ademas sea una inmersion isométrica,
llegando al siguiente resultado.

TEOREMA 1.2 (Nash’s C'! isometric embedding theorem). Sea (M, g) una variedad
Riemanniana cerrada de dimension n y sea v : M — RY una inmersion corta C* con
N > n+2. Entonces, para todo € > 0 existe una inmersion isométrica C*, v : M — RN
tal que ||u — U||Co < €. 8i ademds v es un encaje entonces u se puede elegir encaje
también.

El hecho de que la variedad sea cerrada se puede evitar, para eso hay que introducir
la nocién de conjunto limite. Recordamos el concepto de exhausion por compactos de
un espacio topologico.

DEFINICION 1.2, Una sucesion (K;)2, de subconjuntos compactos de un espacio to-
poldgico X es una exhausion de X por compactos si X = ;o K; y K; C Int(K;44) Vi.

PROPOSICION 1.3. Si X es un espacio con base numerable y localmente compacto y
Hausdorff entonces admite una exhausion por compactos.

En particular una variedad diferenciable admite una exhausion por compactos.

DEFINICION 1.3 (Conjunto limite). Sea M una variedad diferenciable yv : M — RY
una funcion diferenciable. Sea (K;)2, una ezhausion por compactos de M. El conjunto
limite de v es la coleccion de puntos q que son limites de (v(p;)); con p; € M — K.

Lo anterior esta bien definido, ya que la condicion K; C Int(K; ;) permite ver que
el conjunto no depende de la exhausion elegida. En efecto, gracias a esa condicion se
tiene U=, Int(K;) = M y por lo tanto si tengo otra exhausion por compactos (C});
para cada j existe ¢ tal que C; C K. Por lo tanto si una sucesion de p; se escapa de la
exhausion K; también lo hara de la C;.

Si (K;) es una exhausion por compactos de M entonces (KY) es, en la topologia de
la compactificacién por un punto, una base de entornos de 0o, es por eso que la sucesion
p; mencionada en la definicién esta convergiendo a 0co. A modo de ejemplo, consideremos
la inmersion 7y : (—m, 7) — R? dada por () = (sin 2¢,sint). En este caso el conjunto
limite de v es el (0,0). Con esta nueva definicion el teorema de Nash para variedades
no cerradas es el siguiente:

TEOREMA 1.4 (C" isometric embedding, nonclosed case). Sea (M, g) una variedad
Riemanniana de dimension n y sea v : M — RY una inmersion estrictamente corta
C>® con N > n + 2. Entonces, para todo € > 0 eziste una inmersion isométrica C*,
w: M —RY tal que |[u —v| 5 < €. S ademds v es un encaje, y el conjunto limite de
v no intersecta a v(M), entonces u se puede elegir encaje también. Ademds se puede
elegir que u tenga el mismo conjunto limite que v.

Notar que si M es compacta entonces el conjunto limite es vacio. Ademas en el caso
compacto veremos que si multiplico el mapa v por A cercano a 1 paso de una inmersion



8 1. INTRODUCCION

FIGURA 1. Ejemplo de una inmersion vy : (—7,7) — R? cuyo conjunto
limite es el origen.

corta a una estrictamente corta que ademés esta C° cerca (ver el corolario 2.3.1)). Es por
todo esto que este teorema es una generalizacion del teorema 1.2

OBSERVACION. Nash comenta que es posible relajar la condicion N > n + 2 a
la condicion dptima N > n + 1 usando cdlculos mds complicados, sin embargo, no
da ningin detalle sobre esto. Kuiper probd un poco después que efectivamente vale con
N > n+ 1 usando una adaptacion del argumento de Nash. El teorema final se conoce
como el teorema de Nash-Kuiper.

Notar que el teorema del encaje isométrico C'' de Nash-Kuiper implica que cualquier
2-variedad cerrada y orientable puede ser encajada isométricamente en R3. Aqui pedimos
orientable simplemente para saber que existe un encaje en R®. En la figura [2| se ve el
toro plano encajado en R3. Mas atin, el teorema de Nash-Kuiper implica que cualquier

FIGURA 2. Encaje isométrico del toro plano en R?. Fuente: http://hevea-project.fr/

2-variedad cerrada y orientable puede ser encajada isométricamente en una bola de radio
€ > 0 en R? con € > 0 arbitrariamente chico. Para ver esto, si M es una 2-variedad
cerrada y v : M — R3 es un encaje, entonces como M es compacta, existe A tal que
¥ = Av es un encaje corto. Ademas tomando A suficientemente chico podemos hacer
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que la imagen este contenida en una bola de radio €/2. Por Nash-Kuiper existe u encaje
isométrico €/2 cerca en la topologia C°, entonces obtenemos lo deseado.

FicurA 3. Encaje isométrico de la esfera en una bola de radio menor.
Fuente: http://hevea-project.fr/

Este resultado es bastante impactante y contraintuitivo, especialmente si lo compa-
ramos con el teorema de rigidez de Cohn-Vossen para el problema de Weyl: si M es una
2—esfera con una métrica g de regularidad C? con curvatura de Gauss positiva entonces
la imagen de un encaje isométrico C? en R® est4 tinicamente determinada a menos de
movimientos rigidos de R3. Por otro lado simples argumentos geométricos prueban que
ninguna superficie de curvatura de Gauss negativa puede encajarse isométricamente en
R? mediante un encaje C?.

Para terminar, si se combinan los teoremas de Nash con el clasico teorema de Whitney
sobre la existencia de inmersiones y encajes diferenciables se puede probar el siguiente
resultado.

COROLARIO 1.4.1. Toda variedad Riemanniana (M, g) tiene una inmersion isomé-
trica C' en R*™ y un encaje isométrico C* en R*1. Si adicionalmente la variedad es
cerrada el encaje isométrico C' se puede hacer en R*".

En la primer parte de esta tesis veremos una prueba de los teoremas de Nash de su
primer paper, aquellos sobre los encajes/inmersiones C'', y también veremos este tltimo
corolario. En el tltimo capitulo daremos un encaje isométrico del toro plano en R3
mostrando una instancia del teorema de Nash-Kuiper. La realizacion de este mapa se
basa en sistematizar, mediante el uso de integracién convexa, parte de la construccion
realizada por Nash y Kuiper. Para la primer parte el articulo de principal referencia es
[5] mientras que para el final es [4].

3. (Qué sucede con la curvatura?

La curvatura de Gauss de una subvariedad de R? se define utilizando este espacio
ambiente, utilizando c6mo la variedad esta encajada. Localmente tiene bien definido un
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campo normal a la superficie N : U C M — S? Este mapa es diferenciable, ademas
el diferencial en un punto D,N : T,M — TN(p)5'2 es un operador lineal una vez que
se identifican T, M y Ty S? con subespacios de R?, es decir, son el mismo subespacio
visto en R3. Se prueba que este mapa es autoadjunto y por lo tanto el operador es diago-
nalizable. Los valores propios son los llamados curvaturas principales y los subespacios
las direcciones principales. La curvatura de Gauss es el producto de las curvaturas prin-
cipales lo cual coincide con el determinante de D,N. Por otro lado tenemos definiciones
intrinsecas de curvatura, definiciones que no utilizan el espacio ambiente. Todas estas
nociones quedan capturadas en la informacién que da un campo tensorial llamado el
tensor de curvatura de Riemann. Gauss en su genial teorema egregium demuestra que
su definiciéon de curvatura termina siendo un concepto intrinseco de las subvariedades,
al final la misma se puede dar en terminos del tensor de curvatura, es decir, tiene una
definicion intrinseca que es equivalente.

Simples argumentos geométricos muestran que la curvatura de Gauss de una subva-
riedad compacta de R? siempre tiene algiin punto de curvatura positiva, por lo tanto no
existe una subvariedad compacta de curvatura cero en R® o de curvatura negativa. Por
otro lado el teorema de Nash asegura la existencia de un encaje isométrico C'* del toro
plano. Esto parece contradictorio y es por eso que esta seccion esta dedicada a aclarar
un poco el asunto.

Primero una subvariedad diferenciable M C R? se define como una variedad diferen-
ciable M que cumple que la inclusién 7 : M — R? es un encaje suave. Esto quiere decir
que la topologia de M es la topologia relativa y que el mapa 7 : M — R3 es C*° y con di-
ferencial inyectivo. Es un teorema que si N es una variedad diferenciable y f : N — R3
es un encaje suave entonces f(/N) admite una unica estructura de variedad diferenciable

tal que f(IV) es una subvariedad diferenciable de R*y f : N — f(N) un difeomorfismo.

El teorema de Nash asegura la existencia de un encaje C' del toro plano en R?,
f:T? — R3, es por eso que la imagen de este toro plano en R? no tiene estructura de
variedad diferenciable tal que sea una subvariedad de R®. Sin embargo, tiene estructura
de variedad diferenciable tal que es una subvariedad C'! de R?, lo que quiere decir que el
mapa i : f(T?) — R® es un encaje C"'. Con esta estructura el mapa f : T? — f(T?) es
un difeomorfismo C'*° que es una isometria. Se sigue que todas las curvaturas intrinsecas
se preservan, el tensor de curvatura de f(T?) C R* es nulo, en particular la definicion
intrinseca de curvatura de Gauss es nula. Lo que sucede es que la definiciéon extrinseca
de la curvatura de Gauss no se relaciona bien con la intrinseca, de hecho ni siquiera esta

bien definida.

La curvatura de Gauss tal cual como la defini6 Gauss no es posible. Como el encaje
f:T? = R* es C' entonces el mapa N : f(T?) — S? no es diferenciable. Esto se sigue
porque en coordenadas de R?, en la formula del mapa N aparecen las primeras derivadas
de f. Es necesario usar coordendas de R? ya que la forma de definir el campo normal es
viendo los subespacios tangentes encajados en R3. Visto desde otro punto de vista, las
parametrizaciones de la variedad f(T?) son mapas C' cuando se los mira como mapas
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a R* (y no a f(T?) donde obviamente son C'*°), como el mapa normal se define a partir
de campos suaves de f(T?) vistos en R?® via el diferencial de la inclusion, estos campos
pierden regularidad y son solo continuos en R3.

Uno podria intentar relacionar el espacio ambiente con la variedad de otra forma, y
no como lo hizo Gauss. En general la relacion clasica entre las curvaturas queda dada
por un 2-tensor covariante llamado la sequnda forma fundamental. Este tensor mide
la diferencia entre calcular derivadas covariantes en el espacio ambiente con calcular
derivadas covariantes en la variedad y gracias a el se termina derivando relaciones entre
la curvatura del espacio ambiente y de la variedad. Como 2-tensor se puede elevar uno
de sus indices para conseguir un (1,1)-tensor el cual esta canénicamente identificado con
endomorfismo lineal del plano tangente a la variedad. Dicha transformacion lineal resulta
coincidir con el mapa de Gauss, d,N. Sin embargo este segundo enfoque también carece
de sentido, pues para definir la segunda forma es necesario tomar dos campos suaves
X,Y en la variedad f(T?), y comparar la derivada covariante de f(T?), VxY, con

la derivada covariante del espacio ambiente VxY . Esto es un problema ya que para

calcular 6XY se deben pensar los campos X, Y como campos de R? (via el diferencial
de la inclusion), el problema es que como campos de R* son solo continuos y entonces
no esta bien definda la derivada covariante.






Capitulo 2

Preliminares

En este capitulo resumimos resultados de distinta indole que seran de utilidad para
el desarrollo de los teoremas relevantes.

1. Topolégicos

El siguiente lema sera de utilidad para la prueba de la existencia de un encaje iso-
métrico.

LEMA 1.1 (Shrinking lemma). Sea (X, T) un espacio topoldgico normal y {U;}ien un
cubrimiento por abiertos localmente finito. Entonces existe un cubrimiento por abiertos

{Vi}ien tal que V; C U,.

DEMOSTRACION. Como {U;} es un cubrimiento por abiertos entonces A = X —
U1 Ui es un cerrado tal que A C U;. Como el espacio es normal entonces existe un
abierto V; tal que A C V; C V; C Uy. Se sigue que {V;} U {U;}i>2 es un cubrimiento
por abiertos. Nuevamente, por ser un cubrimiento por abiertos entonces A = X — V; U
U2 Ui es un cerrado tal que A C Us,. De nuevo defino V5 tal que A C V, C V, C U
De esta forma construyo inductivamente una colecciéon de abiertos {Vi}ieN tal que V; C
V; C U; y tal que para todo 4, {V4, ..., Vi} U{U;,j > i} es un cubrimiento de X. Para
terminar veamos que {V; };cy es un cubrimiento de X. Dado € X como el cubrimiento
{U;}ien es localmente finito entonces existe iy tal que z € Uy, y « ¢ U; Vi > i5. Como
{Vi,...,Vi,} U{U;,j > ip} es un cubrimiento entonces necesariamente existe j con
1 < j <, tal que x € V;. Esto termina de probar que {V;};cy es un cubrimiento. [

OBSERVACION. De hecho, asumiendo azioma de eleccion se puede probar una version
mas general, que stque pidiendo que el cubrimiento sea localmente finito pero que no exige
que sea numerable.

El siguiente lema garantiza la existencia de un cubrimiento con buenas propiedades.
El mismo sera utilizado varias veces en distintas partes de la monografia.

LEMA 1.2. Sea M una variedad diferenciable de dimension n y {Vy} un cubrimiento
por abiertos de M. Entonces existe un cubrimiento por abiertos {U,} con las siguientes
propiedades:

a) Cada Uy estd contenido en algin V.

b) La clausura de cada U, es difeomorfa a una bola n-dimensional.

¢) Cada Uy intersecta como mucho finitos otros elementos del cubrimiento.

d) Cada punto p € M tiene un entorno contenido como mucho en n+ 1 elementos
del cubrimiento.

13
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e) La coleccion {Ug} se subdivide en n + 1 clases C; tal que los abiertos en C; son
disjuntos dos a dos.

DEMOSTRACION. Es un teorema clasico que M puede ser triangulada. Refinando
la triangulacién se puede asumir que cada simplex estd contenido en algiun V), mas
aun, podemos suponer que cada simplex y sus adyacentes estan contenidos en un V).
Denotamos por S la triangulacién y enumeramos los vértices mediante {S7}, los lados
1-dimensionales mediante {S]} y asi para el resto. Tomamos una subdivision de S
utilizando el baricentro y le llamamos 7.

FIGURA 1. Triangulacion S y la triangulacion T' generada utilizando el
baricentro de cada tridngulo en rojo. Fuente [5].

1. Para cada vértice S de S consideramos U como el interior de la estrella de S en
la triangulacion T'. La estrella es la union de todos los simplex de la triangulacion
que contienen a S?. De esta manera los abiertos {U;} son dos a dos disjuntos.

2. Para cada lado S} de S consideramos U;' como el interior de la estrella de S} en
la triangulacion 7. Nuevamente la familia {U}} son dos a dos disjuntos. Ademés
si U NUY # () entonces ST C S!. En efecto si no ocurre esto ltimo es claro
que U!'N U]Q = () pues los triangulos que contienen a S} no tienen a S]Q.

3. Continuamos de esta forma hasta n — 1. Completamos la coleccion {U! : 0 <
t <n—1} con los interiores U;" de los simplex n-dimensionales S}*. Denotamos
la coleccion final por C.

La familia C claramente es un cubrimiento por abiertos que cumple a) y e). Si dos
elementos distintos U, y U; tienen interseccién no vacia, con s > { entonces s > {
y S; es una cara de S;. Esto implica que C satisface ¢). Para ver d), dado p € M
tomo W = (0, Uy siendo Uy(i) € C; un abierto tal que p € Uy;) o M en caso de no
existir dicho abierto. Es claro que no puede haber otros abiertos méas que {Ug(i)}?;“f que
intersecten W, probando d). Falta conseguir b), sin embargo, basta con elegir abiertos
un poco mas pequefios para cada U/ para conseguir una familia que cumpla b) y que
ademas retenga el resto de las propiedades. Es facil ver que achicando los abiertos se
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FIGURA 2. A la izquierda se ve uno de los conjuntos U?, a la derecha se
ve uno de los U}. Fuente [5]

siguen cumpliendo c),d) y e). El tema es seguir cubriendo la variedad. Para esto notar
que el cubrimiento obtenido hasta ahora es numerable y localmente finito, por lo tanto
puedo repetir el procedimiento visto en el lema pero utilizando V} tal que V, sea
difeomorfo a una bola. El cubrimiento es localmente finito por la propiedad d) y es
numerable ya que M tiene base numerable y puedo colocar un elemento basico dentro
del interior de cada tridangulo, por lo tanto hay numerables tridngulos. U

2. Variedades diferenciales, inmersiones y encajes.

A lo largo de toda la monografia, usaremos el término variedad diferenciable para
referirnos a una variedad topoldgica sin borde, con un atlas maximal diferenciable, es
decir, con los cambios de cartas suaves. Recordar que un mapa diferenciable f : M — N
entre variedades diferenciables es una inmersion si para todo p € M se tiene que D, f :
T,M — TN es inyectivo. Si ademés f : M — N es un homeomorfismo sobre su
imagen entonces se dice que f es un encaje diferenciable. En el capitulo de introduccion
definimos la nocion de conjunto limite. El siguiente resultado relaciona esta nocién con
la de inmersion y encaje.

PROPOSICION 2.1. Siu : M — N es una inmersion inyectiva tal que el conjunto
limite de u no intersecta a w(M) entonces u es un encaje.

DEMOSTRACION. Para ver esto necesitamos chequear que u™' : u(M) — M es
continua. Sea u(py) una sucesion en la imagen tal que u(py) — u(p) € u(M), hay que
ver que p — p. Afirmo que existe K C M compacto tal que p, € K Vk. En efecto, si
no fuese asi tomo una exhausion por compactos (/K;) y una subsucesion py, con p;. ¢ K;.
Es decir, py, — 00. Pero esto es absurdo ya que u(py,) — u(p) por lo que u(p) estaria
en el conjunto limite de u. Entonces tenemos que p, € K Vk. Supongamos por absurdo
que Py no converge a p, entonces podemos tomar una subsucesiéon convergente p,, — ¢
con ¢ # p, pero entonces por continuidad de u tenemos u(q) = lim; u(py,) = u(p)
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rompiendo la inyectividad de u, absurdo. Esto termina de probar que pry — p y por lo
tanto u : M — R" es un encaje. O

Sea M y F' espacios topologicos. Un fibrado sobre M con fibra F' es un espacio
topologico F junto con una funcion sobreyectiva continua 7 : £ — M con la propiedad
de que para cada xr € M existe un abierto U de x en M y un homeomorfismo P :
7N U) — U x F, llamado trivializacion local de E sobre U, tal que el siguiente
diagrama conmuta:

7 HU) 2 » U X F

U

donde 7, es la proyeccion en el primer factor. El espacio M es llamado la base del fibrado
y 7 su proyeccion. Si F/; M, F' son ademas variedades diferenciables, 7 es diferenciable y
las trivializaciones locales son difeomorfismos entonces se le llama fibrado diferenciable.

Sea UM C TM definido como UM = {(p,v) € TM : g,(v,v) = 1}, el fibrado
tangente unitario. Se tiene le siguiente resultado:

TEOREMA 2.2. UM es una subvariedad encajada de T'M. Ademds si restringimos
la proyeccion natural de T'M — M a UM obtenemos un fibrado diferenciable con fibra
srt

PROPOSICION 2.3. El mapam : UM — M es un mapa propio, es decir, la preimagen
de compactos es compacta.

DEMOSTRACION. Sea K un compacto de M y sea (p;,v;) una sucesion de puntos
en 7 '(K). Como K es compacto, a menos de tomar una subsucesion, p; = w(p;, v;) —
p € K. Sea U un entorno de p con una trivializacion de UM, es decir, con un mapa
¢ . 71 (U) — U x S"! difeomorfismo que cumple el diagrama de arriba. Para i
suficientemente grande (p;, v;) € 7 1(U). Ahora ®(p;, v;) = (p;, w;) con w; € S"* pero
entonces a menos de tomar una subsucesion w; — w € S" !, entonces (p;, w;) — (p, w).
Volviendo para atras por el homeomorfismo ® concluimos que (p;,v;) converge a un
punto de 7 (K). O

COROLARIO 2.3.1. Sea u : M — R* una inmersion y sea K C M compacto.
Entonces existe X < 1 tal que Au : K — RF es estrictamente corta, es decir, (Au)*e, <
gp para todo p € K.

DEMOSTRACION. Sabemos que g,(v,v) > 0 Vp € K,v € T,M. En particular,
gp(v,v) > 0V(p,v) € 7' (K) C UM. Ahora el mapa (p,v) — g,(v,v) visto como
mapa de TM — R es continuo, en particular lo es desde 7 *(K) C UM C TM.
Como 7 *(K) es compacto entonces tiene un minimo en este conjunto. Eso implica
que g,(v,v) >m > 0Vp € K,v € U,M. De igual manera u*e, la métrica pullback,
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tiene un maximo en 7 '(K) C UM. Entonces si multiplico por A? tal que A? por este
mAXimo sea menor que M se sigue que

gp(v,v) > N (u*e),(v,v) = ((Au)*e),(v,v) Vp € K,v € UM

pero por la homogeneidad esta desigualdad sigue valiendo si cambiamos U, M por T,,M,
probando lo deseado. O

3. Particiones de la unidad

También es de utilidad recordar la herramienta de particiones de la unidad. Sea
X un espacio topologico y {U, }aer un cubrimiento por abiertos de X. Una particion
de la unidad subordinada a {U,}.c; es una familia {1, }.c; de funciones continuas
Y, : X — R tal que

1.0 <¢Y,(x) <1Vael,VreX.

2. supp ¥, C U, Va € I.

3. La familia de los soportes, {supp ¥, }acr €s localmente finita, es decir, cada punto
tiene un entorno que intersecta supp v, solamente para finitos o € 1.

4.3 perValz) =1Ve e X

Debido a la condicion 3, la suma en 4 tiene finitos términos no nulos para cada x, por
lo cual no hay problemas de convergencia. Para variedades diferenciables se tiene el
siguiente resultado.

TEOREMA 2.4 (Existencia de particiones de la unidad). Si M es una variedad di-
ferenciable con o sin borde, y {Uy}aer €s un cubrimiento por abiertos de M entonces
existe una particion de la unidad diferenciable subordinada a {Ua}ael.

Para una prueba ver [§]. Sea X un espacio topologico, A C M un cerradoy A C U
con U abierto cualquiera. Una funciéon ¢ : X — R continua es llamada un chichon para
A con soporteen U si0 <y <1,¢p=1en Aysuppy CU.

PROPOSICION 2.5 (Existencia de chichones diferenciables). Sea M una variedad di-
ferenciable con o sin borde. Entonces para todo cerrado A y todo abierto U con A C U,
existe un chichon para A con soporte U que es diferenciable.

DEMOSTRACION. Sea Uy = U, Uy = M — A y sea {1y, 1} una particion de
la unidad diferenciable subordinada al cubrimiento por abiertos {Uy, U, }. La funcion
11 = 0 en A por lo tanto ¥y = 1 en A. La funcién buscada es 1)y. U

LEMA 3.1. Sea {U;} un cubrimiento numerable y localmente finito, entonces existe
una familia de funciones @, : M — R diferenciable con soporte en Uy, 0 < @, < 1y
tal que para todo p € M existe £ con p, = 1 en un entorno de p.

DEMOSTRACION. Como el cubrimiento {U, }, es numerable y localmente finito puedo
aplicar el lema obteniendo un cubrimiento por abiertos {V;}, con V, C U,. Entonces
puedo definir ¢, como un chichén diferenciable para V, soportado en U, (Prop [2.5)).
Entonces dado un punto cualquiera p € M, como {V;}, es un cubrimiento existe alguno
de estos que tiene a p, p € V}, entonces ¢, = 1 cerca de p. O
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4. Entorno tubular

Para cada x € R" el espacio tangente T, R" es canonicamente identificado con R", y
el fibrado tangente TR" es difeomorfo canonicamente a R™ X R™. Por esta identificacion,
cada T,R"™ hereda un producto interno. Supongamos que M C R” es una subvariedad
diferenciable (encajada) de dimension m. Recordar que en este caso para cada x € M,
T.M es canonicamente identificado con un subespacio de T,R™ = R". Entonces tiene
sentido definir el espacio normal a M en x como el espacio (n—m)-dimensional N, M C
T,R"™ que consiste de los vectores ortogonales a T, M respecto al producto interno en
T,R™. El fibrado normal, N M, se define como el subconjunto de TR" = R™ x R" que
consiste de los puntos-vectores ortogonales a M:

NM ={(z,v) ER"XR":x € M,v € N,M}

Ademas tenemos una proyeccion natural myy, : NM — M definida como la restriccion
de 7 : TR"™ — R". Se tiene el siguiente resultado:

TEOREMA 2.6. Si M C R" es una subvariedad m—dimensional encajada entonces
NM es una subvariedad n— dimensional encajada en R™ X R™. Mds ain, myxy - NM —
M es un fibrado.

Para una demostracion ver [8] pag 138, pag 267.

Definimos F : NM C R™ x R"™ — R™ mediante
E(z,v) =2+

Es claramente diferenciable por ser la restricciéon de un mapa diferenciable a una subva-
riedad encajada. Este mapa manda cada espacio normal N, M de manera afin sobre el
subespacio afin por x ortogonal a T, M. Un entorno tubular de M es un entorno U de
M en R™ que es la imagen difeomorfa mediante E de un abierto V' C NM de la forma

V ={(z,v) € NM : ||v|]| < §(z)}
para alguna funcién positiva y continua 6 : M — R. Ver figura [3| Se tiene el siguiente

NS

FIGURA 3. Entorno tubular de M

TEOREMA 2.7. Toda subvariedad encajada de R™ tiene un entorno tubular.
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Para una prueba, ver [8], pag 139. Recordar, una retraccion de un espacio topologico
X sobre un subespacio M C X es un mapa continuo r : X — M tal que 7 es la
identidad en M.

PROPOSICION 2.8. Sea M C R" una subvariedad encajada. St U es un entorno
tubular de M entonces existe un mapa diferenciable v : U — M que es una retraccion
diferenciable y una submersion.

DEMOSTRACION. Recordar que existe un abierto V' de NM tal que £ : V — U es
un difeomorfismo. Definimos entonces r : U — M mediante r = my, © E~L. El mapa
1 es diferenciable por ser una composicion. Para cada x € M, E(x,0) = x por lo tanto
r(z) = myu(E~H(x)) = x lo que muestra que 7 es una retraccion. Como 7y, es una
submersién y £~ un difeomorfismo se sigue que r es una submersion. 0

Llamaremos proyeccion ortogonal al mapa r : U — M. Notar que cada punto del
entorno tubular U se escribe de forma tunica como z +v con x € M y v € N, M.
El mapa 7 manda x* + v — x, por lo que actia como una proyecciéon ortogonal. Si
observamos la figura {4 la proyeccion ortogonal r : U — M contrae cada segmento
gris (imagen de una fibra por E) en el punto de interseccion con M. Por ultimo, bajo

FIGURA 4. La proyeccion ortogonal r : U — M contrae cada segmento
gris (imagen de una fibra por E) en el punto de interseccion con M.

ciertas hipotesis se puede elegir un entorno tubular de grosor uniforme. Por ejemplo, si
M es compacta es claro que 0 : M — R tiene un minimo, dy, entonces el difeomorfismo
E:{(z,v) € NM : |jv|| <d(x)} — U se restringe a un difeomorfismo E : {(z,v) :

|v]| < 8o} — U, con U C U. Se sigue que U es entorno tubular de M. En nuestro caso
sera util el siguiente lema.

LEMA 4.1. Sea M C R" una subvariedad encajada y W C M un abierto de M con
clausura compacta. Entonces existe un entorno tubular U de W con grosor uniforme dy.

DEMOSTRACION. Sea U un entorno tubular de M. Entonces existe 0 : M — R
funcion continua y positiva tal que si V := {(z,v) : |[v]| < 6(x)} entonces E : V C

NM — U es un difeomorfismo. La funcion § : M — R alcanza un minimo en W
do, y por lo tanto 6y < d(x) Vo € W. Sea V = {(z,v) € NW, ||lv|| < d(z)}, donde

NW es el fibrado normal de W Esta claro que NW CNMyV C V son abiertos en
N M, entonces el mapa E : V = U se restringe a un difeomorfismo £ : V. — U con
W cUCcU. Se sigue que U es un entorno tubular de grosor d, para W. O
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5. Norma Hilbert-Schmidt

La norma Hilbert-Schmidt de una matriz es la norma que proviene del producto
interno ( A, B) := tr(B'A), mas explicitamente, si (a;;) es una matriz

(@)l g = 1/Z%

En esta seccion comentamos alguna que otra utilidad de la norma de Hilbert-Schmidt
en matrices.

LEMA 5.1. Si A, B son matrices definidas positivas se cumple tr(B'A) > 0.

DEMOSTRACION. Recordar que para que una matriz real sea definida positiva se le
pide que sea simétrica, entonces A y B lo son. Por el teorema espectral, existe una matriz
U tal que UU" = Id y UAU" = D, con D matriz diagonal. Ademés como A es defi-
nida positiva entonces todos los valores de la diagonal D, A\, ..., \, son estrictamente
positivos. Entonces

< A, B> = tT(BtA) = tT(BtUtDU) = t?"(UBtUtD) = )\1011 + )\2022 + ...+ Ancnn
donde (c¢;;) son los coeficientes de la matriz C' = UB'U". Entonces

< A, B> = )\1(311 + )\QCQQ + ...+ )\ncnn
> min{\; }(ci1 + ... + Cpn) = min{\; }tr(B) > 0

donde la tltima desigualdad se debe a que cada A; es positivo y ademas al hecho de que
al ser B definida positiva su traza es positiva. U

LEMA 5.2. Si A, B son dos matrices definidas positivas tal que A > B (es decir
A — B es definida positiva) entonces || Al| ;4 > || Bl ;5

DEMOSTRACION.
|l = (A,A) =(A—B,A) +(B,A)
—(A—B,A)+(B,B) +(B,A—B)
:<B,B> +(A—B,A+B>

ahora A — B es definida positiva por hipotesis. Como A y B lo son entonces claramente
A + B lo es. Entonces por el lema anterior ( A — B,A 4+ B) > 0. Se sigue que

HAHZS > (B,B) = HBH?{S, probando lo deseado. O

6. Proyecciones y aproximacion

LEMA 6.1. Sea S un subespacio de RY y {v1,..., 0} C S+ un conjunto ortonor-
mal de vectores. Si {Uy,...,0,} son k wvectores cumpliendo ||v; — U;|| < 1/k entonces
{P(?y),...,P(0x)} es linealmente independiente, donde P es la proyeccion ortogonal

en St
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DEMOSTRACION. Si no lo fuera, entonces existe oy, . . ., ay tal que a; P(0y) + ...+
apyP(0y) = 0 = P(ayt, + ... + ag) = 0. Esto implica que ay0; + ... + a0y, €
Ker P = §. Por lo tanto (ay0; + ... 4+ a0, v;) = 0 Vj. Sin embargo,

|<Oél771 4+ ...+ Oék'{)k,”l}j” =

k
(oquy + ... 4+ vy, v;) — Zai@i — U4, Uj)
=1

k

1 .

> Jay| — (Z|ai|) A Vj
=1

esto es absurdo ya que seguro existe j tal que |ay| > S°F || + v por lo tanto el
producto interno anterior es no nulo. U

Automaticamente se obtiene el siguiente resultado mas débil, que es exactamente
igual pero sin proyectar.

COROLARIO 2.8.1. Si {vy, ..., v} es un conjunto ortonormal y {vy, ..., 04} son k
vectores cumpliendo ||v; — U;|| < 1/k entonces el conjunto {vy, ..., Uy} es linealmente
independiente.

DEMOSTRACION. De lo anterior sabemos que {P(9),..., P(0;)} es linealmente
independiente por lo tanto lo es sin la P. O

LEMA 6.2. Sea B una variedad, con o sin borde, y sean by, ..., b, : B — RN mapas
diferenciables tal que {b;(p),...,bx(p)} es linealmente independiente para todo p € B.
Entonces el método de Gram-Schmidt produce unos mapas vy, ...,v, : B — RY que
ademds siguen siendo diferenciables.

DEMOSTRACION. Como {b;(p), ..., b.(p)} es un conjunto linealmente independien-
te puedo aplicar el procedimiento de Gram Schmidt sin problemas. El mismo da

b1 (p)
v(p) = 75— =7
161 ()l
na(p) = ba(p) — (b2(p), v1(p))1(p)
1b2(p) — (b2(p), v1(p))1 ()|

Si fijamos un entorno coordenado U por coordenadas ('), y sustituimos en las formula
anteriores, como by, ..., b, son diferenciables se sigue que vy, ..., lo son. O

LEMA 6.3. Sea B una variedad, con o sin borde, w : B — RY una inmersion y
sea 0 : B — RY X RY un mapa diferenciable de la forma o(b) = (w(b), z(b)). Sea
P :w(B) xRY — R"Y dado por P(w(b),v) = PTJ_(b)(w(B))('U) la proyeccion ortogonal

en Ty (w(B)) := [Dyw (T, B)]*. Entonces el mapa P oo : B — RY es diferenciable.

DEMOSTRACION. Sea U un entorno coordenado de B, con coordenadas (z'). En-
tonces { 24 (p), ..., 2%(p) } es una base de T, (w(B)) para todo p € U. Ahora los
mapas %, cee 887“; : U — RY caen en las hipotesis del lema anterior, donde la va-

riedad es U. Aplicando el lema consigo 14, ...,v, : U — RY diferenciables y tal que
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{vi(p), ..., va(p)} es base ortonormal de T, (w(B)) Vp € U. Se sigue que en estas
coordenadas el mapa P o o es de la forma

n

Poo(z) = m(o(z)) = Y _(m(o(2)), v(@))ri(w)

i=1
que claramente es diferenciable. Aqui 7, es la proyeccién RY x RY — RY en el segundo
factor. 0

Para seguir, si 6 : M — R es una funcion positiva y continua, decimos que F, F' :

M — R” estan d—cerca si ||F(x) — F(m)H < 0(x) Yz € M.

TEOREMA 2.9 (Teorema de aproximacion de Whitney para funciones). Sea M una
variedad con o sin borde y F' : M — RF una funcién continua. Dado una funcion

continua 0 : M — R y positiva, existe una funcion diferenciable F' : M — R¥ que esta
0—cerca de F.

DEMOSTRACION. Para cada x € M sea U, un entorno de x suficientemente chico
tal que

Sy) > 30@) v IF () - F@)| < 55

para todo y € U,. Este entorno existe debido a la continuidad de ¢ y a la continuidad
de F. Entonces siy € U,

IF() ~ F@)l < 36(x) < b(y)

La coleccion {U, : x € M} es un cubrimiento por abiertos de M. Tomamos un subcu-

brimiento numerable {le - Sea {(;}{2; una particion de la unidad subordinada al
cubrimiento {U,, }3° Entonces definimos F : M — R* mediante
= Z wi(y) I
i>1

como para cada punto hay finitos sumandos claramente la funcion es diferenciable. Re-
cordar que » .., ¢; = 1, entonces

|F@w) - Fo)| = | X eitw)F ) - Fy)
= Z%(y)F(fL’z) - (Z sz(y)) F(y
< Z% JIF(:) = Fy)ll < 3 e:(y)dly) = d(y)

probando lo deseado. U



Capitulo 3

Etapa de iteraciéon

Como comentamos previamente, la idea de Nash es comenzar por una inmersion es-
trictamente corta e ir corrigiéndola en etapas, hasta llegar a un mapa final que cumple lo
deseado. Para lograr esto es fundamental la proposicion llamada iteration stage o etapa
de iteracion en espanol. En este capitulo nos dedicaremos a probar este resultado, que
enunciamos en breves.

Desde ahora y para el resto del capitulo 3 y parte del 4, fijamos un atlas en M,
formado por entornos coordenados (Uy) que cumplen con b), ¢), y d) del lema Re-
servaremos la letra para este cubrimiento de manera de no generar confusion.

Dado un tensor simétrico de tipo (0,2) h en M, escribimos h = hydr’ @ dx? uti-
lizando un entorno coordenado U,. Denotamos por ||A[[,,, al supremo de la norma
Hilbert-Schmidt de las matrices h;;(p) con p € U,. Anadlogamente, si v : M — R es
un mapa C", escribimos || Dv|, ;, para denotar al supremo de la norma de la matriz

Jacobiana en las coordenadas de U,. Para ser precisos, si (i, Uy) son las coordenadas,
entonces

1Dvllgy, = sup || To(vo )|
z€pe(Uy)

donde |[|-|| ;5 es la norma Hilbert-Schmidt y J, es el Jacobiano en x. Finalmente deno-

tamos por

[hlly := sup 1700,
|1 Dol == sup 1Dl 1,

que en un comienzo podrian ser oo pues M no es necesariamente compacta. Con to-
do esto podemos enunciar la proposicién clave, que permite hacer inducciéon para ir
construyendo de a poco el mapa deseado. Esto es lo que Nash llamaba a stage.

PROPOSICION 3.1 (Etapa de iteracion). Sea (M, g) una variedad Riemanniana con
dim(M)=n < N —2yw: M — RY una inmersion estrictamente corta. Entonces
existe C' > 0 tal que para toda eleccion de nimeros positivos 1, > 0 y para todo § > 0
existe una inmersion estrictamente corta z : M — RY que cumple

(1) HZ - UJH()’UZ < M A4
(2) lg — 2"ell, <0
(3) |Dw = Dzlp < Cy/llg — well,

23
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Ademds si w es inyectiva y el conjunto limite de w : M — RY no intersecta w(M) en-
tonces podemos elegir z inyectiva. Observar que el término derecho de la dltima ecuacion
puede ser 00.

El objetivo de este capitulo es probar la proposiciéon anterior. Para eso primero de-
bemos pasar por algunas proposiciones previas. Usaremos el término métrica primitiva
para llamar a cualquier tensor del tipo (0,2) de la forma a*dy®d1), donde a, ) : M — R
son funciones diferenciables. Notar que dicho tensor solamente es semidefinido positivo
y por lo tanto no es una métrica Riemanniana. Sin embargo, el siguiente lema muestra
que cualquier métrica Riemanniana se puede escribir como una suma, localmente finita,
de métricas primitivas que ademés cumplen otros requerimientos técnicos.

PROPOSICION 3.2. Sea M wuna variedad diferenciable de dimension n y h un tensor
diferenciable, definido positivo, del tipo (0,2). Sea ademds un cubrimiento por abiertos
{W.} de M. Entonces existe una familia numerable de métricas primitivas h; tal que
h =3, h;. Ademds se cumple

1. Cada h; estd soportado en algin W;.
2. Para cadap € M hay a lo sumo K(n) =

anp.
3. El soporte de cada h; intersecta el soporte de a lo sumo finitos otros hy,.

n(n;rl)2 de los hj cuyo soporte contiene

DEMOSTRACION. Primero que nada, para cada punto p encontraremos un entorno
V, C W, para algin ¢ y J(n) = @ métricas primitivas h,,, ..., h,, en V, tal que
h = hy, + ...+ h,,. Para lograr esto fijamos un entorno coordenado O centrado en p
y tal que O C W, y escribimos h = h;;dx’ @ da’. Sea el espacio de matrices simétricas
Sym,,,, y sea M la matriz cuyos coeficientes son h;;(p).

Dado un covector w € (1,M)* cuya expresion en coordenadas es w = w]-dmj, en-
tonces tenemos w ® w = w;w;dxr’ ® da’. Identificamos w ® w con la matriz A cuyos
coeficientes son w;w;, es decir, es la expresion matricial de w @ w en la base elegida. Re-
sulta que las matrices de la forma w ®w forman claramente un generador de las matrices
simétricas. Entonces existen J(n) = @ matrices de este tipo, A, = w; ® w;, que
son linealmente independientes. Cuidado con la notacién, aqui w; no es una coordenada
del covector w, sino mas bien es el i-ésimo covector. Sea M' = ). Al. Claramente M es
definida positiva, y M’ también lo es. Para ver esto tltimo, es claro que es semidefinida
positiva. Sea v vector tal que v M'v = 0. Como A’ es semidefinida positiva, se sigue
que v7 A’v = 0 para todo 7. Como las matrices son simétricas, es una consecuencia clara
del teorema espectral que esto ocurre si y solo si v € ker(A}) para todo 7. Entonces
encontramos v un vector que esta en el kernel de todas las matrices A}. Pero la coleccion
de estas matrices es una base de Sym,,,,, por lo tanto pueden generar cualquier matriz,
en particular a la matriz identidad. Pero como todas las matrices A} tienen a v en su
kernel entonces las matrices que generan también, en particular v esté en el kernel de la

identidad, por lo tanto v = 0. Esto termina de probar que M’ es definida positiva.

Para seguir afirmo que existe L una matriz invertible tal que LM'LT = M. En efec-
to, como M y M’ son matrices simétricas entonces existe O y O; matrices ortogonales
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tal que D = O" MOy D; = O M'O, son matrices diagonales, con valores positivos en
la diagonal, ya que M y M’ son definidas positivas. Sean D~/? y D1—1/2 las matrices dia-
gonales formadas por los inversos de las raices de los valores de D y D, respectivamente.
Sea U =0D 2y U := OlDl_l/Q, entonces es claro que UT MU = UI'M'U, = I,x,,
por lo tanto L := (U;U )T es el mapa deseado. Habiendo encontrado L, definimos
A; = LAL" = Lw; ® Lw; = v; ®v;, definiendo v; := Lw;. Aqui entendemos por Lw;
el covector cuyas coordenadas en la base dx’ son las coordenadas de w; multiplicadas
por la matriz L. Se sigue que M = >, A;, y que las matrices {A;} forman una base de
las matrices simétricas.

Para continuar, recordar que @ C V), era un entorno coordenado, digamos con
coordenadas (x"). Entonces defino ¢; : O — R como ¢;(x) = v,a' + ... 4+ v;, 2" en
estas coordenadas, donde v;, es la coordenada k—ésima del covector v; € (T,M)* en la
base dx’. Se sigue que di;(p) = v; Vi. En estas coordenadas di); @ di); es constante,
es decir, su expresién matricial es A; para todo punto en O. Es por eso que {di; ®
diy, ..., dip, ® dip, } forma una base local de los tensores simétricos de orden (0,2). Se
sigue que existen funciones diferenciables o; : O — R tal que

J
h = Z a;dip; @ di;
i=1

y que o;(p) = 1 Vi. Se sigue que podemos achicar O a un entorno de p, V,, C O, donde ;
es el cuadrado de una funcioén diferenciable a;. Las métricas primitivas h,; = azd; @di;
y el entorno V,, son los buscados.

Para terminar, podemos aplicar el lemasobre el cubrimiento {V} } s, obteniendo
un refinamiento 17@ cumpliendo las propiedades listadas en el lema. Para cada £ sea V,
tal que (7@ C V), entonces defino hy 1 = hy,..., e s = hy; (aqui utilizo la notacion
¢, .7 en lugar de £, ¢ para no confundir con la expresion del tensor inicial b en un sistema

de coordenadas dado). Sea ahora 3, funciones diferenciables en M, soportadas en Uy,
con la propiedad de que para todo punto p € M existe ¢ tal que By(p) # 0. Estas
funciones las puedo obtener aplicando el lema B.1} o tomandolas como una particion de
la unidad subordinada a {U,}. Con todo esto, defino

B

Los tensores gozhg”j es la familia de métricas primitivas de la tesis. Aqui entendemos que
@7hy ; esa definido en toda la variedad M y que es cero fuera del soporte de ¢7. Veamos
que efectivamente se cumple lo pedido.

1. Cada tensor esta soportado en algun W;, pues dado uno de estos tensores @?hg”j,

es claro que esta soportado en U, C V,, C W; para algtn ¢.
2. Dado p € M, por la propiedad d) del lema se sigue que p estd contenido en

como mucho n+ 1 elementos de {U,},, digamos en {Uy,, ..., U,, ., }. Pero como
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el soporte de una métrica primitiva h, ; estd contenido en U, se sigue que las
métricas primitivas que contienen en su soporte a p son las métricas primitivas
que estan soportadas en alguno de los abiertos Ugl, .. Ug i1 - Ademaés para cada
uno de estos abiertos hay n(n + 1)/2 métricas primltlvas soportas en el abierto,
se sigue que hay a lo sumo K (n) = n(n + 1)?/2 métricas cuyo soporte tienen a
P, pues la otras estan soportadas en abiertos que no tienen a p.

3. Dada una métrica primitiva de la familia construida, h,_;, su soporte esté incluido

en U, y por lo tanto puede intersectarse con el soporte de las otras métricas
soportadas en U,, que son finitas, o con el soporte de alguna métrica primitiva
soportada en algtn abierto Uy tal que Uy N U, # (). Pero solo existen finitos

abiertos que intersectan a U, y en cada uno de estos abiertos hay finitas métricas
primitivas soportadas en el abierto.

Y finalmente, para cada ¢ tenemos que h = Zj he_; en los puntos de (N]g. Por lo
tanto, hy; = @7 >_; he j en toda la variedad M. Se sigue que

Zhe,ﬂ?? = Z@?th Z‘P?h hz 2 —
0.j ¢ j Z 5

aqui vale aclarar, como para cada punto p hay finitos términos no nulos la manipulacion
anterior es sobre suma finitas y por lo tanto no hay ningin problema. U

Para poder probar la proposicion clave [3.1] todavia es necesario un ingrediente técnico
mas. La siguiente proposicion usa de manera exhaustiva lo probado en la seccion [6] del
capitulo anterior.

PROPOSICION 3.3. Sea B un cerrado de R™ difeomorfo a una bola n—dimensional
cerrada y sea w : B — RN, con N > n + 2, una inmersion diferenciable. Entonces
existen dos mapas diferenciables v,b: B — RY tal que

o) [[o(@)l = [b(a)]| = 1y v(q) L blg) para todo q € B.
b) v(q) y b(q) son ambos ortogonales a T,y (w(B)) para todo q¢ € B.

OBSERVACION. Si w ademds es inyeciva entonces es un encaje por lo tanto w(B)
es una subvariedad encajada de RY difeomorfa a B. En este caso puedo pensar a v,b
como mapas de w(B) — Nw(B) el fibrado normal de w(B). En este contexto v,b
son secciones del fibrado. En el caso N = n + 2 estariamos encontrando un frame del
fibrado normal, por lo cual estariamos viendo que el fibrado normal es paralelizable y por
lo tanto trivial.

DEMOSTRACION. Observar que basta con encontrar v,b : B — RY continuos. In-
tuitivamente, si encontramos estos mapas continuos entonces podemos aproximar estos
mapas por mapas diferenciables, proyectar en el fibrado normal y usar Gram-Schmidt
para que ademés sean ortonormales. Para esto tenemos que asegurar que la proyeccion
de las aproximaciones de v, b sean linealmente independiente, para esto, como v, b son
ortonormales punto a punto, basta que la aproximacion de Whitney sea a menos de €,
siendo € un factor geométrico.
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Formalizamos lo anterior: por el teorema de aproximacion de Whitney encontramos
mapas diferenciables v/, : B — RY que estan 1/2—cerca de v y b respectivamente.
Puedo considerar los mapas, v”, 0" resultantes de proyectar v'(q), ¥'(q) en Ty (w(B)).
Como v, b estan 1/2—cerca de v/, el lema me asegura que v, 0" : B — RY son
tal que {v”(q),b"(q)} son linealmente independientes para todo ¢ € M. Ademés como
V', b+ B — RY son diferenciables el lema [6.3| me asegura que v”, 0" : B — RY también
lo son. Esto se debe a que, por ejemplo v', se puede escribir como la composicion de los
mapas b — (w(b),v'(b)) — P(w(b),v'(b)) siendo P : w(B) x RY — R el mapa da-
do por la proyeccion ortogonal en Ty, (w(B)) de la segunda componente. Finalmente,
por el lema podemos aplicar el método de Gram Schmidt a v”,b” : B — RY para
obtener mapas diferenciables v, 0" : B — RY que cumplen todo lo pedido.

Entonces de ahora en més nos dedicamos a la existencia v,b : B — R continuos.
Asumimos sin perdida de generalidad que B es la bola de centro 0 y radio 1 cerrada.
Sea R el conjunto de todos los radios r tal que existe un par v, b continuo cumplien-
do lo pedido pero definido en FT(O). La prueba queda finalizada si probamos que 1 € R.

Primero introduciremos ciertos mapas por comodidad. Como el fibrado tangente
de B es trivial entonces existe una frame global diferenciable, es decir, n secciones
O1y...,0, : B — TB tal que {01(q),...,0,(q)} es base de T,B para todo ¢ € B.
Para cada i defino t; : B — R" como t; = Dw o ¢,. Como w es una inmersion se sigue
que los mapas son diferenciables y que ademas {t1(q), ..., t,(q)} es base de T,,yw(B)
para todo ¢ € B. Por ultimo, aplicando Gram Schmidt, lema puedo suponer que
ademés {t1(q),...,t,(q)} es ortonormal para todo ¢ € B.

Dado € = 5-, por continuidad uniforme existe & > 0 tal que ||t;(q) — t;(¢)|| < 1/2n
si [[¢g — || < 0. Veamos que R no es vacio. Sean vp, by dos vectores ortonormales que
son normales a T, (w(B)). Entonces

{1a), bl = I{1a) — £00), )| < - Vg € B(0) € V

pero entonces si proyecto by en T\ (w(B)) con ¢ € B;(0) obtengo un vector b(gq) tal
que

1bo — b()]| = {|D _{bo, t:(a))t:(q)

7

<1/2

Anélogamente para vy. Entonces obtuve dos mapas v,b : B;(0) — RY, tal que son
ortogonales a T, (w(B)), son diferenciables, pues surgieron de la proyeccion y el lema
me asegura que asi es, y ademéas para todo ¢ € B;s(0), v(q),b(q) estan 1/2—cerca
de vy, by que son ortonormales. Gracias a esto tltimo, el corolario me asegura que
{v(q),b(q)} es linealmente independiente para todo ¢ € Bs(0). Para terminar puedo
aplicarles el método de Gram Schmidt, nuevamente mantengo diferenciabilidad y obten-
go mapas en Bs(0) que cumplen lo pedido. Esto prueba que 6/2 € Ry por lo tanto R
es no vacio.
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Sea p = sup R y sea (pg)ren sucesion con p, € Ry p. — p. Sean vy, b, los
correspondientes mapas continuos en Epk (0) satisfaciendo a) y b). Defino vy, by, en By =

B haciendo que sean iguales a vy, y by en B, (0) y luego extendiéndolos de la siguiente
manera

~ x 7 L
() = vy, (pk—) bi(z) = by, (Pk—H) para ||z[| > px

(| [

Los mapas ﬂk,gk satisfacen a). Ahora si ¢ se encuentra en un entorno ¢ de Epk (0),

entonces Hq — pkﬁH < 0 entonces

lll ]l

(0 Bu(a)) | = |t b )| = |t = o) b (g
1

<_
2n

pero entonces si proyecto by,(¢) en T (w(B)) obtengo un vector b (g) tal que

S (bilg), tilg) ) tilq)

[or(a) = b0 = <1/2

y analogamente para 0y, obteniendo v}. Entonces tengo b}, v} : By, (0) — RY per-

pendiculares a T, (w(B)), continuos y tal que b}, v}, estan 1/2—cerca de by, ¥y res-
pectivamente. Aqui, 0, = min{l, p; + ¢}. Como ¥, (q),v;(q) estan 1/2—cerca de

{br(q),br(q)} el cual es un conjunto ortonormal, entonces se sigue del corolario
que {b,(q),v,(q)} es linealmente independiente. Entonces b}, v; siguen siendo lineal-
mente independientes, y continuos. Por dltimo, si ademas aplico Gram-Schmidt obten-
go un par b}, v; en Eak(O) cumpliendo a) y b), por lo cual o, € R. De todo esto
p > o, =min{l, pp,+6} — min{l, p}, es decir, p = 1. Ademés si k es suficientemente
grande como para que p, + 0 > 1 entonces 0, = p = 1 y por lo tanto 1 € R, probando
lo deseado. O

Ahora si estamos listo para probar la proposicion clave, la etapa de iteracion.

DEMOSTRACION DE LA PROPOSICION [3.1]. Nuestro objetivo es construir un mapa
z: M — RY, que esté cerca de w : M — RY (eq , que cumpla que la métrica
pullback dada por este mapa esté cerca de la métrica g (eq[2) y que ademads siga siendo
un mapa estrictamente corto, es decir, que a la métrica pullback z*e le falte para llegar
a g. Esto, en principio, es un problema ya que Nash idea un método que logra aproximar
la métrica g con z*e pero sin lograr que 2 sea estrictamente corto. Y si en efecto el mapa
z no queda estrictamente corto no es posible iterar para aproximar mejor g. Para esto
Nash cambia la métrica g por una estrictamente menor (pero todavia cerca), y aproxima
esta nueva métrica. Como la nueva métrica es estrictamente menor, si la aproximacion
es suficientemente buena entonces el mapa z serd estrictamente corto respecto a g. Co-
menzamos entonces buscando esta nueva métrica.
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Recordar que tenemos un atlas de M formado por entornos coordenados (Ug)geN
satisfaciendo b), ¢) y d) del lema[1.2] Sea (¢;)sen una particion de la unidad subordinada
a (Up)sen. Cada U, intersecta un nimero finito de otros U;’s. Denotamos por I(¢) al
conjunto de indices j tal que U; N U, # (). Afirmo que, como son finitos, vy el mapa
w : M — RY es una inmersion estrictamente corta, puedo elegir §, > 0 tal que
(1 —6,)g — w*e es definido positivo en U; Vj € I(f) y ademés

J :
10eg o0, < 5 Dpara todo j € I(¢)

En efecto, como cada Uj tiene clausura compacta entonces ||g||, . es finito por lo cual
multiplicando por un nimero puedo achicar la norma tanto como quiero. Ademads, si
denoto por m : UM — M la proyeccion natural del tangente unitario en M, entonces
el hecho de que w sea una inmersién estrictamente corta implica

gp(v, V) 77
=" >1VpeU;veT,M,I|v| =
2L o1 e T, e Tl
pero la funcion (p,v) — wgpe v;’y de UM N 7~Y(U;) — R es continua. Como UM N
71(U;) es compacto entonces hay un minimo, es decir, existe py € U, y v € T}, M con
[v]l,, = 1, tal que

9p(v,v) > pu V0, to) >1 Vpe Uj7v € T,M, ||U||p -
wre,(v,v)  wrey, (vo, Vo)

9pg (V0,00)
w*epq (vo,v0)

es definido positivo en U;. Sea ¢ := >, 00y, la nueva métrica buscada es (1 — ¢)g.
Denotemos por h := (1—)g—w*e el defecto isométrico. Habiendo hecho esto, tenemos
que

entonces puedo elegir d, tal que (1 — d) > 1. Se sigue que (1 — d,)g — w*e

Z ©;0;9 < Z ||(pj5jg||07Ug <4/2

JEI(L o, €O

lg — (h+w" €>||0U[

y por lo tanto ||g — (h +w*e)|, < §/2. Ademas si p € U, entonces
h(p) = (1 = ¢)g(p) — w’e(p)

= 1= 65 | 9(p) —welp)
JEI(L)
> (9 —w'e)(p) —méx{d; : j € I({)}g(p) >0
donde la ultima desigualdad se debe a que si d; es el valor del maximo, como U;NU, # 0

entonces sabemos que g — ;9 — w*e > 0. Por lo tanto h es definida positiva lo cual
equivale a que w es estrictamente corta respecto a esta métrica. Por tltimo notar que

g—(h+w'e)=¢pg>0

donde la tltima desigualdad se debe a que ¢ = >, 0,0, > 0 en toda la variedad ya
que es una particién de la unidad. En resumen, por el momento hemos construido una
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nueva métrica h + w*e que esté cerca de la métrica original g y tal que w sigue siendo
una inmersion estrictamente corta respecto a esta métrica. Afirmo que para probar el
teorema, basta con conseguir un mapa z : M — RY tal que

(4) Iz = wllow, <ne VI
(5) 2" — (w'e + Ry, <0, VI
(6) |Dw = Dzlg,, < 2K(n)* g — welly,, V¢

donde K(n) es la constante de la proposicion , y donde ¢, son elegidos apropiada-
mente. Veamos esto. Primero la primera ecuacion es la misma que la escrita en la tesis.
La tercera ecuacion es mas fuerte que la escrita en la tesis. Solo hay que entender por
qué es suficiente cumplir la ecuacion (b)) para satisfacer la ecuacion y el hecho de que
2 sea estrictamente corta respecto a g. Primero, si 0, < §/2 V/, entonces se sigue de la
desigualdad triangular que

[z"e —glly <
satisfaciendo la ecuaciéon de la tesis. Por otro lado, veamos que si los §, son apropiados
entonces el mapa z : M — R obtenido es estrictamente corto respecto a g. En efecto,
como Ug tiene clausura compacta y g — (w*e + h) > () entonces un argumento idéntico
a al utilizado en el principio de esta prueba con el tangente unitario muestra que existe
po € Uy, y un vy € T,) M, con HUOHPO =1, tal que

9o (0,0) — (W' + B)y (0,0) 2 gy 10, 00) — (e + )y (00, 1)
:ZM5>0 VpGUK,UGUpM
luego si p € Uy, v € U,M entonces
gp(v,v) — 2%e,(v,v) = g,(v,v) — (w'e+ h),(v,v)
+ ((w'e + h)y(v,v) — 2"¢,y(v,v))
> M, — |(w'e + h)y(v,v) — 27ey(v,v)]

pero si [|(w*e + h) — z*el|,;, < &, adecuado entonces
[(w'e + h)y(v,v) — 2"¢,(v,v)| < My/2 Vp € Upv € T,M, [Jv], =1

y por lo tanto z es estrictamente corto.

Entonces desde ahora nos centramos en construir un mapa z : M — R¥ satisfaciendo
las ecuaciones , , @ Para esto, aplicamos la proposicion para escribir h =
Zj h; donde cada h; es una métrica primitiva y soportada en algin U,. Recordar que
las métricas primitivas son numerables, por lo tanto podemos suponer que el indice
J € N. Recordar que dado j, el soporte de h; se encuentra dentro de un Up, y este
abierto es intersectado solo por finitos otros elementos del cubrimiento. Por lo tanto,
dado j solo existen finitos ¢ tal que U, intersecta el soporte de h;. Denotamos por L(j)
al conjunto de los £ tal que U, intersecta el soporte de h;. Para construir el mapa z
vamos a ir agregando pequenas perturbaciones al mapa w, la perturbacién j—ésima
sera llamada w?. El soporte de la perturbacion serd el mismo que el de h;. Denotamos
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por w; = w+wi + ...+ wf el mapa resultante luego de sumar j perturbaciones a w.
Vamos a construir w? tal que se cumplan las siguientes estimaciones:

(7) 2]l < K% Ve € L(j)
(8) IDw? IS, < 21lRlly, V¢ € L()
(9) Hw;e — (wj_ e+ hy) ‘Om < K%n) Ve e L(j)

Mas abajo vamos a probar la existencia de los mapas wﬁ? . Ahora mismo asumamos su
existencia y veamos como concluir. Definimos 2z = w + Zj w? . Veamos que z cumple
todo lo deseado. Primero dado Uy, afirmo que solo finitas perturbaciones w? son no nulas
en Uy, por lo tanto 2z esté bien definido y es suave. La razon de esto es que para cada
punto q € U, existe h; tal que h; no es cero en ese punto. Se sigue que hay un entorno de
q, W,, donde h; no es nulo. Como solo hay finitas otras métricas primitivas cuyos soporte
intersecta el de h; se sigue que en el entorno W, solo hay finitas métricas primitivas no
nulas. Esto forma un cubrimiento de U, y por lo tanto existe un subcubrimiento finito
{W,...,W,}, lo cual prueba que solo hay finitas métricas h no nulas en U, y por
lo tanto lo mismo vale para wf , ya que tienen el mismo soporte. Para seguir, notar que
hay como mucho K (n) métricas primitivas cuyo soporte tiene a ¢ (y por lo tanto como
mucho K (n) perturbaciones w} cuyo soporte tiene a ¢). Entonces si ¢ € Uy, se tiene

l2(g) —wig)| = || ¥ wt| < Zjnwmw<Km@%5=m

j:q€sup h; j:qE€sup h;

donde en la tltima desigualdad hemos usado que, como ¢ € suph;, £ € L(j) y por lo
tanto vale la eq . Se sigue que ||z —wl,, < 7, satisfaciendo (4). Por otro lado, si
q € U, entonces analogamente pero usando la ecuacion tenemos

|1Dw(q) = Dz(@) < > [|Dufl],,, < K(n)y/2]Rllo,

j:qEsup h;
< K(m)y/2llg—well,,
donde la dltima desigualdad se debe a que g — w*e > h. Recordar que al ser la norma
Hilbert-Schmidt el lema nos dice que la desigualdad vale. Se sigue que
2 *
[ Dw — DZHO,UZ <2K(n)?|lg —w €||0,U5

satisfaciendo la ecuacion (@ Por ultimo, dado Uy, solo hay finitos w? no nulos en U, y
por lo tanto existe mg > 0 tal que 2 = w,,, en U, para algin my, grande. Se sigue que
e = wy, ey wie =w;, €,j > mg en todo U,. Entonces, en el entorno U, tenemos

Z'e — (w'e+h) =w;, e —w'e — Z h; = Z wie — (w;_e + hy)
j i>1

Donde wy = w. Recordar que para cada punto de la variedad hay a lo sumo K (n) de los
h;’s cuyo soporte tienen a p. Lo mismo vale para las perturbaciones w;’ pues el soporte es
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el mismo. En la sumatoria anterior, si para cierto 7, el soporte de h; no tiene a p entonces
h; se anula en p pero ademaés w? se anula en un entorno de p y por lo tanto no aporta al
pullback, es decir, wie = w;_,e en ese punto. En resumen, dado un punto p de U,, no
hay més de K (n) sumandos no nulos en la sumatoria anterior al evaluar en p. Ademas
cuando hay un termino no nulo es porque el soporte de h; tiene al punto y por lo tanto
para ese j se tiene que £ € L(j). Es por eso que, en el entorno coordenado Uy, podemos
usar la desigualdad de la ecuacion @ para concluir que [[z*e — (w*e + h)l[,,, < 6,
probando ({5)).

El resto de la prueba se trata de construir las perturbaciones wf . Para definir
wi M — RY, de los finitos entornos U, que intersectan al soporte de h; (£ :
¢ € L(j)) tomamos uno tal que supp h; C U,. Ahora aplicamos la proposicion
en B := U, con w = w;_y para obtener dos mapas v,b : U, — RY con las pro-
piedades de la proposicion. Denotamos las coordenadas de U, por (x'). Recordemos
que h; = a?dwj ® di);. Definimos w} en Uy, mediante su formula en coordenadas
D) sty () + ()12 sin vy )
donde A es un parametro que tenemos que elegir adecuadamente, y definimos wf = 0 fue-
ra de U,. En la expresion anterior se sobreentiende que w¥(x), a;(z),v(x),b(x) y 1;(z)
son en realidad wf (¢, ' (2)).a;(¢; ' (2)), v (2)), by (%)) v ¥;(; " (x)), donde ¢
es la carta de las coordenadas (x') en U,. Vamos a ver que eligiendo \ suficientemente
grande vamos a lograr cumplir las ecuaciones , y @D para el entorno U, elegido.
Luego veremos que también vale para Uy con ¢/ € L(j), que es lo que necesitamos.
Notar que por ser normales ||v(z)|| = 1, ||b(z)|| = 1y ||a;(z)] esta acotada en U, ya
que es distinto de cero en el soporte de h; que es un compacto en U,. Es por eso que

eligiendo \ suficientemente grande logramos que pr < K%z ) satisfaciendo H Para
p

o,

ver de cumplir la ecuacion es necesario calcular la norma ||ij ||0 Uy

que esta es la norma Hilbert-Schmidt del jacobiano de wf en las coordenadas de Uy, el
cual denotamos Jw!(z), y se sobreentiende que en realidad es J(w} 0@, ") (z). En estas
coordenadas tenemos la formula . Usando la misma vemos que la entrada ik de la
matriz Jw? () es

(10) wj () = a;(x)

J

Recordamos

9 gy
2wy =
, ) 4 0
—a;(z) sin ij(m)yl((z;)%wj () 4+ a;j(x) cos A\, (z)b( )%% (x)
1 8?; <5>VZ(:L’) cos M, () + agl(f) a;(z) cos \p;(x)
* A gbl(x) gw(a:)
g () sy (1) + = () sin Ay (2)
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Denotamos por A(x), B(x) y E(x) las matrices cuyos coeficientes son A; ;(x), B; ;(x) y
E; ;(z) respectivamente, coeficientes indicados en la cuenta anterior. De esta manera la
cuenta anterior se puede resumir matricialmente como Jw;(x) = A(z)+ B(z) + E(x).
Siguiendo con la cuenta de interés, la norma de HS en un punto de coordenadas = es

Hwa(:L’) 2

HHS -

a;(x)? sin® Ay (2) (v (z))? (6%( )>

+ a;(x)? cos® M () (b () (azgip(k ))

S = 2a,(2)? sin Mp; () cos A () (2)b () (aig]—x(kx»
+%(...)2+§(...)

a?(a:) sin® M, (z) (V' (2))? (

= | 3| + et cost s () (0(0) (&g”)

)

Oy (x ))

— 2a3(x) sin Aip;(x) cos M, (x)v'd’ (
1

+;%(...>+X(...>

Ahora recordamos que v, b son ortonormales, por lo tanto

|75 (@)l =

> <aj<x)2 AT (agx(x)))
DI TSRS

-t a3 () et ot S ()
DTSN
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ahora las expresiones en los paréntesis son continuas y no nulas solamente en el compacto
sup h; C Uy, es por eso que estan acotadas en U, por una constante C'. Ademas, recordar

que h; = a2dip; ® di; = a3 2% da' @ dz*, por lo que

o=y 2 (52) (50
—uy (S (59)) (S () ) - = (52

Usando esto en la cuenta anterior obtenemos

| Jwh (z

C C
S < Mllog, + 5 < 2lkllg,

siempre y cuando A sea suficientemente grande, ya que ||A[|,, > 0. Esto prueba la

HHS < ||h HOUg

ecuacion para el £ € L(j) particular elegido.

Para seguir notar que el tensor h := wie — w; E dz' @ dx*, que es el tensor

J= 1€ -
que mide cuanto cambio el pullback, es tal que h;j = h( 2ot axk) = w? 6(8(2“ 8‘;) -

* o o _ 8’LU] Bwj 8w] 1 8w] 1
w_e(5m, 508) = ( ut> 50t ) — { “ans> “pon ) - En otras palabras, los coeficientes del

tensor en esta base son los coeficientes de la matriz

JUJ?JU]] — waflej_l
Recordar que Jw; = Jw;_1 + A+ B + E. Por el hecho de que v y b son ortonormales
entre si, y ademés son perpendiculares a T'w;_;(M ), se sigue que

O — ATB — BTA — ATij_l = Jw]j,llA = BTij_l == ijTle

Con estos datos, es facil ver que Jw! Jw; —Jw! | Jw;_y = ATA+BB" + E" (Jw;_, +
A+ B)+ (Jw]_, + A" + B")E" + EE". Entonces

(11) HJw]TJw Jw" \Jw;  — ATA — BBTH < K/\ paraz € U,

ya que la matriz &/ se componia de términos acotados por una constante sobre A. Por
otro lado

0. O,
(AT + BTB),, = a*(z)sin® M (@) (Z 00t O )>

T

+ a;(2)? cos® My (w (Z bra% 3?;(;))

) 2lx) 00 (2)

/ Ox?  Oxk
entonces los coeficientes de la matriz (A" A + BT B) son las coordenadas de la métrica
primitiva h; en la base dz’ @ dz*. Es por esto que la ecuacion 1) estéa diciendo exac-

< K/A. Tomando A suficientemente grande se

4

7—1

tamente que Hw;.‘e — (wi_je + hy)
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sigue que se satisface lo pedido, eq @D, para el £ particular elegido.

Para probar que se puede encontrar A que sirva para todo ¢’ € L(j) notar que si U,
es uno de estos entornos, con coordenadas (y*) entonces todas la cuentas son iguales pero
en las coordenadas (y). Es decir, todas las igualdades anteriores valen pero con y en
lugar de x. Por ejemplo, la ecuacion ([10)) vale con y en lugar de x, donde se sobreentiende
que wi(y), a;(y),v(y),b(y) y ¥;(y) son en realidad w} (¢, (y)).a;(¢s’ (), v(eu' (),
b (y) v ¥;(pp'(y)), donde @p es la carta de las coordenadas (y') en Uy. Falta ver
que también valen las acotaciones. El argumento en el caso anterior era que sup h; C U,
es compacto y las expresiones que aparecian eran continuas. Ahora las expresiones son
las mismas pero para Uy con ¢ € L(j) cualquiera no es cierto que sup h; C Uy, solo
sabemos que Uy intersecta el soporte de h;. En un principio las coordenadas dadas por
Uy podrian hacer que las distintas cantidades que tenemos, expresadas en esas coorde-
nadas, crezcan sin control al acercarse al borde. Para subsanar este problema, notar que
en realidad podfamos haber elegido los abiertos del cubrimiento {U,} siendo bolas coor-
denadas regulares, es decir, podemos suponer que el entorno coordenado (Upy, @p) en

realidad estd contenido compactamente en un entorno coordenado méas grande ((74,, ©er)
,Up C Uy, y que ademas @y : Uy — R cumple
ee(Ur) = B,(0)  ¢u(Us) = B,(0)  u(Us) = By(0) conr <7’

Ver figura [1| Fuera de sup h; las cantidades estan trivialmente controladas, por lo que

FIGURA 1. Uy es una bola coordenada regular.
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solo hace falta controlarlas en sup h; N Up. Como sup h; N Uy es un compacto en Uy,
que es donde estan definidas las coordenadas, entonces valen el mismo tipo de acotacio-
nes que antes. Es por esto que podemos encontrar un A que sirve para cada ¢’ € L(j).
Como son finitos podemos encontrar uno que funciona para todos.

Para terminar la demostracion hay que ver que si w es inyectiva y el conjunto limite
de w : M — RY no intersecta w(M) entonces z se puede construir inyectiva también.
Fijamos dos puntos p, ¢ € M. Para j suficientemente grande se tiene que z(p) = w;(p)
y 2(q) = w;(q) por lo tanto basta con probar la inyectividad de w; para todo j. Proba-
remos, inductivamente en 7, que se puede construir w; inyectivo, exigiendo un poco mas
el valor de A en la construccion anterior. I] Entonces asumimos que w;_; es inyectiva.
Si p, ¢ no estan en el soporte de h; entonces w;_1(q) = w;(q) vy w;—1(p) = w;(p) y
entonces listo. Ahora fijamos ¢ tal que sup h; C U,. Debido a la compacidad del soporte
de h; y a la hipotesis del conjunto limite de w se tiene ||w;_;(p) —w;_1(q)|| > 2/
para todo ¢ € suph;,p ¢ U, con B > 0 una constante positiva. Si tomamos A su-
ficientemente grande entonces ||w; — w;_1||, < By por lo tanto |Jw;(p) —w;(q)|| >
[wj—1(p) — wj—1(q)[| = llw;(p) — w1 (P)|| = lw;(@) — w;-1(g)[| > O probando la in-
yectividad en este caso. Falta ver que w;(p) # w;(q) cuando un punto esta en el soporte
de h;, y el otro en Uy, y son distintos claro. Como U, es compacto y w;_y inyectiva, se
sigue que la restriccion de este mapa a U, es un homeomorfismo sobre su imagen. Como
ademas era una inmersion tenemos que w;_; : U, — w;_1(Uy) es un encaje. El hecho
de que es una inmersion hay que exigirlo en la construccion, eligiendo A adecuadamente
en cada paso. En efecto, si w;_; es una inmersion entonces para todo ¢ tal que Uy no
intersecte el soporte de wf se tiene w; = w,;_; en Uy, por lo cual w; es una inmersién en
Up. Si Up intersecta al soporte de w; tenemos para usar la ecuacion @D La misma dice
que wje esta cerca de w; e+ h; en Up pero esta tltima es una métrica. Entonces si 9,
es suficientemente chico (lo obtengo agrandando A) wje también serd definida positiva
y por lo tanto w; una inmersion en Up. Se sigue que w; es una inmersién en toda la
variedad.

wj—A(q) wjﬂ(Ue)

FIGURA 2. Entorno tubular de w;_1(U,).

Sea U un entorno tubular de w;_1(Uy) y sea v : U — w;_1(U,) la proyeccion or-
togonal. Ademaés, en este caso podemos pedir que el grosor del entorno tubular, 9,

1Recordar que se elige un A\ para construir cada w? , por lo tanto en realidad A\ depende de j.
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sea constante. Esto se debe a que U, tiene clausura compacta y al lema Enton-

ces si A es suficientemente grande, w;(U,) cae en el entorno tubular de w;_(U;), pe-

ro w; y w;_; solo se diferencian en un vector del fibrado normal. Mas precisamente:
r(w;(q)) = r(w;—1(q) + wi(q)) = w;—1(q). donde la ultima igualdad es cierta ya

que wi(q) € N, ( w;_1(Uy)). De igual manera r(w;(p)) = w;_1(p). Como r(w;(p)) #
r(w;(q )) entonces w;(p) # w;(g), probando lo deseado. Ver figura 2]






Capitulo 4

Resultados principales

1. Nash’s C' isometric embedding

En esta seccién vamos a probar los teoremas enunciados en la introduccién, comen-
zando por el teorema [1.4]

TEOREMA . Sea (M, g) una variedad Riemanniana de dimension n y sea v :
M — RY wna inmersion estrictamente corta C* con N > n + 2. Entonces, para todo
€ > 0 existe una inmersion isométrica C*, u : M — RN tal que ||u —v| 0 < €. Si
ademds v es un encaje, y el conjunto limite de v no intersecta a v(M), entonces u
se puede elegir encaje también. Ademds se puede elegir que u tenga el mismo conjunto
limite que v.

Como hemos visto, la proposicion es un mecanismo para, a partir de una métrica
pullback que es estrictamente corta, que le falta, conseguir un mapa cuya métrica pull-
back sigue siendo estrictamente corta pero que le falta menos para llegar a la métrica
original. Ademas lo hace controlando que tanto se acerca a la métrica objetivo. Es por
esto que necesito infinitos pasos para realizar la correccion. Ademés la proposiciéon me
permite hacerlo también controlando que el mapa creado en cada paso no sea muy dis-
tinto del mapa original. Esto dltimo me permite asegurar convergencia y por lo tanto
puedo corregir infinitas veces y llegar a un mapa limite. Recordar el atlas (U,), que
fijamos al comienzo del capitulo 3. El lector podra observar que no se utiliza toda la
regularidad de v, solamente se exige que sea C'.

DEMOSTRACION. Supongamos que v : M — RY es una inmersion estrictamente
corta y sea € > (0 como en el enunciado. Vamos a aplicar iterativamente la proposicion
produciendo una secuencia de mapas v,. Dado ¢, como el conjunto limite de v es

cerrado y v(U,) es compacto entonces existe 3, tal que los puntos de v(U,) estan a
distancia al menos (3, del conjunto de puntos limite de v. Sea

Mo i = 27 " min{e, 3, 2_6}
0, =471
Para cada ¢ > 1 aplicamos la proposicion con w = vg_1, e = 7,4 ¥ 0 = 9, para
producir v, := z. Entonces tenemos

1. |lvg — vg-1ll, < 2797 '€ y por lo tanto la sucesion v, converge uniformemente a
un mapa u, ademas, |lu — vy <ed>7 o, 277" <e/2.

2. HU - u”o,w < ﬁﬁ Zqzl 27! < /86/2

3. lv—ullgy, < 273,527 < 277 Esto implica que el conjunto limite de

u y de v son iguales. En efecto, si (K;)°, es una exhausién por compactos

39
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de M y sea p; € M — K. Fijado ¢, como cada U; tiene clausura compacta
entonces existe 7o tal que U; C K;, V7 < £. Esto implica que si © > 7y entonces
lo(p;) — u(ps)]| < 27°, es decir, |Jv(p;) — u(ps)]| — 0. Como los conjuntos
limites son iguales, entonces el conjunto limite de u estd a distancia al menos
Be de v(U,), pero |Ju — vl|y,, < Be/2. Se sigue que el conjunto limite de u no
intersecta u(M).

4. ||Dvy — Dug4||, < C279"" para todo ¢ > 2. En efecto, sabemos que para ¢ > 2

| Dv, — qu%”o <C Hg - U;—IGHO < C\fdyy = Cv4—Ttl = C277%1. Esto
implica que la convergencia es C'!, no solo C?, es por eso que u es un mapa C'*.
5. Seap &€ M ywv e T,M, entonces

9p(v;0) = uey(v,0) = gp(v,v) = e(Dpu(v), Dyu(v))

como v, — u C" entonces D,v,(v) — D,u(v) como vectores de R". Esto se
q q

sigue de que sip € Uy y v = 0 a?ci en estas coordenadas entonces Dyu(v) =
T (0 0pt) - (V' ... ;v"). Pero recordar que ||Du — Du,l|,, — 0 implica
justamente J,, (v,09, ') = Ji, (wo @ ). Usando esto y la continuidad de e

gp(vv U) o U*ep(v> ’U) = h/;n gp(vv U) - €<Dpvq(v)7 Dpvq(“))
= limg,(v,v) = (v;e),(v,0)
= lfgﬂ(gz‘j (p) — (U;k@)z’j(p))vivj

Recordar que la repeticion de indices implica una suma en ¢ y una suma en

J. Ahora como Hg —uye

’o < 477 entonces (vie);(p) — gi;(p) por lo tanto

gy(v,v) = u*e,(v,v). Como esto vale para todo punto y todo vector tangente

entonces esto prueba que u es una isometria, de donde se sigue que es una
inmersion.

Falta probar el caso en que v es un encaje. Al ser un encaje es inyectivo, veamos que

el mapa u se puede construir inyectivo. Para eso alcanza con cambiar los parametros 7, ,

por otros 1), , méas chicos. Al ser mas chicos todo lo concluido anteriormente sigue siendo

cierto. Vamos a elegir 7, , de manera que ademas nos asegure la inyectividad. Notar que

la proposicion nos asegura la inyectividad de v, para todo ¢. La idea es la siguiente,
sl x # y entonces

entonces si tengo control de que tan chico es ||v,(x) — v,(y)|| puedo exigir que los mapas
producidos después de v, sean tales que al sumarlos como en la ecuaciéon anterior sean
menor que ||v,(x) — v,(y)||. En principio no puedo tener control de esta cantidad pues
Z puede ser muy cercano a ¥y, es por eso que voy a considerar esta cantidad para los z,y
tales que d(x,y) > 279 De esta forma dado x # y siempre existe algiin ¢ que cumple

o0

> (Wi (@) = vi(@) = (Vi (y) — ve(y))

k=q

[u(@) = u()l| = [lvg(z) = va(y)l] -
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esto. Formalicemos, consideramos el compacto V,, := Uegq U, y defino

2v; := min{|v;(x) —vi(y)| : d(z,y) > 27", x,y € Vi}

Aqui d es la distancia geodésica inducida por la métrica Riemanniana g. Entonces de-

finimos 1), := min{7, ,, 27 y,27 1, ..., 279y, b, Aplicamos la iteracion de

arriba pero con 1), en lugar de 7, ,. Veamos que u es inyectiva. Dado x # yen M
existe ¢ tal que d(x,y) > 279y tal que z,y € V. Entonces

°° |

> (Wi (@) = (@) = (Vi () — ve(y))

k=q

+o0o
> [[og(x) = vl = 2D vk = vellyy,
k=q

[u(z) =) = [Jvg(z) = vy(y)ll =

+oo
> 2y, — 2 Z 2_(k+1)_17q = 27, — 74/2° > 0
k=q
por lo tanto w es una inmersion isométrica inyectiva. Para terminar, como el conjunto
limite de u no intersecta u(M ) entonces por la proposicion u es un encaje. Tenemos
entonces que u : M — R"™ es un encaje isométrico. U

2. Inmersiones y encajes isométricos en RY

De ahora en mas quitamos la reserva de la letra U, para los abiertos del cubrimiento
especial utilizado durante el capitulo anterior y la seccion pasada. Como comentamos en
la introduccién de esta monografia, si uno combina los teoremas de Whitney con el teo-
rema de Nash se puede ver que toda variedad admite un encaje isométrico. Comenzamos
recordando uno de los teoremas de Whitney.

TEOREMA 4.1 (Strong Whitney Embedding Theorem). Si n > 0 entonces toda
n—uvariedad diferenciable admite un encaje en R*".

COROLARIO 4.1.1. Toda n—uvariedad cerrada admite un encaje isométrico C' en
R,

DEMOSTRACION. Por el teorema de Whitney existe un encaje f : M — R?*". Co-
mo M es compacta, basta multiplicar f por una constante suficientemente chica para
que sea ademés un encaje estrictamente corto. Entonces aplicando el teorema de Nash
encontramos un encaje isométrico de M en R*", 0

Para probar una versién mas general de este corolario, para el caso de variedades no
compactas, tenemos que construir una inmersion estrictamente corta en R*”, y un encaje
estrictamente corto en R**1. cuyo conjunto limite no intersecte a la imagen. Para hacer
esto lo que haremos es construir un mapa asi en R con N grande y luego ir reduciendo
el N hasta el valor deseado.

LEMA 2.1. Sea z : M — RY un encaje estrictamente corto tal que z(M) estd
acotado, el conjunto limite es {0} y no intersecta a la imagen. Si N > 2n+ 1 entonces
existe un mapa w : M — R*™ L con las mismas propiedades.
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DEMOSTRACION. Sea S = z(M), subvariedad de RY y sea v € RY no nulo. Sea
7, : RY — {v}* la proyeccion ortogonal. La idea es elegir v tal que 7, : S — {v}* sea
una inmersion inyectiva cuya imagen no tenga al {0}. Para eso debemos elegir v que
cumpla

1. Para todo p # q puntos distintos de .S, p — ¢ no es colineal a v.
2. Para todo w vector tangente a S que no es nulo, w no es colineal a v.
3. Para todo p € S, p no puede ser colineal a v.

Intuitivamente, al variar p, ¢ en la primer condicién me muevo en 2n dimensiones y
la recta [p - q] en N — 1, por lo tanto si 2n < N — 1 seguro voy a encontrar una recta
que no es ninguna de las rectas [p — g|, y por lo tanto en esa direccion podemos tomar v.
Similar para la segunda y tercer condicion. Para formalizar, considero Py _;(R) el espacio
proyectivo, sea Ag C S X S el conjunto cerrado Ag := {(p,q) € S x S|p=4q}y
So C T'S el conjunto cerrado Sy = {(p,v) € T'S : v = 0}. Considero los siguientes
mapas:

/{ISXS—AS%PNfl(R% /{<p7Q>:[p_Q]
T:T5 -5, — IP)NA(R)? T(pa w) = [w]
a:S =Py (R), a(p) = [p]

Observar que dim S x S — Ag =dim S xS =2n,dim7TS — Sy, = dimT'S = 2n.
Como 2n < N — 1, cualquiera de los tres mapas anteriores sale de una variedad de
cierta dimension y llega a una variedad de una dimension estrictamente mayor. Ademas
son claramente diferenciables entonces la imagen de estos mapas tiene medida cero en
Py_1(R), por lo tanto existe [v] € Py_1(R) que no esta en la imagen de ninguno de estos
tres mapas, entonces v es el vector deseado. Considero m, 02 : M — {U}J‘. Este mapa
es una inmersion inyectiva pues z es un encaje y 7, una inmersion inyectiva. Ademés
es estrictamente corto, donde estoy considerando {v}* con la métrica relativa. Veamos
esto, recordemos que el mapa 7, tiene norma 1 como operador lineal. Si w € T,M es
no nulo y e denota el producto interno en RY entonces

(my 0 2)"(w, w) = e(Dy(7y © 2)(w), Dy(my 0 2)(w)) = e(m,(Dyz(w), my(Dpz(w))
< e(Dpz(w), Dypz(w)) < gp(w, w)

Por lo tanto el mapa es estrictamente corto. Veamos que el conjunto limite es el {0},
que no intersecta a la imagen y que el mapa construido es un encaje. Por la condicion
3 esta claro que 7, o z(M) no tiene al cero. Por otro lado, si p; es una sucesion de M
convergiendo a 00, es decir, escapandose de una exhausiéon por compactos, y tal que
T, © 2(p;) — ¢ entonces como z(p;) esta acotado, a menos de tomar una subsucesion
puedo suponer que converge a un elemento p. Pero entonces por hipotesis p = 0 y por
lo tanto ¢ = 7,(p) = 0.

Como m,0z2 : M — {U}l es una inmersion inyectiva cuyo conjunto limite no
intersecta a la imagen entonces es un encaje (prop . Para terminar, componiendo
con una isometria lineal {U}l — RV~ obtengo un mapa como el de la hipétesis pero que
llega a RV~ Iterando este procedimiento consigo un mapa que termina en R>**!. O
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Para el caso donde solo me interesa tener una inmersion estrictamente corta, es
decir no importa la inyectividad, se puede conseguir un mapa que termina en R*". M4s
precisamente,

LEMA 2.2. Sea z : M — RY un encaje estrictamente corto tal que z(M) estd
acotado, el conjunto limite es {0} y no intersecta a la imagen. Si N > 2n entonces
existe una inmersion estrictamente corta w : M — R*".

DEMOSTRACION. Por el lema podemos suponer que N = 2n + 1y que S =
2(M) subvariedad encajada de R*"™. De nuevo sea v € R***! un vector no nulo y
sea T, : R — {v}+ la proyecciéon ortogonal. Sea US := {(z,v) € TR : x €
S,v € T,S,e(v,v) = 1}, el tangente unitario a S con la métrica relativa. US es una
subvariedad encajada de TS, y por lo tanto de TR", de dimensiéon 2n — 1. Considero
los siguientes mapas

7:US = Py, (R), 7(p,w) =

a:S—Py(R), alp)=Ip
El mapa 7 es diferenciable pues es la restriccion de (p, w) — [w] de TR™ — Py, (R).
Como tanto dim U.S como dim S son menores estrictamente a dim Py, (R) entonces la
imagen de estos mapas tienen medida cero y por lo tanto existe [v] € Py, (R) que no
estd en la imagen ni de v ni de 7. Esto implica que 7, : S — {v}* tiene diferencial
inyectivo y ademas la imagen de este mapa no toca al cero. Siguiendo el argumento del
lema anterior vemos que el conjunto limite de m, o z es el {0} de {v}* y que este mapa
es estrictamente corto. De nuevo componiendo con una isometria lineal de {O}L — R
encontramos el mapa deseado. 0

[]

COROLARIO [1.4.1} Toda variedad Riemanniana (M, g) tiene una inmersion isomé-
trica C' en R*™ y un encaje isométrico C* en R*1. Si adicionalmente la variedad es
cerrada el encaje isométrico C' se puede hacer en R*".

DEMOSTRACION. El caso de la variedad cerrada ya fue resuelto en El caso
general requiere mas cuidado. Debido a los lemas y basta con construir un
encaje 2 : M — RY con N = (n+ 1)(n + 2) tal que

1. z sea un mapa estrictamente corto.
2. El conjunto limite de z es {0} y no intersecte la imagen de z.
3. La imagen de z este acotada.

Para construir z consideramos un atlas formado por abiertos {U,} que cumpla todas las
hipotesis del lema Denotamos por ®, : U, — R" las respectivas cartas. Podemos
asumir sin pérdida de generalidad que [|®,|| < 1. Como M no es compacta y como
el cubrimiento es por abiertos con clausura compacta necesariamente no puede ser un
cubrimiento finito. Entonces es infinito numerable, por lo cual nuestro indice £ corre en
los naturales. Recordamos que el cubrimiento {U,} est4 formado por n + 1 clases C;
donde para cada 7 los abiertos de C; son dos a dos disjuntos. Consideremos una familia
{(,Og}g de funciones diferenciables, cada una soportada en U, con 0 < ¢, < 1y tal que
para todo punto p € M exista al menos una de estas funciones , tal que ¢, = 1 en
un entorno de p. Para lograr esto, recordar que el cubrimiento {U,}, es numerable y
localmente finito asi que puedo aplicar el lema |3.1
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Comenzamos definiendo un mapa w : M — RY especificando cada componente. Sea
peMyie{l,...,n+ 1}. Sipno esta en ningin elemento de C; entonces definimos
Wii—1)(n+2)+1(P) = - .. = Wigms2)(p) = 0. En otro caso, existe un tnico U, € C; tal que
p € U,. Entonces definimos

Wii-nmr2)+5(P) = €e(p)(Pe(p)); con j € {1, ...,n}
w(i—l)(n+2)+n+1<p) = <Pe(p)
Wi(n+2) (p) = W(p)

Este mapa es solo auxiliar. Para cada p existe al menos un £ tal que ¢, = 1 en un entorno
de p. Si U, € C; esto quiere decir que el mapa w, cerca de p, tiene en las componentes
(t—1)(n+2)+jconje{l,...,n} al mapa ®,. Es decir, luce de la forma

(o (@)1, (B)as s (D),

entonces en el Jacobiano de w en estas coordenadas, aparece una submatriz de n X n
correspondiente al diferencial de ®, : M — R", y por lo tanto el diferencial de w es de
rango completo, por lo cual es inyectivo. Esto prueba que w : M — R" es una inmersion.

Para construir el mapa final vamos a construir una sucesion <€g)g de ntimeros po-
sitivos estrictamente monétona y convergente a cero. En principio w no va a ser una
inmersion estrictamente corta. Sin embargo, como U, tiene clausura compacta enton-
ces, por el corolario , existe A\, < 1/2 tal que el mapa Aw : U, — RY es una

inmersién estrictamente corta respecto a %g, es decir, para todo p € U, se tiene que
X 1
(Aew)re), < 29p-

Finalmente defino ¢, = Ay - -~ Ay y 2 : M — RY especificando cada componente. Sea
peEMyie{l,...,n+ 1}. Si pno estd en ningtn elemento de C; entonces definimos
Zi—1mt+2)+1(P) = ... = Zit+2)(p) = 0. En otro caso, existe un unico U, € C; tal que
p € U,. Entonces definimos

Zi-1)(n+2)+5 (P) = €pe(p)(Pe(p)); conj € {1,....n}
Z(ifl)(n+2)+n+1(p) = 52902(10)
Zi(n+2) (p) = ewpe(p)

El hecho de que para cada punto p exista al menos un ¢ tal que , sea idénticamente
1 en un entorno de p implica que z sea una inmersiéon y esto se ve igual que con w.
Ademés esto implica que z(p) # 0. Observar que como la sucesiéon €, esta acotada,
|®¢|| < 1y los chichones también estin acotados entonces la imagen de z esta aco-
tada. Por otro lado, si (p;); es una sucesion de M convergiendo a oo entonces los £
tal que p; € U, tienden a infinito cuando ¢ — 0o. Como €, — 0 entonces z(p;) — 0.
Esto prueba que el conjunto limite es el {0} y que la imagen de z no toca dicho conjunto.

Como 2z : M — RY es una inmersién cuyo conjunto limite no intersecta su imagen
entonces para ver que es un encaje alcanza con ver que es inyectivo (prop [2.1). Sea p y
q dos puntos distintos de M, sea U, tal que ¢,(p) = 1y sea i con U, € C,.
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1. Si g € Uy entonces 0 py(q) # 1, en cuyo caso 2i—1)m+2)+nt1(q) = €0e(q) #
€ = Zi-1mt2)4n+1(P): 0 ©i(q) = 1. En este ultimo caso 2(q) # z(p) va que

Dy(p) # Pu(q).

2. Si ¢ ¢ U, pueden ocurrir dos cosas. Si @p(q) = 0V Uy € C;, entonces

Z(i—1)(n+2)+n+1 (q> =0 7é Z(i—l)(n+2)+n+1(p)- Sino existe Ugl € Cz distinto de
Uy tal que @p(q) # 0. Pero si ocurre esto tltimo entonces

z(i—l)(n-{—l)—i—n—f—l(Q)
Zi(n+2) (Q)

Z(i—1)(n+2)+n+1 (p)
Zitn+2) (D)

:547&8312

esto termina de probar que 2 es inyectivo. Para terminar hay que ver que z es estricta-
mente corto. Para eso voy a chequear que para todo ¢ se tiene (z*e), < %gp Vpe U,y
para esto voy a hacer induccion en £. Defino ., = 0.

Para ¢ = 1, sea U; y sea W, = U, — Uhﬁ1 OU,. Notar que solo finitos U, intersectan

Ui, v que ademas cada OU, es un cerrado de M con interior vacio, pues U, es difeomorfo
a un disco cerrado. Se concluye que W, es un abierto denso de U;. Sea p € W, y
i€ {l,...,n+1}. Como W, es abierto entonces existe un entorno de p, V,, C Wy,
conexo y tal que OU, NV, = () para todo £. Debido a esto se tiene que para todo /,
V, CUoU NV, = (), pero no hay otro caso. Entonces puede ser que exista ¢ tal que
p €V, C U, € C;, en este caso el ¢ es tnico asi que tiene sentido definir £(7) := . O
no existe y en este caso el entorno Vp consiste de puntos que no pertenecen a ningin
abierto U, de C;. En este caso defino £(i) = oo. Notar que si j € {1,...,n+ 2}y
i€ {l,...,n+ 1} entonces

Zi-1)(m+2)+5(Q) = Eg(i)w(i—l)(n+2)+j(9) VaeV, sij#n+l
Zi-1) 12+ (2) = EGpWa-1)mi2)+5(q) Vg €V, sij=n+1

incluso si (i) = oco. Esto implica que

Oz(i-1)(nt2)+;(P) _ gg(.)w sij#n+1
KA

Oxk Oxk
92i—1)(n+2)+5(P) _ 2 OWi—1)(nt2)+;(P) Co
ok - gz(i) ok Ss1]="n + 1

Usando el convenio de sumacion de Einstein, lo anterior implica que para todo j # n+1,
(az(il)(n+2>+j(p)vk)2 _ 5?(1‘) <8w(i1)<n+2)+j(p)vk)2 v para j = n-+1, <8z<i1)(n+2)+j(p)vk>2 _

oxk Oxk Oxk

4 Ow(i_1)(nt2)+i(P) Kk _ kD i
E4a) (ij . Tomando v = v* 57, con (2") las coordenadas en Uy,

SUCURDY (g’” ) D93 ((% o ﬂ(p)”k)Q

i=1 j=1

n+1 n+2 2
D0 1imi2) (D)
2 (i—1)(n+2)+j k
< ZZ%) ( ok v )

i=1 j=1
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Ahora de todos los £(i) involucrados esta claro que 1 es el indice mas chico y por lo
tanto €1 es el mas grande de los involucrados en la suma anterior. Por lo tanto

n+1 n+2 2
(Z e), ZZ (Gw(l 187;—&];2)4-](17)1}]@) _ 5?(11)*8)17("0,’1})

=1 j=1

= N6y lv,v) = (Aw)'e)y(0,0) < £gy(0,0)

donde la ultima desigualdad se debe a la condicion que impusimos sobre Ajw en Uj.
Esto prueba lo deseado en todos los puntos de W,;. Como este conjunto es denso en U,
y la métrica continua se sigue que (2*e),(v,v) < 1g,(v,v) Vp € Uj, terminando el caso
base. De hecho la desigualdad vale con p € U, de nuevo por continuidad.

Si ahora estudiamos el abierto Ug0+1 para probar lo deseado basta probarlo para el
abierto Vi, 11 = Upp1 — Ugo — U, pues en los conjuntos que eliminé ya se que se
cumple. Es aqui donde use 1nduccic’)n fuerte. Ahora defino Wy, = V11 — UE#OJr1 oU,.
Por las mismas observaciones que antes W, 1 es un abierto denso de Vj,,; por lo cual
basta probar lo deseado en Wy ;. Ahora se repiten las palabras, sea p € Wy 11 v
i € {1,...,n+ 1}. Existe un entorno V,, C W, tal que: Una de dos, o existe £ tal
que p € V, C U, € C;, en este caso el £ es unico asi que tiene sentido definir £(7) := ¢,
0 no existe y en este caso Vp consiste de puntos que no pertenecen a ningin abierto de
C,. En este caso defino £(i) = co. Notar que si j € {1,...,n+2}yie{l,....,n+1}
entonces

Z(i-1)(n+2)+5(q) = 5§(i)w(ifl)(n+2)+j(Q> Vge, Slj #ntl
Z(i—l)(n+2)+j(q) = Eu)W(i—1)(n+2)+j (Q) Vg € Vp sij=mn+1

oxk v - ge(i) ozxk

2 2
; 02(i—1)(n j Ow(;_1)(n ; R
j=n-+1, Mv’“) 4 (ka> . Ademaés notar que de todos

2 2
.. O0Z(i—1)(n (p OW(i_1)(n (p .

Ok £(d) Ok
los indices £(7) involucrados, el més chico es £y + 1 pues estoy dentro de V1. Entonces
repitiendo la cuenta de antes, si v = v*2; con (2) coordenadas en Uy,
¥ 0zm 4, & azz 1)(n+2 H(p) k ’
Foplnn) = 3 (Gat) = 3 (Fetpmnnly)
— \dr = ox
n+1 n+2 8 2
2 (W25 (P) 4
<33 (P,
— x
i=1j
n+1 n+2 2
;- (p)
2 (=) (n+2)+i\P) 2 x
€303t (LBl )~ g, (v.o)
i=1 j=1
1

< N (w7 e)p(v,v) = (Agaw)"e)y(v,0) < Sgp(v,0)
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De nuevo, por continuidad se concluye que (z*e),(v,v) < 1g,(v,v) en todo Vi1,
terminando la induccion. Con esto probamos que en toda la variedad (z*e), < %gp < Gp,
consiguiendo un mapa estrictamente corto. U






Capitulo 5

Encaje isométrico del toro plano en R?

1. Introduccion

SiI" es un subgrupo de isometrias de R?, discreto, que preservan orientacion e isomor-
fo a Z? entonces el espacio de 6rbitas R? /T" es una variedad diferenciable y el mapa cocien-
te es un cubrimiento diferenciable.ﬂ Por el hecho de ser un grupo de isometrias, la métrica
de R? desciende a una métrica en el cociente. Se le llama foro plano a un cociente con
estas caracteristicas. En el caso en que I es el grupo generado por T1(z,y) = (x+1,y)
y Ty(x,y) = (x,y + 1) entonces el cociente es llamado toro plano cuadrado, el cual
denotaré por T2.

Por otro lado tenemos el toro geométrico subvariedad de R?, cuya cléasica parametri-
zacion manda horizontales y verticales de R? en meridianos y latitudes. Esta parame-
trizacion baja a un mapa del toro plano en el toro geométrico que resulta ser un encaje
diferenciable. Sin embargo, este encaje distorsiona distancias: una curva en T? no mide
lo mismo que su correspondiente imagen en el toro geométrico. Durante mucho tiempo
se penso que esta distorsion no se podia arreglar, es decir, que no habia forma de encajar
isométricamente el toro plano en R3. Sin embargo, como comentamos en la introduccion
de este documento Nash comenta que su argumento se puede adaptar para hacer enca-
jes en codimension 1. Kuiper lleva el trabajo acabo un ano después llegando al llamado
teorema de Nash-Kuiper. El teorema mostraba, para sorpresa de la comunidad, que el
encaje isométrico del toro plano en R? si existia.

TEOREMA 5.1 (Nash-Kuiper). Sea (M™,g) una variedad Riemanniana cerrada y
fo : M™ — R con ¢ > n un encaje estrictamente corto, entonces eriste un encaje
isométrico C* que estd C°— cerca de f,.

A pesar de esto, la prueba de Nash se basa en una construccion intrincada que hace
dificil entender la naturaleza del mapa resultante. Gromov estudiando las ideas de Nash,
y revisitando otros autores (Smale, Hirsch, Eliashberg) logro extraer una nocion que
estd por detrés de todo: el h-principio. El principio da una forma muy general de resol-
ver ciertas ecuaciones en derivadas parciales, o mas generalmente, las llamadas partial
differential relations. Cuando se satisface un h-principio para una relacion diferencial el
problema se reduce a cuestiones topologicas. Para probar que el h-principio se satisface
en diferentes situaciones Gromov introdujo varios métodos para resolver partial diffe-
rential relations. Uno de ellos, basado en Nash y Kuiper, es la integracion convexa. Este
método provee una forma sistematica de construir encajes que convergen a un encaje

'Es un hecho que un subgrupo de isometrias discreto del plano que preservan orientacién, y que no
tienen puntos fijos, es generado por una traslacion o por dos traslaciones.

49
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isométrico. Adn asi, debido a la generalidad de este método sigue siendo dificil entender
el mapa resultante. Es por esto que en el articulo [4], los autores plantean convertir la
integracion convexa en un algoritmo explicito para el caso del toro plano, con el objetivo
de estudiar el mapa resultante.

El objetivo de este capitulo es dar las ideas basicas de integraciéon convexa y aplicarlas
para probar la existencia de un encaje isométrico C* del toro plano en R?. El capitulo
estd basando fuertemente en los trabajos [1l, 2, [3], [4].

2. Integraciéon convexa en dimensiéon 1

Veamos el problema que esté por detras de la integraciéon convexa. En su forma maés
simple es un problema de aproximaciéon de curvas. Sea R C RY conexo por caminos y
sea fo : [0, 1] — R? una curva C" tal que para todo t € [0, 1], fi(t) € IntConv(R), el
interior de la envolvente convexa de R. Dado € > 0, el problema consiste en construir
una curva C', f : 0, 1] — R? tal que

1. Para todo t € [0, 1] se cumple f'(t) € R.

2. |[f = follgo < € donde [ f[} := sup, [ f(£)]]

La condicion 1 es una restriccion sobre la derivada, si se cumple se dice que f satisface la
relacion diferencial R. La estrategia para resolver el problema es construir f’ con imagen
en R, y tal que en promedio se parezca a f;. Una forma es hacer como en la ﬁgura que
f' se parezca a una especie de resorte, y que en cada espiral del resorte promedia lo mismo
que un pedacito de f}. De esta manera, integrando se va a conseguir cierta cercania C°.
Aumentando la cantidad de espirales del resorte esta cercania se mejora. Formalmente,

FIGURA 1. En verde se observa la imagen de f;, en rojo la de f’. En azul
el conjunto R. Fuente [1].

para construir la funcion f se utiliza una familia continua de loops a un parametro, es
decir, una funcion continua h : [0,1] = C°(R/Z,R) que manda t — h, : R/Z — R y
tal que en promedio el loop h; es igual a f;(t), es decir,

/ Chu(ls) ds = £1(6) Ve € 0,1

donde [s] es s modulo Z. Aqui hy([s]) € RY, y la integral se entiende es componente a
componente. Luego el mapa [ se construye imponiendo f'(¢) := h;([Nt]), N € N.
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u
FIGURA 3. Imagen de u — h,([Nu]). Fuente [1].

Finalmente, se define

02) (0= 10) + [ i) d

se dice que f se obtuvo de f; mediante integracion convexa. El nimero N controla la
cantidad de espirales del mapa f’. Notar que f'(t) = h;([/Nt]) € R por lo tanto f satis-
face la relacion diferencial. Es por eso que para resolver el problema basta con satisfacer
la condicion 2 y probar la existencia de los loops.

Antes de continuar, notar que el mapa h : [0,1] — C°(R/Z, R) esta en correspon-

dencia con h : [0,1] X R/Z — R con h(u,s) = h,(s). Ademas h es continua sii h lo
es. Es por esto que se usaré indistintamente una formulacién o la otra, y la misma letra
h para ambas.

2.1. Aproximacién C°. Para probar la condiciéon 2 exigiremos mas sobre la fa-
milia de loops.

PROPOSICION 5.2. Sea h : I X R/Z — R? suave tal que fi(t) = folh(t, [u])du.
Definimos f : [0,1] — R mediante f(t) := f3(0) + [; h(s,[Ns])ds, con N > 0
natural. Se cumple que

)

Oh

1
1= fullen < 5 (200len + |57
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DEMOSTRACION. Sea t € [0,1], sea n la parte entera de Nt y sea I; = [£, 23] 0 <
j<n-—1ylI,=[%,t]. Tenemos

F(6) = F0) = 325, v 7ot = 0) = 35,

donde S; := [, h(v,[Nv]) dvy s; = [, fi(z) de = [, 3 h(x, [u]) du dz. Haciendo

el cambio de variable u = Nv — j, obtenemos para cada j € [0,n — 1]

= [ () e [0 e

Ahora ||S; — sl < [, Sy IA (=5 Tu]) — h(x, [u])|| du dx. Fijado [u], considero la

funcion g(z) = h(z, [u]) entonces el integrando es g(*“+2) — g(z). Aplicando valor
medio a g se obtiene

u—+7 -I-j

W= [u]) = hz, [u])H < Hg—?

Se sigue que si j € [0,n — 1] entonces ||S — 54|l <

) I’ =N HE
N2 H ||O0 Para el término j =
n usamos la desigualdad ||, — s,|| < N Htho La prueba se termina usando que

1F(8) = Sl < 5= 155 — 5. N

2.2. Existencia de loops. Para probar la existencia de loops en un contexto ge-
neral es necesario utilizar la hipotesis de que f}(t) € IntConv(R). En nuestro caso nos
contentaremos con exhibir loops que atacan una relacién diferencial de interés para el
problema del encaje isométrico. El lector interesado puede dirigirse al articulo [I] para
ver una prueba para relaciones R que ademas son abiertas.

Para construir el encaje del toro plano partimos de uno de sus encajes tipicos. Sea
R > r > 0, consideramos
fO . TQ — Rg
(R + r cos 2mu) cos 27mv

1
2w

(13) [u,v] — %(R + 7 cos 2mu) sin 27v
2

Notar que este encaje mapea las horizontales {[u,v] € T? : v = vy} a los meridianos
del toro geométrico. Usando las coordenadas estandar en T? y la férmula anterior ob-
tenemos (fi€)u,) = r’du® + (R + rcos 2mu)*dv?, mientras que la métrica en el toro
plano es du® + dv?. Por lo tanto si R +r < 1 entonces f; es un encaje estrictamente
corto de T? en R3. Para construir un encaje isométrico, este mapa serd corrugado a lo
largo de distintas curvas, de manera de incrementar las longitudes de estas. En cada
paso, cada corrugacion sera tal que el nuevo mapa seguira siendo estrictamente corto
pero generando una métrica pullback mas cerca de la métrica objetivo. Tenemos una
gran flexibilidad en como generar las corrugaciones. La teoria de la integracion conve-
xa de Gromov da una forma sistematica de producir estas corrugaciones, aunque no
es constructiva, no da preferencia a ninguna corrugacion en particular. En el articulo
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[4] los autores explicitan como hacer estas corrugaciones. La corrugacion es un proceso
esencialmente 1-dimensional, la idea es construir a partir de una curva fj : [0, 1] — R?
y una funcién r : [0, 1] = R, con r > || f{||, otra curva f : [0, 1] — R® cuya velocidad
cumpla || f'|| = r. Esto tltimo serfa nuestra relacion diferencial. Ademdas queremos que
la nueva curva se mantenga C° cerca de la curva inicial. Notar que la métrica pullback en
[0,1] dada por un mapa g : [0, 1] — R? es justamente ||g'(t)|| dt* por lo que el proceso
de corrugar que buscamos lo que hace es agrandar la métrica. Siguiendo la idea general
de integracion convexa, necesitamos una familia diferenciable de loops a un pardmetro

h:[0,1] x R/Z — R? satisfaciendo ||h(t,w)|| = r(t),V (t,u) € [0,1] X R/Z y tal que

(14) Vi e (0,1, fi(t) = /0 bt fu))du

Eligiendo la cantidad de corrugaciones, definimos f(t) := fo(0) + f; h(u, [Nu])du. Por
la proposicion se sigue que eligiendo N suficientemente grande podemos tener la
cercania deseada entre f y fo. En este caso podemos dar una formula explicita para la
familia de loops buscada. Definimos

h(t, [u]) == r(t) (cos(oz(t) cos 2mu)t(t) + sin(«(t) cos 27ru)n(t))

donde t(t) = Hff}%“ y n(t) es un vector normal a la curva en fy(t). La funcion «(t)
0
estd determinada por la condicion [14, En efecto, como Jo(z) = [ cos(z cos 2mu) du

es la funcion de Bessel de primera especie y orden 0, tenemos que [ h(t, [u]) du =

r(t)Jo(c(t))t(t) por lo tanto (t) debe ser tal que Jy(a(t)) = “J:f/)((tg)H . Como 0 < % <

)
Ly Jo:(0,29) — (0, 1) es invertible, donde xg es la primera raiz de Jy, entonces «(t) =

Jy! (M) Para simplificar la formula definimos €,” := cos ¢ t(t) +sin ¢ n(t). Con

7(t)
esto tenemos

(15) f(t) == fo(0) + /01 h(u, [Nu]) du, h(t, [u]) = r(t)e D>

FIGURA 4. La curva negra es corrugada con 9 oscilaciones. Fuente [4].
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3. Encaje isométrico del toro plano

3.1. Integracién convexa en dimensién 2. La extension clasica de integracion
convexa a dos dimensiones consiste en utilizar una familia de curvas a un parametro
que folia un dominio 2-dimensional. Veremos esto en el toro T2 Dado f, : T? — R?
el encaje estrictamente corto, X : T?> — TT? un campo vectorial que no se anula, y
una funcién r : T> — R, el objetivo es producir un nuevo mapa f : T? — R3 cuya
derivada a lo largo de X en p punto arbitrario tenga norma r(p) > || X fo(p)||, donde
esto ltimo es el vector tangente X (p) aplicado a fy, es decir, la derivada direccional de
fo en la direccion de X (p). Sea 6 : T? x R — T? el flujo dado por el campo X. Sea S
una subvariedad encajada de dimension 1, transversal al flujo 6 que ademéas cumple

1. Para todo p € S, 67 : R — T? con 0°(t) = O(p,t) vuelve a S en tiempo 1.
2. (S x [0,1]) =T

Con este contexto, la generalizacion natural de la ecuacion [15] seria
(16)  f(O(p.s)) == fo(p) + /0 r(O(p, u))ep P N qu, (ps) € S % [0,1]

donde v : T? — R es tal que a(p) = J;! <M>, 6? = cos ¢ t(p) +sin ¢ n(p) con

7(p)

p € T% t(p) = dfo(X,)/ ||dfo(X,)|| vy m : T*> — R? un campo normal. Sin embargo,
esta formula tiene varios puntos a pulir. Primero, la funcion f no esté bien definida sobre
el toro, pues (p, 1) vuelve a estar en S y por eso tiene dos definiciones. Este problema
lo solucionaremos agregando un termino que haga una transicion suave entre la cuenta
anterior y la funcion fy cuando s se acerca a 1. Segundo, por qué f es diferenciable. Y
finalmente, y ya pensando en nuestro problema concreto, qué campo de direcciones X
elegir y qué funciéon 7 utilizar para lograr el objetivo, que la métrica pullback dada por
f esté mas cerca de la métrica objetivo que la métrica pullback de fy. Como elegir estos
elementos es parte del objetivo de la siguiente seccién.

3.2. Estrategia. Comenzamos con el encaje estrictamente corto fy : T? — R3
dado por la ecuacion [13| El mapa A : T? — T*T*T? dado por p — g, — (fie),, donde
g es la métrica plana en el toro y e es la métrica de R, es llamado defecto isométrico y
mide qué tanto le falta a la métrica pullback para ser la métrica deseada. La idea es ir
construyendo una serie de mapas que vayan reduciendo el defecto isométrico.

Recordar que dado un entorno coordenado ((z*),U) tenemos para cada p € U un

vector tangente en p llamado aii , due es el pullback por ¢ : U — R" del vector e;

de R". Entonces tenemos un mapa p — 8‘22. , que da un campo vectorial en U llamado
el i—ésimo campo vectorial coordenado, el cual denotamos por -2. En el caso de T?,

ox*
recordar que la proyeccion m : R?* — T2 restricta a abiertos ‘N/ C R? adecuados dan

coordenadas de T?, que llamamos u y v. Tomando otro abierto V' obtenemos otras coor-

denadas % y v. Usando cambios de bases se ve que 2 = & y & = 9 op gu dominio
ou ou ov gv

comin. Por esta razoén, tenemos dos campos vectoriales globales en T<, cuya represen-

tacion en las coordendas estandar es % y %. Abusando la notacién nos referiremos a

estos campos como % y %, si bien no son campos coordenados. Notar que estos campos
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coinciden con hacer el pushforward de los campos e; v €5 de R? via dm : TR? — T'T?. El
par de campos (6%, %) forma una base de T'T? en cada punto, de esta manera tenemos
la base dual (du, dv), esto es, dos campos de covectores que forman una base de T*T?
en cada punto. Como el par de campos (a%’ 6%) forma una base en cada punto de T'T?
un campo cualquiera X : T? — T'T? se puede escribir en la forma X = aua% + aU%
donde a,,a, : T> — R son las coordenadas de los vectores en la base mencionada,
por esto esencialmente X : T? — R2. Otra forma de decir todo esto es, el fibrado tan-
gente del toro es trivial y por eso la secciones se corresponden a mapas de la base en
la fibra. De igual manera pero para el fibrado cotangente, y mas atn para el fibrado
de 2-tensores covariantes, se tiene que cualquier 2-tensor en T? se escribe de la forma
h = hy,du®du—+ h,,dv@dv+ h,,du® do+ h,,dv @ du. Si ademas el tensor es simétrico
entonces Ny, = Ry, ¥ se puede escribir de la forma h = hy, du® + 2h,,dudv + h,,dv?. Es
por eso que los 2-tensores simétricos en T2 se identifican, en cada punto, con R mediante
hy = (Ruw(D)s P (D), Pow(p)). Ademés los 2-tensores simétricos definidos positivos son
{hywdu? + hypdudv + hy,dv? | By, > 0, hyuhy, — b2, > 0}, es el cono positivo en R?,
el cual se ve en rojo en la figura

Ad’l}z
Wo & Wo
AM)
w3 3
>du2
w1 ® wq

2dudv

FiGURA 5. En rojo se observa el correspondiente a los 2-tensores simétri-
cos definidos positivos. En verde se muestra el cono generado por w; ® w;
y en azul la imagen del defecto isométrico A.

Al ser fy estrictamente corto el defecto isométrico es definido positivo y por eso
A(M) vive en el cono positivo al verlo en R®. M4s atin, como se escribe de la forma
A=(1-r})du*+ (1 — R —rcos2mu)?dv?® se sigue que A(M) forma un segmento
en el cono. El borde del cono se corresponde con lo que llamamos métricas primitivas,
es decir, un punto en el borde del cono se corresponde con un 2-tensor simétrico de la
forma w ® w con w un covector con coordenadas constantes en la base du, dv.

Definimos tres campos de covectores w; : T?> — T*TM, i = 1,2,3, de la forma

wy, = du, wy = j—% + % y W3 = j—% — %. Haciendo cuentas se ve que A se encuentra

en el cono positivo generado por w; ® w;, es decir, existe py, pa, p3 : T> — R, tal que

A = pw; @ wy + pawy @ Wy + p3wz @ ws
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Gréficamente esto se corresponde con que el segmento azul se encuentra dentro del
cono verde de la figura. Asociado con los campos w; tenemos los Campos de vectores
UZ'ZT2—>R3,Z.:172,3COHU1— UQ————F——yUg—ga—gd— De
esta forma hemos descompuesto el defecto 1sometr1(30 en tres defectos mas sencillos, que
tienen una clara direccion asociada. El objetivo seria construir a partir de f; un mapa
fi tal que g — fie = pows ® wy + p3ws @ ws, es decir, fie = fie + prw; ® wy. Si
logramos esto entonces repitiéndolo un total de tres veces habremos logrado lo deseado.
Seria ideal que el proceso de integracion convexa a lo largo de las direcciones U; permita
construir el mapa f;. Esto no es nada loco, para verlo, olvidémonos por un segundo que
la formula 16| no tiene sentido en el toro. Pedir que ffe = fie + pyw; ® w; (17) exige,
entre otras cosas, que (df,(Uy), df1(Uy))rs = (dfo(Uy), dfo(Uyr))rs + p1 (18). Utilizando

la. formula [16] se tiene que dfy (U, (0(p, 5))) = r(0(p. 5))ega ™ “**™* por lo cual uti-

lizando 7(q) = \/deO(U1 (g)]I* + p1(q) se logra cumplir la ecuacion (18 Sin embargo,
esto tiene dos problemas. Primero, resulta que utilizar las direcciones dadas por U; no
es una buena idea para satisfacer las otras exigencias de la ecuacion [I7] Por otro lado, el
hecho de que la férmula|16|no esta bien definida en el toro nos hara utilizar una férmula
similar, pero que no logra la igualdad [18] sino que logra una aproximacion. Debido a esta
aproximacion, no podemos pretender en tres pasos encontrar nuestro mapa final deseado.

Con el fin de arreglar lo ltimo, consideramos la sucesion de métricas g, = fje +
0,k > 1cond, = 1—e " cony > 0. Vamos a construir una sucesion de mapas f;, tal
que fre & gy, es decir, fi es cuasi-isomélrico para gi. El mapa f; se construye a partir
de f,_; mediante tres procesos de corrugacion. Detallemos este proceso, la sucesion de
mapas sera construida tal que gy — fy_,e tenga imagen dentro del cono generado por
Wy @ Wy, Wy @ W, w3 ® ws. Dicho de otra forma, es tal que existen funciones positivas
Prj, J = 1,2,3 con

— fo1€ = praw @ Wy + PraWs @ Wy + PrsWs @ Wy

entonces aplicaremos tres integraciones convexas para construir a partir de fi o := fr_1
tres mapas fr1, fro ¥V frs. Cada mapa es el resultado de una integracion convexa sobre
el mapa anterior. El mapa f; ; cancelara, aproximadamente, el primer término. El mapa
fr.2 los dos primeros términos y asi.

Gk — [r1€ R ProWr @ Wy + pr 3wz @ wy

Gk — f;;kge ~ Pr3W3 & W3
* o

Gk — fk,?)e ~ 0.

. . s

Para lograr esto, definimos para 7 = 1,2, 3, p,; = fk,jfle—l—pmwj@wj y buscamos que
* ~~ 15 — pr—

fr;€ & ;- De esta manera obtenemos la sucesion deseada como fi := fr3(= frs10)-

3.3. Construccion de f; ;. En esta seccion explicaré la construccion formal del
mapa fj; a partir del mapa f; ;1. Por el momento solo asumimos que fi ;1 es una
inmersion y que g — f;_,€ esta en el cono positivo comentado previamente. Para co-
menzar, arranquemos construyendo fi ;. Como ya comenté, si bien es natural, no sirve

aplicar integracion convexa a lo largo de U;. Consideramos el campo auxiliar V; = % y
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consideramos el campo W}, : T — T'T? dado por

Mk,l(Uh Vl)
Mk,l(‘/h ‘/1)

Esto esta bien definido ya que al ser fy, una inmersion entonces u;; es una meétrica.
Notar que el campo Wy ; es ortogonal a V; para la métrica i, ;. Realizaremos integracion
convexa a lo largo de W ;. Para evitar el problema de la mala definiciéon de haremos

Wi =Us — Vi

lo siguiente. Consideremos el campo en R?, Wk,l : R? — TR? dado por Wy ,(p) =
dr ' (Wi (m(p))). Se dice que el campo Wy1 y el campo Wy estan m—relacionados.

Sea 6 : T? x R — T? el flujo de Wiiyn: R? x R — R? el flujo de I//I\/M. Por el hecho
de que los campos estan m—relacionados se tiene que el siguiente diagrama conmuta

RQ "t \ R2

T % 2

Ahora sea S; = {p € R* | p = (0,1),t € R} el eje y, ysean : S; x R — R? la
restriccion de 77 a S; X R (mismo nombre). Notar que Wy es transversal a Sy, esto
implica que 17 : S; X R — R? es una inmersic’)nﬂ. Ademas, como la componente x del

campo Wy 1 es constante igual a 1, es facil ver que el mapa n : S X R — R? es una
biyeccion. Como dim S; x R = dim R? entonces 7 : S; X R — R? es un difeomorfismo.
Definimos Gy : R? — R? mediante

’ io(m ,u))) cos 2N 1u
Gra(n(p, s)) = fio(m(p)) + /0 r(r(n(p, u)))es ) o g

19 # ia(0(m(p),u)) cos 2w Ng 1u
1) = Bl + [ 7). u)es D
con (p,s) € S; xR

__ dfeoWk,1(9) .2 3
donde t(q) = o Mr @) n : T° — R® es un campo tal que 1(q) es normal a

d T.T?) . Observar que la condicion isométrica, i e ~ en la direcciéon de W,
Eo0\dgq q s Jea E,1s k1

o~ 2 —~ 2
de,l(Wk,l) ‘ == /Lk71(Wk71, W]@l) y por otro lado Hde’l(Wk71> ‘

tanto definimos r(q) = /irs (Wi1(q), Wea(q)) = \/dek,o(Wk,l(Q)H2 + pra(q). Por
||dfk,0(Wk,1(lI))H
7(q)

n: S X R — R? es un difeomorfismo. Como Wk,l es el pullback de un campo en el toro
entonces 1(p+(0,n), s) = n(p, s)+(0,n). Esto implica que Gy 1 (z,y) = Gr1(z, y+n).

= r2 por lo

exige ‘

altimo fijamos a(q) = J;* ( ) Notar que el mapa G, ; es diferenciable pues

Ver flowout theorem del capitulo 9 de |8]
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Sin embargo, en general Gy ; no tiene por qué descender al toro. Sea C' = [0, 1> C R
Sea w : [0, 1] — [0, 1] es una funcion diferenciable con forma de S, w(0) = 0, w(1) =1
y w®(0) = 0,w® (1) = 0 para todo k. Entonces definimos Fj; : R* — R3 tal que

Eii(n(p, s)) = Gra(n(p, 5)) — w(s)(Gry — Fio)(n(p, 1))
(20) si (p,s) €Sy x[0,1]
Fra(z +n,y) = Fra(z,y) V(z,y) € R’

donde Fio = fro o m. Es importante entender por qué esta bien definida la funcion.
Usaremos que el conjunto C' = [0, 1]? es un dominio fundamental y que n(S; x [0, 1]) =
[0,1] X R, lo cual se sigue de que la componente x del campo es 1. Primero, la defini-
cién anterior es sobre todo R? ya que la primer condicién define Fy,; en 1(S; x [0, 1]) =
[0,1]xR = |J, C4n(0,1), y lasegunda la extiende a |, ,, C+(n,m) = R* (por ser fun-
damental). Por otro lado, la primer condicion define la funcién en K = J,, C'+n(0, 1),
mientras que la segunda en los iterados de K por la transformacion T'(z,y) = (x+1,y).
Como C' es fundamental, estos iterados solo se tocan en el borde, en donde la definicion
coincide, pues en el borde la funcion Fj ; coincide con fio o 7. En cuanto a la diferen-
ciabilidad la tnica duda es que ocurre en los puntos de S, usando las coordenadas (p, $)
dadas por el difeomorfismo 7 : S; X R — R? y la formula 20 se puede ver que la funcion
es diferenciable. Definimos fy,; : T? — R® bajando Fy ;.

Para terminar esta seccion explicaré brevemente como construir fi, a partir de
fra1, asumiendo que esta dltima es una inmersion. Comenzamos igual que antes pero

utilizando Uy = 5au + %%, V, = —2% + % y Wio =U; — “'“2(—%‘/2 Para que la
definicion Wy 5 tenga sentido fig o = f,;le + pr2Ws ® wy debe ser una métrica, y esto se
cumple ya que fy; es una inmersion. Definimos S, = {p € R? | p =t(-2,1),t € R}
y sea 1 : Sy Xx R — R? la restriccion del flujo n : R? x R — R? del campo I//I\/m.
Si consideramos la base {(1/5,2/5),(—2,1)} de R?, la primer coordenada de Wk,g en
esta base es constante igual a 1. Similar a antes, esto implica que 7 : S, X R — R?
es un difeomorfismo. Definimos Gjo : R? — R? igual que antes pero haciendo los
cambios de indice (k,0) — (k, 1), (k,1) — (k,2). Observar que n(p + n(—2,1),s) =
n(p,s) +n(—2,1) por lo tanto G.»((x,y) +n(—2,1)) = Gra(z,y). Una vez més, en
general G, no tiene por qué bajar al toro. Sea C' = {(z,y) € R*| (z,y) = M(, 5) +
A2 (—=2,1), A, Ay € [0,1]} C R® Entonces definimos F},» : R? — R? tal que

Fi2(n(p, s)) = Gra(n(p, s)) — w(s)(Gra = Fi)(n(p, 1))
(21) si (p,s) €Sy x [0,1]
Fea(z +n,y) = Fro(z,y) Y(z,y) € R

Revisemos por qué la funcion estd bien definida. Nuevamente C' es un dominio funda-
mental y (S, % [0,1]) = UU,, C+m(—2, 1), lo cual se sigue de que la primer componente
del campo en la base {(;,%),(—2,1)} es 1 y el dominio fundamental C' es el parale-
logramo generado por esta base, ver figura [0 Primero, la definicion anterior es sobre
todo R? ya que la primer condiciéon define Fy 5 en 1(Sy x [0,1]) = U,, C + m(—2,1),
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y la segunda la extiende a |, ,, C +m(—2,1) +n(1,0) = R?, pues (—2,1) y (1,0)
generan Z* y C' es fundamental. Por otro lado, la primer condicién define la funcién en
K =U,,C + m(—2,1), mientras que la segunda en los iterados de K por la trans-
formacion T'(z,y) = (z 4+ 1,y). Como C' es fundamental, estos iterados solo se tocan
en el borde, en donde la definicién coincide, pues en el borde la funciéon Fj 5 coinci-
de con fi; o m. Igual que antes la funcion es diferenciable y ademas como (—2,1) y
(1,0) generan Z* entonces Fyo(x 4+ n,y +m) = Fo(x,y) y entonces baja a un mapa
fk,Z : T? — R3.

, Y, Y YV S A
v, v, v, v, VAN A,
ft ft f tt f 1y i
/o Pt/ Pt/ Pt/ Pt/ Pt/
Yy . JI ) JI) SS ) //
P Y/ Y YAV, Y, Y,
. Wy, . v, v, v,
(1 f Al PN L1 TN
172t it 1 1IN/ I 1IN 17 P/ Pt
vl Y, 7 A7 JI) JS ) ;/
P v iy 37 Y Y
Fr I e SN, v, v,
;\H\zé;f/‘f’;//ff5;f/f’f//‘f’;/‘ f
7 2/ #/
. 7
. .
) fFift f
ot/ 7/
. . / /

F1GURA 6. Los rectangulos corresponden al dominio fundamental iterado
por las transformaciones del cubrimiento. En rojo claro se observan las
curvas integrales del flujo, saliendo de S;, y fluyendo dos unidades de
tiempo.

Observar que la construccion de la sucesion de mapas f, ; esta determinada solo por
los ntimeros de corrugaciones Ny ;. En la figura (7| se pueden ver las primeras cuatro
corrugaciones. Notar que para fj 1, el campo Wi, = Uy, es por eso que la corrugacion
es a lo largo de los meridianos.
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FIGURA 7. Las primeras cuatro corrugaciones, fi1, fi2, fis ¥ f21. Fuente [4].

3.4. Resultados. En esta seccion daré los teoremas principales expuestos por el
autor [4] y verificaré que se pueden elegir las corrugaciones Ny ; para que la construccion
de la seccion anterior pueda ser iterada. Recordar que para construir f ; asumimos que
fr.j—1 es una inmersion y que g — f;_,e esta en el cono generado por {w; ® wy, Wy ®
Wy, w3 @ ws}. Entonces para poder iterar el proceso es necesario probar que se pueden
elegir las corrugaciones tal que f;; es una inmersion y gpy1 — fi3€ estd en el cono
anterior. Lo primero lo verificamos en la afirmaciéon 1 y lo segundo en la afirmacion 2.
Por ultimo veremos la existencia de una inmersion isométrica del toro plano, dejando la
inyectividad para la siguiente seccion.

TEOREMA 5.3 (Teorema 1 de [4]). Supongamos que podemos construir f ;, con
J = 1,2,3. Entonces para cada j existe Cy,; independiente de Ny ; (pero dependiendo
en frj—1 y sus derivadas) tal que

o
L feg = fejalleo < 52

Ch
2. ldfi; — dfiiilloo < 722+ VT lorill o

* Ch.j
3. H/Mm fk,je co — Ng,j
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La primer condicion nos dice que podemos construir fi; C%—cerca de f,; 1, el
segundo mantiene el control de los diferenciales y el dltimo nos dice que nuestro mapa
es cuasi-isométrico para fi ;. Respecto a la demostracion de este teorema, el primer
punto se debe a que esencialmente lo que hicimos fue integracion convexa en dimension
1 a un pardmetro p € S, construyendo la curva s — Fy ;(1(p, s)) a partir de la curva
s+ Fy.;1(n(p, s)), entonces la C” cercania se sigue de la proposicion El resto de
los items se sigue de tediosas cuentas en la base V;, W ;. El lector interesado puedo
encontrar méas detalles en [4] y en [2].

AFIRMAQION 1. Supongamos que podemos gonstruir Jrj- St fri—1 es una inmersion
entonces existe Nk,j tal que fk,j es una Inmersion.

DEMOSTRACION. El mapa f},; es una inmersion si y solo si f; e es definido positivo
para todo punto p € T?. Como f ;_; es una inmersion entonces L, ; = Jrj€t P jw;®
w; es definido positivo para todo p € T2 Si pp; = audu® + a,dv* + 2a,,dudv
CON Qs s, Ay = T2 = Ry si fiie = byudu® + bydv? + 2by,dudv, el teorema
nos dice que tomando N ; suficientemente grande tenemos que los coeficientes de
fr,; v los de f,;je se acercan uniformemente. Mas precisamente, que podemos achicar

SUp,cr2 |aij — bij| tanto como queramos. Como fi, ; es definido positivo entonces a,, >

0, Quulyy — a2, > 0 Vp € T2 Como estos coeficientes son continuos y T? compacto

uv
entonces esta expresion alcanza un minimo. Se sigue que tomando Ny ; suficientemente
grande obtenemos by, > 0, by,by, — b2, > 0 Vp € T?, es decir, f,:je es definido positivo.

t

Antes de probar la afirmacion 2 utilizamos el teorema [5.3| para probar que fy = fi.3
es cuasl-isométrico para g.
PROPOSICION 5.4. Supongamos que podemos construir fi1, fro y frs, entonces se
C1 C,2 Ck,3
Cumple ||gk - f]:e”CO S Ni 1 + m + m

DEMOSTRACION. Aplicando el teorema [5.3| reiteradas veces se tiene

o = e, < llgw = pmeslleo + ws — fise| ,

Ch.
< H - 3W: ws — Y GH ’
< |9k — Pr3W3 Q W3 fk’2 o + Nos
< gk — Prsws @ wy — fig ]| +H _f*eH +%
= |19k — Pr3Ws 37 Hr2lloo T || ez = Ji2€)| Ny
Cra  Chs
< H — _ o H 7 7
< |9 = Prasws @ ws — Prows @ wa — fi € co T N2 * Nis
C C C C C
= Hum - f;;“,leH k2 RS Tl k2 kS

co ng Nk73 o Nk71 Nk72 Nk’,3
O
AFIRMACION 2. Supongamos que tenemos construido fr_1 inmersion y que g.— f;_€

estd en el cono generado por w; @ w;. Entonces podemos construir fi, inmersion tal que
Jri1 — fre estd en el cono generado por w; @ w;.
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DEMOSTRACION. Como g,— f;_, e esta en el cono generado por w;Qw; y fro := fr-1
es una inmersion podemos aplicar la construccion de la seccion anterior para construir
fra. De la afirmacion (1] se sigue que ademéas podemos hacer que fi; sea una inmer-
sion eligiendo Ny ; suficientemente grande. Esto nos permite volver a aplicar el proceso
constructivo de la seccién anterior para construir fj . De nuevo la afirmacion nos dice
que podemos hacer que este mapa sea inmersion. inductivamente llegamos a construir
fr := frs inmersion. La proposicion anterior nos dice que podemos pedir que fe este
tan cerca de g, como uno quiera, siempre y cuando Ny 1, Ny 2 y [Ny 3 sean suficientemente
grandes. Notar que

Gri1 — foe = g — fre + (Ops1 — 6)A

entonces tomando Ny 1, Ny o v Ny 3 suficientemente grandes logramos que

(k1 — fre) — (Oks1 — 5k>A||CO

sea tan chico como uno quiera. Como T? es compacto, (0.1 — 0x)A(T?) esté a distancia
positiva del borde del cono generado por w; ® w;. Es por esto que si exigimos que g1 —
fre este suficientemente cerca de (041 — 05,) A entonces tendremos que (gr1 — fre)(T?)
también estard en el interior del cono generado por w; ® w;. O

La siguiente proposicién resume las afirmaciones anteriores y termina de probar que
la construcciéon se puede iterar.

AFIRMACION 3. El proceso de construccion se puede iterar el método para construir
frj conk € Nyj € {1,2,3}, de manera que los mapas sean inmersiones, fr3 sea
cuasi-isométrico a gy para todo k.

DEMOSTRACION. En efecto, el mapa f1o := fy es una inmersion y ¢; — fo = ;A
estd en el cono generado por w; ® w;. Entonces la afirmacion 2| nos da el paso inductivo
para construir toda la sucesion. 0

Finalmente llegamos al resultado principal de esta secciéon

TEOREMA 5.5. Ezisten {N;} con k € Ny j € {1,2,3} tal que la sucesion f; es
C' convergente a una inmersion isométrica fo @ T> — R®, que ademds se encuentra
e—cerca de f.

DEMOSTRACION. Usando el item 1 del teorema 5.3 podemos exigir || f.; — fij-1]| <
57 1o cual implica que Y77 || fi — fi—1|| < €. Por ser la serie convergente se tiene que
la sucesion f;, converge C° a un mapa f : T?> — R3. Como ademés la serie es menor
o igual a € se sigue que f., estd e—cerca de fy. Para controlar C' hay que hacer mas
trabajo. Aplicando el item 2 del teorema [5.3] tenemos

3 3
Chj
ldfy, — dfiall < ; N_ki + ﬁ; V okillcos k21

5

Recordar que gy — f;_ 1€ = priwi @ Wy + ProWs @ Wy + prsws @ ws, k > 1. Como
w; @ w; es una base de los 2-tensores simétricos, colocar una norma en los coeficientes
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Pk,; da una norma en los 2-tensores simétricos. Como todas las normas son equivalentes
se sigue que existe C' > 0 (independiente de k y de 7) tal que

22 Phs < Cllge = fiael
J

entonces p; < C'||gx — fi_ie|| v por lo tanto Y\ /pr; < C'v/llgx — fi_sel|, donde

' = /C. Ahora si k > 2 entonces Hfg,le —gk_cho <>, Ci—1j/Ny_1;. Usando
todo esto tenemos

\/_Z Vlpeslles < \/_C,\/”gk fielleo <VTC gk = grllco +ZNZ 11J
5]
VO
< 2V7C <\/||gk Ie- 1HCO+Z - 17])

V Nk 1,5

VG, k> 2

< K\/0y — 5k‘1,/|A||CO+KZ N k2
5]

por lo tanto tenemos el siguiente control sobre el camblo de diferenciales

VCi 1,
(22) ldfy, — dfi- 1||CO<Z ”J+K\/5k O 1\/|A|+Kz¢ﬁ k> 2

Notar que /0, — 0, = e 2%\/e? — 1 y por lo tanto o V/0r — 05,1 es convergente.

. 3 Ch, \/Ck—l, .
Por otro lado, la serie >°,°5 ( Y27, ~i+ K SO es convergente siempre y
- I= N =5/ Ne-1,

cuando exijamos lo necesario los coeficientes Ny ;. Se sigue que la convergencia de fj, es
C*, por lo tanto fs : T? — R3 es un mapa C'.

Para terminar, fijado un punto vector v € TT?, esta claro que g (v, v) - g(v,v).

Por otro lado, la convergencia C* implica que fye(v,v) - fxe(v,v). Entonces

g(v,v) — fre(v,v) = h"gngk(v,v) — fre(v,v)

pero la proposicion [p.4] nos dice que si exigimos atin més los coeficientes Ny, ; tenemos
lgx — frrell co - 0. Como en la cuenta anterior el vector esta fijo se sigue que g(v,v) —

focl® (U, U) = 0y por lo tanto f,, es una isometria. Automaticamente es una inmersion.
U

3.5. Sobre la inyectividad. En la seccién anterior construimos una inmersion
isométrica fo : T? — R? partiendo de un mapa estrictamente corto y aplicando infini-
tas corrugaciones. Como T? es compacto, para probar que existe un encaje isométrico
es suficiente con ver que se puede realizar la construcciéon anterior pero que ademas el
mapa final es inyectivo. En mi opinion, ni en el articulo de referencia [4] ni en [2] 3] los
autores dan una prueba completa/satisfactoria de la inyectividad del mapa resultante.
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Es por esto que en esta seccion daré mis ideas de por qué se puede realizar la cons-
truccién anterior consiguiendo inyectividad. Bajo ningtin concepto lo que sigue es una
demostracion, son solo ideas.

Para empezar afirmo que si f; : [0, 1] — R? es un encaje entonces el mapa f obtenido
mediante el proceso de integracion convexa unidimensional descripto en la seccién 2] es
inyectivo y por lo tanto un encaje. El autor |2] comenta esto y da un argumento al
respecto, sin embargo, tampoco lo considero un argumento suficiente /satisfactorio. Una
idea de por qué esto es cierto es que como f estd C cerca de f entonces la inyectividad
solo puede fallar localmente. Un estudio preciso de la férmula de integracion convexa
con los loops que utilizamos muestra que el mapa es localmente inyectivo. Asumiendo
esto veamos qué sucede con la integracion convexa realizada en el toro. Supongamos
que tenemos fi ;1 : T? — R3 encaje y vamos a realizar integraciéon convexa a lo largo
de W, ; para construir fy ;. Ademés sea 0 : T? x R — T2 el flujo asociado. Por lo
anterior, podemos asumir que si Ny ; es suficientemente grande entonces si s; # So
tenemos [ ;(67(s1)) # fr;(67(s2)) donde p € Sy subvariedad encajada de T? con las
propiedades comentadas en[3.3] Esto es, a lo largo de una misma curva integral la funcion
fr.; no repite valores. Queda ver qué ocurre si tomo curvas integrales distintas 67 y 69
con p, q € S}, distintos.

P
fr-1,(q)

FIGURA 8. Se observan los puntos p, g, la subvariedad S), y las curvas
integrales vistas en el toro corrugado fj,_;;(T?). Las curvas integrales son
las que tienen flechas, por encima de estas estan bosquejadas las fibras del
entorno tubular en esos puntos. En rojo fuerte se observa la imagen de las
curvas integrales por fj ;.
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Como fk,j—l es un encaje entonces su imagen tiene un entorno tubular. Tomemos
N suficientemente grande como para que la C” cercania entre fi; y fi;_1 haga que
la imagen de f. ; caiga en el entorno tubular. Debido a que la definicion de f; ;(0(p, s))
involucra integrar utilizando un campo tangente y un campo normal, los valores que
toma fy; a lo largo de 6P estan en las fibras del entorno tubular de los puntos de 67:

Vt, i (0°(t) € | 07(s) + Nowioy (M) =: K,
s€[0,1]
donde M = fi_1;(T?) y Noos)(M) es el espacio normal a M en fi,_; ;(6°(s)). Si U es el
entorno tubular de M entonces para todo s, fi. ;(67(s)) € K,NUy f.;(89(s)) € K,NU,
pero como U es un entorno tubular estos dos conjuntos no se intersectan, ya que estan
formados por fibras distintas del entorno tubular. Es por esto que fj ; es inyectiva. Esta
idea se ilustra en la figura 8, en donde se observa el toro corrugado, fi_1; (T?), vy las
correspondientes curvas integrales en azul y en verde (con flechas). Sobre estas curvas,
también en azul y en verde pero transparente, se bosqueja el conjunto /C, y KC;. Ademas
en rojo fuerte se observan los valores de f}, ; en las curvas integrales. Lo que estoy diciendo
es que K, y IC, no se intersectan en el entorno tubular, y que los valores de f; a lo largo
de una curva integral, por ejemplo 6P, se encuentra justamente en la parte del entorno

tubular de /C,.

Entonces tenemos una sucesion de encajes cuasi-isométricos para g, convergiendo
C"' a una inmersion isométrica fo : T? — R3. Pasar la inyectividad al limite es mas
complicado. El autor [2] comenta que al estar en codimension 1 los ingredientes anteriores
implican la inyectividad.
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