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Resumen

En este trabajo exponemos y demostramos la sucesién espectral de
Atiyah-Hirzebruch equivariante, que es una generalizacion de la sucesién
espectral de Atiyah-Hirzebruch al contexto de los G-espacios, dado un
grupo G. Esta sucesiéon permite calcular grupos de homologia para una
G-teorfa de homologia arbitraria. Primero probamos una versiéon de la
sucesién para C-espacios, donde C es una categoria pequena. La versién
para G-espacios se deduce de ésta tomando C = Or G°?, donde Or G es la
categoria de dérbitas de G. Luego mostramos un ejemplo de célculo usando
esta sucesién espectral.
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Introduccion

Las teorias de homologia son una herramienta fundamental en la topologia
algebraica. En una teoria de homologia se le asigna a un espacio topolégico
X una sucesién de grupos abelianos (hy,(X))nez, v a una funcién continua
f: X =Y sele asigna una sucesiéon de morfismos (f,, : hp(X) = hp(Y))nez-
Esta herramienta nos permite estudiar la topologia de los espacios estudiando
estos grupos y morfismos.

Un ejemplo de una teoria de homologia es la homologia singular, que se define
de la siguiente manera. Para n € N, se define el n-simplice A™ como el espacio
topoldgico

A" = {(to,...,tn) € R |3 t; =1y t; >0 para todo i},

es decir, un “tridngulo” de dimensién n. Dado un espacio topoldgico X, se
define C),(X') como el grupo abeliano libre generado por el conjunto de funciones
continuas

o: A" = X.

Se definen los morfismos de borde 0,, : Cp(X) — C,—1(X) para cada n > 1.
Estos le asignan a cada o : A™ — X una suma formal de funciones o; : A" ™1 —
X que representa el borde de o. Los grupos C,(X) junto con los morfismos 9,
forman un complejo de cadenas C,(X):

- —— Cpp1(X) M Ch(X) On, Crn1(X) —— ---

Un complejo de cadenas es una sucesion de esta forma tal que 9,41 039, = 0
para todo n > 0, es decir que im 0,41 C ker d,,. La homologia de este complejo
de cadenas se define como

ker 0,

HA(C.(X)) = g7

Luego los grupos de homologia singular de X se definen como
Hp(X) = Hn(Cu(X))

para todo n > 0.

En general, H,(X) es un cociente de dos grupos muy grandes, pero H,,(X)
puede ser relativamente simple. Por ejemplo, para la n-esfera S™, se cumple
que H,(S™) = Z, Ho(S™) = Z, pero Hi(S™) = 0si 0 < k # n. Una clase
de espacios para la cual es relativamente facil calcular los grupos de homologia
singular es la de los CW-complejos. Estos son espacios que se pueden construir
inductivamente pegando discos D" de dimensién n, llamados n-celdas. Ejemplos
de CW-complejos son las esferas, los grafos y todas las variedades diferenciables.
Para estos espacios tenemos una forma alternativa de calculo de la homologia:

Teorema 0.1. (Homologia celular [Hat02, 2.35]). Sea X un CW-complejo.
Para n > 0, sea I, el conjunto de n-celdas de X. Existe un complejo de cadenas

dn+1

d
) ’ ®i61n+1 Z ’ Gaieln 7 —— @ieln_l Z B

tal que H,(X) = kerd,, /imd,4, para todo n > 0.



Los morfismos d,, se calculan a partir de las funciones de pegado de las n-
celdas de X, que describen como se pega cada n-celda al resto del espacio. Notar
que este teorema nos permite calcular los grupos de homologia singular a partir
de un nuevo complejo de cadenas, cuyos grupos son mucho mas pequenos.

Los grupos H,(X;G) de homologia con coeficientes en un grupo abeliano
G son una generalizacién de los grupos de homologia singular. Se definen de la
misma forma que estos, excepto que se utilizan los grupos C,,(X; G) = C,,(X) ®
G para definir el complejo de cadenas. Tenemos un teorema similar al anterior
[ver Hat02, pag. 153]:

Teorema 0.2. Sea X un CW-complejo. Para n > 0, sea I,, el conjunto de
n-celdas de X. Existe un complejo de cadenas

dn+1 dn
- —— P G— i, G — Dy, ,G—

i€l 41
tal que H,(X;G) = kerd,, / imd,y; para todo n > 0. Notar que H,(X) =
H,(X;Z).

La homologia singular y la homologia con coeficientes en G cumplen unos
ciertos axiomas, y desde estos axiomas se pueden probar muchas propiedades
sin tener que recurrir a las definiciones. Se define una teoria de homologia (gene-
ralizada) como cualquier sucesién de funtores (h,, : Top — Ab),ez que cumplan
estos axiomas, donde Top es la categoria de espacios topoldgicos y Ab es la
categoria de grupos abelianos.

Una propiedad que cumple la homologia con coeficientes en G (y por lo
tanto también la homologia singular) es que, si pt es el espacio con un solo
punto, entonces H,,(pt; G) = 0 para n # 0 (mientras que Hy(pt; G) = G). Las
teorias de homologia en general no tienen por qué cumplir esto. De hecho, se
cumple lo siguiente [ver Hat02, 4.59]:

Teorema 0.3. Sea (h,)ncz una teoria de homologia tal que h,(pt) = 0 para
todo n # 0. Si X es un CW-complejo, entonces

hn(X) = Hy (X5 ho(pt))
para todo n € Z.

Si combinamos el Teorema 0.3 con el Teorema 0.2 observamos que, dada
(hn)nez tal que h,(pt) = 0 para todo n # 0, podemos calcular los grupos de
homologia h,,(X) usando un complejo de cadenas celular. Nos podemos pregun-
tar si existira un resultado similar para las teorias de homologia en general, con
h,(pt) no necesariamente trivial para n # 0.

La respuesta es si, pero no es tan ficil como tomarle la homologia a un
complejo de cadenas. Hay que usar una herramienta llamada sucesion espectral.
Estas son como los complejos de cadenas, pero en tres dimensiones. Una sucesion
espectral consiste en

= Una familia de grupos abelianos E,, para p,q € Zy r > 1.

» Una familia de morfismos d;q : E;q — BT

v—r, q+r—1 Dara todo p, q,r, tales
T T J—
que dpg 0 dy g q—pi1 =0

+1 ~ 3
= Isomorfismos £ = kerdy, /imdy ., , .4 para todo p,q,r.



Es decir, dado un r fijo, la r-ésima pdgina (E;q)p,q estd compuesta por infinitos
complejos de cadenas, cuyos morfismos van en diagonal, con la pendiente de-
pendiendo de r, y la (r 4+ 1)-ésima pagina se obtiene tomando la homologfa de la
r-ésima pagina. Se dice que una sucesién espectral converge a una sucesion de
grupos abelianos (Gp)nez si existe una familia de subgrupos F,G, C G,, tales
que
ng—lGn ngGn ng—Q—lGn c.- an: UFpGn
PEZ

(lamada filtracion) para todo n, y tal que

F,G
: T~ P~ptq
cro_l>1m qu = e
o0 I p—1Yp+q

para todo p, q.
Lo que podemos probar sobre las teorias de homologia en general es que hay
una sucesién espectral que converge los grupos de homologia (hy,(X))nez:

Teorema 0.4. (Sucesién espectral de Atiyah-Hirzebruch [Swi02, 15.7]). Sea
(hn)nez una teoria de homologia. Sea X un CW-complejo. Existe una sucesién
espectral cuya segunda péagina estd dada por

Epy = Hy(X;he(pt))
y que converge a (h,(X))nez.

Se puede notar la semejanza con el Teorema 0.3. La diferencia es que en
este caso usamos la informacién de todos los grupos hq(pt), ¢ € Z, mientras que
en el caso anterior estos eran todos triviales menos uno, y el calculo se vuelve
bastante mas complicado. De hecho se puede probar que el Teorema 0.3 es el
caso particular del Teorema 0.4 en el que h,(pt) = 0 para todo n # 0.

Estos resultados pueden ser generalizados al contexto de los G-espacios.
Dado un grupo G, un G-espacio es un espacio topoldgico equipado con una
accién continua de G. Los G-CW-complejos se definen como los CW-complejos,
excepto que las celdas, en lugar de ser isomorfas a D™, son de la forma G / H; x
D™ para algin subgrupo H; < G. Las G-teorias de homologia le asignan una
sucesion de grupos abelianos a cada G-espacio, y se definen a partir de axiomas
que son versiones equivariantes (es decir, que respetan la acciéon de G) de los
axiomas que cumplen las teorias de homologia.

Un objeto de estudio conveniente en este contexto es la categorias de orbitas
Or G, formada por los espacios G/ H, que representan las posibles érbitas de una
accion de G, y los morfismos G/ H — G/ K que preservan la accién de G. Sea
M un funtor covariante Or G — Ab. La homologia de Bredon con coeficientes
en M es una G-teorfa de homologia que se puede pensar como la generalizacién
de la homologia con coeficientes en un grupo. Fue introducida por Glen Bredon,
junto con la categorfa Or G, en [Bre67].

El objetivo principal de esta monografia es exponer y probar el siguiente
teorema, que es una version equivariante del Teorema 0.4:

Teorema 0.5. (Sucesién espectral de Atiyah-Hirzebruch equivariante [Liic20,
10.44]). Sea (Hn)nez una G-teoria de homologia. Sea X un G-CW-complejo.
Existe una sucesion espectral cuya segunda pagina estd dada por

Eiq = HE(X3H11(_))7



y que converge a (Hn(X))nez. Aqui Hq(—) es el funtor que lleva G / H a
Ho(G / H), y HF (X;Hq(—)) es la homologia de Bredon con coeficientes en
Hy(—) de X.

Se puede ver que aqui H,(—) juega el rol que jugaba h,(pt) en el Teorema 0.4,
y la homologia de Bredon el de la homologia con coeficientes.

Cada G-espacio X define un funtor contravariante OrG — Top dado por
G/ H v~ X% donde X* es el espacio de los puntos de X que quedan fijos
por la accién de H. Este hecho nos lleva a estudiar mas en general los funtores
C — Top, para cualquier categoria pequena C. Estos se llaman C-espacios. Se
pueden definir también los C-CW-complejos libres de una forma similar a los
G-CW-complejos, asi como teorias de homologia para C-espacios.

Resulta que hay una equivalencia entre la categoria de los G-CW-complejos
y la categoria de los Or G°P-CW-complejos libres, donde el °P indica que estos
ultimos son funtores contravariantes. Es usando esta equivalencia que se prueba
el Teorema 0.5. El primer paso para lograr esto es generalizar los resultados
clasicos de homotopia y homologia de espacios al contexto de los C-espacios
y C-CW-complejos libres. Luego, adaptando las pruebas clésicas, se prueba el
siguiente teorema, que es una generalizacién del Teorema 0.4 para C-espacios:

Teorema 0.6. ([DL98, 4.7(1) y pag. 236]). Sea (hp)necz una teoria de homolo-
gia de C-espacios. Sea X un C-CW-complejo libre. Existe una sucesion espectral
cuya segunda pagina estd dada por

EZ = HS(X;hg(home(?,-)))

y que converge a (R, (X))nez. Aqui HS es una generalizaciéon de la homologia
de Bredon, y hq(home(?,—)) es una generalizacién de Hq(—).

El dltimo paso es usar la equivalencia que hay entre los G-CW-complejos y
los Or G°P-CW-complejos libres para traducir el Teorema 0.6 y llegar al Teore-
ma 0.5.

En el Capitulo 1 de esta monografia probamos las propiedades de homotopia
que cumplen los C-espacios y C-CW-complejos libres, basdndonos en [DL9S8] y
adaptando las pruebas clasicas de [Hat02]. En el Capitulo 2 probamos algunas
propiedades que cumplen las teorias de homologia de C-espacios, generalizan-
do las pruebas de [Swi02], culminando con la prueba del Teorema 0.6. En el
Capitulo 3 mostramos la correspondencia entre los G-espacios y los Or G°P-
espacios, y la usamos para probar el Teorema 0.5. Para esto nos basamos en
[DL98; Liic20]. Luego, como ejemplo, hacemos un célculo usando esta sucesion
espectral. Este ejemplo proviene de [Ell420].

En este trabajo asumiremos los resultados clasicos sobre homotopia de CW-
complejos y sobre grupos de homotopia superiores que se pueden encontrar en
[Hat02, Capitulos 0, 4].



1. C(C-espacios y C-CW-complejos

En este capitulo introducimos los conceptos de C-espacio y de C-CW-com-
plejo, y probamos los teoremas principales que estos cumplen y que usaremos en
el siguiente capitulo. En la Seccién 1.1 definimos C-espacio, y en la Seccion 1.2
definimos C-CW-complejo libre. Para estas dos secciones nos basamos en [DL98,
Secciones 1, 3]. En la Seccién 1.3 probamos una propiedad de extensién de
homotopias para C-CW-complejos libres, en la Seccién 1.4 probamos una version
del teorema de Whitehead, y en la Seccién 1.5 probamos la existencia y unicidad
de aproximaciones C-CW. Estos resultados vienen de [DL98, Seccién 3], pero en
nuestro caso las pruebas se basan en las pruebas cldsicas que aparecen en [Hat02,
Capitulos 0, 4]. En [DL98] las demostraciones estdn basadas principalmente en
las de [Whi78].

1.1. C-espacios

La siguiente definicién proviene de [DL98, Definicién 1.2].

Definicién 1.1. Dada una categoria pequena C, un C-espacio X es un funtor
covariante
X :C— Top.

Es decir, para cada objeto ¢ € C, un C-espacio X le asigna a ¢ un espacio
topolégico X (c¢), y a cada morfismo ¢ : ¢ — d le asigna una funcién continua
X(¢) : X(¢) = X(d), de manera que se preserve la composicion

X(Yog¢)=X(y)o X(0),

y que ademas X (id.) = id x(.) para todo objeto ¢ € C. A los C-espacios también
se les llama diagramas de espacios.

Dados dos C-espacios X, Y, un morfismo de C-espacios f : X — Y es una
transformacion natural entre X e Y. Es decir, f le asigna a cada objeto ¢ € C
una funcién continua f(c) : X(c¢) — Y (c¢), tal que para cada morfismo ¢ : ¢ — d
en C el cuadrilatero

X(c) M Y(c)
X(9) ¥
x(@) LY, vy

conmute. A la categoria de los C-espacios y los morfismos entre ellos se le llama
C-Top. La composicién de morfismos de C-espacios estd definida como (gof)(c) =

g(c)o f(c).
Veamos algunos ejemplos sencillos de C-espacios:

Ejemplo 1.2. Si 1 es la categoria con un solo objeto y un solo morfismo (el
morfismo identidad), entonces un 1-espacio es lo mismo que un espacio topold-
gico clasico, y un morfismo de 1-espacios es lo mismo que una funcién continua.
Se cumple que 1-Top y Top son categorias isomorfas.



Ejemplo 1.3. Sea 2 = {0 — 1} la categoria con dos objetos 0,1 y un solo
morfismo no identidad 0 — 1. Un 2-espacio es lo mismo que un par de espacios
topolégicos X (0), X (1) junto con una funcién continua X (0) — X (1) entre
ellos. Un morfismo de 2-espacios f : X — Y consiste en dos funciones continuas
£(0), £(1) tal que conmuta el diagrama

Ejemplo 1.4. Sea GG un grupo, y sea C la categoria que tiene un solo objeto *
y cuyos morfismos % — * son los elementos g € G, donde la composicién estd
dada por el producto en G. En este caso un C-espacio X consiste en un espacio
X (%) junto con funciones continuas X (g) : X (x) — X () para cada g € G, tales
que X (gh) = X(g) o X(h). Esto es lo mismo que un espacio con una G-accién
continua izquierda (con g-z = X (g)(x) para g € Gy ¢ € X(x)), y normalmente
se le llama G-espacio. Un morfismo f : X — Y de C-espacios estd dado por una
funcién continua f(x) : X(x) — Y (*) tal que Y(g) o f(*) = f(x) o X(g) para
todo g € G, es decir que conmuta con la accién de G. A esto también se le llama
morfismo de G-espacios o funcién continua G-equivariante.

Ahora veamos algunas formas de construir C-espacios a partir de otros C-
espacios.

Definicién 1.5. Sea X un C-espacio. Sea Y un C-espacio tal que Y (¢) es un
subespacio de X(c) para todo ¢ € C. Se define i : ¥ — X tal que i(c) es la
funcién inclusién Y(c¢) < X(c) para todo ¢ € C. Si ¢ es un morfismo de C-
espacios, entonces se dice que Y es un sub-C-espacio de X, y se escribe Y C X.
En este caso i se llama la inclusion de Y en X y se escribe i : Y — X. Dado
un morfismo f : X — Z, se define el morfismo restringido f|y : Y — Z de la
forma obvia.

Observacién 1.6. Una definicién equivalente que puede resultar ttil es la
siguiente. Un sub-C-espacio de X es una coleccién (Y (c))cec de subespacios
Y(c) C X(c), tales que X (¢)(Y(c)) C Y (d) para todo ¢ : ¢ — d. Las funciones
Y (¢) se recuperan como la restriccién de X (¢).

Definicién 1.7. Muchas operaciones entre espacios se pueden extender a C-
espacios definiéndolas objeto a objeto. Si X es un C-espacio y {Ya}aecr €s una
coleccién de sub-C-espacios de X, se puede definir su unién como

(UYa>(C) = UYa(C) )

y por la observacién anterior esto define un sub-C-espacio de X. La interseccion
N, Yo se define analogamente: ([, Ya)(c) = ), Ya(c). Dado un morfismo de
C-espacios f : X — Z y un sub-C-espacio Y C X, se define la imagen f(Y)
como el sub-C-espacio f(Y) C Z tal que f(Y)(c) = f(¢)(Y(¢)) para todo ¢ € C.
El C-espacio vacio es el tinico C espacio X tal que X(¢) = @ para todo ¢ € C;
en este caso se escribe X = @. Notar que @ es un sub-C-espacio de todos los
C-espacios.



Dada una coleccién de C-espacios (Xq)acr se define su unién disjunta [ [, X,
tal que para todo objeto ¢ € C

(HXa) (c) = HXa(C) )

y para todo morfismo ¢ : ¢ — d en C

(T1%0) (@) = TTiaa e (Xa(@)) : [T Xa(e) = [ Xa(a),

[e3 @

donde i4,o es la inclusién X, (d) — [[; Xs(d). Se puede ver que [, X, es un
C-espacio con esta definicién, y que ademas este es el coproducto en C-Top. Del
mismo modo si (X,,)nez €s una sucesién con X,, € X,, 11, su colimite es

(colim X,)(¢) = colim X, (c) .

n— oo n— oo

1.2. C-CW-complejos libres

En esta seccién definiremos lo que es un C-CW-complejo libre. Nos basamos
en [DLI8, Seccién 3]. Para esto primero probamos explicitamente una adjuncién
en la Proposicién 1.13, adaptdndola de [DL98, Lema 3.1]. Esta juega un rol muy
importante en las secciones siguientes.

Los C-CW-complejos libres se arman a partir de celdas libres, entonces lo
primero que hay que hacer es definir lo que significa ser ‘libre’. Esto va a ser
similar al concepto de libre en el contexto de, por ejemplo, los grupos libres.
En el caso de los grupos tenemos un funtor de olvido F' : Grp — Set que
manda un grupo a su conjunto de elementos, y este tiene un adjunto izquierdo
B : Set — Grp que manda un conjunto al grupo libre generado por este conjunto.

Que B sea adjunto izquierdo de F significa que, dado un conjunto S € Set
y un grupo G € Grp, hay una biyeccién natural

home,p, (B(S), G) = homse (S, F(G))

0, en palabras, un morfismo de grupos que parte de un grupo libre queda deter-
minado exactamente por su accién en el conjunto generador de este grupo libre.
Esta es la propiedad que define a los grupos libres.

En nuestro caso también vamos a empezar definiendo un funtor de olvido,
pero su codominio va a ser Top en lugar de Set:

Definicién 1.8. Dada una categoria pequenia C y un objeto ¢ € C, se define el
funtor
ev, : C-Top — Top

tal que ev.(X) = X(c¢) para todo C-espacio X, y ev.(f) = f(¢) para todo
morfismo de C-espacios f : X — Y. Es facil ver que ev. es un funtor bien
definido.

Tenemos que encontrarle un adjunto izquierdo a ev.. Es decir, un funtor
B, : Top — C-Top que cumpla que

home.rop(Be(X),Y) = hommop (X, eve(Y)) = homre, (X, Y (c))

10



a través de una biyeccién natural, para cualquier espacio topoldgico X y cual-
quier C-espacio Y. Es decir, queremos que B, sea tal que un morfismo B.(X) —
Y quede determinado completamente por una funcién continua X — Y (¢), y
que cualquier funcién de este tipo determine un morfismo B.(X) — Y. Esto
es andlogo a la propiedad que cumplen los grupos libres. Para lograr que B,
cumpla esto, dado un espacio topoldgico X, el C-espacio B.(X) va a tener que
contener la misma informacién que X, en algtn sentido. Las funciones B.(X)(¢)
van a tener que ser triviales de algiin modo, de manera que no quede restringida
la variedad de morfismos B.(X) — Y.

Como primer paso pongamos B.(X)(c) = X. Sea d € C, con d # ¢, y supon-
gamos que hay un morfismo ¢ : ¢ — d. Tenemos que definir una funcién continua
B.(X) () : Bo(X)(c) = B.(X)(d), asi que no podemos poner B.(X)(d) = &, a
menos que X fuera vacio. Un candidato de una funcién con poca informacion
es la identidad: podemos poner B.(X)(d) = X y B.(X)(¢) = idx. Pero aho-
ra supongamos que hay otro morfismo v’ : ¢ — d, distinto de . Si ponemos
B.(X)(¢') = idx, nos quedan dos morfismos distintos en C correspondiendo a
la misma funcién en B.(X). Esto es una relacién, por asi decirlo, y nos va a
impedir que se cumpla la propiedad de adjuncién.

Para arreglar este problema, podemos poner B.(X)(d) = X I1 X, y fijar

Be(X)() =i, Bo(X)(})') =iz,

donde 71 y i son las dos inclusiones distintas X < X II X. Obviamente puede
haber aun més morfismos ¢ — d, asi que lo que habria que definir en realidad
seria fijar
B.(X)(d) = home(c,d) x X,

donde home(c,d) es el conjunto de morfismos ¢ — d visto como un espacio
topoldgico con la topologia discreta.

Resulta que esta es la definicién correcta, incluso para d = c. La siguiente
definicién es una versién simplificada de la que aparece en [DL98, pag. 219].

Definicién 1.9. Dado ¢ € C, se define el funtor B, : Top — C-Top de la
siguiente manera. Dado un espacio topolégico X, y dado d € C,

B.(X)(d) = home(c,d) x X .

Dado un morfismo ¢ : d — d’ en C, la funcién B.(X)(¢) : B.(X)(d) — B(X)(d)
es tal que, para todo (¢, z) € home(c,d) x X,

Be(X)(9) (9, ) = (¢ o, x), (1.10)

Se puede verificar facilmente que B.(X)(¢) es continua, que B.(X)(idg) =
idp (x)(0) ¥ Que Bo(X)(92 0 1) = Be(X)(62) 0 Be(X)(61). Io cual prucba que
B.(X) es un C-espacio bien definido.

Queremos que B, sea un funtor, asi que debe llevar funciones continuas
a morfismos de C-espacios. Dada una funcién continua f : X — Y, se define
B.(f) : Bo(X) — B.(Y) tal que, para todo d € Cy todo (¢, z) € home(c,d)x X,

Be(fNd)(, x) = (¥, f(2)) - (1.11)

Verifiquemos que B.(f) es un morfismo de C-espacios. Claramente las funciones
B.(f)(d) son continuas; veamos que se cumple la condicién de naturalidad. Hay
que probar que conmuta
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B0 (@) D

Bc(xxab)j
B.(X)(d) ==

dados d,d' € Cy ¢ : d — d'. Pero mirando (1.10) y (1.11) se puede ver que lo que
hacen ambas composiciones es (¢, x) — (¢ot), f(z)). Finalmente, hay que probar
que B es un funtor, es decir que B.(idx) = idp, (x) ¥y Be(go f) = Be(g) o Be(f)-
Pero esto se deduce facilmente de (1.11).

B, (Y)(d)

lB

POy .

Ejemplo 1.12. Sea C como en el Ejemplo 1.4, definida a partir de un grupo G,
y sea X un espacio topoldgico cualquiera. Recordemos que en este caso C tiene
un tnico objeto *. Aplicando definiciones, tenemos que B, (X)(x) es

B.(X)(x) =home(x, %) x X =G x X |
y la accién de G sobre B.(X)(x) es la obvia: dado g € Gy (h,z) € G x X,
g (h,x) = B{(X)(9)(h,x) = (gh,x).

De ahora en adelante escribiremos home(c,—) x X en lugar de B.(X),
home(c,d) x X en lugar de B.(X)(d), y home(c,—) x f en lugar de B.(f),
siempre que no haya ambigiiedad.

Adaptamos la siguiente proposicién de [DL98, Lema 3.1].

Proposiciéon 1.13. B, es adjunto izquierdo de ev..

Demostracion. Sea X un espacio topoldgico, y sea Y un C-espacio. Hay que
definir una biyeccién

T : home-top (home (e, —) x X,Y) — homre, (X, Y (c))

que mande un morfismo de C-espacios f : home(e,—) x X — Y a una fun-
ciéon continua T(f) : X — Y(c). Para esto usaremos el hecho de que en
home (¢, —) x X hay por lo menos un subespacio homeomorfo X; este es {id.} x
X Chome(c,c) x X. Dado z € X, definimos

T(f)(x) = f(c)(ide, z), (1.14)

que estd bien definido porque el dominio de f(c) es todo home(c,c¢) X X. Se
puede pensar a T'(f) como la restricciéon de f(c) al subespacio {id.} x X. Estd
claro que con esta definicién T'(f) es continua.

Veamos que T' es una biyeccién. Sea

Tt homop (X, Y (¢)) — home rop (home (e, =) x X,Y)

tal que, dada una funcién continua g : X — Y(c), el morfismo T1(g) :
home(e,—) x X — Y estd definido de la siguiente forma. Para todo d € C
y (¥,2) € home(c,d) x X,

T~ H g d) (¥, 2) =Y () (g(x)). (1.15)

Verifiquemos que T1(g) es efectivamente un morfismo de C-espacios. Como
cada Y (¢) es continua, T~1(g)(d) es continua para todo d. Luego, dado ¢ : d —
d’ en C, hay que probar que conmuta
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T~ (g)(d)

home (e, d) x X Y (d)
B(X)(9)] e
home(c, d') x X — DDy ().

Como Y es un C-espacio, se cumple que Y (¢) oY (1)) = Y (¢po)), asi que, usando
(1.10) y (1.15),

W.2) DDy (g()

BXO@) ]Y
@ov2) — 2Dy (g0 u)(g(a)

para todo (1, x) € home(c,d) x X. Comprobemos que con esta definicién 71
es realmente la inversa de T. Sea f : home¢(c,—) x X — Y un morfismo de
C-espacios. Por definicién de morfismo de C espacios, f cumple que el diagrama

fle)

home(e,¢) x X ——= Y (c)
B.(X)(®)] jY
home (¢, d) x X —=

conmuta para d € C y ¥ : ¢ — d cualesquiera. Entonces por las definiciones
(1.14) y (1.15) ademds de (1.10),

asf que T~Y(T(f)) = f. Por otra parte, se cumple que Y (id.) = idy (), asi que,
sig: X — Y(c) es una funcién continua,
(T~

H9))(@) =T (g)(e)(ide, ) = Y (id.) (9(2)) = g(),

y por lo tanto T(T~(g)) = g.

Falta ver que T es natural, es decir que se porta bien con la composicién
de morfismos. Consideremos espacios topolégicos X, X', C-espacios Y,Y’, una
funcién continua g : X’ — X, y morfismos f : home(c, =) x X =Y yh:Y —
Y’. Hay que probar que

T(ho fohome(c,—) x g)=h(c)oT(f)og. (1.16)
Para esto es suficiente aplicar las respectivas definiciones. Sea d € C y 2’ € X:

fohome(c,—) x g)(c)(ide, z)
He)(ide, g(z"))

() (f(e)(ide, g(2")))
(@(T(f)(g(z")))
(c)oT(f)og)('),

T

T(ho fohome(c,—) x g)(z') =

(ho
= (ho
h (
h )
= (h (f
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donde usamos (1.14) y (1.11). De esto se desprende inmediatamente que, si f’ :
X — Y (c) es una funcién continua, entonces

T (h(c)o flog)=hoT 1 (f)ohome(c,—) X g.
O

Ahora estamos listos para empezar a definir lo que es un C-CW-complejo
libre. Estos son anélogos a los CW-complejos clésicos [por ejemplo ver Hat02,
pag. 5; Swi02, Capitulo 5], excepto que mientras que los CW-complejos se
construyen a partir de celdas homeomorfas a discos abiertos int D™, los C-
CW-complejos libres se construyen a partir de celdas libres, homeomorfas a
home (¢, —) x int D™. La definicién que sigue proviene de [DL98, Definicién 3.2].

Definicién 1.17. Un C-CW-complejo libre es un C-espacio X con la siguiente
estructura:

1. X viene equipado con sub-C-espacios X,, n € {—1} UN, tales que

G=X_1CXCX1CXoC--CX=|]JX,.
neN

2. X = colim,, o0 Xp.

3. Para todo n > 0, el sub-C-espacio X, se construye a partir de X,,_1
pegando C-n-celdas libres. Es decir, existe un conjunto de indices I,,, un
objeto ¢; € C para cada i € I, y un pushout de C-espacios de la forma

Hieln hOmc(Ci, —) X Sn_l e Xn—l

I |

Hieln home (¢, —) x D" —— X,
donde [];c; home(c;, —) x S"71 = [1;c; home (e, —) x D™ y Xy <
X,, son las inclusiones.

El sub-C-espacio X,, se llama n-esqueleto, y la imagen del morfismo inclusion
home(c;, —) x int D™ — X se llama C-n-celda libre basada en ¢;. Si definimos
X = X, entonces la dimensién dim X se puede definir como

dim X = min{n e NU{-1,00} | X, = X}.
Observacién 1.18. Para n = 0 tenemos el pushout

HiGIO homc(ci, —) xS~ —— X_q

I |

HiEIo hOmc(Ci, 7) X DO —_— Xo .

Por definicién S~! = @, asi que los dos C-espacios de la parte superior del

pushout son vacios, y Xo = [[;c;, home(ci, —) x DO,
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Veamos un ejemplo de C-CW-complejos libres.

Ejemplo 1.19. Sea C como en el Ejemplo 1.4, con G = Z. En un C-CW-
complejo libre, todas las C-n-celdas libres estan basadas en el tinico objeto .
Pongamos X = home (*, —) x DY, con una sola C-0-celda libre. Como vimos en
el Ejemplo 1.12, se cumple que

Xo(*) = home(%,%) x D =Z x D’ = 7.

En lo siguiente vamos a escribir al elemento (m,0) € Xo(*) (donde 0 es el tinico
punto de D°) directamente como m. La accién de Z sobre X(*) es entonces

n-m= Xo(n)(m)=n-+m.

Construimos X; pegandole a X una sola C-1-celda. Por la adjuncién proba-
da en la Proposicién 1.13, un morfismo home (x, —) x SY — X estd determinado
nicamente por una funcién continua g : S° — Xo(x). Sea g tal que

g(-1)=0, g()=1.

A partir de g obtenemos un morfismo de C-espacios T~ !(g) : home(x,—) x
S% — Xp. Mirando la definicién de T-! en (1.15), se deduce que, para todo
(n,t) € home (%, %) x S =2 Z x SO,

T~ Hg)(*)(n,t) = Xo(n)(g(t)) = g(t) +n.

Es decir,
T~ g)(*)(n,=1) =n, T ' g(*)(n,1)=n+1. (1.20)

Definimos a X = X; por el pushout

T '(g)

home (*, —) x S —= X,

! !

home (%, —) x D' —— X;.

Habfamos visto que Xo(*) = Z y que home(x,*) x S = Z x D!, entonces
X1 (%) es homeomorfo a un cociente de ZII(Zx D'). Teniendo en cuenta (1.20), se
puede verificar que este cociente corresponde al generado por las identificaciones

(n,—1)~n, (n,1)~n+1

para todo n € Z. Entonces se deduce que X (x) = R. La accién de Z en X; (%)
queda determinada por las acciones en Xy y en home (¥, —) x D!, ya que los
morfismos Xg — X; y home (¥, —) x D! — X; son morfismos de C-espacios.
Por lo tanto, bajo el homeomorfismo X;(x) = R, la accién de Z corresponde a
la accién sobre R dada por

n-r=x+n

para todo n € Z y x € R. Es decir, obtuvimos a R con la acciéon de Z dada
por traslacién como un C-CW-complejo libre de dimensién 1 formado por una
sola C-0-celda y una sola C-1-celda. Se ilustra esta construccién en el siguiente
dibujo:
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X1

1.3. Homotopia de C-espacios

En esta seccion veremos cémo definir una homotopia entre morfismos de
C-espacios y probaremos la propiedad de extensién de homotopias para C-CW-
complejos libres.

Definicién 1.21. Dado un C-espacio X y un espacio topoldgico Y, se define el
C-espacio X x Y de la siguiente manera. Para todo objeto ¢ y morfismo ¢ en C,

X xY)e)=X()xY, (XxY)(¢)=0¢xidy.
Se verifica facilmente que X X Y es un C-espacio bien definido.

Definicién 1.22. Sean X e Y dos C-espacios, y sean f,g : X — Y morfismos
de C-espacios. Se dice que f y g son homotdpicos, y se escribe f ~ g, si existe
un morfismo de C-espacios H : X x I — Y (donde I es el segmento [0,1] C R)
tal que, para todo c € Cy z € X(c),

H(e)(z,0) = f(e)(z),  H(e)(x,1) = g(c)(x) .

Se puede ver que esto define una relaciéon de equivalencia, igual que la homoto-
pia clésica entre funciones continuas. Al morfismo H se le llama homotopia de
morfismos de C-espacios. Si A C X es un sub-C-espacio y H cumple que

H(c)(a,t) = H(c)(a,0)

para todo c € C, a € A(c) y t € I, se dice que H es una homotopia relativa a
A. Un morfismo de C-espacios f : X — Y se llama equivalencia de homotopia
si existe un morfismo g : Y — X tal que go f ~idyx y fog ~ idy. En este caso
se dice que g es la inversa de homotopia de f. Se puede probar que, al igual que
con los espacios topolégicos, la composicién de dos equivalencias de homotopia
es una equivalencia de homotopia.

Las dos siguientes definiciones vienen de [Hat02, pdgs. 2, 14].

Definicién 1.23. Sea X un C-espacio, y sea A C X un sub-C-espacio. Se dice
que A es un retracto por deformacion de X si existe una homotopia idy ~ r
relativa a A, donde r : X — X es un morfismo cuya imagen estd contenida en
A.Si H: X xI— X esla homotopia que cumple estas propiedades, también
se dice que H es un retracto por deformacion de X sobre A.

Observacién 1.24. Si A es un retracto por deformacion de X con idx ~ r
como en la definicién, entonces, como la homotopia es relativa a A, se deduce
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que 7|4 es la inclusién i : A < X. Ahora, sea ' : X — A igual a r pero con el
el codominio restringido. Tenemos que o7’ = r ~ idyx, y ademds 7’ o4 = idy.
Es decir que la inclusiéon i es una equivalencia de homotopia, con inversa de
homotopia r.

Definicién 1.25. Sean X un C-espacio y sea A C X un sub-C-espacio. Se
dice que el par (X, A) tiene la propiedad de extensién de homotopias si, dado
cualquier morfismo f : X — Y y dada cualquier homotopia H : A x I — Y que
parta de f| 4, existe una homotopia que parte de f y que extiende a H, es decir
existe H : X x I =Y tal que H'|ax; = H y tal que

H'(c)(x,0) = f(c)(x)
para todoc € Cy x € X(c).

La siguiente condicion suficiente nos serd 1til. El enunciado y la prueba vie-
nen de [Hat02, pags. 14, 533-534], en donde en realidad se prueba una condicién
que es equivalente a la propiedad de extensién de homotopias, pero para nuestro
caso nos serd suficiente esta versién simplificada.

Lema 1.26. Sea X un C-espacio y A C X un sub-C-espacio tal que A(c) C X(c)
es cerrado para todo ¢ € C. Supongamos que X x {0} U A x I es un retracto
por deformacién de X x I. Entonces (X, A) tiene la propiedad de extensién de
homotopias.

Demostracion. Sea Y un C-espacio, f: X — Y un morfismo,y H: Ax I —>Y
una homotopia que parte de f|4. Como cada A(c) C X (c) es cerrado, tenemos
un pushout

Ax{0} ——— AxI

! !

X x{0} — X x{0JUAXI,

donde todas las flechas son inclusiones. Entonces los morfismos H : A x I - Y
y fopr; : X x {0} — Y, que por hipétesis son iguales en A x {0}, inducen un
tnico morfismo X x {0} UA x I — Y que los extiende a los dos. Llamémosle F'
a este morfismo.

Por hipétesis, existe r : X x I — X x I tal que idx «; =~ r por una homotopia
relativa a X x {0} UA x I, y tal que la imagen de r estd en X x {0} UA x I. En
particular se deduce que r|xxfoyuaxs es la inclusién X x {0} UA X T — X x I.
Sea r’ igual que r pero con el codominio restringido a X x {0} U A x I, y sea
H' = For'. Como r'|xx(ojuaxr es la identidad y por la definicién de F', se ve
que H'|ax; = H y que H'|xx 0y = fopry, es decir que H’ es una homotopia
que parte de f y que extiende a H.

O

Usaremos esto para mostrar una clase importante de pares que cumplen la
propiedad de extension de homotopias:

Definicién 1.27. Sea X un C-CW-complejo libre. Un subcomplejo de X es un
sub-C-espacio A C X tal que A es una unién de celdas libres y tal que cada
A(c) es cerrado en X (c). Se puede probar que entonces A es un C-CW-complejo
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libre con la estructura que hereda de X [ver Hat02, pag. 7, en nuestro caso hay
que usar también la Proposicién 1.13]. En este caso el par (X, A) se llama par
C-CW libre.

La siguiente proposicién nos serd muy tutil en lo que queda del capitulo.
Adaptamos tanto el enunciado como la prueba a de [Hat02, Proposicién 0.16].

Proposicién 1.28. Sea (X, A) un par C-CW libre. Entonces X x {0} U A x I
es un retracto por deformaciéon de X x I, y entonces por el Lema 1.26 (X, A)
tiene la propiedad de extensién de homotopias.

Demostracion. Partimos del hecho de que, para todo n, el espacio topologico
D" x {0}US™~1 x I es un retracto por deformaciéon de D™ x I. Esto se puede ver
con un argumento geométrico [ver Hat02, pag. 15]. La idea de la prueba es usar
este hecho para hacer la homotopia que queremos celda por celda, empezando
por las celdas de dimensién mayor y terminando por las de dimensién menor.

Primero, es facil ver que, por lo visto en el parrafo anterior, se cumple que,
para todon € Ny ¢ € C, el C-espacio

home(c, —) x (D™ x {0} U S™™! x I)
es un retracto por deformacion del C-espacio
home (e, —) x D™ x I.
Llamémosle K, . a la homotopia
K, :home(e,—) x D" x I x I — home(c,—) x D™ x I

que nos da este retracto. A partir de estas obtendremos el siguiente resultado
intermedio: para todo n € N, el C-espacio X,, x {0} U (X,—1 U A,) x I es un
retracto por deformacién de X, x I. Veamos como se llega a esto.

Por la definicién de C-CW-complejo libre, tenemos el pushout

Hieln home(c;, —) x S"1 —— X, 4

I l

Hieln home(¢;, —) x D" —— X, ,

para todo n € N. El sub-C-espacio A,, = X,;, N A es una unién de celdas, por
lo tanto, dentro del conjunto de indices I,,, algunos indices corresponden a n-
celdas de A, y otros no. Sea I* C I,, el conjunto de indices que corresponden
a n-celdas de A, y sea I, = I,, \ I*. Entonces

H home(c;, —) x D™ = H home(¢;, —) x D"

i€l i€IA

il H home(c;, —) x D™,

i€l

y se puede ver que el diagrama
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Hie]! hOmc(Ci, —) x Sl —— X1 U An

I |

HiEI’ home (¢;, —) X D" —— X,

también es un pushout. Ahora, si multiplicamos cada C-espacio en un pushout
por I, y reemplazamos a cada morfismo f por f x id; (donde f x id; se define
de la forma obvia), sigue quedando un pushout. Esto se deduce de que lo mismo
se cumple en Top (recordar que los pushouts en C-Top son pushouts topolégicos
objeto a objeto). Entonces

[T;c; home(ci, —) x S" P x T —— (X, UA,) xI

I J

[, home(ci, =) x D" X [ ——— X, x I

también es un pushout. A partir de este se puede llegar al siguiente pushout:

[1;c;, home(ci, —) x (D™ x {0} US™ 1 xT) » X, x {0} U (X1 UA,) x T

I J

;e home(ci, —) x D™ x I X, x1

Usando este la propiedad universal del pushout obtendremos el resultado inter-
medio que queriamos: Multiplicando el diagrama de arriba por I, obtenemos
que el cuadrilatero superior del siguiente diagrama es un pushout:

(Hz’e];b home (¢;, —) x (D™ x {0} U ™! x I)) x I

—

(Hielf home(c;, —) x D™ x I x I

(X x {0} U(
HieI;L Kon.e, X X ]

;e home(cy, —) x D" x I

nlUA) )XI

X, x{0tU(X,—1UA,) xI

I
|
I

X, x 1
Como cada K, ., es una homotopia relativa a
home (¢;, —) x (D™ x {0} U S™~ x I),

el hexagono exterior conmuta, y se puede aplicar la propiedad universal del
pushout para obtener el morfismo K, que hace conmutar los cuadrildteros in-
feriores. Mirando este 1ltimo diagrama y usando que cada K, ., es un retrac-
to por deformacion, se puede ver que K, es un retracto por deformacién de
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X, x I sobre X,, x {0} U (X,_1 U A,) x I. Por ejemplo, como el cuadrildte-
ro inferior derecho conmuta, se deduce que K, es una homotopia relativa a
X, x {0} U (X,,—1 UA,) x I. Queda probado entonces el resultado intermedio.

Para terminar la prueba, tenemos que concatenar de alguna forma todas las
homotopias K,,. Esto lo haremos poniendo a las K, con n mas grande en tiempos
mas pequefios, terminando con K. Primero construimos inductivamente, para
todo n € N, la homotopia H, : (X, x I) x I — X,, x I tal que H,, es la
concatenacion de K,,, K, _1,...,Ky. Més especificamente, definimos a las H,,
de forma que cumplan que

1. H, es constante en el intervalo [0,27"~1].

2. Para cada 0 < k < n, la restriccién Hy,|(x, xyx[2-#-1,2-#] s igual a K}, a
menos de reparametrizacion, y Hy|(x, x1yx[2-*-1,1] = Hg-

El caso n = 0 consiste simplemente en reparametrizar Ky, y el paso inductivo se
prueba aplicando la propiedad universal del pushout de una forma muy similar
a como hicimos en la parte anterior de esta prueba. Se puede ver que, dada esta
definicién, cada H,, es un retracto por deformacién de X, x I sobre X,, x {0} U
A, x1I.

Por tltimo, usamos la propiedad universal del colimite (que cumple X por
ser un C-CW-complejo libre) para obtener un retracto por deformacién definido
en todo (X x I) x I. Dado k < n, por la segunda propiedad que define a H,,, se
da que

(Xp x ) x T —Fry Xy 5T X x1

(anf)xfixkxf/

conmuta. Como (X X I)xT = colim,, oo (X, xI)xI (ya que X = colim, o0 X,),
podemos aplicar la propiedad universal del colimite para concluir que existe un
unico morfismo H : (X x I) x I — X x I tal que

(Xuox D) x T 2 X, w1 e X x 1

/ /
(X xI)xI H

conmuta para todo n € N. Como cada H, es un retracto por deformaciéon
de X, x I sobre X,, x {0} U A, x I, se deduce de la definicién de H que
este debe ser un retracto por deformacién de |J, . Xn X I = X x I sobre
Unen Xn x {0jUA, x I =X x {0} UA X I.

neN

O

1.4. Teorema de Whitehead

En esta seccién probaremos una version del teorema de Whitehead. La ver-
sién cldsica de este teorema se puede encontrar por ejemplo en [Hat02, Teorema
4.5]. Empezamos con el siguiente lema, que adaptamos de [Hat02, Lema 4.6].
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Lema 1.29. Sea (X, A) un par C-CW libre, y sea (Y, B) un par de C-espacios
con B CY. Supongamos que

1. Paratodon > 1y ¢; € C tal que X\ A tiene C-n-celdas basadas en ¢;, se da
que (Y(c¢;), B(c;)) es n-conexo; esto significa que 7, (Y (¢;), B(¢;:),40) = 0
para todo yo € B(¢;).

2. Si X\ A tiene C-0-celdas basadas en ¢;, entonces el par (Y (¢;), B(¢;)) es 0-
conexo, lo cual quiere decir que cualquier punto de Y (¢;) estd en la misma
componente conexa por caminos que uno en B(¢;).

Entonces todo morfismo f : (X, A) — (Y, B) (es decir, todo morfismo f : X — Y
tal que f(A) C B) es homotopico relativo a A a un morfismo g cuya imagen
estd contenida en B.

Demostracion. La idea de la prueba consiste en usar la hipdtesis de que el par
(Y(c;), B(c;)) es n-conexo para hallar, para cada C-celda de X \ A, una homoto-
pia desde la restriccién de f a esta celda a un morfismo que la manda a dentro
de B. Luego se obtiene la homotopia f ~ g partiendo de estas homotopias.
Esta prueba es igual a la versién para C = 1 en [Hat02, Lema 4.6], excepto
que usamos la adjuncién de la Proposiciéon 1.13 para convertir homotopias de
funciones continuas D™ x I — Y'(¢;) a homotopias de morfismos de C-espacios
home(c;,—) x D" x I =Y.

Empecemos probando la siguiente afirmacién. Sea f, = f. Entonces, para
todo n € N, existe un morfismo f,, : (X, A) — (Y, B) tal que f,(X,—1) C B,
de forma que para todo n se da que f, ~ f,4+1 a través de una homotopia K,
relativa a AU X,,_;. Para n = 0, se cumple que fo(X_1) = f(@) C B por
definicién, asi que basta probar el paso inductivo. Sea n > 1, y supongamos que
fn (Xn—l) - B.

Si X'\ A no tiene C-celdas de dimensién n, entonces X,, C X,,—1 U A, por lo
que f,(X,) C B, y podemos tomar f,11 = fp, con K, la homotopia constante.
Entonces, supongamos que si hay C-n-celdas en X \ A. Sea ; : home(c;, —) x
D" — X el morfismo de inclusiéon de una de estas C-n-celdas. Por construccion,
la restriccién de ¢; al sub-C-espacio home(c;, —) x S™~! (es decir, el morfismo de
pegado de esta celda) tiene su imagen dentro de X,,—;. Entonces f,, o ¢; manda
a home(c;, —) x S*~! a dentro de B. Vamos ver que f, o ; es homotépico
relativo a home(c;, —) x S"~! a un morfismo cuya imagen estd en B. A f,, 0¢; :
home(c;, —) x D™ — Y le corresponde, por la adjuncién en la Proposicién 1.13,
una dnica funcién continua D™ — Y'(¢;). Llamémosle ¢; a esta funcién. Se
deduce de la naturalidad de esta adjuncién que 1; manda a S™~! a dentro de
B(c;), es decir, que ; es una funcién (D™, S"~1) — (Y (c;), B(ci))-

Por hipétesis, (Y (¢;), B(c;)) es n-conexo, lo que implica que v; es homot6pi-
ca, relativo a S"71, a una funcién cuya imagen estd en B(c;). Sea K : D" x I —
Y (¢;) esta homotopia. Usando la adjuncién en la otra direccién, esta homotopia
induce un morfismo K; : home(c;, —) x D™ x I — Y. Por la naturalidad de la
adjuncién, K; hereda las propiedades correspondientes de K, es decir que K;
es una homotopfa relativa a home(c;, —) x S~ ! entre f, o ¢; y un morfismo
cuya imagen esta en B.

Ahora veamos cémo se usan las homotopias K; para construir la homotopia
K,, que pruebe que f, ~ f,+1. La idea es usar las K; en las C-n-celdas de
X \ A, la homotopia constante en X,,_1 U A, y luego usar la Proposicién 1.28
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para extender a todo X. Primero, con un argumento similar al de la prueba de
la Proposicion 1.28, se prueba que el diagrama

Hiel' home (¢, —) x S ' —— X,,_1UA

I I

;e home(ci, —) x D" ——— X,, UA

es un pushout, donde I/, es el conjunto de indices que corresponden a n-celdas de
X\ A. Por lo tanto también lo es el cuadrilatero superior del siguiente diagrama:

[T, home(c;, —) x S™7 1 x T

Hiel;, home (¢;, =) x D" x I (Xpn—1 UA) x T

X1 UA

Como cada K; es una homotopia relativa a home(c;, —) x S~ ! que parte de
fn 0 w;, el pentagono exterior de este diagrama conmuta, y por lo tanto existe
un dnico K, : (X, UA) x I — Y que hace conmutar el diagrama. Como el
cuadrilatero derecho conmuta, K, es una homotopfa relativa a X,,_; UA. Como
el tridngulo izquierdo conmuta y como cada K; es una homotopia a un morfismo
cuya imagen estd en B, K/, debe ser una homotopia a un morfismo cuya imagen
estd en B. Ademds como cada K; parte de f, o p;, K|, debe partir de f,,|x,ua.

Para obtener una homotopia X x I — Y, basta con usar la propiedad de ex-
tensién de homotopias (que el par C-CW (X, A) cumple por la Proposicién 1.28)
y extender K/, a una homotopia K, : X x I — Y que parta de f,,. Como K},
ya estaba definida en (X,, U A) x I y K,, es una extensién de esta, K, también
cumple que es relativa a X,,_; U A y que termina en un morfismo que manda a
X, a B. Le llamamos f,,+1 a este morfismo.

Queda probada la afirmaciéon. Ahora hay que concatenar todas las homo-
topias K,, para terminar de probar este lema. Dado n € N, definimos H,, :
X x I =Y tal que

1. Para todo 0 < m < n, la restriccién Hn|XX[1,2m,1,2m+1] es igual a K, a
menos de una reparametrizacion lineal.

2. H,, es la homotopia constante en el intervalo [1 — 2"+ 1].

Es decir que H, es una concatenacién de Kj,...,K,, y se hace constante a
partir de 1 — 271, Se ve que cada H,, es una homotopia de f = fo a fri1.
Notar que como cada K, es relativa a A, las H, también quedan relativas a
A. Notar también que, por la definicién de H,,, y como cada K, es relativa a
Xm—1, se cumple que Hy,|x, x1 = Hg|x, x1 para todo 0 < k < n.

Entonces el diagrama
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H,
X@x]Jﬁﬁiy

/I’In;xnx[

conmuta para todo n,k € N con k < n. Como X x I = colim,, o, X, X I, por
la propiedad universal del colimite, existe un tnico morfismo H : X x [ — Y
tal que conmuta el diagrama

X, x1

H.lx,

Xﬁx[—iiliy

XxI///gf

para todo n € N. En otras palabras, tal que H|x, x;1 = Hy|x, x1. Como cada H,,
es una homotopia relativa a A, esto implica que H deja fijo a cada A,, = ANX,,,
lo que significa que H deja fijo a A = |J,cy An. Asi que H también es una
homotopia relativa a A. Ademas, como cada H,, es una homotopia de f a un
morfismo que manda el n-esqueleto a B, H debe ser una homotopia de f a un
morfismo que manda cada n-esqueleto a B, es decir a un morfismo que manda

aX=U,enXnaB.

O
La siguiente definicién viene de [DL98, Definicién 3.3].

Definicién 1.30. Un morfismo de C-espacios f : X — Y es una equivalencia
de homotopia débil si f(c) es una equivalencia de homotopia débil para todo
c € C. Aqui, una equivalencia de homotopia débil entre espacios es una funciéon
continua que induce isomorfismos en cada grupo de homotopia [ver por ejemplo
Hat02, pag. 352].

Vamos a probar que, para el caso de los C-CW-complejos libres, todas las
equivalencias de homotopia débiles son equivalencias de homotopia (fuertes).
Esto se conoce como el teorema de Whitehead. Para esto debemos definir una
versién para morfismos entre C-espacios del mapping cylinder. La definicion es
la extension obvia de la definicién cldsica [ver por ejemplo Hat02, pag. 2]).

Definicién 1.31. Dados dos C-espacios X,Y y un morfismo f : X — Y, se
define el mapping cylinder M ; como el C-espacio obtenido del pushout

X Uy x T

1

Y —— My,

donde el morfismo iy es tal que i1(c)(x) = (x,1) para todo c € Cy x € X(c)
(es facil ver que esto define un morfismo de C-espacios). Se puede probar que el
morfismo Y — My es un isomorfismo sobre su imagen, y que X es isomorfo a
la imagen de X x {0} por el morfismo X x I — M. En lo que sigue vamos a
identificar entonces a Y con su imagen por Y — My, y a X con la imagen de
X x {0} por X x I — My, escribiendo X C My eY C Mjy.
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Observacion 1.32. Esta definicion es compatible con la definicién clasica de
mapping cylinder, en el siguiente sentido: Dado ¢ € C, tenemos que

X() M (o)« 1

e |
Y(c) —— My(c)

es un pushout de espacios, asi que My (c) = My, el mapping cylinder (clasico)
de la funcién continua f(c).

Ademas, al igual que en el caso clasico, My cumple que Y es un retracto
por deformacién de Mjy. Esto se prueba a partir de el hecho de que X x {1} es
un retracto por deformacién de X x I (lo cual se puede probar directamente)
y usando la propiedad universal del pushout. Asi que la inclusién Y — My es
una equivalencia de homotopia, donde la inversa de homotopia r : My — Y estd
dada por la proyeccion X x I — X y la identidad Y — Y. Se puede ver que, si
ix : X — M es la inclusién, entonces f = r o ix. Este hecho nos serd util en
la prueba del teorema que sigue.

Usaremos el siguiente lema para luego probar el teorema de Whitehead en
1.34.

Lema 1.33. El par (M, XUY') tiene la propiedad de extensién de homotopias.

Demostracion. Por la el Lema 1.26 basta probar que My x{0}U(XUY ) xI es un
retracto por deformacién de My x I. Dado que I x {0}U{0, 1} x I es un retracto
por deformacién de I x I, es facil probar que (X x I) x {0} U (X x {0,1}) x I
es un retracto por deformacién de (X x I) x I. Este retracto estd dado por una
homotopia H : (X x I) x I x I — (X x I) x I. Tenemos un pushout

XxI —— (X xI)xI

| !

Y XTI —— MyxI

obtenido de multiplicar por I a todos los objetos y morfismos del pushout que
define a My. Entonces, usando la propiedad universal del pushout, podemos
definir una homotopia My x I xI — My x I definiéndola en (X xI)xIyenY xI
por separado: en (X x I) x I usamos H compuesta con el morfismo (X xI)xI —
My x I del diagrama de arriba, y en Y x I usamos la homotopia constante. Se
puede aplicar la propiedad universal del pushout (es decir, estas definiciones son
compatibles) porque H es relativa a (X x I) x {0} U (X x {0,1}) x I. Entonces,
por céomo definimos H, la homotopia My x I x I — My x I resultante serd el

retracto por deformacion que queremos.
O

Finalmente probamos una versiéon del teorema de Whitehead, como aparece
en [DL98, Corolario 3.5].

Teorema 1.34. (Whitehead). Si X,Y son C-CW-complejos libres y f : X —
Y es una equivalencia de homotopia débil, entonces f es una equivalencia de
homotopia.

24



Demostracién. Reproducimos la prueba del caso clasico en [Hat02, pag. 347],
con solo pequenas modificaciones para adaptarla al caso general. La idea es
reducir el problema a probar que X es un retracto por deformaciéon del mapping
cylinder M¢, y probar esto tltimo aplicando el Lema 1.29 y la propiedad de
extensién de homotopias (la Proposicién 1.28), entre otras cosas.

Sea My el mapping cylinder de f. Como vimos en la observacién 1.32, te-
nemos que f = roix, donde ix : X — My es la inclusion y r : My — Y es
un retracto que es una equivalencia de homotopia. Entonces basta probar que
ix es una equivalencia de homotopia (ya que entonces f = r o ix también lo
serd), y para esto es suficiente probar que X es un retracto por deformacién
de My, por la observacién 1.24. Asi que tenemos que construir una homotopia
My x 1 — My que parta de la identidad y termine en un morfismo cuya imagen
estd contenida en X. Empezamos con una de la forma (X UY) x I — My, que
luego la extenderemos a todo My x I.

Primero, notar que X UY es un C-CW-complejo libre, y que su inclusién
en My es un morfismo i : (X UY,X) — (M, X). Como My(c) = Mgy vy
f(c) es una equivalencia de homotopia débil para todo ¢ € C, se cumple que
mn(My(c), X(c),z0) = 0 para todo n y o € X(c). Es decir que se cumplen las
hipdtesis del Lema 1.29, y obtenemos una homotopia H relativa a X que parte
de la inclusién i : (X UY, X) — (My,X) y llega a un morfismo cuya imagen
estd contenida en X. Como (M, X UY) tiene la propiedad de extensién de
homotopias (por el Lema 1.33), y la inclusién ¢ : X UY < M es la restriccién
de la identidad idps, : My — My, podemos extender H a una homotopia H' :
My xI — My que parta de la identidad. El hecho de que H' extiende a H implica
que H’ es una homotopia, también relativa a X, que parte de la identidad y
llega a un morfismo g : My — My que cumple que g(X UY) C X. Pero no
necesariamente se cumple que g(My) C X, que es lo que querriamos. En lo que
sigue vamos a mostrar que sin embargo g es homotépico a un morfismo que si
cumple esto.

Se puede probar que, como X es un C-CW-complejo libre, también lo es
X x I,y ademéds (X x I,X x {0,1}) es un par C-CW libre. De la definicién
de My tenemos un morfismo j : X x I — My (el morfismo de la derecha en el
pushout), composicién g o j (a la cual podemos ver como “la restricciéon de g
a X x I”) es un morfismo (X x I, X x {0,1}) — (My, X). Podemos entonces
aplicar otra vez el Lema 1.29 para obtener una homotopia K : (X xI)xI — My
relativa a X x {0, 1}, que parta de goj y llegue a un morfismo cuya imagen esta
contenida en X. Podemos extender esta homotopia a una definida en todo My,
definiendo a esta tltima en Y como la homotopia constante. Especificamente,
usamos la propiedad universal del pushout:

£ xids XXI\z‘lxid,
Y x1I (X xI)xI
pr, | N s
Mf x I
Y |
L2
My -9 M

En este diagrama, el cuadrilatero superior se obtiene del pushout de la defi-
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niciéon de My multiplicando por I, asi que también es un pushout. Asumiendo
que el hexagono exterior conmuta, se obtiene por la propiedad universal un
tnico K’ que hace conmutar el diagrama. Veamos que K’ es la homotopia que
queremos. Como K era relativa a X x {0,1} (y en particular a X x {0}) y
conmuta el tridngulo de la derecha, K’ es relativa a X. Como K parte de g o j
y ambos lados del diagrama conmuta, se puede ver que entonces K’ parte de g.
Y como K llega a un morfismo con la imagen contenida en X, y g(Y) C X, se
deduce que K’ llega a un morfismo cuya imagen esté contenida en X. Entonces,
concatenando las homotopias H' y K’, obtenemos una homotopia relativa a X
desde la identidad My — M hasta un morfismo cuya imagen estd en X, lo cual
implica que X es un retracto por deformaciéon de M. Esto es lo que queriamos
probar.
Finalmente, verificamos que el hexdgono exterior realmente conmuta. Sea
¢ € C un objeto y (z,t) € X(¢) x I un punto. El camino izquierdo lleva a
este punto a (g o f)(c)(z), mientras que el derecho lo lleva a K(c)((x,1),t).
Como K es relativa a X x {0,1} y en particular a X x {1}, este tltimo es
igual a K(c)((z,1),0), que es igual a (g o j)(c)(z,1). Pero por la definicién de
j, se cumple que j(c)(x,1) = f(c)(z), asi que ambos caminos llevan al punto a
(g0 £)()().
O

Como se puede ver los C-CW-complejo libre cumplen ciertas propiedades
que hacen que sea mas facil trabajar con ellos. En la siguiente seccién veremos
como sustituir un C-CW-complejo libre en lugar de un C-espacio arbitrario.

1.5. Aproximaciones C-CW

La siguiente definicién es una versién un poco simplificada de la que aparece
en [DL98, Definicién 3.6] (en [DLI8] lo definen para pares de C-espacios, pero
aqui lo hacemos para C-espacios solos).

Definicién 1.35. Sea X un C-espacio. Una aproximacion C-CW
f+Z2—-X

consiste en un C-CW-complejo libre Z junto con un morfismo de C-espacios f
tal que f es una equivalencia de homotopia débil.

En [DL98, Teorema 3.7] se prueba la existencia y unicidad de las aproxima-
ciones C-CW. Aqui haremos lo mismo pero adaptando las pruebas cldsicas de
[Hat02].

Teorema 1.36. Todo C-espacio tiene una aproximacion C-CW.

Demostracion. Sea X un C-espacio cualquiera. La idea es construir el C-CW-
complejo libre Z y el morfismo f : Z — X inductivamente. Para cada n € N,
construimos un C-CW-complejo libre Z,, y un morfismo f, : Z, — X que
cumple

1. Z, es de dimension n, y si k < n, el k-esqueleto de Z,, es Z y fnlz, = fi-
2. Para todo ¢ € C, y para todo zg € Z,(c), el morfismo inducido

(fn(0)), s 7k(Zn(c), 20) = m(X(¢), fn(€)(20))

es un isomorfismo para 0 < k < n y sobreyectivo para k = n.

26



Construimos a cada Z,, a partir de Z,,_; pegando celdas. Luego tomaremos
colimite para obtener f : Z — X, y veremos que esta cumple las propiedades
que queremos. Nos basamos en la prueba de [Hat02, pags. 352-353], solo que
en nuestro caso usamos la adjuncién en la Proposicién 1.13 en cada paso para
obtener morfismos de pegado que sean morfismos de C-espacios, en lugar de
funciones continuas.

Veamos primero el caso base n = 0. El espacio Zy serd una unién de C-
0-celdas libres, y la condicién que debe cumplir fy : Zy — X es Unicamente
que

(fo(c)), : m0(Zo(c), 20) = mo(X(c), fo(c)(20))

sea sobreyectiva para todo ¢ € C 'y zg € Zp(c). Esto es equivalente a decir que la
imagen de fo(c) intersecta a todas las componentes conexas de X (¢), para todo
¢ € C. Veamos como se logra esto.

Para cada ¢ € C, sea el A, el conjunto de componentes conexas por caminos
de X(c), y sea {zc.a}aeca, un conjunto tal que z. 4 € A C X(c) para todo
A€ A.. Dado A € A, sea 1. 4 : D° — X (c) la funcién tal que v 4(0) = z¢ 4,
donde 0 es el tinico punto de D. Por la adjuncién en la Proposicién 1.13, a cada
e, 4 le corresponde un morfismo de C-espacios ¢, 4 : home(e, —) X DY — X,
y se puede ver que este ¢, 4 cumple que x. 4 estd contenido en la imagen de
@e A(c) (especificamente, . 4(c)(0,id.) = z 4). Definimos a Zy como

Zy = H home (¢, —) x D?,
ceC, A A,

v a fo como

fO = H Pe,A -

ceC, A€ A,

Por definicién, cada . 4 pertenece a la imagen de fo(c), asi que fo cumple lo
que queriamos.

Ahora veamos el paso inductivo. Dado n > 1, supongamos que ya tenemos
definidos a Z,,_1y fn_1:Zn—1 — X, y queremos construir a Z, y a f, : Z, —
X. Primero, para cada ¢ € C, elijamos un conjunto {zc¢}eca, € Zn—1(c) que
tenga un punto en cada componente conexa por caminos de Z,_1(c), donde A, es
un conjunto de indices. Podemos asumir que {z.s}seca, es una unién de 0-celdas
de Z,,_1(c), donde vemos a Z,,_1(c) como un CW-complejo clasico. Usaremos
a estos puntos z. ¢ como puntos base sobre los cuales pegaremos celdas nuevas
para formar a Z,. La primera parte de la construcciéon consistird en definir
todos los morfismos que vamos a necesitar. Estos son los morfismos de pegado
que usaremos para definir Z,,, junto con algunos morfismos que usaremos para
extender f,_1 a fn.

Para cada c € C y £ € A, sea {[{cr,a]}aca,, un conjunto generador del
kernel del morfismo

(fa-1(0)), + Tn1(Zn1(e); 2e.0) = mn—1(X (), fr1(c)(ze,0)) 5

donde A, ¢ es un conjunto de indices. Podemos elegir a los representantes ¢ ¢, :
S — Z,_1(c) de modo que sean funciones celulares, donde S™~! tiene su
estructura CW estandar con una sola 0-celda. Esto se da por el teorema de
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aproximacién celular para funciones continuas [ver Hat02, Teorema 4.8]. Las
funciones 1) ¢, inducen bajo la adjuncién de la Proposicién 1.13 morfismos

Get.o - home(c,—) x "1 — Z, 4.

Por cémo elegimos a .. ¢ 4, se da que f,—1(¢)0tepq : S 1 — X(c) es homoto-
picamente trivial, por lo que existe una funcién fﬁ to D" = X (¢) que extiende
a fn—1(¢) 0 Yo Esta induce un morfismo

feto s home(c,—) x D™ — X

por la adjuncién, y se puede ver que f. ;. extiende a f,,—1 0 ¢ r,q. Usaremos
a Pc,0,o Mas tarde como morfismo de pegado de una C-n-celda libre, y a f. /.«
para definir f,, en el interior de esta celda. Estas celdas sirven para asegurar la
condicién de inyectividad de (f,,(c))«.

Ahora, para cada ¢ € Cy £ € A, sea {[g,.,]}rer., un conjunto generador
de

(X (e), fa-1(c)(2c0))

donde I ¢ es un conjunto de indices. Por aproximacion celular [Hat02, Teorema
4.8] podemos hacer que cada representante g, , . : " — X(c) mande el punto
base de S™ al punto f,,—1(c)(2¢,¢). Las funciones g;lﬁ inducen morfismos ge ¢ - :
home(e, —) x S™ — X. Sea ¢ : D™ — S™ una funcién que lleva el borde de D™
al punto base de S™ y es un homeomorfismo en el interior de D™. Se define

fe.y = Geoy 0 home(c, —) X ¢ - home(e, =) x D™ — X .

Sea kg’g :S"=1 — Z,_1(c) la funcién constante que vale z., en todo punto. Se
define k. : home(c, —) x S"~1 — Z,,_; a partir de kél usando la adjuncién. Se
puede ver entonces (por ejemplo, usando la naturalidad de la adjuncién (1.16))
que cada f.p . extiende a f,,_1 o k.. Usaremos a los k., como morfismos de
pegado de C-n-celdas, y a los f.¢~ en la definicién de f,. Estas celdas nos
aseguraran la condiciéon de sobreyectividad.

Ya tenemos todos los ingredientes necesarios para la definicion de Z,, y de
fn: Zn — X. Se define Z,, a partir del pushout

n— n— H‘PC,&a HHk'c,l
Hc,Z,a BC(S 1) inl Hc,[.ﬁy BC(S 1) anl

I |

Hc,é,a BC(Dn) HHC,Z,’Y BC(Dn) Zn )

donde los coproductos a la izquierda del II son sobre todo ¢ € C, £ € A, y
o € Ay, y los de la derecha son sobre c € C, £ € A,y v € I.g; y recordamos
que B.(X) = hom¢(c,—) x X (volvemos a esta notacién ahora para ahorrar
espacio). Definimos a f, : Z,, — X usando la propiedad universal del pushout:

n— — H Pe,l,a 1T H kc,ﬁ
e o Be(S" ™) O, Be(S"H) = Zn

|

Hc,@,a BC(Dn) inl Hc,l,'y BC(DTL)

H fc,[,oz I H fc,[,'y
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El cuadrilatero exterior conmuta porque como vimos antes cada f. ¢, extiende
a fno10@era y cada f.g . extiende fr_q 0k . Asi que obtenemos el morfismo
Unico f,, que hace conmutar el diagrama.

Veamos que f, : Z, — X cumple la propiedad 2 de arriba. Dividimos la
prueba en tres casos: para k < n —2, para k =n — 1y para k = n. Primero, sea
k <n — 2. Hay que probar que

(fn(e)), s mk(Zn(c), 20) = mi(X(c), fn(c)(20))

es un isomorfismo para todo zg € Z,(c¢). Como en la construccién no le agre-
gamos nuevas componentes conexas por caminos a Z,_1(c), basta probar esto
para todo zg € Z,_1(c) [ver Hat02, pdg. 345]. Notar que Z,(c) se construye
a partir de Z,,_1(c) pegando n-celdas (para cada n-celda libre que le pegamos
a Z,—1, se le pegan posiblemente muchas n-celdas clésicas a Z,_1(c)) y que
Zn—1(c) es el (n — 1)-esqueleto de Z,(c). Para los CW-complejos, el k-ésimo
grupo de homotopia solo depende del (k + 1)-esqueleto [ver por ejemplo Hat02,
Corolario 4.12]. Entonces la inclusién Z,,_1(¢) < Z,(c) induce un isomorfismo
en estos grupos. Asi que tenemos un diagrama conmutativo

Wk(anl (C); ZO)

gl %(C))*

Wk(Zn(c)’ ZO) v Wk(X(C)a fn(c)(ZO)) )
(fn ().
donde el morfismo vertical es el inducido por la inclusién. Por la hipdtesis de
induccién, (fn,—1(c)), era un isomorfismo, asi que (f,(c)), también debe serlo.
Ahora sea k = n—1. En este caso también hay que probar que (f,(c)), es un
isomorfismo, pero hay que ver la sobreyectividad y la inyectividad por separado.
Para la sobreyectividad usamos el diagrama conmutativo

Tn—1(Zn-1(¢), 20)

l *-mc»*

Tn—1(Zn(c), 20) m Tn—1(X(c), fn(c)(20)) s

donde el morfismo vertical es el inducido por la inclusion. Como por hipdtesis
de induccién (f,—1(c)), era sobreyectivo, se deduce que (f,(c)), también lo
es. Para la inyectividad van a jugar su rol las celdas que pegamos a lo largo
de los morfismos ¢, ¢ . Notemos igual que antes que no le agregamos ninguna
componente conexa nueva a Z,_1(c) (si podemos haber reducido el nimero de
componentes conexas en el caso n = 1). Entonces, por cémo elegimos al conjunto
{%c,0}eca,, basta probar que

(fn(c))* : 71-nfl(Zn(C)a Zc,Z) - anl(X(c)’ fn(c)(zc,é))

es inyectivo para todo £ € A. (esto es otra vez por [Hat02, pdg. 345]). Su-
pongamos que tenemos un elemento [¢] en el kernel de este morfismo. Por el
teorema de aproximacién celular, ¢ : S"~t — Z, (c) es homotépica a una fun-
cién cuya imagen estd contenida en el (n — 1)-esqueleto de Z,(c), es decir en
Zn—1(c). Es decir, 1 es homotdpica a una funcién de la forma i, o ¢, donde
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in—1: Zn—1(c) = Zn(c) es la inclusién, y 1)’ es representante de un elemento en
el kernel de

(fnfl(c))* : anl(anl(c)vzc,Z) — anl(X(C)a fn(c)(zc,f)) 5
debido a que f,(c) extiende f,,_1(c). Como habfamos elegido a {[tc ¢,a]}aca. ,

como un generador de este kernel, se cumple que [¢V'] = [Yer.01] [Yetian s
para algunos o, ..., ay, € Ac¢. Asi que, para probar que el elemento
['(/J] = [infl o wl] = [Z-nfl o wc,f,al] T [infl o wc,f,am]

€ Tp_1 (Zn(c)7 ZC,Z)

es trivial, basta con probar que [in—1 0% o] €s trivial para todo a € A. . Esto
se cumple porque, para cada a € Ay, le pegamos a Z,_; una n-celda libre a
lo largo de ¢¢ .0, lo que implica que le pegamos a Z,_1(c) por lo menos una
n-celda clasica a lo largo de . : esta es la imagen de {id.} x int D". Es decir
que in—1 0 Pera 2 S"1 — Z,(c) se puede extender a una funcién continua
D™ — Z,(c), lo que significa que [i,—1 0%c 0] € Th_1(Zn(c), Zc,¢) es trivial [ver
Hat02, pag. 346].
Finalmente, queda el caso k = n. Hay que probar que

(fn(0)), s Tn(Zn(€); 20) = mn(X(€), fn(c)(20))

es sobreyectivo para todo ¢ € C y 29 € Zp(c). Por el mismo argumento de
arriba podemos sustituir a zyp con z., para £ € A.. Aqui es que se usan las
celdas que pegamos a lo largo de los morfismos k¢ . Como {[g, , . |}4er., era
un generador de m, (X (¢), frn_1(c)(zcr)) = mn(X(c), fn(c)(zcr)), basta probar
que cada g, : S" = X(c) es de la forma f,,(c) o h, con h: S* — Z,(c) una
funcién continua que manda al punto base de S™ a z.,. Visto en términos de
funciones que parten de D™, hay que probar que

gé,l,'yoq:Dn_)X(c)

es de la forma f,,(c) o b/, con &' : D™ — Z,(c) una funcién tal que h'(S"~') =
{#c,e}. Sea n : home(c,—) x D™ — Z,, el morfismo de inclusién de la n-celda
libre con indice (c,4,7), es decir la que cumple que f, on = f. .. Entonces,
usando la naturalidad de la adjuncion (1.16),

fn(c) ° T(77) = T(fn © 77) = T(fc,é,'y) :

Por definicién tenemos que ademds fc ¢ = gc.¢,vohome(c, —) x ¢, asi que usando
nuevamente (1.16),

T(fc,f,’y) = T(gc,é,w o hOl’Ilc(C, _) X q) = T(gc,é,'y) °q = gé,é;y °q.

Asi que T(n) es la b’ que queriamos.

Ahora que tenemos definidas aproximaciones f, : Z, — X para todon € N,
podemos tomar colimite: se define Z = colim,,_,, Z,. Como cada f,, extiende
a las fi anteriores, podemos definir f = colim, .~ f,. Es decir, f es el tnico
morfismo que cumple que

Zn

I x
[/
A f
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conmuta para todo n. Sea ¢ € C. Como el n-ésimo grupo de homotopia solo
depende del (n + 1)-esqueleto [ver Hat02, Corolario 4.12], y el (n + 1)-esqueleto
de Z(c) es Zp41(c), se cumple que la inclusién Z,11(c) — Z(c) induce un
isomorfismo en el n-ésimo grupo de homotopia para todo n. Sea zy € Z,,11(c).
Como

to(Zusr (0, 20) LD 1 (X (0), £(0)(20))

|
(f(c))

mn(Z(¢); 20)

conmuta y (fp+1(c)), es un isomorfismo (por cé6mo construimos a fy41), enton-
ces (f(c)), también lo es. Como Z,,11(c) ya corta todas las componentes conexas
de Z(c), esto es suficiente para probar que f(c) es una equivalencia de homo-
topia débil. Entonces queda probado que f es una equivalencia de homotopia
débil.

O

Probamos entonces la existencia de las aproximaciones C-CW. Ahora vere-
mos que estas también cumplen una propiedad de unicidad. La siguiente pro-
posicién corresponde a [DL98, Teorema 3.7.2].

Proposicién 1.37. Sean f : Z — X y f' : Z/ — X’ aproximaciones C-CW.
Sea g : X — X’ un morfismo de C-espacios. Existe un morfismo de C-espacios
h:Z — Z' tal que el diagrama

/

Z — X

A

Z! — X'
conmuta a menos de homotopia. Ademas, este morfismo A es el inico morfismo,
a menos de homotopia, que satisface esto.

Demostracion. La prueba es una versiéon simplificada de la que se encuentra
en [Hat02, Proposicién 4.18], adaptada al caso de los C-espacios. Sea My el
mapping cylinder de f’. Como f’ es una equivalencia de homotopia débil, se da
que m,(My (c), Z'(c), zy) es trivial para todo ¢ € C, n € Ny z, € Z'(c), igual
que en la prueba del Teorema 1.34. Sean ix/ : X' — My e iy : X' — My las
inclusiones. Entonces tenemos un morfismo

ix ogof:(Z,@)— (My,Z").

Como (Z,) es un par C-CW, y por el Lema 1.29, existe una homotopia de
este morfismo a uno cuya imagen estd contenida en Z’. Es decir, tenemos un
morfismo h : Z — Z', y una homotopia H : Z x I — My que prueba que

iX/OgOfﬁiZ/Oh,

Sea r : My — X' la proyeccién, como en la observacién 1.32. Se deduce de lo
anterior que
roixrogof~roigzoh,
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peroroixs =idxs y roiz = f’ (como vimos en la observacién 1.32), asi que
queda probado que g o f ~ f’ o h, que es la primera parte de la proposicion.
Ahora supongamos que tenemos dos morfismos hg, hi : Z — Z' tales que

floho':f/ohlﬁgof

Por la observacién 1.32 tenemos una homotopia idj, o ix: o r. Esta induce
homotopias

iZ/Oh():ide,OZ'Z/OhoﬁiX/OTOZ'Z/OhO:’L.X/Of/OhO’

izrohy =idn,, 0igrohy ~ixioroiziohy =ix o f ohy,

y como f'ohg =~ f’ohy, esto implica que iz ohg ~ igohy. Sea K : Zx1 — My la
homotopia que prueba que iz ohg ~ iz ohy. Se puede ver que (Z x 1,7 x{0,1})
es un par C-CW, y que K es un morfismo

K:(ZxI1,Zx{0,1}) = (M, 2').

Otra vez usando el Lema 1.29, se obtiene que K es homotépica relativo a Z x
{0,1} a un morfismo K’ cuya imagen estd contenida en Z’. Como entonces
K'| %501} = K|zx 0,1}, se ve que K’ también es una homotopia entre iz o hg e
1z 0h1, pero como su imagen estd contenida en Z’ se concluye que K/ =iz 0H,
donde H : Z x I — 7' es una homotopia entre hg y hi.

O

Se deduce lo siguiente:

Corolario 1.38. Las aproximaciones C-CW son tnicas a menos de equivalencia
de homotopia.

Demostracion. Adaptamos el enunciado y la prueba de [Hat02, Corolario 4.19].
Sea X un C-espacioy f:Z — Xy f': Z' — X aproximaciones C-CW. Usando
la Proposicién 1.37 dos veces con g = idx obtenemos morfismos h: Z — Z' y
h :Z' — Z,que cumplen que f ~ f'ohy f' ~ foh' respectivamente. Entonces
f=fohohy f ~ f ohol/,es decir que los diagramas

/ /

7 —— X 7 Y X

h o hJ{ J{idx ho h/l J{idx
Z L> X, Z —— X

conmutan a menos de homotopia. Como idz y idzs respectivamente también
hacen conmutar estos diagramas a menos de homotopia (poniéndolos en lugar
de h/oh y hoh' respectivamente), se deduce de la unicidad en la Proposicién 1.37
que h' oh ~ idz y que hoh' ~ idz, es decir que Z y Z’ son equivalentes de
homotopia.

O
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2. Teorias de homologia

En este capitulo introducimos el concepto de teoria de homologia para C-
espacios, y mostramos una herramienta importante para su calculo, las sucesio-
nes espectrales. En la Seccién 2.1 damos la definicién de teoria de homologia
y probamos algunas propiedades basicas, como la existencia de la sucesion de
Mayer-Vietoris. En la Secciéon 2.2 probamos que las teorias de homologia con-
mutan con los colimites, lo cual es una propiedad importante para las siguientes
secciones. En la Seccién 2.3, dado un C-espacio X y una teoria de homologia,
probamos la existencia de una cierta estructura que ayuda en el calculo de esta
homologia. Esta resulta ser un ejemplo de algo llamado sucesion espectral. Usa-
mos esta motivacién para dar la definicion de sucesién espectral en general. En la
Seccién 2.4 mejoramos este resultado en el caso de que X es un C-CW-complejo
libre, probando que la sucesion espectral resulta mas facil de calcular.

El objetivo principal del capitulo es reproducir el Teorema 4.7(1) y el comen-
tario que aparece en la pig. 236 de [DL98], lo cual hacemos en las Secciones
2.3 y 2.4 respectivamente. Sin embargo, nos basamos mds bien en [Swi02, Ca-
pitulos 7, 15] para la presentacién y las pruebas de este capitulo. En particular,
hacemos todo partiendo de los axiomas de homologia, en lugar de partir de ho-
mologia con coeficientes en un espectro como lo hacen en [DL98, Seccién 4]. En
la Seccién 2.4 también nos apoyamos en [Liic20] para algunas partes.

2.1. Definicién y propiedades basicas

En esta seccién veremos la definicién de teoria de homologia para C-espacios
y probaremos algunas propiedades bésicas, incluyendo la existencia de dos su-
cesiones exactas largas: la sucesién exacta asociada a una terna y la sucesién de
Mayer-Vietoris.

Las siguientes dos definiciones vienen de [Swi02, Definicién 7.1], las adapta-
mos para el caso de C-espacios de la forma obvia.

Definicién 2.1. La categoria de pares de C-espacios (C-Top)? es la categoria
cuyos objetos son pares de C-espacios (X, A) (con A C X un sub-C-espacio)
y cuyos morfismos son morfismos f : (X, A4) — (Y, B). Se define el funtor
restriccién R : (C-Top)? — (C-Top)? tal que R(X,A) = (A4,9), y tal que dado
f:(X,A) = (Y, B) un morfismo, R(f) = f|a : (A, 9) = (B, 9).

Definicién 2.2. Se dice que dos morfismos f,g : (X,A) — (Y, B) son ho-
motopicos como morfismos de pares si f ~ g a través de una homotopia H :
(X xI,AxI)— (Y,B). Se dice que f: (X,A) — (Y, B) es una equivalencia
de homotopia débil (de pares) si tanto f : X — Y como f|s : A — B son
equivalencias de homotopia débiles.

Los siguientes términos nos seran tutiles en lo que sigue. Los tomamos de
[Swi02, Secciones 3.19, 6.16].

Definicién 2.3. Una terna (X, A, B) consiste en un C-espacio X junto con
dos sub-C-espacios B C A C X. Una triada (X; A, B) consiste en un C-espacio
X junto con dos sub-C-espacios A, B C X tales que AUB = X. Si X es un
C-CW-complejo libre y A y B son subcomplejos, estas se llaman terna C-CW y
triada C-CW respectivamente.
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Hay dos tipos de teorias de homologia: reducida y no reducida. Aqui pre-
sentamos solo las no reducidas por conveniencia. De todos modos hay varias
definiciones equivalentes de estas, y ademas distintas presentaciones a veces di-
fieren en cudles axiomas se consideran parte de la definiciéon en si y cudles se
mencionan por separado. La siguiente definicién tiene la ventaja de que se ase-
meja a la versién para G-espacios que se encuentra en [Liic20, Definicién 10.1],
lo cual nos sera 1til en el siguiente capitulo. Sin embargo tomamos algunos as-
pectos de la presentacién de [Swi02, Definicién 7.1], ya que este el libro en el
que nos basamos principalmente en este capitulo.

Definicién 2.4. Una teoria de homologia no reducida es una sucesion de fun-
tores hy, : (C-Top)? — Ab para n € Z, junto con transformaciones naturales
On : hpn = hp_1 0o R para n € Z, que satisfacen los siguientes axiomas:

1.

Homotopia: Si f ~ g como morfismos de pares, entonces h,(f) = hn(g)
para todo n € Z.

Ezactitud: Sea (X, A) € (C-Top)?, y sean

1:(A,2) = (X,9),
i (X,9)— (X, A)

las inclusiones. Entonces la sucesién

s b (X, 4) 2 A ) O (x ey )
ha(X, A)&M)- .

es exacta.

Escision: Sea (X; A, B) una trfada C-CW. Entonces el morfismo inclusién
j: (A, AN B) — (X, B) induce un isomorfismo

hn(3) s hn(A, AN B) = h, (X, B)
para todo n € Z.

Unidn disjunta: Sea ((Xa, Aa))acr una coleccion de pares de C-espacios,
y sea (X, A) = (I, Xa, ][, Aa) su unién disjunta (esto también se pue-
de escribir como [[,(Xa,Aq)). Entonces las inclusiones i, @ Xq — X
inducen un isomorfismo

B hnlia) : €D hn(Xa, Aa) = ha(X, A)

para todo n € Z.

Equivalencia de homotopia débil: Sea f : (X, A) — (Y, B) una equivalencia
de homotopia débil de pares. Entonces h,(f) : hn(X,A) — h,(Y, B) es
un isomorfismo para todo n € Z.

Los morfismos 0, (X, A) se llaman morfismos de borde. De ahora en adelante
vamos a escribir f, en lugar de h,(f) y O en lugar de 9, (X, A).
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Primero probaremos algunas propiedades que cumple cualquier teoria de ho-
mologia no reducida (hy,)ncz. Adaptamos las siguientes proposiciones de [Swi02,
7.10, 7.11].

Proposicién 2.5. Si X es un C-espacio, entonces h, (X, X) = 0.

Demostracion. Miremos parte de la sucesién exacta larga para (X, X):
ha(X, ) =5 ho (X, 2) ]T ha(X,X) 25 by 1(X,2) 2> hoa (X, 2).

La inclusién i : (X, ) — (X, ) es la identidad, por lo tanto 4, : h, (X, d) —
ho(X, @) ey : hp_1(X, D) = h,—1(X, @) también son los respectivos morfismos
identidad (y por lo tanto son isomorfismos). En el lado izquierdo tenemos que
ker j, = imi, = h, (X, @), y por lo tanto j, = 0. En el derecho im 9 = ker i, = 0,
asi que 0 = 0. Pero entonces h, (X, X) = ker 0 = im j, = 0.

O

Proposicién 2.6. (Sucesién exacta larga asociada a una terna). Sea (X, A, B)
una terna: es decir, sea X un C-espacio y B C A C X sub-C-espacios. Sean

I:(A,B) = (X, B),
J:(X,B) = (X, 4),

las inclusiones. Entonces hay una sucesién exacta larga
s ha(A,B) I (X, B) < ha (X, A) <A (A, B) —
donde A estd dado por la composicion
hn(X, A) =5 b (A, 8) = b 1(A,B).

Demostracion. Adaptamos la prueba que aparece en [Swi02, 3.19-3.20]. Prime-
ro se dibuja el diagrama

hny1(X, A) hn(A, B) hn-1(B,2)  hp-1(X,9)

v \ /2*\ /33 \2*/1*\*
hnt1(X, B) n(A, D) hn-1(A, @) hn-1(X,B),
a\”/u\”/ J\ a/p\ /1
hn(B, o) ha(X, @) hn-1(A, B)

donde los morfismos llamados 414, 12+, 134, J1x, j2«, J3« son inducidos por inclusio-
nes y 01, d2, 03 son morfismos de borde. Verifiquemos que el diagrama conmuta.
Se cumple que iz, = U14 O ok, qUE I, O Jox = J3x O U1x ¥ qUE J1x = Jx O Jaa
porque los morfismos involucrados son inducidos por inclusiones y porque h,, es
un funtor. Se cumple que 91 o J, = i, 003 y que O3 = id 0 9 = 03 o I, porque
0 es una transformacién natural. Por dltimo A = jo, o 01 por definiciéon de A.
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Notar que este diagrama estd formado a partir tres sucesiones exactas largas
asociadas a pares (las de (X, B), (X,A) y (A, B)) junto con la sucesién que
queremos probar que es exacta. Para lograr esto hay que verificar seis cosas
distintas, para cada n € Z:

1.

im A C ker I,: esto es equivalente a que I, o A = 0. Mirando el diagrama,
se ve que [, 0 A = j3, 041,007, pero como 0 e i1, son parte de la sucesion
exacta larga de (X, A), se da que i1, 0 9 = 0.

imJ, C ker A: similarmente que en la anterior, tenemos que Ao J, =
Jox 0l 003 = 0, ya que jax 042+ = 0 por ser composicién de dos morfismos
consecutivos en una sucesién exacta larga.

im I, C ker J,: observamos que conmuta el diagrama

ho(A, B) —15 h(X, B)

| 1.

hn(A,A) —— hy(X, A4),
donde todos los morfismos son inducidos por inclusiones. Por la Proposi-
ci6n 2.5, h, (A, A) =0, lo que implica que entonces J, o I, = 0.

ker I, C im A: Sea z € ker I, C h,(A, B). Entonces oz = d5I,.2 = 0,
y z € ker 2. Como la sucesién del par (A, B) es exacta, ker 9o = im jo,
asl que = € im jo, y existe un y € h, (A, @) tal que jo,y = x. Se da que
Jaxt1xy = Lijowy = Lz = 0, asi que i1,y € ker j3, = imig, y existe un
z € hy,(B, ) tal que i3z = i1.y. Entonces

Zl*(Q - 'LQ*Z) = Zl*y - il*iQ*Z = Zl*y - iS*Z = Oa

por lo que y — i2.2 € keriy, = imd;, y existe un w € hy,41(X, A) tal que
01w = Yy — i2.2. Se cumple que

Aw = jo. 01w = Jou (Y — 12+2) = Joul) — Joxliouz = T,
ya que jox 0 i, = 0. Por lo tanto x € im A.

ker A C im J,: Sea = € ker A C h,,(X, A). Entonces jo.0hx = Az =0,y
O1x € ker jo,. = imig,. Asi que existe y € h,—1(B, ) tal que iy = d1 .
Como 714 0 07 = 0, se da que

i34y = 11402y = 11:.017 = 0,

es decir que y € keris, = imds y entonces existe z € h,(X, B) tal que
03z = y. Se cumple que

81($ — J*Z) = 81.%‘ — 81.]*2 = 6115 — i2*832 = 613} — ig*y = 0,
y por lo tanto existe un w € h, (X, @) tal que ji.w = x — J,z. Entonces
Je(fsew + 2) = Jufgsw + Joz = jraw + Joz = x,

y por lo tanto z € im J,.
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6. ker J, C im I,: Sea x € ker J, C h, (X, B). Entonces is.03x = 01,z =0
y Osx € kerig, = im0, asi que hay un y € h, (A, B) tal que Oy = Osz.
Se da que

O3(x — Iyy) = O3x — O3,y = O3x — Doy = 0,

y entonces existe un z € h,, (X, @) tal que js.z = z—I,y. Como J,ol, =0,
se cumple que

J1x2 = Jujssz = Ju(x — Ly) = Jux — Ju L,y =0,
y por lo tanto existe w € hy (A, @) con i1, w = z. Entonces
L josw = Jaxi1w = j3.2 = x — Ly,
lo que implica que & = I, (jo.w + y), es decir que = € im I,.
O

Los morfismos A también se llaman morfismos de borde. Notar que en el ca-
so B = & obtenemos de vuelta la sucesién exacta larga asociada al par (X, A),
dada por el axioma de exactitud. Terminaremos esta seccién probando la exis-
tencia una versién de la sucesiéon de Mayer-Vietoris. Primero, una definicion,
que adaptamos de [Swi02, Definicién 7.12].

Definicién 2.7. Una triada (X; A, B) se llama escisiva con respecto a la teo-
ria de homologia (h,)nez si la inclusién j : (A, AN B) — (X, B) induce un
isomorfismo j, : hn,(A, AN B) — h,(X, B) para todo n € Z.

Notar que lo que dice el axioma de escisién es que las triadas C-CW son
escisivas. El siguiente teorema lo adaptamos de [Swi02, Teorema 7.19].

Teorema 2.8. (Sucesién de Mayer-Vietoris). Sea (X; A, B) una triada escisiva,
con un sub-C-espacio C C AN B. Consideremos las siguientes inclusiones:

Ii: (ANB,C) = (A,C)  Jo:(X,C) — (X,B)
I : (B,C) = (X,C) Jj: (A, ANB) = (X,B)
Iy: (AN B,C) = (B,0)

Iy : (A,C) = (X,C)

Dado n € Z, sea Ay : hp(A, AN B) = hy,—1(AN B,C) el morfismo de borde
asociado a la terna (A, AN B, C), y definamos A’ : h,,(X,C) — h,—1(ANB,C)
como A’ = Aj o j; ! o Jy, (recordar que j, es un isomorfismo por hipétesis).
Existe una sucesion exacta larga

S (AN B, C) —% h(A,C) & ha(B,C) —Ps ho(X,0) A

B 1(ANB,C) — -+,

donde ax = (I1.x, Is.x) y By, 2) = Iy — Iosz, para todo x € h, (AN B,C) y
(y,2) € hn(A,C) & hy(B, C).

Demostracion. La prueba es como la que aparece en [Swi02], casi sin modifica-
ciones. Primero notamos que las sucesiones exactas largas asociadas a las ternas
(A,ANB,C)y (X, B,C) encajan en el siguiente diagrama conmutativo:
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hnir (4, C) 2% b (A, AN B) 2% b (AN B,C) —Dey

I4*l j*lg Is*l

hir (X, C) 22 b (X, B) —22 5 (B, 0) — 2,

h(A,C) —2 5 b (A, ANB) 2% b, (AN B,C)

I4*J/ j*J{g [3*J/

ha(X,C) —22 5 h (X, B) —22 5 h, 1(B,C),

donde Jy, es inducido por la inclusién y Ay es el morfismo de borde (aqui se
puede ver por qué elegimos esos nombres para las inclusiones més arriba). El
diagrama conmuta porque los morfismos inducidos por inclusiones conmutan,
y por la naturalidad de los morfismos de bordes asociados a ternas (la cual se
deduce de la naturalidad de los 0 asociados a pares). Otra vez tenemos que
probar seis inclusiones para probar la exactitud.

1. im« C ker 8: Sea x € h, (AN B,C). Aplicando las definiciones
Bax = B(Iwx, Iswx) = L0 — oIz,
pero Iy, o Iy, = I, o I3, y entonces §oa = 0.
2. im A’ Ckera: Sea « € h,t1(X, C). Entonces
alx = (I1.Ax, I3, A7)
= (I Avjy M ow, IsnAvjy o)
= (I Avjy  aw, Agda,z) = (0,0),

ya que tanto Iy, 0 Ay = 0 como As o Jo, = 0, por tratarse ambos de pares
de morfismos consecutivos en una sucesién exacta. Asi que ao A’ = 0.

3. im 3 C ker A”: Sea (z,y) € hyn(A,C) @ h,(B,C). Aplicando A’ o j3,

A'B(z,y) = A'(Igsz — Lr.y)
= Ayj oudgr — Ayj Jaudowy
= AvJux — Ay ooy =0

porque A; o Ji, =0y Jo, 0 I, = 0. Por lo tanto A’ o 5 = 0.

4. kerp C ima: Sea (x,y) € kerf C h,(4,C) & h,(B,C). Es decir que
Iywx — I,y = 0, o bien

Iy.x = Iy € im Io, = ker Jo, .

Por lo tanto Ji.x = j*_ng*I4*m = 0, es decir que x € ker Jy, = im Iy,.
Sea z € h,(AN B, C) tal que I1.z = . Entonces

12*(y - I3*Z) == 12*y - IQ*IS*Z == IQ*y - 14*11*2 == IQ*y - 14*55 == 0,

lo que implica que y — I3,z € ker Iy, = im Ay. Sea w € h,11(X, B) tal
que Asw =y — I3,2. El elemento z — Ayj tw € h,(AN B, C) cumple que

No(z — Ayj7 w) = Lz — A w =
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(porque I1, 0 Ay =0), y que
I3z — Ayjstw) = Iz — I Ayj i = Iz — Asw =y,
es decir que a(z — A1j; w) = (z,y), vy que (z,y) € ima.

5. kera Cim A’: Sea z € ker « € h,(ANB, ). Se cumple que (I1,z, I3.2) =
(0,0). Como z € kerlj, = im Ay, existe y € h,11(4, AN B) tal que
A1y = z. Entonces

Agjay = I3 Ay = I3,0 =0,

es decir que j,y € ker Ay = im Jo,, y existe un z € h,41(X,C) tal que
Joxz = j.y. Asi que

Az =AMj oz =Aj =AMy ==
y x €im A’.

6. ker A’ C im B3: Sea z € ker A’ C h,(X,C). Como A'x = Ayj; oz =0,
tenemos que j; !Jao.x € ker A} = im Jy.. Sea y € h, (A, C) tal que Jy,.y =
jtJo.x. Se cumple que

JQ*(I4*y - :E) = J2*14*y - JQ*'I = ]*Jlxy - J2*-T = JQ*x - J2*x = Oa

es decir que Iy — x € ker Ja, = im I5,. Entonces existe z € h, (B, C) tal
que In.z = Iy — x, es decir, tal que © = Iy — In.z = B(y, 2). Queda
probado que x € im f5.

O

2.2. Continuidad

En esta seccién probamos una proposiciéon y su corolario, que implican que
las teorias de homologia cumplen una especie de continuidad: h,, evaluado en
un colimite de espacios es isomorfo a el colimite de h,, evaluado en cada espacio.
Adaptamos esto de [Swi02, Proposicién 7.53 y Ejercicio 7.73], extendiéndolo al
caso de los pares de C-CW-complejos libres.

Proposicién 2.9. Sea X un C-CW-complejo libre y sean

ycx'cxtcx?c...cx= UX"
neN

subcomplejos (no necesariamente n-esqueletos) tales que X = colim,, oo X", y
sean i, : (X™Y) — (X,Y) las inclusiones. Entonces conmutan los diagramas
de la forma

he(X™,Y) —5 hy(X,Y),

|7

he(X™,Y)
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donde el morfismo vertical también esta inducido por la inclusion, y el morfismo
colimite
colim 4y, : colim hy (X", Y) — hy(X,Y)
n

n—oo —00

es un isomorfismo para todo q € Z.

Demostracion. Adaptamos la prueba de [Swi02], con algunas modificaciones pa-
ra que funcione para pares de C-CW-complejos libres (en, particular, agregamos
una parte en la que utiliza directamente el axioma de escisién). Primero, consi-
deremos el C-CW-complejo libre X x [—2,400). Se puede ver que el subespacio

X'= |J X"x[n-1,n] CX x[-2,+00)

n>—1
(donde X~! =Y) es un subcomplejo. La proyeccién pr; : X x [—2,+00) — X
es un morfismo de C-espacios, y se restringe a un morfismo r : X’ — X. Dado
n > —1, definimos

n
X, =J xXFx[k-1,kCXx,
k=—1

y podemos definir 7, : X — X" restringiendo pr; : X x [—2,+00). Es fécil
ver que cada 7, es una equivalencia de homotopia: si k,, : X™ — X/ es tal que
kn(c)(z) = (x,n) para todo ¢ € Cy x € X"(c), entonces r, 0 k, = idxn, y
ky or, ~idx, por una homotopia tal que

Hn(c)((x, 8)7t) - (1’, (1 - t)s + tn) )

para todo ¢ € C, (z,s) € X (c) yt € I. Paran > —1,seai, : X, - X' la
inclusién. Se puede verificar que conmuta el diagrama

11

i0 .,

11
X', X} X! X’
Tfll Tgl Tll J{T
Yy = X! X0 X1 X,

) i1

10

donde los morfismos horizontales son inclusiones. Esto significa que, dado ¢ € N,
y ¢ € C, también conmuta

Tg(XL1(0)) — me(Xg(c)) — me(Xi(e)) — mq(X'(c))
T—I(C)*l To(C)*l Tl(c)*l J{r(c)*
(Y (c)) — my(X%(c)) — 7my(X' () — mq(X(c)),
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y por lo tanto hay un diagrama conmutativo

colim,, i, (¢c)
A

colm, 7,( X1, (¢)) mo(X(0))
colimy, 7, (c)*l o lr(c)*
colim 7, (X™(c)) colim, én (), (X (c))

[ver Swi02, Corolario 7.49]. Por la continuidad de 7, se da que colim,,_, @, ()
y colimy, o0 i (¢)« son isomorfismos. Esto se puede probar con un argumento
de compacidad [ver por ejemplo Swi02, Proposicién 7.52]. Ademés se cumple
que colim,,_, oo 7y (¢)« €s un isomorfismo por ser colimite de isomorfismos [ver
Swi02, Corolario 7.51]. Por lo tanto r(c). es un isomorfismo para todo ¢ € Ny
¢ € C, es decir, r es una equivalencia de homotopia débil.

SeaY' =Y x[—2,400) C X'. Entonces r es un morfismo de pares (X', Y') —
(X,Y), y larestriccion r|y : Y/ — Y también es una equivalencia de homotopia
débil por ser simplemente la proyecciéon en la primera coordenada. Entonces
por el axioma de equivalencia de homotopia débil el morfismo inducido 7, :
he(X',Y') = he(X,Y) es un isomorfismo para todo ¢ € Z. También podriamos
usar el Teorema 1.34 para probar que r es una equivalencia de homotopia fuerte,
lo que implica por el axioma de homotopia que r, es un isomorfismo. Pero
habria que verificar que las homotopias producidas por este teorema respetan
la estructura de par (X', Y”).

Definimos algunos subcomplejos de X'. Sean

A= U X" x[n—1,n], B’:LJX"X[TL—I,TL]7

n>—1 n>0
n impar n par

ysean A = A UY' y B = B UY'. Se verifica que (4;A",Y"), (B;B',Y")
y (AN B;A'N B',Y’) son triadas C-CW. Entonces por el axioma de escisién
tenemos isomorfismos

hg(A,A'NY') ——= 5 h (A, Y")
he(B',B'NY') — = h(B,Y")
ho(A'N B, A'NB'NY") —— hy(ANB,Y")

inducidos por inclusiones para cada ¢ € Z. Se puede ver que

I %: JI X" = 4nB = | X" x{n},

n>—1 n>—1 n>—1

donde cada k,, esta definido como arriba, es un isomorfismo de C-espacios. En
particular es un isomorfismo de pares de C-espacios [],~ (X", Y) — (A4’ N
B';A'n B’'NY’). Entonces tenemos la siguiente composicién de isomorfismos
para cada q € Z, donde el primero viene del axioma de unién disjunta

69;* (I in)*

D> 1 ha(X™Y) ——— he(l],,>_, (X™,Y))

hy(A'N B AN B NY') —L hy(ANB,Y"),

41



donde ¢, : X" = [[,~ X"y j:ANDB — AN B son inclusiones. La
composicién de estos morfismos es igual a

bo( L k)0 @ o= @ (oo I1 1) o)

n>—1 n>—1 n>—1 m>—1
- @ (o (10 0)n),
— @(jokn)*: @ K -
n>—1 n>—1

Similarmente, se puede verificar que

I ke I] X" oA, J[ka: [[ X"~ B
n>—1 n>—1 n>0 n>0
n impar n impar n par n par

son equivalencias de homotopia, con homotopias que respetan la estructura de
pares. Entonces usando el axioma de homotopia y un razonamiento similar al
de arriba, obtenemos que

P b @ h(X7Y) = he(AY),

n>—1 n>—1

n impar n impar
D kns: @ hg(X",Y) = he(B,Y")
n>0 n>0
n par n par

son isomorfismos para todo q € Z.

La trfada (X’; A, B) es una triada C-CW, y se da que Y’ C AN B. Por lo
tanto tenemos una sucesién exacta larga asociada por el Teorema 2.8. Dado
q € 7, dibujamos el diagrama

hy(ANB,Y') —%— h (A, Y") @ hy(B,Y") L hy(X',Y")
(B, ins) ® (B, k) | =
@ k’ﬂ* = (@n impar hq(Xn’ Y)) @ (@n par hq(Xn1 Y)) =7«

Y=

. / N (1) i
Do 1 (X7 V)~ @ hg(xm V) OEN ie x yy,

donde la fila superior es una parte de esta sucesion exacta, el isomorfismo ¢ es
el obvio, y el morfismo o’ estd definido de la siguiente manera: dadon > —1y
x € he(X™Y),

&' = in® + i 1 Jns T, (2.10)
donde i, : he(X™Y) = @,,~_1 hq(X™,Y) es la inyeccién canénica y j, :
X" <y X" g la inclusion. Se puede verificar que el diagrama conmuta apli-
cando directamente las definiciones de los morfismos involucrados.
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Sea z € @@,,~ 1 hg(X",Y), yseap, : @,,>_; hg(X™,Y) = he(X™Y) la
proyeccién canénica en el n-ésimo sumando. De la definicién de o’ en (2.10) se
deduce que

n—14Pn— n sin >0
pndz = {] 1+Pn—1Z + Pn® LT (2.11)

P sin=-1.

Supongamos que &’z = 0y  # 0. Sea n > —1 el menor entero que cumple
que ppx # 0. Entonces (2.11) implica que p,z = p,a’z = 0, lo cual es absurdo.
Por lo tanto concluimos que o es inyectiva. Como en el diagrama de arriba
todos los morfismos verticales son isomorfismos, esto implica que a : hy(A N
B,Y') = hq(A,Y') @ hy(B,Y’) también lo es. Notar que esto se cumple para
todo g € Z, en particular a : hq_1 (AN B,Y’) = hg_1(A,Y") & hg—1(B,Y’)
tiene kernel igual a 0. Pero entonces A’ : hy(X',Y') — hy—1(AN B,Y’) tiene
imagen nula, es decir que su kernel es todo hy(X’,Y”). Esto dltimo implica que
B he(A YY) @ hy(B,Y') = he(X',Y’) es un morfismo sobreyectivo. Otra vez
como los morfismos verticales del diagrama son isomorfismos, concluimos que

D (1) i s P hg(X™Y) = he(X,Y)

n>—1 n>—1

también es sobreyectivo. También se puede ver que el kernel de este morfismo
es igual a la imagen de o/, debido a que ker 8 = im a.

Entonces tenemos una sucesiéon exacta corta formada por los morfismos o' y
@, ~_,(—1)"*i,,. Esta es isomorfa a otra sucesién exacta corta, en el sentido
de que conmuta el diagrama

@nzfl hQ(Xn’ Y)

y \Em_)l)nﬂin*

0— D> g he(X™Y) =~ P(—1)" i, he(X,Y) — 0,

@nzfl h"](Xn’ Y)
donde el morfismo d estd definido como
dr = (=1)"(int1JnT — in)

para x € hy(X™,Y). Como la sucesién de arriba es exacta, la de abajo también
lo es. Asi que tenemos un isomorfismo

( D in*)N  Dnz M (XY hy(X,Y)

imd
n>—1

inducido por @, - _; in«. Se puede verificar que, por la definicién de d y por la
definicién de colimite de grupos abelianos, se da que

he(X™,Y
Bz 1 1ol ):colimhq(X",Y),

y que entonces (€D, s _; in«)™ = colily, o0 .
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Este resultado se puede extender facilmente a C-espacios en general. Como ya
mencionamos, tomamos el siguiente corolario y la idea de su prueba de [Swi02,
Ejercicio 7.73].

Corolario 2.12. Sea X un C-espacio cualquiera, sean

yoex'cxtcx?c-cx=Jx"
neN

sub-C-espacios tales que X = colim,,_,oc X", y sean i, : (X", Y) — (X,Y) las
inclusiones. Entonces el colimite

colim iy, : colim hy(X™,Y) — hy(X,Y)

n—oo n—oo
es un isomorfismo para todo g € Z.

Demostracion. Por el Teorema 1.36 existe un C-CW-complejo libre W con una
equivalencia de homotopia débil f_; : W — Y es decir una aproximaciéon C-
CW de Y. A partir de W y f_; y usando un proceso inductivo andlogo al que
usamos en la prueba del Teorema 1.36, podemos construir un C-CW-complejo
libre Z° y una equivalencia de homotopia débil fy : Z° — X©, tal que W
sea un subcomplejo de Z° y que fo|w sea f_1. A esto se le puede llamar una
aproximaciéon C-CW de el par (X°,Y). Iterando este proceso, podemos construir
para cada n € N un C-CW-complejo libre Z™ con una equivalencia de homotopia
débil f,, : Z™ — X™ tales que Z"~! es un subcomplejo de Z™ y que f,,|zn-1 =
fn—1. Finalmente, sean Z = colim,,_yoo Z™ vy f = colim,, o0 frn : Z — X.

Estamos en la misma situaciéon que en la prueba de la Proposicién 2.9, en
la cual tenemos un diagrama conmutativo

=

w Z A . Z
ffll foj fi) lf
Y X0 X1 . X

w

en el cual todos los morfismos verticales excepto el dltimo son equivalencias de
homotopia débiles y los no verticales son inclusiones. Con el mismo razonamiento
que en la prueba anterior, se concluye que f también es una equivalencia de
homotopia débil.

Se cumple que f,|w = f—1 para n € N, y que f|lw = f_1. Entonces tanto
o (27", W) = (X™,Y) dado un n cualquiera como f : (Z,W) — (X,Y) son
aproximaciones C-CW de pares, y se concluye por el axioma de equivalencia de
homotopia débil que

Fas 1 hg(Z™ W) = hog(X™, W),
fothg(Z,W) = hy(X,Y)

son isomorfismos para todo n € Ny q € Z.
Como h, es un funtor, el diagrama
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N

hg(ZO W) — hy(ZY, W) — -+ he(Z, W)
fO*J/ fl*J/ lf*
he(X0Y) — he(XLY) — -+ he(X,Y)

\\\\\::7//

conmuta. Entonces tenemos un diagrama conmutativo

colimy, i}, L
%
ql

colim,, hy(Z™, W) Z,W)

colim,, fn*l lf*
colim hy (X", v) ~SAMnine, p (x vy,

donde 4, : X" — X, i/ : Z™ — Z son inclusiones. Ya vimos que f, es un
isomorfismo, y colim,, s frn« €s un isomorfismo por ser colimite de isomorfismos.
Ademas, como Z es un C-CW-complejo libre y los Z,, y W son subcomplejos,
tenemos por la Proposicién 2.9 que colim,,_,, i}, s un isomorfismo. Se concluye

que entonces colim,, . ins también lo es.
O

2.3. Sucesion espectral para C-espacios

Esta seccion se basa en la presentacién de [Swi02, pags. 336-340], aunque
alteramos un poco el orden de las proposiciones, y agregamos el Lema 2.16 para
ahorrar espacio.

Supongamos que C es una categoria pequeia y que (h,)nez €s una teorfa
de homologia no reducida de C-espacios. Supongamos que tenemos un C-espacio
X, con sub-C-espacios

XoCXiCXoC-mCX =X,
neN

tales que X = colim,,_,~, X,,. Vamos mostrar una forma de calcular los grupos
he(X, @) para ¢ € Z partiendo los grupos hqy(X,, X,—1) (paran > 1) y algunos
morfismos que los relacionan.

Definicién 2.13. Sean p,q € Z. Para cada r > 1, definimos los siguientes
subgrupos de hp4q(Xp, Xp—1):

Z;q =1m(fs : hptq(Xps Xp—r) = hprg(Xp, Xp-1)),

Zpq = 1M : hpyq(Xp, @) = hpiq(Xp, Xp-1))
B;q = im(A : hP+<1+1(XP+T—17Xp) - hp+q(vaXp—1)) )
B;; = im(A : hp+q+1(X, Xp) — thrq,(Xp,Xp,l))7

donde definimos X,, = @ C X para n < 0, los j, son inducidos por inclusiones,
y los A son morfismos de borde de sucesiones exactas largas asociadas a ternas,
como en la Proposicién 2.6. Definimos también

Fpg =im(is : hyiq(Xp, @) = hpiq(X,9)),
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donde 7, es inducido por la inclusién.

Proposicién 2.14. Dados p, g € Z fijos, los grupos By, Bpo, Zp.,

oo M
qu satisfacen
_ 1 2 T r+1 [es)
0=B,<B,,C---CB,, CB,; C---CB C

+1 » 2 1
Zpq - C ZZT);_ CZpy S CZyC 2y = Pp+q(Xp, Xp—1) -
Demostracion. Por definicion le,q es la imagen de
A
hptq+1(Xp, Xp) —= hpiq(Xp, Xp-1),

pero por la Proposicién 2.5 se da que hpiq1(Xp, Xp) = 0, asi que le)q = 0.
Dado r > 1, por la naturalidad de los A tenemos un diagrama conmutativo

A
hpt g1 (Xptr—1, Xp) —= hpiq(Xp, Xp-1)

hp+q+1(Xp+ra Xp)

donde i, es inducido por la inclusién. Entonces By es la imagen del A de
arriba y B;[IH es la imagen del de abajo, por lo que se deduce que B, C B;;‘l.
Similarmente tenemos un diagrama conmutativo

A
Pptqt1(Xptr—1, Xp) —= hpiq(Xp, Xp-1),

X, X,) A

hp+q+1(

con el que se prueba que By, C Bpo. Para verificar que Bpy C Z77, recordamos

que, por la definicién de A en la Proposicién 2.6, conmuta el diagrama

0 Jx
Pptq+1(X, Xp) —= hpyg(Xp, @) —— hpig(Xp, Xp-1),

-_
A

y entonces B;; =imA Cimj, = ZI?;’.
El diagrama

Jx
Pptq(Xp, Xp—r—1) —— hpyq(Xp, Xp-1)
hptq(Xp, Xp—r) I

conmuta porque todos sus morfismos son inducidos por inclusiones. Como Z;,;Ll
es la imagen del j. de arriba y Z7  es la imagen del de abajo, se deduce que
Z;(;H C Z,,- Se puede ver que Zy, = Zp sir > p+ 1, asi que esto prueba
también que Z7 C Z7 para todo r > 1. Finalmente, Z;q es la imagen de

j*
Pptq(Xps Xp—1) —— hpiq(Xp, Xp-1) -
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Como este j es la identidad de (X, X,—1), el morfismo j, es la identidad de
hptq(Xp, Xp—1), asi que su imagen Z,, es igual a todo hyyq(Xp, Xp_1).
O

Definicién 2.15. Dado que B;q - Z;q y B;E - Z;f; para todos p,q € Z y
r > 1, definimos los grupos

vq = Zpg | B Ey =27y | By,

PlI’

Notar que B}, = Z}, [ By, = hpiq(Xp, Xpo1) / 0 = hyi (X, Xpi1). Este
es el primer paso de nuestro calculo y vamos a ver que luego se puede hallar
hn (X, @) procediendo de la siguiente manera:

1. Partiendo de cada “r-ésima pagina” (£, ), 4 se puede obtener la (r + 1)-
pagina (E;(}H)p,tr

2. Después de haber calculado inductivamente (£ ), para todo r > 1, se
encuentra (E2), 4, tomando un colimite.

Pq
3. Los grupos F,, se obtienen inductivamente a partir de (E7).q-
4. Se obtiene h, (X, @) como la unién de ciertos Fjp,.

Empezamos probando un lema que nos resultara til:

Lema 2.16. Dado un un diagrama conmutativo de grupos abelianos
A " b B
e

C % d\) D

tal que ima = kerd y im b = ker ¢, existe un isomorfismo

ime imd

“ime imf -

Demostracion. Sea x+ime € im ¢/im e un elemento cualquiera. Como x € imc,
existe un y € G tal que cy = x. Definimos

p(x +ime) =dy+im f € M
im f
Vamos a verificar que entonces ¢ : imc /ime — imd /im f es un morfismo de
grupos bien definido, y que ademads es un isomorfismo.
Sea x € ime¢, y supongamos que tenemos que ¥,y € G cumplen que cy =
cy’ = x. Entonces y — ¢’ € kerc = im b, y existe un z € B con bz = y — 3. Por
lo tanto

dly—vy')=dbz= fzeimf,

y entonces
dy+im f =dy +imf,
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es decir que nuestra definicién de ¢ no depende de la elecciéon del y. Ahora
supongamos que tenemos otro 2’ € imc tal que ' +ime = z + ime, es decir
que x — x' € ime. Sea z € A tal que ez = v — z’. Entonces

cly—az)=cy—caz=xz—ez=1a',
y por lo tanto ¢(a’ + ime) = d(y — az) + im f, pero
d(y — az) = dy — daz = dy,
ya que d o a = 0 porque ima = kerd. Asi que (2’ + ime) = ¢(z + ime) y
concluimos que nuestra definicién no dependia del representante x y ¢ es una
funcién bien definida.

Es facil ver que ¢ es un morfismo de grupos abelianos: sean z1,29 € imc, y
sean y1,y2 € G tales que cy; = x;, para ¢ = 1,2. Entonces c(y1 + y2) = 1 + 2,
y por lo tanto

o(xy +ime) =dy; +im f,
o(zg +ime) = dys +im f,
p(z1 + 22 +ime) = d(y1 + y2) +im f
=dy; +dys +im f
= p(r1 +ime) + p(x2 +ime).

Veamos ahora que ¢ es un isomorfismo. Para la inyectividad, sea x € imc
tal que z+ime € ker ¢, es decir que dy € im f para algin y € G tal que cy = .
Sea z € B tal que fz = dy. Entonces

dly—bz)=dy —dbz=dy— fz=0,

es decir que y — bz € kerd = ima. Sea w € A tal que aw = y — bz. Se cumple
que
ew = caw = c(y —bz) = cy — cbz =z,

ya que cob = 0 porque im b = ker c. Asi que = € im e, es decir que x +ime es el
elemento identidad. Para la sobreyectividad, sea z € imd. Existe un y € G tal
que dy = z, y sea entonces = cy. Se da que p(z+ime) = dy+im f = z+im f,
es decir que z + im f estd en la imagen de .

O

En las dos proposiciones que siguen veremos la relacién entre la r-pagina
(Epg)p.q ¥ la (r + 1)-pagina (E;;1>p,q~
Proposicién 2.17. Dados p,q € Z y r > 1, hay un isomorfismo

r +1
Zpq o~ By s gro1 .
Zlq;lj—l B; r,q+r—1
Demostracion. Consideremos el diagrama
hp+q(X Xp- ) p+q( p— laXp—r)
hp-‘rq( )
hp+q(X;DvXp 1) p+q 1(Xp7r7Xp7r71)7

48



donde ji4, jox, j3+, t2+ son inducidos por inclusiones y A1, As son morfismos de
borde asociados a ternas. El tridngulo de la izquierda conmuta porque esta
formado por morfismos inducidos por inclusiones, mientras que el de la derecha
conmuta por la naturalidad de los morfismos de borde.

Notar que las diagonales en el diagrama son parte de las sucesiones exactas
largas asociadas a las ternas (X,, X,—r, Xp—r—1) ¥ (Xp, Xp—1, Xp—r), es decir
que im ji, = ker Ay y imio, = ker jo.. Entonces el Lema 2.16 nos da un iso-
morfismo ¢ : im jo, / im j3. — im Ay /im A,. Pero se puede verificar que, por
definicién,

r . . r4+1 .
Zyg im jo, B, i1 _im 4
/,«-+1 - ’, 9 T — . .
Zpq im 73. Bl gir—1 imAs

O

Definicién 2.18. Sean p,q € Z, y r > 1. Por la Proposicién 2.14 se cumple que
By, C Z;;‘l C Z,, asi que por el tercer teorema de isomorfismo [ver Hun74,
Corolario 1.5.10] tenemos que

Z3y | By o 2

r+1 r4+1 °
Zpq /B{;q Pq

Es decir que hay un morfismo sobreyectivo m : Z7 / B, — 2,/ Z;;l cuyo

r+1 T T r+1 T
kernel es Z) " / B),. Como By, .\, 1 C By, . 1 CZ ... 1, sedaque
r+1 r
Bpf'r’, qg+r—1 cC prr, q+r—1
BT - T :
p—r,q+r—1 p—r,qt+r—1

Si ¢ es el isomorfismo de la proposicién anterior, definimos entonces el morfismo
d": Ej, — B , como la composiciéon

—7rq+r—
r T r+1 . r
qu s qu ¥ Bpfr, q+r—1 i p—r,q+r—1
r r+1 o r r
qu Zpq p—r,qt+r—1 p—r,q+r—1
I " I
ET dpq r
Pq p—r,qt+r—1-
En particular dj,, cumple que
Z7'+1 r+1
. . . —r,q+r—1
kerd” =kerm = 21, imd’ =ims= 29T
Ppq Br pq T
rq p—r,q+r—1

Cuando no haya ambigiiedad escribiremos d" en lugar de dj,,.
Proposicién 2.19. Dado r > 1y p,q € Z, la sucesién

d" d"
T T T
) Ep+7“7q—r+1 qu Ep—r, q+r—1

donde todos los morfismos son d” es un complejo de cadenas cuya homologia es

r—+1 r—+1 r—4+1
Ep+nq*r+1 qu Epfr, g+r—1
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Demostracion. Tenemos que

: T _ p
1m dp+r, g—r+1 ™ pr = pBr
Pq Pq

B7'+1 Z7'+1
P4 P _ ker dyy s

es decir que dj, odp., ., = 0. Notar que como esto se cumple para p y ¢
arbitrarios, esta inclusién se da en todos los lugares de la sucesién, y por lo
tanto probamos que es un complejo de cadenas. Usando el tercer teorema de
isomorfismo [ver Hun74, Corolario 1.5.10], vemos que la homologia en el lugar
Eyp, es

r r+1 r r+1

ker dpq _ qu /qu ~ qu _ ET+1

. T - r+1 - r+1 = “pg
lmdp-H‘, q—r+1 qu /ng qu

Como esto se cumple para cualquier p, g, queda probada la proposicién.

, . o . "
Veamos como se obtiene E¢ a partir de E, para todo r > 1.

Proposicién 2.20. Sean p,q € Z. Entonces para todo r > p+ 1 hay morfismos
sobreyectivos Ej, — E;(}H, y usando estos morfismos Epe = colim,—, Ej,.

Demostracion. Como ya notamos en la prueba de la Proposicion 2.14, si r > p+1
entonces Z;, = Zyo. Por lo tanto

r+1 (e’ r r T T
ET+1 _ qu _ qu _ qu ~ qu / qu _ qu
pq r+1 r+1 r4+1 — r+1 - r+1 )
Bpq Bpq Bpq Bpg™/ B;T;q Bpgt/ B;an

es decir que hay un morfismo sobreyectivo Ej — E;;rl cuyo kernel es B;;rl / By,
Ahora, sea iy : (Xptr—1,Xp) — (X, Xp) la inclusién, para cada r > 1. Como
X = Un>p+1 X,, = colim,,_,., X,,, se puede usar el Corolario 2.12 para deducir
que
colim i?"* : colim hp+q+1 (Xp+r—17 Xp) — hp+q+1 ()(7 Xp)

T—00 r—00

es un isomorfismo. Para todo r > 1 sea
A, hp+q+1(Xp+r71a Xp) - hp+q(Xanpfl)

el morfismo de borde para la terna (X,1,—1,X,, Xp—1). Sea A el morfismo de
borde de la terna (X, X, X,—1). Se tiene que, para cada r > 1, el diagrama

u/) hptq+1(X, Xp)

hp+q+1(Xptr—1, Xp) A
P

" Pptq(Xpy Xp-1)

conmuta, gracias a la naturalidad de los morfismos de borde. Por lo tanto con-

muta también el diagrama
colimriw/» hptqr1(X, Xp)

colimy— o0 Aptg+1(Xptr—1, Xp) A

conm hpeg(Xp, Xp_1)
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[ver Swi02, Corolario 7.49]. Entonces

By, =im A = im(colim A,.) = U im A, U

T—>00
r>1 r>1
Por consecuencia se puede verificar que
oo oo oo
colim E” — Zpg ~ Zpq R
Pq ro ro oo  Tpq?
rreo r—oe B, Urzl By, By

siempre y cuando colim, o E, esté definido usando los morfismos sobreyecti-
vos de arriba.
O

Finalmente, veamos los dos tultimos pasos: es decir, la relacién entre los
grupos EJ0 y los grupos Fjq, y la relacion entre Fpq y hy, (X, 2).

Proposicién 2.21. Dados p,q € Z, se cumple que
0=F_1ptqr1 €+ € Fp1,q+1 S Fpq C

Fop1,4-1 € Chyo(X,2) = U Fptk,q—k
kez

y ademds hay un isomorfismo Fy,q / 1,411 = Epy.
Demostracion. Por definicién
Foi prgr1 = m(is : hpg(Xo1,9) = hpyo(X, 2)),

pero hpyq(X_1,@) = hyp1q(2, @) = 0 por la Proposicién 2.5, asi que se cumple
que F_1 ptq+1 = 0. Tenemos un diagrama conmutativo

/Z: *
hp-‘rq(Xpa@) L) hp+q(X, Q)

L

hPJrq(XPJrl’ @)

donde todos los morfismos son inducidos por inclusiones. Aqui Fj, es la imagen
de ips ¥ Fpy1,4—1 es la imagen de 4,414, asi que se deduce que Fpq C Fppq, g—1-
Para probar el isomorfismo, consideremos el diagrama

hp+q p—1,9 p+q+1 X X )
ip—1x hp+q(X,
hp+q X @ p+q Xanp 1)

donde %y, ips,ip—1+, J« son inducidos por inclusiones y 0, A son morfismos de
borde. El tridngulo de la derecha conmuta porque esta compuesto por morfismos
inducidos por inclusiones, y se deduce que el de la izquierda conmuta por la
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naturalidad de los morfismos de borde. Como 0, iy forman parte de la sucesién
exacta larga asociada (X, X,) y 4., j« forman parte de la sucesién exacta larga
asociada a (X,,, X;,_1), se cumple que im 0 = i, y im i, = j,. Entonces podemos
aplicar el Lema 2.16 para concluir que

Fpy  imip.  imj,  Zpg

o0

i g ; T Roo rq *
Fpoi,¢g+1  imip_q, imA B

Finalmente, como X = Un>0 X, = colim,,_,~ X,,, podemos usar el Corola-
rio 2.12 para concluir que

colim ip—l—k* : colim hp+q(Xp+ka @) — hp+q (X, @)
k—o00 k—oo
es un isomorfismo para todos p,q € Z. Entonces
hp+q(Xv @) = lm(clcol)ig ip+k*) = U im ip+k* = U Ferk,qfk .
keZ keZ

O

Esta estructura es un ejemplo de algo llamado sucesién espectral. La siguien-
te definicién es una versién un poco modificada de la que aparece en [McC00,
Definiciones 2.2, 2.4].

Definicién 2.22. Una sucesién espectral (de tipo homoldgico) consiste en
1. Una familia de grupos abelianos (E7,)p.q.r, para p,q € Zy r > 1.

pq

2. Una familia de morfismos (d},,)p,q,r, llamados diferenciales, con

T . T T
dpq ’ qu - Ep*n q+r—1
y tales que dj,  ody ., ., =0 para todos p,q,r.
3. Isomorfismos EJF! = Hy, ((E7L,,d.,), donde se define

I s ker d;q
HP,Q(E*wd**) = dr .
m p+r,g—r+1

Dado un r > 0 fijo, la familia (£},),,, se llama la r-ésima pagina o el r-ésimo
término. Sea (H,),cz una sucesion de grupos abelianos. Se dice que la sucesién

espectral (B ,dy,)p qr converge a (Hy),ez si existe una familia de subgrupos

F,H, C H, para p,n € Z, con

"'ngflngHnng+1Hng"'an: UFpan
PEZL

tal que hay isomorfismos
F pHerq ~ ¢
= colim B, (= Epy)

Fp1Hpyq  roe

para todo p,q € Z.
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Dada esta definicién, podemos resumir lo visto hasta ahora con el siguiente
teorema:

Teorema 2.23. (Sucesién espectral asociada a un C-espacio). Sea (hy)nez una
teorfa de homologia no reducida de C-espacios, y sea X un C-espacio con sub-
C-espacios
XoCX1CXoC---CX= UXn
neN
tales que X = colim,_,~ X,. Entonces existe una sucesién espectral de tipo

homoldgico (EJ,,dp )p.qr cuya primera pagina (E},)p,q esta dada por

E;q = thrq(Xpa Xp71>

y cuyo primer diferencial (d},,)p,q es el morfismo de borde

A
hptq(Xp, Xp-1) —= hpiq—1(Xp-1, Xp—2)
12 L 12
By, ¢ E,

—1,q

asociado a la terna (X,, X,,_1, X,,_2). Esta sucesién espectral converge a

(hn(X7 ®>)n€Z .
Notar que este corresponde a [DL98, Teorema 4.7(1)].

Demostracion. Definimos a los grupos E,, en la Definicién 2.15 y a los mor-
fismos dj,, en la Definicién 2.18. En la Proposicién 2.19 probamos que dy,, o
dyyy q—rr1 = 0y hallamos los isomorfismos Ej ' = H,  (EY,,dL,), proban-
do que (E;q,d;q)p,qm es una sucesion espectral. A los grupos Epy los defini-
mos en la Definicién 2.15, y en la Proposicién 2.20 probamos que estos son
iguales a colim, o ], Luego, poniendo F,h,(X,9) = Fpn p parap > 0y
Foh,(X,2) = 0 para p < 0, lo que probamos en la Proposicién 2.21 es que
(Epys dpg)p.q.r converge a (hy (X, @))nez.
Como ya notamos, se cumple que por definiciéon

Ezl)q = Z;q /lenz = hptq(Xp: Xp—1) / 0= hpy(Xp, Xp-1) .

Entonces lo tnico que falta probar es la afirmacién sobre el diferencial dzl,q.
Expandiendo la definicién de d}Dq y las de los grupos involucrados en ella, vemos
que el morfismo hyqq(Xp, Xp—1) = hpyq—1(Xp—1, Xp—2) que corresponde a d},
estd dado por la composicién

thrq(va prl)

im Ju

=|o

im A —— hprg1(Xp-1, Xp-a),

hp+q(va Xp—l) =

donde j : (X, Xp—2) — (Xp, Xp—1) es la inclusién, A : hyiq(Xp, Xpo1) —
hptg—1(Xp—1,Xp—2) es el morfismo de borde, 7 es la proyeccién canénica, i es
la inclusién, y ¢ es un isomorfismo. Mirando la prueba de la Proposicién 2.17,
vemos que ¢ viene de aplicarle el Lema 2.16 al diagrama

53



Jx p+q(Xp7Xp 1

/\

hp+q X X ) p+q 1 Xp—laXp—Z)-

Luego, mirando la definicién de ¢ en la prueba del Lema 2.16, se concluye
facilmente que entonces ¢ es el tinico morfismo que hace conmutar el diagrama

hpsg(Xps Xpo1) —2— im A,

A

hp+q(Xpa Xp—l)
im j,

donde A’ es igual a A pero con el codominio restringido. Entonces i o p o =
10 A’ = A, que es lo que queriamos probar.
O

2.4. Sucesion espectral para C-CW-complejos libres

En esta seccién vamos a desarrollar las consecuencias del Teorema 2.23 en el
caso en el que X es un C-CW-complejo libre. El objetivo es probar una version
del Teorema 2.23 para C-CW-complejos libres, en el que se da una férmula
para calcular la segunda péagina de la sucesién espectral, usando una cierta
teorfa de homologia més simple. Nos basamos en [DL98, pags. 226, 236; Swi02,
pégs. 341, 174-178; y Liic20, Ejemplo 10.2], pero la presentacién que damos es
un poco distinta. En lugar de primero definir la homologia con coeficientes en un

ZC°P-moédulo y luego verificar que (E7,);,4 se puede expresar usando esta teorfa
de homologia, usamos el cilculo de ( E?2 )pq en si para motivar la definicién
de RC-médulo en general y la definicién de homologia con coeficientes en un
ZC°P-modulo.

Primero veamos cémo queda la primera pagina (Ezl,q)pﬂ de la sucesién es-
pectral cuando X es un C-CW-complejo libre.

Proposicién 2.24. Supongamos que el C-espacio X se obtiene del C-espacio
Y pegando C-p-celdas libres, de forma que

1, home(cs, —) sr—l v
Hiel home (¢, —) X DP ——— X |

donde I es un conjunto de indices, sea un pushout. Entonces se cumple que,
para todo g € Z,

hptq(X,Y) = @ hg(home(c;, —), @),

iel

donde identificamos home (c;, —) = home(¢;, —) x D°.
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Demostracion. Adaptamos la prueba de [Swi02, pag. 341]. Para esta se necesitan
varios resultados béasicos sobre teorias de homotopia que no hemos probado. En
lugar de probar estos resultados, solo citaremos donde se encuentra la version
clasica de estas pruebas. Luego las pruebas para C-espacios se obtienen de la
misma forma que hemos hecho hasta este punto.

Primero, se cumple que

hpia(X,Y) = (X ) VYY), (2.25)
donde el C-espacio cociente X /Y se define como

(X/Y)(e)=X(e) /Y(e),

y las funciones (X /Y)(¢) se definen a partir de X (¢) con la propiedad universal
del cociente. La prueba de (2.25) se puede deducir a partir de la que estd en
[Swi02, Proposicién 7.14] (que prueba el caso C = 1) de forma relativamente
directa. De ahora en adelante abreviaremos las expresiones del tipo hpiq(X /
Y,Y/Y) como hy,y,(X /Y, ) para ahorrar espacio.

Ahora, a partir del pushout que define a X, se puede ver que el cociente
X /Y es de la forma

;e home(c;, —) x DP

[1;c; home(c;, —) x SP=1
ey home(c;, —) x DP / home(c;, —) x SP~*
" T, home(ci, —) x SP=1 [ home(c;, —) x SP=1°

XY

Ademaés es claro que también

[1;c; home(c;, —) x SP~1 / home(¢;, —) x SP~1

Y/Y e Hie] home (c;, —) x SP~1 /home(c;, —) x SP—1°

Entonces, usando otra vez la versién general de (2.25), pero en la otra direccion,
tenemos que

hprg(X /Y, Y [ Y) = hyyo(]1,e home(cs, —) X DP / home (¢, —) x SP71,
[1;c; home(c;, —) x SP~1 /home(c;, —) x SP~1).
Usando el axioma de unién disjunta, se concluye que lo de arriba es isomorfo a
GBthrq(homc(ci7 —) x DP / home(c;, —) x SP71, %)
il

= @ hp+q(home(c;, —) x DP, home(c;, —) x SP~1).
iel

Ahora, usando suspensiones de una forma similar a la que se describe en
[Swi02, Secciones 7.15-7.18], se puede probar que

hptq(home(c;, —) x DP, home(c;, —) x SP~1)

> Ny g1 (home(ci, —) x DP™Y home(e;, —) x SP™2).
Repitiendo este proceso p veces, obtenemos que esto es isomorfo a

hy(home (c;, —) x D° home(c;, —) x S™1) = hy(home(c;, —), @) .
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Combinando todos estos isomorfismos, llegamos a que

hp-i-q(Xa Y) = @ hq(homC(ci7 _)) @) 9
el

que es lo que queriamos.
O

Corolario 2.26. En particular, dado X un C-CW-complejo libre, si aplicamos
el Teorema 2.23, se cumple que la pagina 1 de la sucesién espectral esta dada
por

E;q = hpiq(Xp, Xp-1) = @ hg(home (¢, —), D),

iel,
donde I, es el conjunto que indexa las p-celdas de X.

De ahora en adelante escribiremos hq(X) en lugar de h,(X, @) para ahorrar
espacio. Se concluye de este ultimo corolario que, suponiendo que conocemos los
grupos hy(home (¢, —)) para todo ¢ € C y q € Z, es facil obtener (E,,), dado
un C-CW-complejo libre arbitrario. Veremos que se cumple algo similar con los
diferenciales d', pero va a ser un poco més complicado. Primero necesitamos dos
definiciones que nos seran ttiles en el célculo de los diferenciales. La siguiente
estd basada en [Swi02, Definicién 10.10].

Definicién 2.27. Sea X un C-CW-complejo libre, y sea p € N. Supongamos
que I, es el conjunto de indices de las C-p-celdas de X, y que I,_; es el conjunto
de indices de las C-(p — 1)-celdas de X. Sea i € I, y j € I,_1. Es decir, X tiene
(por lo menos) una C-p-celda, basada en un objeto ¢; € C, y una C-(p — 1)-celda,
basada en un objeto ¢; € C. Supongamos que home(c;,¢;) no es vacio, y sea
¢ € home(cj, ¢;) (es decir, ¢ : ¢c; — ¢;).

Primero, recordemos que la C-p-celda indexada por ¢ se pega al (p — 1)-
esqueleto X,,_; través de un morfismo de pegado

gi - home(c;, —) x SP71 — Xp_1.

Este morfismo induce por la adjunciéon en la Proposicién 1.13 una funcién con-
tinua
T(gl) : Spil — Xp_l(ci) .

Por otra parte, la C-(p—1)-celda indexada por j es la imagen de un morfismo
f; +home(cj, —) x int DP~1 — X

(para esta no nos importara el morfismo de pegado). Por definicién, este mor-
fismo estd dado por funciones continuas (home(cj, —) x int DP~1)(c) — X(c)
para todo ¢ € C. Pero (home(cj, —) x int DP~1)(c) = home(c;, ¢) X int DP~1. En
particular, tenemos una funcién continua

fi(ci) s home(cj, ¢;) x int DP~1 — X (e;),
la cual se puede restringir a una funcién

Fi(€)ggyxing D1+ {¢} x int DP™1 = X (c;).
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Claramente la imagen de esta funcién es una (p — 1)-celda de X (¢;), si vemos a
X (¢;) como un CW-complejo clasico. Llamémosle e; 4 a esta imagen, y definimos
el espacio cociente

X2l = Xp1(e) [ (Xpoi(ei) \ o)

es decir, el resultado de colapsar todo X,_1(c;) excepto por la celda e; 4 a un
punto. Sea p; 4 : Xp—1(c;) = X27j1¢ la proyeccién al cociente. Se puede ver que

Xﬁ:jz es homeomorfo a DP~! / §P=2 = GP=1 Usando todo esto, definimos la

funcién de pegado relativa h; ; , : SP~' — SP~! como la composicién

T i ; _ >~
(g ) prl(cz‘) Pj,¢ Xp 1 - Sp_l .

p—1
5 CirJ, @

Definicién 2.28. Supongamos que ¢ : ¢c; — ¢; es un morfismo en C. Definimos
el morfismo de C-espacios

¢o : home(c;, —) — home(cj, —)

de la siguiente manera: dado ¢ € C, y dado ¢ € home(c¢;, —)(¢) = home (¢, ¢),
definimos

$o(c)(¥)) =1 o ¢ € home(cy, c).
Veamos que ¢, es un morfismo de C-espacios bien definido. Cada home/(c¢;, ¢) esta
equipado con la topologia discreta, asi que cada ¢, (c) es una funcién continua.
Para la naturalidad, hay que probar que conmutan los diagramas de la forma

¢o(c)

home(¢;, ¢) —= home(cj, ¢)

home e, —) ()| o [home(es, -)()

home(c¢;, d) —— home(cj,d)

para todo morfismo ¢ : ¢ — d en C. Pero por la definicién en (1.10) se da
que home/(c;, —)(¢)(¥) = ¢ o 1, asi que ambos caminos en el diagrama hacen

Y po(pog)=(po)og.
Ahora podemos afirmar la propiedad que cumplen los diferenciales d?.

Proposicién 2.29. Sea X un C-CW-complejo libre. Sea (£} ,d},)p.q,r la su-

cesion espectral dada por el Teorema 2.23. Entonces para cada p, g, tenemos el
siguiente diagrama conmutativo:

dl
Ezlnz Ezlkl,q
12 A 12
hptq(Xp, Xp—1) ———— hpyq—1(Xp—1, Xp2)

IR IR
@ielp hq(home (¢, =) —— EBjeIp,l hq(home (¢, —)).

Para definir el morfismo d’, primero definimos los morfismos

d;j : hg(home(c;, —)) = hg(home(cj, —))
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para todo i € I, y j € I,_1, tal que

dijo = > deg(hijg) (o),

¢€home (cj,c;)

donde deg(h; ;) es el grado de la funcién de pegado relativa h; ;4 @ SP71 —
5P~ definida en 2.27, y ¢, es el morfismo de C-espacios definido en 2.28. El gra-
do de una funcién continua S™ — S™ se define como en [Swi02, Definicién 10.10].
Luego definimos d’ como

d,(xi)iel,) = (Z d;jxi)

iel,_1
i€l, ISt

Se puede ver por un argumento de compacidad que, dado ¢ € I,, hay solo finitos
pares (7, ¢) tales que deg(h; j4) # 0, asi que d’ estd bien definido.

Demostracion. Omitimos la prueba completa. La idea es adaptar la prueba
dada en [Swi02, Teorema 15.7] (que a su vez se basa en la prueba de [Swi02,
Proposicién 10.11]) reemplazando celdas D™ por celdas libres home (¢, —) x D™,
con algunas correcciones para compensar por el hecho de que una celda libre
puede tener mas de una componente conexa.

O

Observacién 2.30. Vale la pena ver el caso p = 1 por separado. Dado i € I,
la funcién
T(g:) : 8 = Xo(c:)

queda determinada por la eleccién de los puntos T'(g;)(+1) y T(g;)(—1), donde
{+1,-1} = S% Dado j € Iy y ¢ : ¢; — ¢;, el conjunto e 4 es una 0-celda de
X (¢;), por lo tanto es un conjunto que contiene un solo punto. Reciprocamente,
cualquier punto de Xy (¢;) es el unico punto de una unica 0-celda e; 4, para algin
j€lyy ¢:c; — c;. Entonces, asumiendo que definimos bien la nocién de grado
de funciones S° — S, se cumple que

+1 siejy={T(g:)(+1)}
deg(hijg) =< —1 siejy={T(g:)(~-1)}
0 de otro modo.

Por lo tanto el morfismo

d - @ hq(hOmC(Ci; —)) — @ hq(homc(cj, *))

i€l Jj€lo

estd dado por la siguiente definicién: dado (z;)icr, € 0,5, hq(home(c;, —)),

i€l

d'(x:)ier, = Y (0 (0 )i — 17 (67 o))

i€l
donde, para todo ¢ € I,

= El morfismo ¢ : ¢;+ = ¢; es tal que e+ ,+ = {T(g;)(+1)}.

» El morfismo ¢; : Cj- = cies tal que €iror = {T(g:)(—1)}.
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£ hq(homc(cjii,—)) — ey, hg(home(cj, —)) son las

inclusiones candnicas.

» Los morfismos ¢

Recordemos que la segunda pagina (qu)mz se obtiene tomando la homologia

de (Ezl,q, dl)p,q. Entonces lo que nos dice la Proposiciéon 2.29 es que para calcular
esta segunda pagina en el caso en el que X es un C-CW-complejo libre, nos basta
con, por un lado, conocer todos los grupos h,(home(c, —)) y todos los morfismos
(¢o)«; ¥, por otro lado, conocer los conjuntos I, y los grados deg(h; j4). Lo
primero solo depende de la teorfa de homologia (hy)nez (v no de X), y lo
segundo solo depende del C-CW-complejo libre X (y no de (h,)nez). Es decir
que tenemos separada la informacién sobre (hy,)nez y la informacién sobre X.

La informacién de todos los grupos h,(home(c, —)) y morfismos (¢ )« para
un g € Z fijo es un ejemplo de una estructura llamada ZC°P-médulo. La siguiente
definicién viene de [DL98, pdgs. 204-205].

Definicién 2.31. Dado un anillo R y una categoria pequenia C, un RC-médulo
es un funtor covariante

M : C — R-Mod.

Es decir, M le asigna a cada objeto ¢ € C un R-mé6dulo M (c), y a cada morfismo
¢ : ¢ — d un morfismo de R-médulos M(¢) : M(c) — M(d), respetando
las composiciones. Si M y N son RC modulos, un morfismo de RC-médulos
f:+M — N es una transformacién natural entre M y N.

Entonces si definimos M (c) = hq(home(c, —)) y M(¢) = (¢o)+, resulta que
M es un ZC°P-médulo. El anillo es Z porque los hq(home(c, —)) son grupos
abelianos (es decir, Z-médulos). La categoria es C°P en lugar de C porque, dado
¢ € home(ce, d) = homeer (d, ¢),

(¢o)s & hg(home(d, —)) = hy(home(c, —)),

es decir, M(¢) : M(d) — M(c). Es facil ver que ademds ((¢' 0 ¢)o)x = (do)« ©
(¢L)«. A este ZC°P-mb6dulo lo llamaremos hy(home(?, —)) de ahora en adelante.

En lo siguiente estudiamos un caso en el que se simplifica bastante el calculo
de los grupos de homologia.

Proposicién 2.32. Sea (hy,)necz una teoria de homologia tal que, para todo
q # 0, hg(home(?,—)) = 0 (el ZC°P-mobdulo trivial). Sea X un C-CW-complejo
libre, y sea (K}, dp,)pqr la sucesién espectral obtenida en el Teorema 2.23.
Entonces los grupos de homologia (hy(X))nez cumplen que h,(X) = EZ . Es
decir que h,(X) =0 paran < 0, y paran > 0 los h,(X) se obtienen tomandole
la homologia (algebraica) al complejo de cadenas

- Dyeq, ho(home(er, =) -5 @,y holhome (e, —)) —

. @ielo ho(home (¢, —)) —— 0,
donde los diferenciales d’ estdn definidos como en la Proposicién 2.29.

Demostracion. Por el Corolario 2.26, se deduce que, para todo ¢ # 0y p € Z,

B}, = @ hg(home(ci, -)) = @0 =0.

iel, iel,
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Como E;;{l es un cociente de dos subgrupos de £, se deduce inductivamente
que B, = 0 para todo ¢ # 0, p € Z, r > 1. Entonces Ej; = colim,, £y, =0,
para todo g # 0 y p € Z. Por otro lado, sea r > 2. Tenemos que

d;,O : E;,O — ngr, r—1»
o1t By 1-p = Ep g -
Como tanto Ej,_, ,_; como EJ,, _, son triviales (ya que r —1 # 0), se deduce
que dj, o y dy . 1, son morfismos triviales. Entonces

kerd,,  Ej

r+1 ~ P.0 ~ r
p,0 T T - - “p,0-
imdy, . 1, 0
Por induccion se deduce que Ej o = 12),0, para todo p € Z y » > 2. Entonces

Ep% = colim,— Eg 0= Ef, o (se puede verificar que en este caso los morfismos

que se usan para definir el colimite son la identidad).
Llegamos a que la co-pagina de la sucesién espectral es

oo o qu sig=0
pq — :
0 siqg+#0,

para todo p,q € Z. Queremos obtener h,(X) a partir de esto. Por la Proposi-
cién 2.21, tenemos que

02F—1,n+1gFO,ng"'ng},n—kg"'ghn(X): UFk:,n—k-
keN

Si n < 0, entonces n — k # 0 para todo k € N. Por la segunda parte de la
Proposicién 2.21, para todo k € N,

Fr on—k
— 0t > = O7
Fri, n—k+1 ko nk
lo que implica que
0=F i1 =Fop=-=Fonp=-=hn(X).
Es decir que h,(X) = 0 para n < 0. Ahora, si n > 0,

2 C
Frn—k ~ g o Ek’n_k sik=n
- c,n—k — .
Fri 1 n—k+1 0 sik#n.

Esto implica que 0 = F_y 41 = Fopn = = Fh_11yque Foo = Frpy1, -1 =
-+« = h,(X). Entonces, como
Fn,O ~ Fn,O _ Fn,O ~ E2

n,0
0 Fo_11

concluimos que h, (X) = E%O para todo n > 0. Como siempre se cumple que
Ey, = 0 para p <0, llegamos a que h,(X) = ETZL,0 para todo n € Z. Como

1
kerd,,

P E—
m dn—l—l7 0

I

2
n,0

y por la Proposicién 2.29, queda probada la tltima afirmacion
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Supongamos que (hy,)nez es una teoria de homologia, y que X no es un
C-CW-complejo libre. Podemos usar el Teorema 1.36 para obtener una apro-
ximacion C-CW f : Z — X. Luego el axioma de equivalencia de homotopia
débil nos garantiza que fi : h,(Z) — h,(X) es un isomorfismo, y entonces
podemos usar sucesiones espectrales para calcular h,(Z) = h,(X). En particu-
lar, esto significa que si (hy,)nez cumple las hipétesis de la Proposicion 2.32,
esta queda determinada completamente a menos de isomorfismo por el valor del
ZC°P-médulo hg(home(?, —)).

Nos podemos preguntar si cualquier ZC°P-médulo determina una teoria de
homologia de esta forma. La respuesta es si. La siguiente definicién es equivalente
a la de [DL98, Definicién 3.15]:

Definicién 2.33. Sea M un ZC°P-mdbdulo. La homologia con coeficientes en M
es la teorfa de homologia (HS(—; M)),ecz definida de la siguiente forma. Dado
un C-espacio X, sea f : X’ — X una aproximacién C-CW, con I,, el conjunto
de indices de las C-n-celdas de X’ (donde la celda indexada por i € I, estd
basada en el objeto ¢;) para todo n € N. Definimos HS(X; M) = 0 para n < 0,
y para n > 0 definimos a HS(X; M) como la homologia algebraica del complejo
de cadenas

D @iy, M(e) =L By M) ——

i€l 1€1n -1

——— Dy, M(ci) —— 0,

donde los morfismos d' : @,c; M(c;) = @Djer, , M(cj) son tales que

n—1

d@her,=( Y deglhige)M(@))

j€ln 1
i€ly,, p€home(cj,c;) ’ !

Aqui h; j 4 estd definida como en 2.27, pero con las celdas de X'.

Omitimos la definicién de la homologia de un par HS(X,Y; M) para Y # @,
la definicién los morfismos g, : HS(X; M) — HE(Y; M) inducidos por morfis-
mos de C-espacios g : X — Y, asi como la prueba de que esto define una teoria
de homologia que cumple todos los axiomas.

Como home (¢, —) es un C-CW-complejo libre con una tnica C-0-celda basada
en ¢, se deduce que

HS(homc<c7—>;M>%{M(C) =

0 sin#0,

ya que entonces el complejo de cadenas tiene un solo grupo no trivial, que es

M (c). Entonces H§ (home(?,—); M) = M, lo cual responde nuestra pregunta.
Notar que la definicién de d’ en 2.33 es la misma que la de la Proposi-

cién 2.29, pero reemplazando hy(home(?,—)) con M. Ahora que tenemos de-

finida la homologia con coeficientes en un ZC°-moédulo, podemos escribir la

versién completa del Teorema 2.23 para C-CW-complejos libres. El siguiente es

una generalizacién de [Swi02, Teorema 15.7].
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Teorema 2.34. (Sucesion de Atiyah-Hirzebruch para C-CW-complejos libres).
Sea (hy,)nez una teoria de homologia no reducida de C-espacios, y sea X un C-
CW-complejo libre. Entonces existe una sucesién espectral de tipo homolédgico
(Epyrdyy)p.q.r cuya segunda pagina (E7, ), 4 estéd dada por

E2, = HS (X hg(home(?,—))),

y que converge a
(hn(X))nEZ .

Demostracion. La Proposicién 2.29 nos da los grupos Ezl)q y el diferencial d*.
Luego basta con notar que, dado ¢ € Z, si tomamos My = hqy(home(?, —)), tanto
Hg (X; M,) como Ezq se calculan tomandole homologia al mismo complejo de
cadenas.

O
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3. (G-espacios y G-teorias de homologia

En este capitulo mostramos cémo se puede traducir lo que hemos hecho has-
ta ahora si sustituimos C-espacios por G-espacios, donde G es un grupo. En la
Seccién 3.1 traducimos lo que obtuvimos en el Capitulo 1, mientras que en la
Seccidén 3.2 traducimos lo obtenido en el Capitulo 2. Nos basamos principalmen-
te en [Liic20, Capitulos 9, 10; DL98, Seccién 7]. En la Seccién 3.3 usamos el
teorema al que llegamos en la Seccién 3.2 para hacer el cdlculo de una aplicacion
que tomamos de [Ell4+20].

3.1. G-espacios y G-CW-complejos

En esta seccion introduciremos a los G-espacios y a los G-CW-complejos, y
mostraremos su relacién con los C-espacios y C-CW-complejo libre respectiva-
mente. Luego mostramos cémo se puede usar esta relacion para probar teoremas
sobre G-espacios y G-CW-complejos usando los resultados del Capitulo 1. Nos
basamos en [Liic20, Capitulo 9] y en [DL98, Seccién 7], pero nuestra presenta-
ci6n es un poco distinta a la de [DL98, Seccién 7].

Empezamos con una definicién bésica.

Definicién 3.1. Sea GG un grupo. Un G-espacio es un espacio topolégico X
equipado con una accién izquierda de G continua, es decir una funcién continua
- GxX — X talque gh-x = g-(h-x) para g,h € G y tal que e-z = x, donde
e € G es el elemento neutro.

Un morfismo de G-espacios o una funcion continua G-equivariante entre dos
G-espacios X — Y es una funcién continua f : X — Y que respeta la acciéon de
G, es decir tal que

g-f(z)=f(g =)

para todo g € G y x € X. De ahora en adelante siempre que dibujemos una fle-
cha entre dos G-espacios se entenderd que esta representa una funcién continua
G-equivariante. A la categoria de los G-espacios y los morfismos entre ellos la
llamamos G-Top.

Notar que esta definicién es equivalente a la de C-espacio cuando C es una
categoria con un solo objeto * y tal que home(x,*%) = G, como vimos en el
Ejemplo 1.4. Sin embargo en esta seccién convendrd mantener estos conceptos
separados y pensar a los G-espacios como una cosa distinta a los C-espacios.

Vamos a definir a los G-CW-complejos, pero primero hay que hacer otras
definiciones:

Definicién 3.2. Dado un grupo G y un subgrupo cualquiera H < G, le llama-
mos G / H al conjunto de coclases a izquierda

G/H={gH|geGq},

donde gH = {gh | h € H}. Le damos a este conjunto la accién izquierda de G
dada por
k-(gH) = (kg)H

para todos k,g € G. Podemos ver a G / H como un G-espacio equipandole la
topologia discreta.

63



Se puede ver que la unién disjunta de G-espacios es un G-espacio, que el
pushout de G-espacios es un G-espacio, etc. Si Y es un espacio topoldgico sin
una acciéon de G dada, y X es un G-espacio, se define el G-espacio X x Y con
la topologia producto y con la accién

g(x,y)Z(gx,y),

para todo (x,y) € X x Y. Esto es andlogo a la Definicién 1.21. Igual que para el
caso de C-espacios, definimos una homotopia de G-espacios como un morfismo
de G-espacios H : X x I —» Y, donde X e Y son G-espacios.

Adaptamos la siguiente definicién de [Liic20, Definicién 9.2].

Definicién 3.3. Un G-CW-complejo es un G-espacio X con la siguiente es-
tructura:

1. X viene equipado con subespacios X,,, n € {—1} UN invariantes por la
accién de G, tales que

=X ,1CXoCX1CX,C--CX=|] X,
neN

2. X = colim,,—y00 Xp.

3. Para todo n > 0, el subespacio X,, se construye a partir de X,,_; pegan-
do n-celdas equivariantes. Es decir, existe un conjunto de indices I,,, un
subgrupo H; < G para cada i € I,, y un pushout de G-espacios de la
forma

[ic;, G/ Hi x "' —— Xy

I J

HielnG/Hi x D" — X,,.

La imagen de la funcién inclusién G / H; x int D™ — X se llama n-celda equi-
variante. Los conceptos de n-esqueleto y dimensién de un G-CW-complejo se
definen de la forma obvia, igual que en la Definicién 1.17.

Se puede ver la similaridad con la Definicién 1.17. De hecho, resulta que
cualquier G-CW-complejo se puede ver como un C-CW-complejo libre para una
determinada categoria C. La siguiente definicién viene de [Bre67, Seccion 1.3].

Definicién 3.4. Sea G un grupo. Se define la categoria de érbitas de G como
la categorfa Or G cuyos objetos son los conjuntos G / H para todo subgrupo
H < G, y cuyos morfismos con funciones que preservan la acciéon de G. Es decir,
un morfismo G / H — G / K es una funcién f: G/ H — G / K tal que

g - flgH) = f(g'gH)

para todos g,g’ € G. Notar que esta condicién es equivalente a pedir que
flgH) =g - f(eH) para todo g € G, donde e € G es la identidad. La composi-
cién de morfismos en esta categoria se define simplemente como la composicion
de funciones.
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Ahora veremos cémo se puede ver a cualquier G-espacio como un Or G°P-
espacio, donde Or G°P es la categoria opuesta a OrG. Lo que sigue viene de
[DL98, Ejemplo 1.3].

Definicién 3.5. Sea X un G-espacio. Dado H < G un subgrupo, le llamamos
X al subespacio de X dado por

X" ={re X |h-x=uxparatodohc H}.
Definiremos un Or G°P-espacio mapq(—, X) tal que, para todo G / H,
mapg(—, X)(G / H) = X"

Dada f € homo,ger(G / K,G / H) = homo,¢(G / H,G / K), definimos la
funcién continua

mapg(—, X)(f) : mapg(—, X)(G / K) = mapg(—, X)(G / H)
tal que, si f(eH) = gK, entonces

mapg(—, X)(f)(z) = g-= (3.6)

para todo & € mapa(—, X)(G / K). Esta funcién estd bien definida ya que si
g'K = gK entonces g~'¢’ € K,y por lo tanto g-z = g-(¢97'¢'-7) = ¢’ 2. Queda
claro que cada mapg(—, X)(f) es continua. Hay que verificar que se cumple que

mapG(—,X)(fl © f) = mapG(_’X)(f) o mapG(_7X>(f/) )

donde f’of es la composicién en Or G. Pero esto se deduce de que si f(eH) = gK
y J'(eK) = ¢ I, entonces (f'o f)(eH) = f/(gK) = g- f'(eK) = (g9/) . Asi que
mapeq(—, X) es un Or G°P-espacio bien definido.

La notacién maps(—, X) surge de que el espacio map(G / H, X) de fun-
ciones equivariantes G / H — X es homeomorfo al subespacio de X formado
por los puntos que quedan fijos por la accién de H, es decir, a lo que defi-
nimos como X . Sin embargo, este hecho no nos seréd ttil, y para nosotros
mapq(—, X)(G / H) serd solamente un subespacio de X, y no un espacio de
funciones.

Proposicién 3.7. La correspondencia X +— mapqs(—, X) nos da un funtor
inyectivo G-Top — Or G°P-Top, cuyo inverso izquierdo es evg/; : Or G°P-Top —
G-Top.

Demostracion. Para probar que esta correspondencia nos da un funtor primero
hay que definir cémo lleva un morfismo de G-espacios a un morfismo de Or G°P-
espacios. Sean X,Y dos G-espacios, y sea F': X — Y un morfismo entre ellos.
Se define el morfismo de Or G°P-espacios

mapg(—, F) : maps(—, X) = maps(—,Y)

de manera que cada funcién mapg(—, F)(G / H) : X — YH sea simplemente
la restriccién de F, es decir que

mapg(—, F)(G / H)(x) = F(z), (3.8)
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para todo x € X . Esto estd bien definido, ya que, como F es un morfismo de
G espacios,

h-F(z)=F(h-x)=F(z),
para todo h € H, y por lo tanto F(z) € Y. Veamos que este mapg(—, F')
es un morfismo de Or G°P-espacios bien definido. Claramente cada funcién

mapg(—, F)(G / H) es continua. Es facil probar que conmutan los diagramas
de la forma

mapg(—, F)(G / K)

XK YK
mapg (— X)(f)] |mapa (= Y)(1)
XH mapg(—, F')(G / H) yH 7

ya que ambos caminos hacen z — g- F(z) = F(g-x), para f(eH) = gK. Asi que
mapg(—, F) es un morfismo de Or G°P-espacios bien definido. Ademads es claro
que con esta definicién el funtor respeta las composiciones, y lleva identidades
a identidades.

Mostraremos que el funtor evaluacién

evg/1 : Or G°P-Top — G-Top

es una inversa izquierda de este funtor, probando que este es inyectivo. Definimos
a 1 ={e} < G como el subgrupo trivial. Se puede ver que G / 1 es isomorfo al
conjunto de elementos de G con la accidon dada por traslacién izquierda. Una
funcién f: G /1 — G /1 que preserve esta acciéon cumple que

fla1) = a- f(e1)

para todo a € G, es decir que f queda determinada por la eleccién del g € G tal
que f(el) = gl. Por otro lado, es facil ver que cualquier g € G determina una
unica funcién f de esta forma. Notar que estas funciones acttian por la derecha.
Es por esto que todo Or G°P-espacio X (no un Or G-espacio) cumple que

evan(X) = X(G /1)
es un G-espacio con accion a izquierda. La accién viene definida por las funciones
X(f): X(G/1)—= X(G/1).
Explicitamente, dado g € Gy © € X(G /1), se define
g-a=X(f)(x) (3.9)

donde f: G/1 — G /1 estal que f(el) = g. Claramente se cumple que e-x = x
(va que en ese caso f es la identidad), y se puede verificar que

g (g -2) = (X(f) o X(f))(z) = X(f o f)() = (gg) - @,

donde f(el) =gl y f/'(el) = ¢g'1. Se puede verificar también que, si F': X =Y
es un morfismo de Or G°P-espacios, entonces con estas acciones evg/q (F) =
F(G /1) es un morfismo de G-espacios:

g-F(G/D)(x) = (Y(f) o F(G/1))(x)
= (F(G /D)o X(f))(x) = F(G/1)(g- ).
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Queda establecido entonces que evg/; es un funtor Or G°P-Top — G-Top.
Veamos que es inverso izquierdo de X — mapg(—, X), es decir, que

mapg(—, X)(G /1) =X,
con la misma accién de G. Por definicion

maps(—, X)(G/1)={zre X |e-z =z paratodoec 1} C X,

lo cual es obviamente igual a todo X. Si escribimos como - a la accién en

mapg(—, X)(G /1), se ve aplicando las definiciones de (3.9) y (3.6) que

g x =mapg(— X)(f)(z) =gz,

es decir que las acciones son las mismas. Si F' : X — Y es un morfismo de
G-espacios, entonces por la definicién en (3.8),

mapg(—, F)(G /1) = F,

lo que prueba que evg/; también es un inverso izquierdo para los morfismos.
O

Al funtor que hace X — mapa(—, X) lo llamaremos maps(—, 7). Resulta
que se cumple algo mas fuerte que lo que acabamos de probar si nos restringimos
a los G-CW-complejos y a los Or G°P-CW-complejos libres. Lo que sigue es una
versién de [DL98, Teorema 7.4].

Teorema 3.10. Sea X un G-CW-complejo, y sea X’ un Or G°P-CW-complejo
libre. Entonces se cumple que mapgs(—, X) es un Or G°P-CW-complejo libre,
X'(G /1) es un G-CW-complejo, y

mapg(—, X)(G /1) = X,
mapg(—, X'(G /1)) = X',

a través de isomorfismos naturales. Es decir, si nos restringimos a los G-CW-
complejos y a los Or G°P-CW-complejos libres, ev/1 no solo es un inverso iz-
quierdo, si no que también es un inverso derecho a menos de isomorfismo. Esto
implica que la categoria de los G-CW-complejos es equivalente a la categoria de
los Or G°P-CW-complejos libres.

Demostracion. Primero probamos que X'(G /1) es un G-CW-complejo. Hay
que mostrar que la estructura de un Or G°P-CW-complejo libre (dada por la
Definicién 1.17) induce la estructura de un G-CW-complejo que definimos en la
Definicién 3.3 al evaluar en G / 1. Primero, sabemos que X’ tiene sub-Or G°P-
espacios

X, CX]CXJCoC X,

y por lo tanto X’(G / 1) tiene subespacios
Xo(G/1) CXU(G /1) CX(G/1)C--CX'(G/1).

Por la definicién sub-C-espacio, estos deben ser invariantes por las funciones
X'(f): X'(G/1) = X'(G /1) que definen la accién de G sobre X'(G /1) (ver la
observacién 1.6). Como X’ = colim,,—, - X/, tenemos también que X'(G /1) =
colim,,_, o X/, (G /1). Para todo n € N, tenemos un pushout de Or G°P-espacios
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Hie[’ hOInOrGOP(G'/f{i7 _) e SN

n—1

I |

Hie]’ }1011'1()I—C.}’0P(G/E[i7 _) X Dn e X’I/’L .
Evaluando en G / 1, tenemos entonces un pushout de espacios topoldgicos

icp, homorgor (G / Hi, G /1) x S"71 —— X}, (G /1)

[ |

[Lier, homo, o (G / H;, G /1) x D" ——— X/,(G /1).

Como los morfismos del primer pushout eran morfismos de Or G°P-espacios, las
funciones continuas de las que estdn hechos (y en particular, las funciones del
segundo pushout) conmutan con las funciones de tipo X'(f) para f : G /1 —
G / 1. Esto implica que el segundo pushout es un pushout de G-espacios, dado
que la accién de G se define a partir de estas funciones. Ahora, tenemos que

homorgop(G/Hi, G/l) = homorg(G/l, G/HZ) .
Una funcién f: G /1 — G/ H; que preserva la accién de G es tal que

f(al):a'f(el)?

por lo tanto esta f queda determinada por la eleccién del gH; € G / H; tal que
f(el) = gH;. Se puede ver también que cualquier gH; € G determina una f
de esta forma. Por lo tanto homo, ger (G / H;, G / 1) estd en biyeccién con el
conjunto G / H;. Veamos c6mo es la accién de G sobre homoy gor (G / H;, G/ 1).
Sea f € homoyger (G / H;, G /1) tal que f(el) = gH;. Sea ¢’ € G un elemento
cualquiera, y sea f': G /1 — G /1 tal que f'(el) = ¢g'1. Entonces, aplicando
las definiciones en (3.9) y (1.10),

9" f=homorger (G / Hi, =)(f)(f) = fof

(hay que dar vuelta el orden de la composicién por estar en Or G°P y no en
OrG). Asi que ¢’ - f es la funciéon G /1 — G / H; que hace

el (fof)(el)=f(g) =g - flel) =g  gH;.
Se concluye que homoy gor (G / H;, G / 1) es isomorfo a G / H; como G-espacio.

Deducimos fécilmente que homo, gor (G / H;, G /1) XY es isomorfo a G/ H; x Y
para cualquier espacio topoldgico Y, y por lo tanto tenemos un pushout

[ic;, G/ Hi % St —— X5, 4(G /1)

[ |

ier, G/ Hi x D" ——— X4(G /1),

Esto prueba que X'(G /1) es un G-espacio, con n-esqueleto X/ (G / 1).

68



Para probar que map(—, X) es un Or G°P-CW-complejo libre se puede usar
un método similar. Solo mostraremos la parte mas importante, que es probar
que

mapG(f,G/Hi) = hOmOrGOP(G / Hz', 7) = hOIIlOrG(f7 G / Hz) .

Este hecho esta sugerido por la notacién, pero con la definicién que dimos para
mapq(—, G / H;) la prueba no es del todo trivial. Sea H < G un subgrupo
cualquiera. Entonces

(G ) H)" ={gH; € G/ H;| h-gH; = gH; para todo h € H}.

Sea gH; € (G / H;)*. Podemos definir f : G / H — G/ H; la funcién tal que
f(eH) = gH;, y luego extender f(aH) = a- f(eH) = agH;. Para que esto esté
bien definido se tiene que dar que f(eH) = f(hH) = h- f(eH) para todo h € H,
pero

h-fleH)=h-gH; = gH, (3.11)

por hipétesis. Similarmente si f : G/ H — G / H; preserva la accién de G,
esta debe cumplir (3.11), asi que f(eH) € (G / H;)*. Entonces tenemos una
biyeccién entre (G / H;)? y homo, (G / H,G / H;) = homo, gor (G / H;, G | H)
para todo H < (. Para ver que estas biyecciones inducen un isomorfismo de
Or G°P-espacios, basta con aplicar las definiciones de map(—,G / H;)(f) y de
homo, gor (—, G / H;)(f) v ver que son compatibles con estas biyecciones.

Por ultimo, hay que probar que

mape(—, X)(G /1) = X,
mapg(—, X' (G /1)) 2 X',

La primera igualdad ya la tenemos probada por la Proposicién 3.7. Veamos
cémo se prueba la segunda. Dado H C G, sea py : G /1 — G/ H tal que
pu(gl) = gH. Se puede ver que esta preserva la acciéon de G. Dado un Or G°P-
espacio Y cualquiera, tenemos una funcién continua

Y(pu): Y(G/H)—=Y(G/1).

Recordemos que Y (G / 1) tiene una accién de G que le dimos en la prueba de
la Proposicién 3.7. Seax € Y(G/ H),yseahe€ H.Si f:G/1—G/1lesla
funcién que preserva la accién de G tal que f(el) = hl, entonces

h-Y(pr)(x) = (Y(f) o Y(pm))(z) =Y (pu o f)(x).

Como (puof)(gl) = pu(ghl) = ghH = gH = pr(gl), tenemos que pyof =py
y por lo tanto h - Y (pg)(z) = Y(pw)(z). En otras palabras,

im(Y (pr)) CY(G /1.
Por lo tanto podemos definir un morfismo de Or G°P-espacios

Py :Y - maps(—,Y(G /1))
Py(G/ H)(z) =Y (pu)(z).

Se puede verificar que este es un morfismo de Or G°P-espacios (es decir, que
conmuta con las del tipo Y (f)) aplicando las definiciones. Afirmamos que si
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X’ es un Or G°P-CW-complejo libre, este Px: es un isomorfismo. No vamos a
probar todos los detalles, pero la idea es la siguiente. Primero, se prueba que

PhOIl’lorcop (G/H;,—) * homOr Gop (G / Hia 7)
— mapg(—,homo, gor (G / Hi, G /1))

es un isomorfismo. De hecho, es el mismo isomorfismo que se obtiene combinando
los dos isomorfismos ya vimos antes en esta prueba. Luego, dado

F; : homo, gor (G / Hy, —) x S"7F — X!

n—1
un morfismo de pegado de X', se prueba que conmuta

F;
homo, gor (G / Hy, —) x S™71 ne1

P n— lg o~ Py
Xt mapg (—, Fi(G /1)) o

mapg(—, homo, gor (G / H;, G /1) x S 1) — mapg(—, X,,_1(G /1)).

Esto se reduce a simplemente aplicar las definiciones y usar que F; es un morfis-
mo de Or G°P-espacios. Una vez que tenemos esto, se puede probar inductiva-
mente Py, es un isomorfismo para cada n-esqueleto X7, ya que entonces habra
un isomorfismo de pushouts. Finalmente, se prueba que Px: es el colimite de
los Px/, y por lo tanto es un isomorfismo X’ — mapg(—, X'(G / 1)).

Para terminar la prueba habria que probar que P_ es una transformacién
natural. Es decir, dados Or G°P-espacios Y, Y’ y un morfismo F : Y — Y entre
ellos, hay que probar que conmuta

Y 2 mapa(—, V(G /1))
r| [mape(— F(@ /1)
Y D mape (=, Y/(G /1)),

pero es facil de ver que esto no es nada mas que una generalizacién del diagrama
conmutativo anterior, y la prueba es exactamente la misma verificacién.

O

Podemos usar esto para traducir los resultados que obtuvimos en el Capi-
tulo 1 a resultados sobre G-espacios y G-CW-complejos. Primero damos una
definicién, que proviene de [Liic20, pdg. 273].

Definicién 3.12. Dados G-espacios X e Y y un morfismo de G-espacios F :
X =Y, se dice que F' es una G-equivalencia de homotopia débil si el morfismo
mapg(—, F) : mapg(—, X) — maps(—,Y) es una equivalencia de homotopia
débil de Or G°P-espacios, es decir si la restriccién de F a cada subespacio X
es una equivalencia de homotopia débil. Notar que esta es una condicién mas
fuerte que ser una equivalencia de homotopia débil entre espacios topologicos.
Una aproximaciéon G-CW de X es un G-CW-complejo Z junto con una G-
equivalencia de homotopia débil F': Z — X.

Hay una version del teorema de Whitehead para G-CW-complejos: lo si-
guiente es equivalente a [Liic20, Teorema 9.16(ii)].
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Proposicién 3.13. Si X e Y son G-CW-complejos, y F' : X — Y es una
G-equivalencia de homotopia débil, entonces F' es una G-equivalencia de homo-
topia, es decir que es una equivalencia de homotopia (fuerte) donde todas las
homotopias involucradas son morfismos de G-espacios.

Demostracion. Como maps(—, F) : mapg(—, X) — mapg(—,Y) es una equi-
valencia de homotopia débil entre Or G°P-CW-complejos libres, el Teorema 1.34
implica que mapg(—, F') es una equivalencia de homotopia de Or G°P-espacios.
Luego es ficil verificar que F' = maps(—, F)(G / 1) es una G-equivalencia de
homotopia.

O

También probamos una versién del teorema de aproximacién CW [ver Liic20,
Ejercicio 9.17]:

Proposiciéon 3.14. Todo G-espacio X tiene una aproximacion G-CW F' : Z —
X.

Demostracion. Como mapg(—, X) es un Or G°P-espacio, podemos usar el Teo-
rema 1.36 para hallar una aproximacién Or G°P-CW

F': 7" — mapg(—, X).
Definimos Z = Z'(G / 1), y
F=F(G/1):Z - maps(—, X)(G/1)=X'=X.

Por el Teorema 3.10 Z es un G-CW-complejo. Ademds mapg(—, F) = F” es una
equivalencia de homotopia débil, asi que F es una G-equivalencia de homotopia
débil. Entonces F' : Z — X es una aproximacion G-CW.

O

3.2. (G-teorias de homologia

En esta seccién definiremos el concepto de G-teoria de homologia, y usaremos
la equivalencia que hallamos en la seccién anterior para relacionarlo con el de
teoria de homologia para Or G°P-espacios. Luego probaremos una versién del
Teorema 2.34 para G-CW-complejos, esta es la sucesién espectral de Atiyah-
Hirzebruch equivariante. Nos basamos en [Liic20, Capitulo 10].

Muchos conceptos que necesitaremos se definen igual que para C-espacios.
Por ejemplo, la categoria (G-Top)? de pares de G-espacios se define de la misma
forma que en la Definicién 2.1, donde el segundo espacio de un par es un subespa-
cio invariante del primero. El funtor restriccién (G-Top)? — (G-Top)? se define
igual que en la Definiciéon 2.1, las G-homotopias de pares y G-equivalencias de
homotopia débiles de pares se definen igual que en la Definiciéon 2.2, y las ter-
nas y triadas se definen igual que en la Definicién 2.3. Adaptamos la siguiente
definicién de [Liic20, Definicién 10.1].

Definicién 3.15. Una G-teoria de homologia no reducida es una sucesién de
funtores H,, : (G-Top)? — Ab para n € Z, junto con transformaciones naturales
On : Hpn = Hn_1 0 R para n € Z, que satisfacen los siguientes axiomas:

1. Homotopia: Si f ~ g como morfismos de pares, entonces h,(f) = h,(g)
para todo n € Z.
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2. Eractitud: Sea (X, A) € (G-Top)?, y sean

1:(A,9) = (X,9),
i (X,9)— (X, A)

las inclusiones. Entonces la sucesién

s i (3, )y (4 gy
Ha(X,2) — 0L, g, (x, ) 204

es exacta.

3. Escision: Sea (X; A, B) una triada G-CW. Entonces el morfismo inclusién
j: (A, AN B) — (X, B) induce un isomorfismo

Hn(j) : Hon(A, AN B) — H,(X, B)
para todo n € Z.

4. Unidn disjunta: Sea ((Xq, Aa))aer una coleccién de pares de G-espacios, y
sea (X, A) = (I, Xa, ]I, Aa) su unién disjunta. Entonces las inclusiones
1o : Xo — X inducen un isomorfismo

@Hn(za) : @Hn(xmAa) — Hn(Xa A)

para todo n € Z.

5. Equivalencia de homotopia débil: Sea f : (X, A) — (Y, B) una G-equi-
valencia de homotopfa débil de pares. Entonces H,(f) : Hn(X,A) —
H, (Y, B) es un isomorfismo para todo n € Z.

Se puede ver la similaridad con la definicién de teoria de homologia para
C-espacios. Podemos hacer esto mas riguroso:

Proposicién 3.16. Sea (H,,)nez una G-teoria de homologia, y sea (hy,)nez una
teoria de homologia de Or G°P-espacios. Consideremos a los funtores

mapg(—,?) : G-Top — Or G°P-Top
evgy1 + Or G°P-Top — G-Top

definidos en la seccién anterior. Entonces (H,,0evg/1)nez s una teorfa de homo-
logia de Or G°P-espacios, y (h, omapg(—,?))nez s una G-teoria de homologia.

Demostracion. Basta con verificar que cada axioma de las G-teorias de homo-
logia se traduce a un axioma de teorias de homologia de Or G°P-espacios y
viceversa, explotando las propiedades buenas que cumplen evg/; y mapg(—,?).

O

Veamos un caso particular de esto. La siguiente definicién es equivalente a
la que aparece en [Liic20, Ejemplo 10.2].
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Definicién 3.17. Sea M un ZOr G-médulo. La homologia de Bredon con co-
eficientes en M es la G-teoria de homologia definida como

(Hi (= M))nez = (H" ™ (= M) o mapg (=, ?) nez

donde (HO"G""(—; M)),ez es la homologia con coeficientes en el (Or G°P)°P-
moédulo M (Or G = (Or G°P)°P) definida en 2.33. Por la Proposicién 3.16 esta
definicién nos da una G-teoria de homologia bien definida.

Observacion 3.18. Nos serd conveniente dar una definicién mas explicita de
la homologia de Bredon. Aplicando las definiciones, y usando algunas cosas
que probamos en el Teorema 3.10, llegamos a que la homologia de Bredon
(HG(—; M))pez estd definida de la siguiente manera. Dado un G-espacio X,
sea F : X’ — X una aproximacién G-CW, con I, el conjunto de indices de
las n-celdas equivariantes de X’ (donde la celda indexada por ¢ € I, es de la
forma G / H; x D") para todo n € N. Se define HF(X; M) = 0 paran < 0, y
para n > 0 se define a HS(X; M) como la homologia algebraica del complejo
de cadenas

s @y, M(GH) Y @, MG H) ——
> D, MG/ Hi)) —— 0,
donde los morfismos d' : @,¢; M(G/Hi) = @;c;, , M(G/H;) estdn definidos
como
d/(ffi)ieln = ( Z deg(hfi,j,gHj)M(rgHj)x) ) :
i€, gH,e(G/H,) i J€ln—1
Aqui, 7y, : G/ H; — G / Hj es la funcién equivariante tal que
rom, (eH;) = gHj
y deg(hg’j’gHj) es el grado de la funcién h;’j}gHj : 871 — §7~1 definida de la

siguiente forma: Sea g; : G / H; x S"~! — X/ | el morfismo de pegado de la
n-celda indexada por i. Sea f; : G / H; x int D"~! — X’ la funcién de pegado

de la (n — 1)-celda indexada por j. Sea e; m, = fj({gH;} x int D"71), y
XIn{:,_];,gH,i =X51/ (Xno1 \€jgm,)

. ’ n—1 .y . .

con pjgm; : Xp—1 = X, j ou, 1a proyeccion a este cociente. Hay un isomorfismo
: n—1 ~ qgn—1 / . ~iriA

obvio X7 "0y, = 5" . Entonces h; ; . es la composicion

o~ g¢|{8H.}Xsn—1 Pj,gH; [~
n—1 = n—1 i / 7,944 n—1 = n—1
Sl = {eH;} x S X, Xpt oy, — SvL

Observacién 3.19. También sera conveniente tener una version de la obser-
vacion 2.30 para el contexto de G-espacios y la homologia de Bredon. Se puede
deducir que el morfismo de borde

d:@P MG/ H)—~ P MG/ H,))

i€l Jj€lo
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estd dado por la siguiente definicién: dado (2;)icr, € P,.;. M (G / H;),

i€l
d'(i)ier, = Z(LfM(Tg;rHﬁ)wi - LZM(TQ;Hj,)UCi)a
i€l ‘ K

donde, si F; : G/ H; x S° — X/, es el morfismo de pegado de la 1-celda indexada
por %, entonces

» El punto F;(eH;,+1) corresponde con el punto (ngjf,O) de la 0-celda
G / Hj?*' X DO.

= El punto F;(eH;,—1) corresponde con el punto (g,

; H;-,0) de la O-celda
G/ H;- x D"

= Los morfismos 1 : M(G / H:) — @D
canoénicas.

jer, M(G / Hj) son las inclusiones

Es esperable que la sucesién espectral del Teorema 2.34 tenga una versién
para G-CW-complejos, dadas las equivalencias del Teorema 3.10 y la Proposi-
cién 3.16. Veamos primero qué jugard el rol del ZC°P-médulo h,, (home (7, —)).

Observacién 3.20. Recordemos que para todo H < G, el objeto de OrG
llamado G / H también es un G-espacio. Entonces dada una G-teoria de ho-
mologia (Hy)nez y dado n € Z, tenemos un grupo abeliano H,,(G / H, @). Si
f:G/H — G/ K es un morfismo en Or G, entonces por definicién f es un
morfismo de G-espacios, y por lo tanto

Ho(f): Ho(G ) H, @) = Ho(G ] K, @)

es un morfismo de grupos abelianos para todo n. Como H,, ya es un funtor, esto
implica que tenemos un funtor

Hp(—,0): 0rG — Ab = Z-Méd,
es decir que H,(—, &) es un ZOr G-mdbdulo.

Ahora podemos probar nuestra versién del Teorema 2.34 [ver Liic20, Teo-
rema 10.44].

Teorema 3.21. (Sucesién de Atiyah-Hirzebruch equivariante). Sea (Hn)nez
una G-teoria de homologia, y sea X un G-CW-complejo. Entonces hay una su-
cesién espectral de tipo homolégico (E7 . dr )p.q.r cuya segunda pagina (E2, )
estd dada por
~ G
Ezq = Hp (Xqu(_z Q)) )

y que converge a

(Hn (X))nGZ .

Demostracion. La idea es traducir todo a Or G°P-espacios, usar el Teorema 2.34
para obtener una sucesién espectral, y volver a traducir el resultado a G-
espacios. Definimos la teoria de homologia de Or G°P-espacios

(hn)nGZ = (Hn o eVG/l)nGZ 5
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como en la Proposicién 3.16. Sea X' = map(—, X), entonces por el Teore-
ma 3.10 X’ es un Or G°P-CW-complejo libre. Entonces, para (hyp)nez v X/, el
Teorema 2.34 nos da una sucesién espectral (£}, dp,)p 4, Cuya segunda pagina
(E2,)p.q estd dada por

Eﬁq = HpOrGOP (Xl, hq(homOrG"f’ (?7 _))) .

Por definicién de la homologia de Bredon, y por cémo definimos a X', esto es
igual a
HE(X; hg(homoy gor (7, —))) .

Por otro lado, dado H < G, por la definicién de (hy)nez
hq(homorgop(G JH,—)) = Hq(homorgop(G /H,G /1))
= Hq(homorg(G/ 1, G/H)) .

En la prueba del Teorema 3.10 probamos que homo, ¢(G/1,G / H) es isomorfo
a G / H como G-espacio, asi que se deduce que

hg(homoy gor (G / H, —)) = Hy(G | H, @)

(recordar que hg(homo, gor (G / H, —)) es una abreviacién de hq(homo, gor (G /
H,—), @). Vamos a verificar que esto induce un isomorfismo de ZOr G-mé6dulos

hq(homorgop(?, —)) = %q(—, @) .

Para esto hay que probar que, dado f : G/ H — G / K un morfismo de G-
espacios, el diagrama

hg(homoy ger (G / H, —)) —— Hy(G | H, @)
(fo)-] . [Halh)
hg(homo,gor (G / K, —)) —— Hy (G /| K @)
es conmutativo. Para esto basta ver que
homoy gon (G / H, G /1) —— G | H
£u(G /1) ol
homo,ger(G/ K, G /1) — G/ K

conmuta, ya que al aplicarle H, a este nos da el diagrama anterior (notar que

(Jo)e = halfa) = (Hy 0 evG1)(fa) = Hy(fo(G / 1))). Sea f' € homor gon(G /
H,G/1),esdecir f':G/1— G/ H. Verificando la definicién de f, en 2.28
y la de los isomorfismos en la prueba del Teorema 3.10, se puede ver que este
altimo diagrama hace

fl—= (el
fo(G/l)I If
fof —== f(f(e1)) = (fof)(el)
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(notar que fo(G / 1)(f') = fof yno f o f porque la categorfa en la que
se define esta f, es OrG°P y no Or G). Asi que este diagrama conmuta para
toda f y tenemos un isomorfismo de ZOr G-médulos. Se puede verificar que
un isomorfismo de ZOr G-moédulos induce un isomorfismo en la homologia de
Bredon, asi que concluimos que

qu = HpG(Xa h‘q(hornOrG"p (?7 _))) = HE(X7 Hq(_7 Q)) .
Por 1ltimo, el Teorema 2.34 nos garantiza que (E, , d;,)p,q,r converge a

(hn(X,))nEZ == ((Hn o eVG/l)(mapG(faX)))n€Z7

pero esto es igual a

(Hn(mapg(—, X)(G / D)nez = (Hn(X))nez

donde la iltima igualdad viene de la Proposicién 3.7.

3.3. Ejemplo: HP=(R;K(R))

En esta seccién desarrollaremos un ejemplo dado en [Ell420, Seccién 3.2],
que es un céalculo que usa la sucesion espectral de Atiyah-Hirzebruch equiva-
riante.

Primero hay que ver algunas definiciones. Estas se pueden encontrar en
[Liic20, Seccién 9.1].

Definicién 3.22. Dado un grupo G, una familia de subgrupos de G es un
conjunto F de subgrupos de G que es cerrado por conjugacién y por pasar a
subgrupos. Es decir, F es tal que, si H € F, entonces gHg~ ! € F para cualquier
g € G,y K € F para cualquier subgrupo K < H.

Ejemplos de familias de subgrupos son All, la familia de todos los subgru-
pos, Tr, la familia que solo contiene al subgrupo trivial, Fin, la familia de los
subgrupos finitos, y Cyc, la familia de los subgrupos ciclicos, entre otros.

Definicién 3.23. Dado un grupo G y una familia F de subgrupos de G, se
dice que un G-CW-complejo X es un modelo del espacio clasificante para F si
cumple que

I contractible si H € F
X" es
vacio siH¢F.

En este caso, a X se le llama ErG. Veremos que ErG queda determinado a
menos de equivalencia de homotopia.

En lo que sigue escribiremos “modelo de ExG” en lugar de “modelo del
espacio clasificante para F” para ahorrar espacio. Lo siguiente se puede deducir
de [DL98, Lema 7.6(2) y el comentario que sigue a la Definicién 3.8].

Proposicién 3.24. Sean GG un grupo y F una familia. Existe un tinico modelo
X de ExG a menos de G-equivalencia de homotopia.
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Demostracion. Vamos a construir a X a partir de una aproximacién Or G°P-
CW, y luego usaremos la unicidad de estas aproximaciones para probar la uni-
cidad de los modelos de ExG. Definimos un Or G°P-espacio Xz de la siguiente
manera;:

{x} siHeF

Xf(G/H):{g siH¢F

donde {*} es un espacio con un solo punto. Las funciones X#(f) : X»(G/H) —
Xr(G/K)dada f : G/ K — G/ H son las inclusiones. Hay que ver que esto
estd bien definido, es decir que Xz (f) no termine teniendo que ser una funcién
{*} — @. Es decir, si existe f : G/ K — G / H en Or G, hay que probar que
entonces X7(G / H) y X7(G / K) no pueden ser {*} y & respectivamente al
mismo tiempo. O, lo que es lo mismo, hay que ver que entonces H € F implica
que K € F. Probemos esto.
Tenemos que f(eK) = gH para algin g € G. Ademés, para todo k € K,

F(eK) = f(kK) = k- f(eK) = kgH,

es decir que gH = kgH, por lo tanto g~'kg € H, y entonces k € gHg™'.
Probamos entonces que K < gHg~!. Como F es una familia, si H estd en F
entonces gH g~ ' también, asi como cualquier subgrupo de este, incluyendo K.
Queda probado entonces que X  esta bien definido.

Sea F': X’ — X7 una aproximacién Or G°P-CW de X . Esta existe por el
Teorema 1.36. Sea X = X'(G/1). Por el Teorema 3.10, tenemos un isomorfismo
Px: : X! - maps(—, X(G /1)) = maps(—, X). Sea F' : maps(—, X) — Xr
definida como F' = F o P)},l. Entonces para cada H < G

F'(G/H)=F(G/H)oPx/(G/H)™*

es una equivalencia de homotopia débil, por ser composicién de un homeomor-
fismo y una equivalencia de homotopia débil. Supongamos que H € F. Entonces
tenemos una equivalencia de homotopia débil

F(G/H): X" = {x}.

Por el teorema de Whitehead para espacios topolégicos (es decir, el Teorema 1.34
con C = 1) esta es una equivalencia de homotopia fuerte, ya que tanto X como
{x} son CW-complejos. Es decir que X es contractible. Por otro lado, si H & F,
tenemos una funcién

F'(G/H): X" - &,

lo cual implica inmediatamente que X es vacio. Queda probado entonces X
es un modelo de ExG.
Ahora, supongamos que X7 y X5 son dos modelos de ExG. Definimos

Xi =mapg(—, X1), Xj=mapg(—,Xa).
Como X{(G / H) = X,(G / H) = @ para cualquier H ¢ F, hay morfismos de

Or G°P-espacios
F12X1—>X]:, F22X5—>X]:
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definidos de la forma tunica: F1(G / H)(x1) = F2(G / H)(x2) = = para todo
HeFyuz € X{(G/H), 2o € X4(G/ H). Pero si H € F, por hipétesis
X{(G/ H)y X5(G / H) son contractibles, lo cual es equivalente a que

FI(G [ H) : X{(G | H) - {*},
Fy(G | H) : X3(G | H) — {*)

sean equivalencias de homotopia, en particular equivalencias de homotopia dé-
biles. Si H ¢ F, entonces

F(G/H):2—-2, FG/H):9—>0

son equivalencias de homotopia débiles por definicién. Asi que F; y Fy son
equivalencias de homotopia débiles de Or G°P-espacios, y por lo tanto X y X}
son aproximaciones Or G°P-CW del mismo Or G°P-espacio Xr. Entonces por
el Corolario 1.38 existe una equivalencia de homotopia h : X{ — XJ. Luego es
facil ver que h(G /1) es una G-equivalencia de homotopia entre X{(G /1) = X;
y X3(G /1) = Xo.

O

Tomamos la siguiente definicién de [Ell4+20, (1.2)].

Definicién 3.25. El grupo diedral infinito D, es el grupo dado por la pre-
sentacion
Dy =(r,s|s>=1,rs=sr"1).

Se puede ver que cualquier elemento de D, se puede escribir como r™s" con
meZymne{01}.

El objetivo de esta seccion serd hallar un modelo de Ep;, Do (donde Fin es
la familia de los subgrupos finitos de D) y calcular los grupos de homologia de
este para una cierta G-teorfa de homologia (la cual introduciremos mds tarde).
Primero debemos hallar los subgrupos de D,. Lo siguiente se puede encontrar
en [Ell4+20, Seccién 3.2].

Proposiciéon 3.26. Los subgrupos de D, son
1. El subgrupo trivial 1.

2. Los subgrupos (r™s) para todo m € Z. Estos tienen orden 2: (r™s) =
{e,r™s}.

3. Los subgrupos (r™) para todo m € ZT. Estos tienen orden infinito y son
isomorfos a Z: (r™) = {r*™ | k € Z}.

4. Los subgrupos (r™, r*s) para m € ZT y k € Z. Estos tienen orden infinito
y son isomorfos a Dy: (r™ r¥s) = {rfm*nksn | ¢ € 7. n € {0,1}}.

Omitimos la prueba de esta proposicién. Notar que los subgrupos finitos son
los primeros dos tipos, es decir el trivial y (r™s) para todo m € Z. Presentamos
el Doo-espacio que serd nuestro modelo de Ep;, Do [ver Ell420, pag. 14]:

Definicién 3.27. Se define el D,-espacio R como el espacio de los ntimeros
reales con la acciéon de D, dada por

rmsn .= (_1)7L.,1,: + m

para todoz € R, m € Zy n € {0,1}. Es facil probar que esta estd bien definida.
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Ahora seria facil verificar que se cumple que R¥ es contractible para H finito
y vacio para H infinito, pero nos faltaria algo importante para que se cumpla
la definicién de modelo de Fpiy Do hay que probar que R es un Do.-CW-
complejo, lo cual no es trivial. Para esto hay que ver cémo son los D.-espacios
Dy, / H para H < D, finito (se puede ver que R no puede tener celdas de tipo
Dy, / H x D™ con H infinito). Ya sabemos que D, /1 es isomorfo a D, con la
accién dada por traslacién izquierda, asi que veamos c6mo es Do, / {(r™s) como
D-espacio.

Proposiciéon 3.28. Los subespacios de R
ZCR, Z+i={k+3}|keZ}CR

son invariantes por la acciéon de Do, es decir que son sub-D.-espacios de R.
Ademés, dado m € Z, hay un isomorfismo de D.-espacios

pujim={Z,, A
Demostracion. Dado k € Z, tenemos que
rts" k= (-1)"k+LcZ,

asi que Z invariante por la accion de Do, y

rfs" (k+3)=(-1)"(k+1)+¢

=(-1)"k+3((-1)" -+ +Liez+1,
asi que Z + % también es invariante por la acciéon de D.
Ahora sea m € Z. Por definicién,

Do [ {r™s) = {r*s"(r™s) | k € Z, n € {0, 1}}
= {r*s"{e,r"s} | k € Z, n € {0,1}}
= {{r*s" 1OV [ R e Zon e {0,1)).
Si n = 0, entonces

{Tksn’ r(fl)"'erkanrl} — {’/‘k, TkerS}

mientras que si n = 1, entonces

{,,,ksn7 ,r,(—l)”m-‘,-ksn-l-l} _ {T’ks, ,,,k—m} — {,rk—m, r(k—m)-l—ms} ,
asi que podemos concluir que Dy, / (r™s) = {{rk,r¥*ms} | k € Z}. Definimos
un morfismo F,, : Dy, / (r"™s) — R como

Fo({r* 5 s}) = k+ 2.

Verifiquemos que F), es un morfismo de Doo-espacios. Como Do, / (r'™s) tiene
la topologia discreta, basta probar que Fy,,(g-x) = g- Fy,(z) para todo g € Dy
y € Do / (r™s), y para esto es suficiente probarlo con g =r y con g = s:

Fr(r{r¥, r#4ms}) = B (i rH ) = k4 14
=r-(k+5) =1 Fa({r*,r"ms})

F(s{rh, i ms}) = B ({r s, rF ")) = —k —m + %
=—(k+3)=s (k+ %) =s Fu({r",r"""s}),
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para todo k € Z. Claramente la imagen de Fy, es Z si m es par y Z + % sim
es impar. Como Fj, es inyectiva y estos espacios tienen la topologia discreta,
concluimos que F, es un isomorfismo sobre su imagen.

O

Como corolario, concluimos que Do, / (r™1s) = Do / (r™2s) si my — mg es
par. Se puede que ademds Z ¥ Z + %, asi que Do / (r™s) # Do / (r™2s) si
m1 —meg es impar. Entonces basta con trabajar con los casos m =0y m =1, es
decir, con Do, / (s) (2 Z) y con Do / (rs) (= Z+1). Ya estamos en condiciones
par probar que R es un modelo de Fp;p Doo.-

Proposiciéon 3.29. R es un modelo de EpyDoo.

Demostracion. Primero veamos que R tiene estructura de D.,-CW-complejo.
Serd un D,,-CW-complejo de dimension 1, lo cual es esperable. Su 0-esqueleto
serd Z U (Z + %) C R, es decir, la unién disjunta de dos 0-celdas, una de tipo
Dy / {s) x D y la otra de tipo Dy / (rs) x D°. El l-esqueleto lo formamos
pegéndole al O-esqueleto una tinica 1-celda, de tipo Do /1 x D' = D, x D'
Es decir, afirmamos que hay un pushout de D, -espacios

Do xS Lt z0z 4]
I |
Dy x D! ——— R.
Definimos F' como el tinico morfismo de D.-espacios tal que
F(e,~1)=0, F(e,4+1)=1.
Se puede ver que entonces
F(r™s", —1) =m, F(r™s™, +1) =m+ 3(-1)".

Luego es facil ver que lo de arriba es un pushout: los segmentos {r™} x D! de
Do x D' conectan los puntos m y m+ 1, mientras que los segmentos {r™s} x D*
conectan los puntos m y m — %, rellenando los agujeros de ZUZ + % y formando
un D.-espacio isomorfo a R, como muestra el siguiente dibujo:

Do x D* N I N S }(r)xDl
°° T

[
N .
an)

[ I
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Probamos entonces que R es un D,,-CW-complejos, con dos 0-celdas y una 1-
celda. Ahora hay que verificar que se cumple la condicién de modelo de Ep;p Do -
Primero, verifiquemos que R¥ es contractible para H € Fin. Sabemos que los
subgrupos finitos de Do, son 1y (r™s) para m € Z. Para el subgrupo trivial 1,
siempre se cumple que R! = R, y R es contractible. Para (r™s), tenemos que

R(™s) ={ze€R|h -z=2xparatodo h € (rs)}
={recR[rs-x=wvye-x=u1}
={zeR|m—-z=a}={%}.

Claramente estos conjuntos con un solo punto son contractibles.

Por tltimo hay que verificar que R es vacio para H < D, infinito. Por la
Proposicién 3.26, sabemos que cualquier H < D, infinito contiene un subgrupo
de la forma (r™) para algiin m € Z*. Como ningtin z € R cumple que r™ -z = z
(es decir, que x + m = x), se deduce efectivamente que R es vacio.

O

Ahora introduciremos la D.-teoria de homologia que evaluaremos en R
usando el Teorema 3.21. Lo siguiente proviene de [Ell420, Seccién 2.5].

Definiciéon 3.30. Sea R un anillo, y G un grupo. En [DL98, Seccién 2] se
define una G-teorfa de homologia (HS(—;K(R)))nez que cumple la siguiente
propiedad: dado un subgrupo H < Gy n € Z,

H (G [ H;K(R)) = Kn(RH),

donde K,,(RH) es el n-ésimo grupo de K-teoria algebraica del anillo de grupo
RH [ver Ros94]. No se debe confundir esta teoria con la homologia de Bredon
(definida en 3.17), la cual se escribe parecido: aqui K(R) no es un ZOr G-mé6dulo,
sino que es un objeto llamado 2-espectro [ver DL98, pag. 209].

Calculamos el resultado de evaluar esta teoria en R [ver Ell+20, pag. 15].
Proposiciéon 3.31. Se cumple que
H)= (R K(R)) = Kn(R(s)) ®x,(r) Kn(R(rs))

para todo n € Z, donde K, (R(s)) ©x, (r) Kn(R(rs)) se define como el pushout

Kn(R) Kn(R(s))

| l

Kn(R(rs)) —— Kn(R(s)) O, (r) Kn(R(rs)).

Demostracion. En la Proposicién 3.29 probamos que R es un Do.-CW-comple-
jo, por lo que podemos usar el Teorema 3.21. Este nos dice que hay una sucesion
espectral (E; d} . )p.q.r que converge al resultado que queremos calcular, tal que

q> “pg
su segunda pagina (E? p,q €stéd dada por

Pq)
E}, = HP=(R; HP=(—;K(R))),

es decir, el p-ésimo grupo de la homologia de Bredon del D,,-CW-complejo R
con coeficientes en el ZOr Doo-médulo HP>=(—; K(R)). Por la observacion 3.18,
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estos se calculan toméndole la homologia (algebraica) al complejo de cadenas
formado por los grupos

P HP=(Ds / Hi: K(R)),

‘€I,

donde I, es el conjunto que indexa las n-celdas de R (como R ya es un Dyo-
CW-complejo, podemos tomar a s{ mismo como aproximacién D..-CW), y
la celda indexada por ¢ es de tipo Dy / H; x D™. Por definicién se da que
HP=(Ds / H;; K(R)) = K,(RH;). Ademés, por la Proposicién 3.29, sabemos
que R solo tiene dos celdas de dimensién 0 (una de tipo Do, / (s) x D° y una
de tipo Do / (rs) x D), una celda de dimensién 1 (de tipo Do, /1 x D'), y
no tiene celdas de dimensiéon més alta. Juntando estos hechos, concluimos que
el complejo de cadenas al que le tenemos que tomar homologia es

S0 —— K (R1) —%s K (R(s)) @ K, (R(rs)) —— 0.

Notar que K,(R1) = K (R).

Usaremos la observacién 3.19 para ver cémo es el morfismo d’. Recordamos
que el morfismo de pegado F : Dy, x S® = ZUZ + % de la tnica 1-celda de R
es tal que

F(e,~1)=0, F(e,41)=1.
Aqui, el punto 0 € Z le corresponde al punto ({e, s},0) = (e(s),0) € Do / (s) X
DY a través del isomorfismo Z = Do, / (s) x D°, mientras que 1+ € Z + 3 le
corresponde a ({e,rs},0) = (e(rs),0) € Dy, / (rs) x D° a través del isomorfismo
Z+ 5 = Do [ (rs) x D° (ver la prueba de la Proposicién 3.28). Entonces, si

Te(s>:Doo/1_>Doo/<s>7 re(rs>:Doo/1_>DOO/<rS>
son tales que
Te(sy(91) = ge(s) = g(s),  Te(rs)(91) = ge(rs) = g(rs),
la observacion 3.19 nos dice que
dz= (_HqDoo (Te(s); K(R)),I, HqDoo (Te(rs>;K(R))I) )

o bien que

d = (7HqD°o (Te(s> ; K(R))7 HqDoo (Te(rs) ; K(R))) .
Llamémosle g a HP> (ro; K(R)) y 11 a HP> (r¢(r5); K(R)). Resulta que to y
¢1 son inyectivos, lo cual no vamos a probar aqui [ver Ell4+20, pdg. 15]. Asi que
el complejo de cadenas es

(—to,t1)

oo —— 0 —— K (R) — ="K, (R(s)) & K,(R(rs)) — 0.

Como ¢g y ¢1 son inyectivos, (—tg,¢1) también lo es, y entonces

. ker(—t,t1) 0

E? ) ),
La im 0 0
Por otra parte,
52 o ker 0  Ky(R(s)) ® K,(R(rs))
%47 im (=10, 01) im (—¢9,01) ’

es decir que tenemos un pushout de grupos abelianos
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Ky(R) — K(R(s))

g

Kq(R(rs)) — Ej,.

Claramente se cumple que EZ =0 /0 = 0 para p € {0,1}, asi que se concluye
que
o o [ KB Gy Ky (RUrs) sip=0

pa 0 sip#0,
donde la notacién K,(R(s)) ©k, (r) Kq(R(rs)) simplemente es una forma de
representar el pushout anterior.

De esto se deduce inmediatamente que Ej = 0 parap # 0y r > 2. Ademas,
se cumple que los diferenciales

oo, r 2
0,q - EO a E—n q+r—1
i . T
dr, g—r+1l - E,

son morfismos nulos, ya que su codominio o dominio respectivamente son grupos
triviales. Por lo tanto,

T T
41 ~ kerdo’q - kero o EO,q ~
0,9 — -

T
Ep.q -

imd; ,_,,; im0 0

Esto implica que Ej , = Equ para todo r, y entonces

o0 A z T A~ ’ 2 o 2
Bpa = ol By = ¢lin By = Epg
o~ Ky(R(s)) ©r,(r) Kq(R(rs)) sip=0
0 sip#0.

Como la sucesion espectral converge a (HP>(R; K(R)))nez, tenemos para
todo n € Z subgrupos

0=F 141 CFonC - CFoniC - CHP>(RK(R)),
donde HP>=(R;K(R)) = Uyen Fr, n—k y se cumple que

Fpn—r oo
F = k,n—k
k—1,n—k+1

para todo k > 0. Esto es 0 para k > 0, as{ que Fy, — = Fp,, para todo k > 0.
Por otro lado,
FO,n FO n

- = E((J),On = Kn(R<3>) DPr.(R) Kn(R<TS>) )

I n =~ = —
0 0 F_q s

y por lo tanto

HP=R;K(R)) = | ) Feoni = | Fon = Fon
keN keN

= Kn(R(s)) @k, (r) Kn(R(rs)),

para todo n € Z.
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