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Introduccién

1. Introduccidn.

El tema principal de esta monografia es introducir las curvas elipticas, estudiando en
mayor detalle las curvas elipticas racionales.

En el primer capitulo introduciremos las curvas elipticas, definiremos la ley de grupo,
veremos que se pueden llevar a una expresién reducida (la forma normal de Weierstrass),
y daremos férmulas explicitas para la ley de grupo. Culminaremos el capitulo mostrando
algunos ejemplos.

En el segundo capitulo estudiaremos las curvas elipticas definidas sobre C. Probaremos
que el grupo de una curva eliptica compleja es isomorfo al grupo de un translaciones de
un toro; mas aun, el isomorfismo de grupos también preserva la estructura analitica de la
curva eliptica. A partir de esto calcularemos el grupo de los puntos cuyo orden es divisor
de un natural fijo m.

Luego estudiaremos la estructura de grupo de una curva eliptica real que resulta iso-
morfo al grupo de rotaciones del circulo o producto de este por Zs segin la cantidad de
componentes conexas de la curva, y usaremos esto para estudiar los puntos de orden finito.

En el tercer capitulo probaremos un teorema de Nagell-Lutz que nos permite calcular
los puntos de orden finito sobre una curva eliptica racional.

En el cuarto capitulo probaremos el teorema de Mordell que dice que el grupo de una
curva eliptica racional es finitamente generado, es decir que a partir de una cantidad finita
de puntos, con el método de trazado de rectas y tangentes que define la ley de grupo, uno
puede hallar cualquier otro punto racional.

Mientras que la parte de torsién es bien conocida — tenemos el teorema de Nagell-Lutz
que nos permite obtener dichos puntos en una cantidad finita de pasos y el Teorema de
Mazur que caracteriza los posibles grupo de torsién de una curva eliptica racional — la
parte libre no es muy conocida. Existe una importante conjetura sobre el rango de una cur-
va eliptica racional que es la Conjetura de Birch y Swinnerton-Dyer (BSD) que relaciona
el rango de una curva eliptica racional con el orden de anulacién de cierta L-serie asociada
a la curva.! Describir esa L-serie no es trabajo facil y serd necesario estudiar ciibicas sobre
cuerpos finitos para su construccién y funciones modulares para obtener una prolongacién

1http ://www.claymath.org/millennium/Birch_and_Swinnerton-Dyer_Conjecture/birchswin.pdf
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2 INTRODUCCION

analitica al plano complejo de la L-serie.?

La conjetura BSD no solo es importante porque nos permite calcular el rango de una
curva eliptica, sino también por mostrar el poder unificador que es una caracteristica de la
matemadtica moderna. Aqui confluyen cuatro ramas de la matemaética como ser la Teoria
de Numeros, la Geometria, el Algebra y el Anélisis. La Teoria de Nimeros porque estamos
buscando soluciones racionales de cierta ecuacién que es la ecuacién que define la curva
eliptica. Luego entra en juego la Geometria cuando observamos que una recta que pasa
por dos puntos racionales de la cuibica ha de pasar por un tercero, esto nos permite obtener
un procedimiento que nos permite a partir de algunos puntos seguir construyendo otros.
A partir de esa operacion definimos una suma en los puntos de la cubica que la dota
de estructura de grupo abeliano finitamente generado, he aqui donde entra el Algebra.
El Anilisis entra en juego para poder entender mejor este grupo, a cada curva eliptica
racional le podemos asociar una L-serie que es un objeto analitico cuyos coeficientes dan
una idea de como crecen los puntos en la reduccién de la cubica sobre cuerpos finitos,
dicha L-serie asi construida converge para complejos con parte real mayor que 3/2, pero
dichas L-series estan en correspondencia con otras L-series que son las L-series asociadas a
funciones modulares las cuales sabemos que se prolongan analiticamente al plano complejo.
La conjetura predice que el orden de anulacién de nuestra L-serie en s = 1 coincide con el
rango de la curva eliptica.

Palabras Claves: Curvas elipticas, Teorema de Mordell, Weierstrass.

2Se hace esto a través de un teorema de Wiles que asocia a cada curva eliptica una forma modular
con la misma L-serie asociada.
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2. Introduction.

The principal topic of this book is to introduce the elliptic curves, with special em-
phasis in rational elliptic curves.

In the first chapter we will introduce the elliptic curves, we will define the group law,
will see that one can be take reduced expression (the Weierstrass normal form), and we
will give explicit formulae for the group law. We will culminate this chapter showing some
examples.

In the second chapter we will study complex elliptic curves. We will prove that the
group of a complex elliptic curve is isomorphic to the group of rotation of the torus, more-
over it isomorphism is not only an group isomorphism but also is an isomorphism between
Riemman Surfaces. From this will calculate the group of the points whose order is a divisor
of a fixed natural m.

Next we will study the structure of group of a real elliptic curve that is isomorphic
to the rotation group of circle or direct sum of this with Zy according to the quantity of
connected components of the curve, and we will use this to study the finite order points.

In the third chapter we will prove Nagell-Lutz Theorem that it give us an algorithm
to calculate the points of finite order in a rational elliptic curve.

In the fourth chapter we will prove the Mordell Theorem who says that the group of
a rational elliptic curve is finitely generated, that is to say that from a finite quantity of
points, with the method of tracing straight and tangent that it defines the group law, one
can find any other rational point.

Whereas the torsion subgroup is well-known - we have Nagell-Lutz Theorem for cal-
culate the points of finite order and Mazur Theorem that caracterizes all possible torsion
subgroup of a rational elliptic curve - the free part it is not. There is an important conje-
ture called Birch and Swinnerton-Dyer conjeture (BSD) that relates the rank of a rational
elliptic curve with the order of annulment of certain L-serie associated to the curve. 3 To
describe this L-serie it’s not an easy work it needs study cubic over finite fields for its
counstruction and modular functions for to obtain an analytic prolongation to the complex
plane. *

The BSD conjeture not only is important because it allows us to calculate the rank of
a rational elliptic curve, but also for showing the unifier character who is a characteristic
of the modern mathematics. Here four branches of the mathematics come together as
being the Number Theory, Geometry, Algebra and Analysis. The Number Theory because
we are looking rational solutions of certain equation that is the equation that defines the
elliptic curve. The Geometry appears when we observe that a straight line that intersect
the cubic in two rational points it must pass through a third point of the cubic also with
rational coordinates, this give us a procedure that allows us from some points to keep
counstructing others. From this operation we define a sum in the points of the cubic one

3http: //wwu.claymath.org/millennium/Birch_and_Swinnerton-Dyer_Conjecture/birchswin.pdf
4This is possible thanks to Wiles Theorem that associated with every elliptic curve a modular form
with the same associate L-serie



4 INTRODUCCION

that provides it with group structure, it group is a finitely generated abelian group, here
we use algebra to understand this group. The Analysis help us to understand better this
group, every rational elliptic curve has associate a L-series that is an analytical object
whose coefficients give us an idea of as the points grow in the reduction of the cubic over
finite fields, this L-series converges for complex numbers with real part greater than 3/2,
but for Wiles’s Theorem this L-series is the L-series associated with a modular functions
therefore it can extended analytically to the complex plane. The conjecture predicts that
the order of zero of our L-series in s = 1 coincides with the rank of the elliptic curve.

Keywords: Elliptic curves, Mordell’s Theorem, Weierstrass.



CAPIiTULO 1
La ley de grupo en una curva eliptica.

1. Rectas y cénicas racionales.

1.1. Las rectas racionales. Comenzemos por el caso mas sencillo posible que es
el de las rectas racionales, es decir, queremos resolver una ecuacion de la forma

r:ar+by+c=0, (1)

con a, by c racionales dados y a 6 b distinto de cero.

Supongamos sin pérdida de generalidad que a # 0 entonces por cada valor racional de
Yy tenemos

= —by—c 2)

a
luego tenemos parametrizado el conjunto solucién

pP= <$t> (3)

1.2. Las cénicas racionales. A continuacién otro caso bien conocido y estudiado
que es el de las coénicas racionales. Las cénicas racionales vienen dada por una ecuacién
de la forma

C:az® +bxy+cy? +do +ey+ f =0, (4)
donde los coeficientes a,b,c,d, e y f son racionales dados y ademas a,b 6 ¢ es distinto de
cero.

Antes de comenzar con este caso conviene hacer una observacién sencilla, que es que
si una recta racional r corta a una cénica racional C' en un punto racional P = (z, yo)
entonces la corta en general en otro punto que también tendrad coordenadas racionales.
Veamos que queremos decir con esto, consideremos la ecuacién de la cénica C' como en
(4) y para comenzar supongamos que el polinomio az? + bz + ¢ no posea raices racionales
no nula, supongamos que el coeficiente de x en la recta r sea no nulo entonces podemos
escribir la ecuacién de r en la forma

z =ny+m, (5)

donde n # 0, sustituyendo z de la ecuacion (5) en la ecuacién (4) obtenemos una ecuacion
para y de la forma
Ay? + By +C =0,

con A, B y C racionales y A = an? + bn + ¢ # 0 por la suposicién de que az? + bz + ¢
no tenia raices no nulas, asi que hay una segunda raiz yj; que ha de ser también racional
puesto que cumple yo + yj = —B/A con yg, A y B racionales, si llamamos z{, = ny{ +m
entonces el punto racional P’ = (z{,y) es el otro punto de corte de 7 con C. En el caso
que el polinomio az? + bz + ¢ tenga una raiz racional no nula n entonces en este caso P
es el tinico punto de corte (afin) de la recta con la cénica, en este caso definimos un nuevo

5



6 1. LA LEY DE GRUPO EN UNA CURVA ELIPTICA.

punto del infinito” P’ = [n : 1 : 0] y definimos este como el segundo punto de corte de
r con C (esto se da cuando la recta r es una asintota de C' y este punto P’ corresponde
justamente a esa direccién asintdtica).

En el caso que el coeficiente de z en la recta r sea nulo entonces la recta r es una recta
vertical de la forma y = k donde k es un racional fijo, al sustituir en (4) obtenemos una
ecuacién de segundo grado en z, Az? + Bz + C = 0 donde A = a con A, B y C racionales,
en el caso que a # 0 entonces dicha ecuacién posee otra raiz z{; que también ha de ser
racional puesto que zo + z, = —B/a y el segundo punto de corte de r con C viene dado
por P’ = (z{, k) que es un punto racional. El tinico caso problematico en este caso viene
dado cuando a = 0, es este caso P es el unico punto (afin) de corte de r y C' y definimos
un nuevo punto del infinito” P’ =[1:0: 0] y lo definimos como el segundo punto de corte
deryC.

Ahora supongamos que tenemos un punto racional P de C (no necesariamente una
ecuaciéon como (4) ha de tener puntos racionales, el problema de si una cénica posee o
no un punto racionales lo discutiremos mds adelante), consideremos una recta racional r
que no pase por Py tal que r no esté contenida en C' (para chequear esto tltimo alcanza
tomar tres puntos cualesquiera de r, si todos estdn en C' entonces r C C).

Por cada punto racional @ € r (hallados, por ejemplo, como en (2)) consideremos la
recta rg que pasa por P y (), como pasa por dos puntos racionales, la recta es racional
y corta a C en el punto racional P, luego por la observacién previa ha de cortarla en
un segundo punto racional que llamaremos @)’, de esa manera podemos parametrizar los
puntos racionales de la cénica C' con los puntos racionales de r.

rQ

F1GurA 1. Obtencién de los puntos racionales en una cénica.

El problema de ver si una cénica racional posee algiin punto racional es un poco mas
complicado. Observemos que toda solucién racional (z,y) de (4) puede escribirse en la
forma ¢ = X/Z e y=Y/Z con X,Y, Z enteros y Z # 0, sustituyendo en (4) y luego mul-
tiplicando ambos miembros por Z2 obtenemos una ecuacién homogenea en las variables
X,Y y Z de segundo grado donde nos interesan las soluciones enteras no nulas. De esta
forma puede usarse un teorema de Hasse que establece que una condicién necesaria para la
existencia de dicha solucién es que exista solucién real y solucién p-ddica para todo primo
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p, un teorema de Lagrange reduce esto ultimo a probar un sistema finito de congruencias.

Veamos a continuacién como encontrar todas las ternas pitagoéricas hallando los puntos
racionales de cierta coénica.

EJEmpPLO 1.1. Ternas Pitagoéricas:

Counsideremos la cénica racional de ecuacion
.2 2 _
C:z°+y* =1, (6)

observemos que el punto racional P = (—1,0) pertenece a la conica y elijamos como recta
racional r para proyectar a la recta de ecuaciéon z = 0.

F1GUurA 2. Puntos racionales en el circulo unidad.

Los puntos racionales sobre r son de la forma () = (0,t¢) con ¢t € Q los puntos (reales)
sobre la recta P() son de la forma

QA) =P+ \NQ —P)=(-1,0) + X(1,t) = (=1 + X\, \b),
donde \ € R, para que ademés Q(A) € C' X debe verificar
(—1+ N2+ M2 =1,
0 equivalentemente
(1+tH)M\2 —2)=0.

El valor A = 0 corresponde al punto P, el otro punto de interseccién Q' corresponde
al valor de X tal que (14 #?)A —2 =0 que es

_ 1+

A 5




8 1. LA LEY DE GRUPO EN UNA CURVA ELIPTICA.

para ese valor de \ obtenemos los correspondientes valores de x e y:

1 2t

—N_1=_"" _ et
. 112 Y=11e

(7)
a medida que t recorre los racionales el punto ' = (z,y) donde z e y son como en (7)
recorre todos los puntos racionales del circulo C.

Una terna pitagérica es una terna de enteros (X, Y, Z) que son los lados de un tridngulo
rectangulo, es decir son enteros positivos y verifican

X24+v%=272 (8)

Observemos que si (X,Y,Z) es una terna pitagérica y n € Z™ entonces (nX,nY,nZ2)
también es una terna pitagérica. Una terna pitagérica se dice primitiva si med(X,Y, Z) =
1,81 (X,Y, Z) es una terna pitagérica y d = med(X, Y, Z) entonces (X/d,Y/d, Z/d) es una
terna pitagorica primitiva, pues estd compuesta de enteros coprimos y ademas si dividimos
ambos miembros de la ecuacién (8) por d? obtenemos que

() + (7 -5

lo que prueba que es una terna pitagérica, asi que toda terna pitagérica proviene de una
terna pitagoérica primitiva asi que alcanza con conocer estas ultimas, las restantes se ob-
tienen por una homotecia de razén entera.

Sea pues (X, Y, Z) una terna pitagérica primitiva, dividiendo ambos miembros de (8)

por Z? obtenemos que
X\? [Y)\?
(7) +<z) =h

por lo tanto (X/Z,Y/Z) es un punto racional de la cénica C : 22 +y? = 1, que por lo que
acabamos de ver entonces

X 1-¢ Y 2t 9
Z 1+t Z 1+t ©)
donde ¢ recorre los racionales, pongamos ¢t = a/b con a y b enteros coprimos, ademas como
X/Z e Y/Z son positivos tenemos que t € (0,1), es decir a y b son positivos con a < b.
Sustituyendo ¢ = a/b en (37)y multiplicando numerador y denominador de z e y por b
obtenemos que

X bv—-ad? Y 2ab

- = — _— = = ].

Z b +a? 7 b +a? (10)
Sia y bson de distinta paridad entonces

med (b —a?, b?+a?) = med(26?, b*+a?) = med(b?, b? +a?) = med(b?, a?) = med(a, b)? = 1,

donde la segunda igualdad es porque si a y b son de distinta paridad entonces b 4 a? es
impar y por lo tanto coprimo con 2. Ademads tenemos

mecd(2ab, b* + a?) = mcd(a, b* 4 ?) - med(b, b? 4 ¢?) = med(a, b?) - med(b, a?) = 1,

donde la iltima igualdad es porque si a y b no tienen factores comunes tampoco lo tendran
a 'y b? ni by a? Luego las fracciones de (10) estdn escritas en forma irreducible, luego
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por la coprimidad de X,Y y Z (observar que son coprimos dos a dos pues si dos de ellos
comparten un factor, por la ecuacion (8) el tercero también lo tendra) tenemos que:

X =b—da*
Y = 2ab con a y b coprimos, de distinta paridad y b > a (11)
Z = b+ a?

Veamos que el caso en que t = a/b con a y b coprimos impares ya viene contemplado en
el caso anterior, en efecto, consideremos los enteros m = (b+a)/2 y n = (b—a)/2, en este
caso tenemos:

med(b? — a?,b? 4 a?) = med (20, b? 4 a?) = med(2, 6% + a?) = 2,
donde en el segundo igual se usé que b? y b + a? son coprimos (se desprende facilmente
de que a y b lo son), también tenemos que
med(2ab, b% + a?) = med(2, 0% + @?) - med(a, b + a?) -med(b,0? +a?) =2-1-1=2,
asi que la ecuacion (10) implica en este caso que:

X = —”25 -2(3°) (”5“; = 2mn

ademds si d|m y d|n entonces dlm +n = by dm —n = a asi que d = 1 lo cual
prueba que m y n son coprimos, claramente m > n y son de distinta paridad puesto que
sib=2s+1ya=2t+1con s ytenteros entonces m =s—+t+1yn=s—1t asi que
m —n = 2t + 1 que es impar. Luego este caso ya estaba contemplado en el caso en que
a y b eran de distinta paridad, se chequea directamente que cada terna formada como en
(10) conforma una terna pitagérica primitiva por lo que todas son como en (10).
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2. La ley de grupo.

Llegé el turno a las cibicas, la idea para conocer los puntos racionales sobre una ciibica
se basa en una idea geométrica, una recta que pasa por dos puntos de una curva pasara por
un tercero. De esa forma si partimos con una cantidad de puntos podemos a partir de este
procedimiento en general encontrar cada vez mas y mas puntos.

Por ejemplo, partimos de una ctbica C definida sobre un cierto cuerpo K y considere-
mos el conjunto E(K) = {(z,y) € K? : F(X,Y) = 0} donde F es un polinomio de tercer
grado con coeficientes en K.

Consideremos la operacién anteriormente descrita sobre C,
x:CxC—C:(P,Q)— PxQ

donde P * @) denota el tercer punto de interseccién de la recta que pasa por Py ) con
la cibica (si P = @ tomamos la recta tangente a la ctbica por P y consideramos el otro
punto de interseccién con la ctbica).

Veamos que condiciones necesitamos para que la operacién binaria * esté bien definida,
para comenzar tomemos dos puntos P y () pertencecientes a E(K) y consideremos la recta
que pasa por ambos puntos rX + sY +t = 0 (observemos que como las coordenadas de P
y @ estdn en K entonces también lo estardn los coeficientes 7, s y ¢ de la recta que pasa
por ellos).

Como los coeficientes r y s de la recta no pueden ser ambos nulos, entonces es posible
despejar una variable en funcién de la otra, supongamos que s # 0 entonces ponemos
Y =mX+nconm=—r/syn=—t/s. Sustituyendo en la ecuacién del polinomio cibico

F(X,Y)=aX? +bX?Y + cXY? +dY? + eX? 4+ fXY +gY? + hX +iY +j =0

que define a C, tenemos que los posibles valores de X verifican una ecuacion con coeficientes
en K de la forma

AX}+BX?+CX +D =0,
donde A = dm3 + em? + bm + a.

Supongamos primeramente que A # 0 entonces la ecuacion de arriba tiene dos solu-
ciones xp y zg que corresponde a la coordenada en X de los puntos Py @, en virtud de
las relaciones entre coeficientes y raices, la tercer raiz x verificara

7:$P+$Q+xa

y por lo tanto z € K, luego y = mz + n tambien pertences a K asi que la recta que pasa

por Py @ corta a la cibica C en un tercer punto que también tiene sus dos coordenadas
sobre K.

Veamos ahora que sucede en el caso que al sustituir nos quede A = dm?+cm?+bm+a =
0. En este caso observemos que no hay tercer punto de corte en el plano afin K?, el
tercer punto de corte corresponde a un punto del plano proyectivo con Z = 0, en efecto,
counsideremos las ecuaciones homogeneas de la recta que pasa por P y ) y de la cibica C:

Y=mX+nZ
aX? +bX?Y +cXY? +dY3 +eX?Z+ fXYZ+gY?Z+hXZ? +iYZ? + 3573 =0
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Observando las intersecciones con la recta impropia Z = 0, obtenemos que las coorde-
nadas [z : y : 0] de tales puntos han de verificar:

Y =mX
aX3 4+ bX2Y +cXY24+dY? =0

Como z e y no pueden ser ambos nulos, por la primer ecuacién tenemos que = # 0 y
por lo tanto podemos tomar un representante con x = 1 y tenemos que y = m, por otra
parte como teniamos que dm?> +cm? +bm+a = 0, entonces se verifica la segunda ecuacién
y por lo tanto tenemos un nico punto en la interseccién con Z = 0 dado por [1 : m : 0]
que estd en P?(K) pues m € K. A partir de ahora consideraremos a la ctibica C con “los
puntos del infinito” incluidos, esto es aquellos puntos con Z = 0 que verifican el polinomio
homogeneo que define C, explicitamente:

C(K)={[z:y:2] € PAK): F(X,Y,Z) =0}

donde F' es un polinomio homogeneo de tercer grado y como es usual estamos identificando
los puntos del proyectivo [z : y : 1] con los puntos del plano afin via [z : y : 1] — (z,v).

Necesitaremos ademdas que P * P esté bien definido para todo P lo cual equivale que
en todo punto haya una tnica recta tangente, lo cual equivale a pedir que no hayan puntos
singulares en la ctbica (puntos singulares son aquellos para los cuales VF(P) = 0).

DEFINICION 1.1. Una curva eliptica sobre K es un par (E(K),O) donde E(K) es el
conjunto de puntos del plano proyectivo P?(K) que verifican una ecuacién del tipo:

F(X,Y,Z)=0
donde F' es un polinomio homogeneo de tercer grado con coeficientes en K sin puntos

singulares y O € E(K).!

Notacién. Si K C L son cuerpos, denotaremos por E(L) a los puntos de P?(LL) que
verifican F(X,Y,Z) = 0, si el polinomio cubico F' tiene sus coeficientes en K diremos que
la curva eliptica E estd definida sobre K y lo notaremos por £/K.

En resumen para que la operacion * esté bien definida es preciso definirla sobre una
curva eliptica E/K.

Algunas propiedades de x : E x £ — E:

1. Es conmutativa, es decir P x Q) = Q x P
2. SiPxQ =Rentonces Qx R=Py R+«P =Q.

Las demostraciones son inmediatas de la definicidn.

Lamentablemente esta operacién no goza de las propiedades usuales que uno desearia
como las que definen un grupo. En lugar de definir a * como nuestra suma en una curva
eliptica definiremos la suma que denotaremos @ de la siguiente manera:

Comenzamos tomando un punto cualquiera en la curva que denotaremos por O y para
todo par de puntos Py ) de E (no necesariamente distintos) definimos P&Q = (PxQ)=O.

TEste punto distinguido O es el que tomaremos como neutro de la ley de grupo de la curva eliptica
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Geométricamente para obtener el punto P @ () se traza primero la recta que pasa por
P y @ para obtener el tercer punto de corte de esta recta con E, que es P * ), luego se
traza la recta que pasa por este Ultimo punto y por O para obtener a P & @ al tercer
punto de corte de estd ultima recta con E (ver figura).

FiGURA 3. Ley de grupo en una curva eliptica.

Veamos que efectivamente la operacion @ dota a E de estructura de grupo abeliano
cuyo neutro es O.

Lo mas facil de verificar es la conmutatividad de @, en efecto
PoQ=(P+xQ)xO0=(Q*xP)xO=QoP,

donde se ha utilizado la conmutatividad de x.
Veamos ahora que O juega el papel de neutro:

Sea P € E y consideremos Q = P x O tenemos que:
PpO=(P+x0)x0=Q+«x0=P

donde se ha utilizado la segunda propiedad de x.

Ahora veamos la existencia de opuesto:

Sea P € E, consideremos S = O * Oy P' = P % S, tenemos que:
PoP =P+xP)+O=5x0=0
y por lo tanto P! = —P (también aqui se ha utilizado la propiedad 2 de ).

Ahora queda la mas dificil por probar que es la asociatividad:
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PeO=P
PxO

FiguraA 4. O como elemento neutro de la ley de grupo.

FiGurA 5. Obtencién geométrica del opuesto.

Queremos probar que para P, y R perteneciente a £ se cumple que (P& Q) & R =
P & (Q @ R), para ello es suficiente probar que (P @ Q) * R = P * () @ R) (basta luego
aplicar *O de ambos lados de la igualdad para obtener la propiedad asociativa).

Usaremos el siguiente teorema:

Teorema: Sean C; y Co son dos cubicas definidas sobre K que se cortan en nueve
puntos. Sea C otra cibica definida sobre K que pasa por ocho de los nueve puntos de
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interseccion de C; y Co entonces pasa por el noveno.?

Veamos como probar la ley asociativa a partir de este teorema:

En efecto, sean P, () y R puntos de la cibica £y O € E el punto especial que hemos
elegido por neutro y consideremos los ocho puntos:

O7P7Q7R7P*Q7P®Q7Q*R7Q®R (12)

y también consideremos el punto de interseccién de la recta que pasa por Q & R y por P
con la que pasa por P @ Q y por R.

QOR

FicuraA 6. El punto X.

Consideremos las siguientes rectas:
r1 = la recta que pasa por los puntos P,Q y P x Q.
s1 = la recta que pasa por los puntos O,Q «* Ry Q & R.
t1 = la recta que pasa por los puntos R, P& Q y X.

y por otra parte:
r9 = la recta que pasa por los puntos @, Ry @ * R.
s9 = la recta que pasa por los puntos O, P ® Q y P x Q.
to = la recta que pasa por los puntos P,QQ ® Ry X.

Aplicamos ahora el teorema anterior con las ctbicas C; = r1s81t1,Co = 79s9ts v C es
nuestra curva eliptica inicial E. Tenemos que la ctibicas C; y Cs se intersectan en 9 puntos
que son los ocho mencionados en (12) y el punto X (no se pueden intersectar en méas puntos
pues coincidirian), E pasa por los ocho puntos de (12) asi que por el teorema mencionado
anteriormente ha de pasar por X, pero como QQ @ R, P, P ® () y R también son puntos de
E tenemos que X = (Q ® R) x P = (P & Q) * R como queriamos probar.

2Ver por ejemplo [8] pag 81.
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FiGurA 7. Propiedad asociativa de la ley de grupo en una curva eliptica.

3. Forma Normal de Weierstrass.

En este capitulo veremos que dada una curva eliptica sobre un cuerpo K, definida por
un polinomio de tercer grado, es posible mediante un cambio de coordenadas proyectivo
ponerla en la siguiente forma:

E:Y? 4+a XY +a3Y =X +aX? +ayX +ag O=[0:1:0] (13)

Cuando la ecuacién que define la cibica tiene la forma (13) decimos que E extd expresada
en su forma normal de Weierstrass.

Si la caracteristica del cuerpo K fuese distinta a 2 y 3 entonces es posible, completando
cuadrados ponerla en la forma:

E:Y*=X+aX +b (14)

que llamaremos forma normal reducida de la curva eliptica £.

Comenzaremos con unos resultados previos elementales de geometria proyectiva.

3.1. Cambios de variables. Cuando realizamos un cambio de variable en una cur-
va eliptica nos interesan cambios que preserven la estructura de grupo. De la forma en que
estd definida la ley de grupo, alcanza con que lleve rectas en rectas.

Veamos esto desde el plano proyectivo, a cada recta afin » : aX +0Y +¢ = 0
con a y b no ambos nulos, le podemos hacer corresponder una tunica recta proyectiva
r*:aX +bY +¢Z =0.

Observemos que para Z = 1 obtenemos lo puntos de la recta r, con Z = 0 obtenemos
un punto extra (punto impropio de la recta) [b: —a : 0]. De esa forma r* = rU{[b: —a : 0]}



16 1. LA LEY DE GRUPO EN UNA CURVA ELIPTICA.

donde estamos identificando el punto del plano afin (z,y) con el punto [z : y : 1] del plano
proyectivo.

Observemos ademdas que cada recta proyectiva puede pounerse en correspondencia con
un plano que pasa por el origen en el espacio afin tridimensional K* (haciendole corre-
sponder el plano con la misma ecuacién). Bajo esta correspondencia, a todo cambio de
coordenadas proyectivo que lleve rectas proyectivas en rectas proyectivas, les corresponden
transformaciones en K? que lleve planos en planos, que son justamente las transformaciones
lineales de K?, para que sea cambio de coordenadas, le pediremos ademéds que sean biyec-
tivos a los mapas lineales.

La siguiente proposicién nos serd de gran utilidad para realizar los cambios de coor-
denadas en la préxima seccion.

PROPOSICION 1.2. Sir, s yt son tres rectas proyectivas no concurrentes entonces existe
un cambio de coordenadas T : P2(K) — P?*(K) tal que:

K)
T(r)={[z:y: 4 € PX(K) : 2 =0}
T(s)={[z:y: 2] € P2(K): y =0}
T(t) ={lz:y:z € PK) : 2 = 0}

DEMOSTRACION. Por las correspondencias anteriormente descritas, que las rectas proyec-
tivas 7, s y t sean no concurrentes es equivalente a pedirle que sus respectivos planos afines
solo se corten en el origen (los puntos proyectivos corresponden con rectas afines).

{
{
{

Denotemos por 7,5 y? ta sus correspondlentes planos de K2, consideremos V1,V2 Y U3
vectores no nulos de 7N 5,7 Nty 5Nt respectivamente. El hecho que FTNSNE = {0} es
equivalente a que el conjunto de vectores {v1, v2,v3} sea linealmente independientes, luego
existe una tunica transformacién lineal 7' : K> — K3 tal que:

T(v1) = (0,0,1)
T (v2) = (0,1,0)
T(v3) = (1,0,0)

Esta T cumple:
T(r) =Kl (vy) + KI'(ve)

K(0,0,1) +K(0,1,0) = {(z : y : 2) € P(K) : 2 = 0}
T(5) = KI'(v1) + KI'(v3) = K(0,0,1) + K(1,0,0) ={(z:y:2) € P*(K) :y =0}
T(t) = KT (v2) + KT'(v3) = K(0,0,1) + K(0,1,0) = {(z:y: 2) € P*(K) : z = 0}

lo cual prueba la propisicién via la correspondencia entre planos afines y rectas proyectivas.
O

COROLARIO 1.3. Sir y s son dos rectas proyectivas distintas entonces existe un cambio
de coordenadas tal que T(r) ={[z:y:2]:2=0} yT(s) ={[z:y:z]:x =0}

DEMOSTRACION. Considerar una tercer recta que no pase por rNs y aplicar la proposi-
cién anterior. |

3.2. Forma Normal de Weierstrass. Sea (E,Q), donde E es una curva eliptica
con un punto distinguido O € FE, supongamos que FE viene dada por los ceros de un
polinomio sobre K:

E(R) ={[U:V:W]€ PXK): F(UV,W) =
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donde F' es un polinomio homogeneo de tercer grado con coeficientes en K

Queremos encontrar un cambio de coordenadas, o sea una transformacién lineal biyec-
tiva T : K3 — K3 tal que T(O) = [0: 1: 0] y tal que la curva eliptica £’ definida por la
ecuacion:

FI(X,Y,Z) =0

donde FT = F o T, esté en su forma normal de Weierstrass.
Separaremos en dos casos, segin (O sea un punto de inflexién o no.
Caso 1. O es un punto de inflexién de F.

Cousideremos ¢ la recta tangente a la cibica E que pasa por O y s una recta que pasa
por O y otro punto de E distinto de O.

Por el colorario de la Proposiciéon 1.2, es posible elegir un cambio de coordenadas
T : P?(K) — P2?(K) tales que:

1. T(t): Z=0
2. T(s): X=0

como lo muestra la siguiente figura:

T X

E:FU:V:W]=0 ‘ E:FUX:Y:Z]=0
FicurA 8. Cambio de variables - primer caso.

Comenzemos escribiendo la ecuacién genérica para F':

FT7YX,Y,Z) = aX?+bX?Y +cXY?4dY 3 +eX? Z+f XY Z+9gY? Z+hX Z?+iY Z%+5 2% = 0
(15)
Sea O' =T (0), como O' = (Z =0) N (X =0) entonces O' =[0:1:0].

Como Z = 0 es tangente a E' en O siendo O' = [0 : 1 : 0] de inflexién, tenemos que
E'n{Z =0} ={0", 0,0} y por lo tanto la ecuacién:
aX® +bX?Y +cXY? +dY® =0
tiene un cero triple en X = 0, luego:

aZ0yb=c=d=0 (16)
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La ecuacion de la curva E' toma la siguiente forma:
aX3+eX?Z + fXYZ+gY?Z+hXZ?+iYZ?+ 2% =0 (17)
Ahora cortemos E’ con la recta X = 0, los tres puntos de corte verifican la ecuacion:
gY?Z +hXZ? +iYZ* + 7% =0 (18)

Con Z = 0 tenemos el punto [0 : 1 : 0] que es simple puesto que la mayor potencia de Z
que aparece en el término de la izquierda de la ecuacién (18) es uno.

Con Z =1 debemos tener dos puntos maés, las coordenadas en Y de esos puntos son
las raices de la ecuacién gY 2 +iY + j = 0, por lo tanto g # 0.

Finalmente, dado que a y ¢ son no nulos, podemos multiplicar por a?¢® ambos miem-
bros de (17) y reagrupar términos obteniendo una ecuacién equivalente:

(agX )’ +eg(agX)* + f(agX)(ag®Y) + (ag’Y )’ + hag*(ag X ) +iag(ag’Y ) +a’g®j = 0 (19)

Realizamos finalmente el cambio de variables:

X1 =—agX
Y: = ag®?Y

Obteniendo una nueva curva eliptica cuya ecuacién toma la forma:

— X - A X+ A XY+ YP — AgXy + A3Y] — Ag =0

o equivalentemente:
Y2+ AX Y]+ AzY] = X9+ Ay X2+ Ay X + Ag

que es la forma de Weierstrass.
Ahora veamos el segundo caso, en que O no es un punto de inflexion:
Caso 2. O no es un punto de inflexién de E.

Este caso es un poco mas dificil que el anterior, aunque sigue las mismas ideas. Para
comenzar trazemos la recta r tangente a E por O, esta recta corta a otro punto distinto
de O con multiplicidad 1 (pues O no es de inflexién), llamémosle P = O * O al otro
punto de contacto distinto de O. Por el punto P trazamos la recta s tangente a E' y
consideremos () = P x P el tercer punto de corte de s con E que denotaremos por .
Observemos que Q # O pues si P x P = O entonces P = P x O, pero como O x O = P
tenemos que O = P+, y por lo tanto P = O lo cual es absurdo pues O no es de inflexién.

Ahora por la proposicion 1.2, es posible elegir un cambio de coordenadas T : P*(K) —
P%(K) tal que:
1. T(r): Z=0
2. T(s): X=0
3. T(l): Y=0

como lo muestra la siguiente figura:
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E:FU:V:W]=0

Figura 9. Cambio de variables - segundo caso.

Comenzemos escribiendo la ecuacién genérica para F7:
FT YX,Y,Z) = aX?+bX?Y +cXY?+dY 3 +eX? Z+fXY Z+gY? Z+hX Z?+iY Z%+52° = 0
(20)
Sean 0" = T(0), P' =T(P) y Q = T(Q) tenemos que O' = (Z =0)N (X =0) =

0:1:0, P =(Z=0)Nn(X=0)yQ =(X=0n(Y =0).

Ahora cortemos E’ con las rectas X = 0, Y =0y Z = 0 para sacar relaciones entre
los coeficientes:

EN{Z =0}:aX3+bX%Y +cXY?2+dY3 =0.

Z =0 corta a E'" en [1 : 0 : 0] con multiplicidad 2 asi que Y = 0 es raiz doble de
a+bY +cY?+dY3=0,luegoa=b=0y c#0.

Z =0 corta a E'" en [0 : 1 : 0] con multiplicidad 1 asi que X = 0 es raiz simple de
aX?+bX?+cX+d=0dedonded =0y c#D0.

EN{Y =0}:eX?Z +hXZ?+373=0.

Y =0 corta a E' en [1 : 0 : 0] con multiplicidad 1 asi que Z = 0 es raiz doble de
eZ +hZ? + jZ3 =0, luego e # 0.

Y =0 corta a E' en [0 : 0 : 1] con multiplicidad 1 as{ que X = 0 es raiz simple de
eX?+hX +j=0dedonde j =0y h#0.

EN{X =0}:9Y%Z +iYZ?=0.

X =0 corta a E' en [0 : 1 : 0] con multiplicidad 2 asi que Z = 0 es raiz doble de
gZ +1i7? =0, luego g =0y i # 0.
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X =0 cortaa E' en [0 : 0 : 1] con multiplicidad 1 asi que Y = 0 es raiz simple de
gY? +4Y =0 de donde i # 0.

Asi que la ecuacién para E' toma la forma:
XY 4 eX? 4+ fXY +hX +iY =0 (21)

donde ¢ e 7 son escalares no nulos.

Multiplicando por X ambos miembros de la ecuacién (21) nos queda:

c(XY) +eX? + fX(XY)+hX24+i(XY)=0 (22)
realizando el cambio de variables:
U=X
{ V =XY (23)
Obtenemos:
V24 eUs + fUV + hU* +4iV =0 (24)

0 equivalentemente:

Vi fUV +iV = (—e)U? + (=h)U?

que es estd en la forma normal de Weierstrass (en las variables U y V).

Observemos que el cambio de variables (23) no es proyectivo asi podria no preservar la
estructura de grupo en la ctbica, para demostrar que preserva podemos tomar dos puntos
de la cubica definida por la ecuacién (21) P = [X; :Y1: Z1]y Q = [X2 : Yo : Zy], calcular
P@ Q == [Xg : Y3 : Z3] y probar que Pl == [X1 : X1Y1 : Zl] y QI == [X2 : X1Y2 : Z2]
verifican P' @ Q' = [X3 : X3Y3 : Z3] donde esta ultima suma se realiza para la cibica
definida por la ecuacién (24).3

3.3. Forma Normal reducida. En la seccién anterior vimos que toda curva elipti-
ca puede llevarse a travez de un cambio de coordenadas que preserva la ley de grupo a
una ecuacioén de la forma:

E:Y?4+a XY +a3Y =X+ aoX? +ayX +ag, O=[0:1:0] (25)

denominada la ecuacién normal de Weierstrass de la curva.

En el caso en que la caracteristica de K sea distinta de 2 entonces se puede dividir
entre 2 asi que podemos considerar el cambio de variable Y por Y — 1/2(ajz + a3) y la
ecuacion (25) nos queda:

1
Y2 (a1 X +a3)Y + Z(alX +a3)? + (a1 X +a3) = X + auX? + a4 X + ag

Y? = X% + (az — a1/4)X? + (a4 — a1a3/2) X + ag — a3 /4
es decir toma la forma:
Y?2=X3+aX?+bX +¢ (26)
Ahora bien, si la caracteristica de K fuese ademés distinta de 3 podemos dividir entre 3 y
considerar el cambio de variable que cambia X por X — a/3, haciendo este cambio en la

3Ver [1]
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ecuacién (26) logramos eliminar el término en X? puesto que el nuevo coeficiente de X?
es ahora —3 -a/3 + a = 0 y la ecuacién toma la forma:

Y2=X34aX +0

que llamaremos forma normal reducida.
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4. Férmulas explicita para la ley de grupo.

En esta seccidn consideremos una curva eliptica sobre un cuerpo K expresada de la
forma de Weiestrass (forma normal reducida)

E:Y?’=X3+aX+b abek

Recordemos que toda curva eliptica se podia llevar a una de este tipo mediante trans-
formaciones birracionales que preservan la ley de grupo de la cibica y que ademas llevaban
el cero al punto [0: 1: 0] € P?(K), por lo tanto este serd nuestro cero en la forma normal
reducida que a partir de ahora lo notaremos por O .

Observemos que O resulta un punto de inflexién de la curva, pues si [z : y : 2] €
EN{Z = 0} entonces z = 0 y como estd en la ctbica y?z = 23 + azz? + b2® por lo
tanto 0 = 23, es decir z = 0 por lo tanto Z = 0 es la tangente a la curva eliptica en
[z:y:2]=[0:1:0] = O el cual resulta ser un punto triple de la ctibica. En particular
tenemos que O x O = 0.

Férmula para el opuesto.

Sea P = (z1,y1) = [z1:91:1] € E: Y% = X3 +aX + b, veamos quien es —P :
(-P)®P =0 (-P)+P)xO =0« (—P)+P=0& (—P) = P % O.

Donde la segunda equivalencia es porque O es de inflexién (i.e O x O = O). Pero
{X =21 Z}NE ={[z1:y1: 1], [#1 : —y1 : 1], [0 : 1 : 0]}, por lo tanto —(z1,y1) = (21, —41).

Foérmula para la duplicacion.

Sea P = (z1,y1) = [#1 :y1 : 1] € E : Y? = X3 + aX + b, veamos quien es 2P :
Observemos primero que si 2P = O entonces P = (z1,0), en efecto PGP = O < P+ P =
Ox0=0< P=Px0=—P, es decir (z1,y1) = (21, —y1) por lo tanto y; = 0.

Para el caso en que y; # 0 como la recta X = z1 no puede ser tangente a F (pues
de serlo cortaria a la cibica en 4 puntos que son x (doble), —z y O lo cual es imposible),
entonces la recta tangente serd de la forma y = ma 4+ n, y por lo visto anteriormente
2z # O, asi que podemos ponerlo en la forma 2z = (xg, yo)

La pendiente de esta recta debe coincidir con la pendiente de la ctbica, por lo tanto
derivando formalmente tenemos 2YY’ = (3X? + a) X’ como E es no singular,para puntos

. . Y' _ 3X2+a . - 3$%+a
con Y # 0 la pendiente viene dada por 7 = =55+, es decir m = T

Las coordenadas en X de los puntos de corte de la recta Y = mX +n con E : Y? =
X3 + aX + b verificardn

(mX +n)* = X3 +aX +0,
o lo que es lo mismo:

X3 —m?X% 4 (a —2mn)X +b—n? =0,
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que tendrd por raices 21 (doble) y zg, por la relacion entre coeficientes y raices tenemos
que 2z + 9 = m? de donde

322 + a>2 9w — 3zt + 6ax? + a? — 8x1y?

2
To =m* —2x] =
( 2y1 4y?

Como P € E, tenemos que y? = z3 + axy + b, sustituyendo arriba y haciendo cuentas
nos queda
z{ — 2ax? — 8bxq + a?

4(x3 + azy +b)

Para calcular yy necesitariamos conocer n, como P € Y = mX + n entonces n =
y1 — mxy, luego

g —

3z +a

2y
como ya calculamos zy podemos sutituirla en la ecuacién y luego de algunas cuentas
obtenemos

Yo = mxo+n=mxo+ys —mzxy =m(xo— 1) +y1 = (ko — 1) + y1.

29 + baz] + 20023 — 5a’x? — dabzy — a® — 8b*
Yo = - :
(291)

Férmula para la suma.
Sean P; = (z1,41), Py = (12,2) € E: Y? = X3 + aX + b, veamos quien es P + P,.

Observemos primero que si P + P, = O = P = — Py = (x1,y1) = (22, —y2) luego
r1 = I2.

Siz) =x9 como X =1ZNE = {(z1,y1), (1, —y1), O} solo puede pasar que y; = y2
0 que Y1 = —yo; en el primer caso tenemos P; = P, y podemos aplicar la férmula de
duplicacién, en el segundo caso P, = — P, y tenemos P, + P, = O.

Ahora veamos que pasa en el caso en que 1 # s, por lo que acabamos de ver P& P, # O
y por lo tanto podemos poner Py & P, = (xg,Yq)-

Sila recta Y = mX + n pasa por P| = (z1,y1) y por P, = (z2,y2) entonces tenemos

— Y2—y1 — Z1Y2—x2Y1
que m = To—x1 yn= T1—o

Al igual que antes, las X-coordenadas de los puntos de corte de la recta Y = mz +n
con la cibica E verifican (mX + n)? = 23 + aX + b que tiene raices z1,z2 y g, por la
relacién entre coeficientes y raices xg + 1 + 22 = m?2 y por lo tanto x¢g = m? — 1z, — xo,
sustituyendo m y n, luego de operar nos queda
xlx% + x%xz —2y1y2 + a(zy + x9) + 2b

(21 — x2)?
Y finalmente usando que (zg,y9) € Y = mX + n nos queda
Y2 — Y1 ) T1y2 — Tay1 (Y2 — Y1)To + Toy1 — T1Y2
= Jxo+

Ty — X1 Tl — T2 Ty — X1

oy =

ygzma:g—i-n:(



24 1. LA LEY DE GRUPO EN UNA CURVA ELIPTICA.

5. Ejemplos.

Para finalizar esta seccién presentaremos un par de problemas.

El primero de ellos es un caso particular del Ultimo Teorema de Fermat, mas precisa-
mente veremos el caso de exponente 4. Se cree que el propio Fermat tenia una demostracién
para este caso, la prueba que daremos consiste en utilizar un método llamado método del
descenso infinito muy utilizado por Fermat para resolver algunas ecuaciones diofanticas y
veremos como se interpreta este problema con curvas eliptica. Me parece un ejemplo con-
veniente porque nos va a ayudar a tener un poco méas de idea para la prueba del Teorema
de finitud de Mordell.

El segundo trata de un problema milenario que es el de los nimeros congruentes, que
al fin pudo ser resuelto utilizando algunos resultados sobre curvas eliptica. No daremos la
solucion al problema, pero diremos como se interpreta este en términos de curvas elipticas.

Para ambos ejemplos resulta conveniente recordar el resultado sobre ternas pitagori-

cas primitivas, que dice que si a, b y ¢ son enteros positivos tales que a® + b? = ¢? con

mecd(a,b) = 1 y a impar entonces:

a=m?—n?

b=2mn
c=m?+n?

para algunos enteros positivos m y n, con m > n coprimos y de distinta paridad.

EJEMPLO 1.2. Las tnicas soluciones de la ecuacién diofantica X4 + Y? = Z% son las
triviales (es decir aquellas en las que XY = 0).

Observemos que si (z, vy, z) fuese una solucién no trivial de
4 4 4
X' +y =27,
2 , ., ..
entonces (z,y, z°) seria una solucién no trivial de

Xtyyt=22 (27)

Luego alcanza probar que la ecuacién (27) no posee soluciones no triviales.

Supongamos que (x,y, z) fuese una solucién no trivial de (27), podemos suponer que
med(z, y) = 1, pues si med(z,y) = d, luego med(z/d, y/d) = 1y la tripleta (z/d, y/d, z/d?)
verifica (1) puesto que (z/d)* +(y/d)* = (z* + y*)/d* = 2*/d* = (z/d*)? (observar que
como d*|z? + y* = 22 entonces d?|z).

Como (z%)? + (y*)? = 2? y med(2?,94%) = 1 (sin perdida de generalidad podemos
suponer que z es impar) entonces existen enteros m y n con m > n coprimos y de distinta
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paridad tal que:

22 = m2 —n2

y? = 2mn
z = m? + n?

Como mcd(m,n) = 1 entonces med(n,z) = 1 pues n? + 22 = m?, luego existen enteros a
y b con a > b coprimos y de distinta paridad tal que:

x = a? — b?
n = 2ab
m = a? + b?

Luego tenemos que y? = 2mn = 4ab(a® + %) y como med(a,b) = 1 resulta que a,b y
a®? + b? son coprimos dos a dos, luego cada uno debe ser cuadrado perfecto, es decir,
existen 7 y s enteros positivos tales que a = 2, b = s? y a®> + b*> = t2, por lo tanto
rt4st=12.Sirs=0=ab=0=n=0=y =0, pero esto no puede ser porque (z,y, 2)
era una solucién no trivial, por lo tanto (7, s,t) seria otra solucién no trivial de (27) con
méx{z,y} > max{r, s} > 0 (pues y? = 4ab(a?+b?) = 4r?s%(r*+s*) > (rs)? > max{r, s}?).

Repitiendo este proceso construiriamos una sucesion infinita de enteros positivos es-
trictamente decreciente, lo cual es imposible y por lo tanto (27) no puede tener soluciones
no triviales.

Ahora veamos como se interpreta todo esto en términos de curvas elipticas.

Cousideremos la supuesta solucién (z,y,z) de (27) y la solucién (r,s,t) construida a
partir de ella. Sean también m,n,p y ¢ como antes.

Como z* + y* = 2% entonces (z/y)* + 1 = (2/y?)?, definimos los racionales M = x/y
y N = z/y?, luego M* +1 = N? y por lo tanto (M? + N)(M? — N) = 1 en particular
N — M? # 0 y definimos P = (z1,y;) donde z; = ﬁ y Yy = %, podemos despejar

2
oy _ yi+8m;
= 221 Y N = 422

valores en M* + 1 = N? y luego de operar nos queda y? = x3 — 471 es decir acabamos de
asociarle a cada solucién no trivial de (1) un punto (M, N) € Q? que verifica M*+1 = N?
y a estos dltimos los pusimos en biyeccion con los puntos racionales sobre la curva eliptica
Y? = X3 — 4X distintos del origen.

N y M en funcién de z;1 e y; y nos queda que M , sustituyendo estos

Podemos repetir el proceso partiendo esta vez de la solucién no trivial de (1) (r,s,t)
primero haciéndole corresponder (A, B) € Q* dados por A = r/s 'y B = t/s%, y luego a

este wltimo, el punto (rq,s;) sobre Y2 = X3 — 4X dado por (r1,$1) = (525, BQ_—%) (la
2
inversa en este caso nos queda (4,B) = (3+, Sl;ﬁ”)). Ahora veamos que relacién hay
1

entre (z1,vy1) y (r1,$1). Como z; = ﬁ, comenzemos por calcular N — M?:
2 2 2 2 _ 2
- +m?) — (m* —n®)
N — M2 = 2y _ 2_*27%T (n
1) = (o) = T L
2ab 2r2 52 2(r/s)?  2A?

=n/m

T2+ vty (rfe)i4l ATH1
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Asi que hay que calcular A%

3 2
A2=S :r1—4r1:r1—4
47“% 47“% 41

Finalmente podemos dejar z; en funcion de rq:

2742
9 At 41 (T}m +1) (r? —4)2 + (4r)?  r{ +8r2 + 16
Tr1 = = = — = = .
TN - M2 A? i (r2 — 4)(4r1) 4r% — 167
T1

Pero estd tltima es justo la expresion de la coordenada X del punto 2(rq,s1), eso
quiere decir que el punto (z1,y1) = £2(r1,s1). O sea el método del descenso en este caso
construye a partir de un punto P, otro punto “:I:g”.

Antes de pasar al siguiente ejemplo, seria bueno observar que en la asociacién hecha
anteriormente entre soluciones no triviales de X* + Y4 = Z? y puntos racionales sobre
la curva eliptica £ : Y? = X3 — 4X lo tnico que hemos usado es la descomposicién
tnica en productos de primos en Z, asi que esta construccién puede generalizarse a un
dominio factorial cualquiera A, es decir podemos realizar la anterior construccién para
asociar soluciones no triviales en A de X% + Y% = Z2 con puntos sobre la curva eliptica
E(K) : Y? = X? —4X (donde en este caso K serfa el cuerpo de fracciones de A), si bien la
demostracién de la no existencia de soluciones no triviales ya no va a valer para A (porque
aqui hemos usado el orden de Z) sin embargo sigue valiendo la construccién del punto :I:g
a partir de un punto P de la curva eliptica, y este nuevo punto también estara asociado a
otra solucién no trivial de la ecuacién de X4 4+ Y4 = 74,

EJEMPLO 1.3. (Ndmeros congruentes).

DEFINICION 1.4. Un racional positivo ¢ se dice que es congruente si es igual al drea de
un triangulo rectdngulo con lados racionales, es decir, tales que existan a,b y ¢ racionales
que cumplan que g = %b y a +b? = 2.

Observemos que si g es congruente y r es un racional positivo, entonces gr? también
serd congruente (basta aplicar una homotecia de razén r al tridngulo con drea g para obten-
er otro con drea qr?), entonces definimos la relacién en QF : z ~ y si existe ¢ racional no
nulo tal que z = g%y, que resulta una relaciéon de equivalencia. La observacién de arriba
dice que si & ~ y entonces = es congruente < y es congruente.

Para simplificar notaciones vamos a introducir la siguientes deficiones:

DEFINICION 1.5. Una terna pitagérica racional (TPR) es un tripleta (a,b,c) con a,b

y ¢ racionales positivos tales que a? + b* = ¢2.

DEFINICION 1.6. Una terna pitagérica primitiva (TPP) es una tripleta (a, b, ¢) con a, b

¢ enteros positivos coprimos tales que a? + b? = .
y

Observemos que si (a, b, ¢) es una TPR entonces existe un ¢t € QF tal que (ta, tb, tc) es
una TPP, esto es sencillo pues basta multiplicar por un entero positivo n tal que na,nby
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nc sean enteros y luego dividir por m = mcd(na, nb), entonces t = n/m sirve.

Pro 1ltimo observemos que si x es racional entonces puede escribirse de la forma
z = ng? donde n=entero positivo libre de cuadrados (i.e producto de primos distintos) y
g racional. Para ver esto simplemente descomponemos z en sus factores primos, separan-

do los que estdn elevados a exponente impar y par £ = p%aﬁ'l e piaﬂqfﬁ e q?o“ donde
DLy P2y vy Phs 1592, - - - 5 g SON Primos y ay, a9, ..., qk, B, P2, ..., 0 son enteros, entonces

z = (pip2...pr)(PT*PS* .. .pqulﬁlqu . ..qlﬂl)Q. Por lo tanto todo racional es equivalente

a un entero positivo libre de cuadrados (o sea para conocer los congruente alcanza con
conocer los congruentes libres de cuadrados).

Las observaciones anteriores nos dan un método para listar los nimeros congruente
libre de cuadrados, alcanza con listar los que provienen de una TPP y luego tomar la parte
libre de cuadrado (el n de la parte anterior). Podemos listar las TPP recordando que si
(a,b,c) es una TPP con a impar entonces existen r y s coprimos y de distinta paridad
tal que (a,b,c) = (r? — s2,2rs,r%2 + s2), denotemos por g = ab/2 su drea y por n la parte
libre de cuadrados de g y veamos cuales son los primeros niimeros congruentes n libre de
cuadrados que aparecerdn en nuestra lista:

(r$) | 9 | n
21)] 6 | 6
(3,2) | 30 | 30
(4,1) | 60 | 15
(4,3) | 84 | 21
(5,2) | 210 | 210
(5,4) 180 | 5
(6,1) | 210 | 210
(6,5) | 330 | 330

Aunque con esto nos aseguramos de listarlos a todos, dado un n no sabemos si apare-
cerda o no en nuestra tabla y si aparece puede que tarde mucho en aparecer. Otra obser-
vacion es que cada valor de n puede repetirse como pasa por ejemplo con n = 210 en
nuestra tabla que se obtiene para los tridngulos (21,20,29) y (35,12,37). De hecho ver-
emos usando herramientas de curvas elipticas que todos los n que aparecen en nuestra
tabla se repiten infinitas veces.

El siguiente resultado relaciona los ntimeros congruentes con sucesiones de cuadrados
racionales de tres términos y con la existencia de puntos “no triviales” en cierta curva
eliptica.

PROPOSICION 1.7. Si n es un entero positivo libre de cuadrados, son equivalente las
siguientes afirmaciones:

1. n es congruente.
Ezisten tres cuadrados racionales en progresion aritmética de diferencia n.

3. La curva eliptica E,(Q) : Y? = X3 —n?X posee algiin punto racional distinto de
(—n,0),(0,0),(n,0) y ¥ =[0:1:0]
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DEMOSTRACION. (1) = (2): Tenemos que n = ab/2 con (a,b,c) TPR, entonces ten-

€mos que:

2 —4n =a?® —2ab+b* = (a —b)?
c? =c?

c+4n = a’®+2ab+b* = (a +b)?

Dividiendo entre 4 cada término de la progresién de arriba nos queda (¢/2)% —n, (¢/2)?
y (¢/2)? + n que cumple lo requerido.

(2) = (1): La prueba anterior nos da una buena idea de como formar la TPR (a, b, c)
con n = ab/2 a partir de una sucesién = —n, xz, z +n de cuadrados racionales, simplemente
definimos:

a=+r+n—+\x—n
b=vVr+n++vzx—n
c=2x

Tenemos a® +0?> =2(z +n)+2(z —n) =4z =c* y ab/2 = (x +n — (z —n))/2 = n.

(2) = (3): Siz —n,z y x + n son cuadrados de nimeros racionales entonces su pro-
ducto también lo serd, sea y*> = (z — n)(z + n)z = 23 — n’z, luego (z,y) es un punto
racional en la curva eliptica E,,, pero si z = n tendrimos que £ = n = 1 (pues n es libre
de cuadrados y = cuadrado) lo cual es imposible pues  +n = 2 no es cuadrado racional,
asi que £ —n > 0 (por ser cuadrado), pero como z +n > x > x —n > 0 entonces y # 0
asi que no es ninguno de los puntos (—n, 0), (0,0), (n,0) ni 9.

La parte (3) = (2) puede deducirse de un teorema mads general sobre curvas elipticas
que es el siguiente.

TEOREMA 1.8. Sea K un cuerpo de caracteristica distinta de 2 y de 3 y sea E :
Y2 = f(X) una curva eliptica donde f(X) = X3 4+ aX + b, supongamos ademas que
F(X) = (X —e1)(X —e2)(X —e3) con ey, eq yes pertenecientes a K. Si P = (z9,y0) = 2Q,
con P,Q € E(K) entonces

Zg —€1,Tp — €2,T0o — €3,
son cuadrados en K.

La prueba del teorema puede verse por ejemplo en la pagina 47 de [7], veremos aqui co-
mo se deduce la implicancia a partir de este teorema:

(3) = (2) (asumiendo el teorema): En nuestro caso E, : Y2 = (X —n)(X — 0)(X +n),
asi que nuestra curva factoriza en QQ si P = (z¢,yo) es un punto racional en E, distinto
de (—n,0),(0,0) y (n,0) entonces 2P # ¥ (pues en caso contrario P = (z¢,y9) = —P =
(0, —yo) luego yp = 0 y por lo tanto 0 = (zg — n)(x¢ — 0)(z¢ + n) es decir zp = 0,—n o
n), luego podemos escribir 2P = (z,y) y por el teorema z —n,z y x + n serian cuadrados
racionales.

O



CAPiTULO 2
Curvas elipticas sobre C y sobre R.

1. Puntos de orden 2 y 3.

En esta seccion K=C , R o Q.

1.1. Puntos de orden 2. Al igual que antes partimos de una curva eliptica
E:Y*= f(X),

donde f(X) = X3+ aX +bcon a,b € K. La condicién de eliptica implica que f no posee
raices miltiples (o lo que es equivalente que 4a® + 27b? # 0).

Si P € K es un punto de orden 2 de la curva, entonces P # O y podemos poner
P = (z,y). Como 2P = O entonces P = (z,y) = —P = (z,—y) por lo tanto y = 0 y
f(x) = 0, asi que van a haber tantos puntos de orden 2 como raices en K tenga f y son
los puntos de la forma P = (z,0) con f(z) =0y z € K.

En el caso complejo como todo polinomio factoriza en C entonces habran 3 puntos de
orden 2, si K = R entonces puede haber 1 o 3 puntos de orden 2 y 0, 1 o 3 en el caso

K=0Q

En un grupo abeliano G los puntos de orden divisores de mn (rn € Z™) forman un subgrupo
que denotaremos por G(m), es decir

G(m) = {P € E:mP = O}.

En particular para hallar G(2) solo hay que agregar el elemento neutro O a los puntos de
orden 2 (el inico elemento de orden 1).

Observando que un grupo de orden 4 donde cada elemento tiene orden 2 debe ser producto
de dos grupos ciclicos de dos elementos (i.e isomorfo a Zg X Zsg) y que un grupo con dos
elementos es isomorfo a Zs, nuestro andlisis puede resumirse de la siguiente manera;:
E(2) es isomorfo a algunos de los siguientes grupos segun los siguientes casos:

m Caso K =C : Zy X Zo.
-caSOK:R:ZQXZQéZQ.
L CaSOK:QZZQXZQ, ZQé{O}

1.2. Puntos de orden 3. Si m es un entero positivo y £ = E(K) es una curva
eliptica sobre un cuerpo K, denotaremos por E[m] a los puntos de E tales que su orden
sea un divisor de m, es decir

E[m]={P € E:mP = O}.

29
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Cuando queramos recalcar el cuerpo donde estd definida la curva notaremos E(K)[m)]
en vez de E[m].

En la seccién anterior vimos que los puntos de orden 2 estaban dados por puntos de la
forma P = (z,0) € K? con f(z) = 0. En general teniamos que E[2] = Zg X Zg,Zs 6 {O}
segun f tuviera tres, una o ninguna raiz sobre K respectivamente. Veremos a continuacién
que sucede con los puntos de orden 3, para el caso real y complejo.

Los puntos de E[3] tienen una interpretacion gedmetrica interesante, ellos son exacta-
mente los puntos de inflexién de la cibica E. En efecto, P es de inflexién < Px P = P &
PPP=P+0=—-P<=3P=0.

Si P = (z,y) € E(K) tiene orden 3 entonces z(2P) = x(—P) = z(P). Reciprocamente,
si P = (z,y) € E(K) verifica que z(2P) = z(P) entonces 2P = £P, pero como P # O
entonces 2P = —P y 3P = O.

Aplicando la férmula de adicién tenemos que la condicidon necesaria y suficiente para
que un punto P € E(K) tenga orden 3 es que
z* — 2ax? — 8bx + a? _
4z3 + dax + 4b

_x7

o en forma equivalente
3zt + 6az? + 12bz — a? = 0.

Asi que si definimos 3(X) = 3X? + 6aX? + 12bX — a? tenemos que la condicién
necesaria y suficiente para que P = (z,y) € K? sea un punto de E(K)[3] es que su
coordenada z verifique:

{ P3(z) =0 (1)
f(x) sea un cuadrado en K (2)

Por cada z € K que verifique (1) y (2) tenemos dos puntos sobre E(K) de orden 3, que
vienen dados por (z,£+/f(z)) (observar que f(z) # 0 pues en caso contrario ord(P) = 2).
Conviene aqui separar en dos casos:

» Si K = C entonces la condicién (2) se verifica trivialmente y 13 tiene sus cuatro
raices complejas, que tienen que ser distintas. En efecto, cada raiz aporta dos
puntos de E(C)[3] cuya cantidad de elementos es un multiplo de 3 (pues sus pun-
tos, salvo el punto del infinito, tienen orden 3 y E[3] es no trivial pues 13 tiene
raiz), asi que E(C)[3] tiene 3 6 9 elementos, si tuviese 3 elementos entonces )3
tendria una tinica raiz de miltiplicidad 4 y tendriamos que 3(X) = 3(X —a)? =
3(X*—4aX3+...) lo cual implica = 0 lo cual implica a su vez implicaa = b = 0
que es imposible puesto que f no posee raices multiples. Asi que E(C)[3] tiene
nueve elementos y todos de orden divisor de 3 asi que E(C)[3] = Z3 X Zs.

» Para K = R tenemos que la condicién (2) es equivalente a pedir que f(z) >
0. Para analizar con mdas cuidado (1) recordemos primero que la férmula de
duplicacién puede expresarse tambien como

- (187
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Con la cual igualando a z y despejando todo para un lado, obtenemos la
siguiente férmula alternativa para s:

h3(X) = 12X f(X) — f'(X)%.
Observemos ahora que si 13(z) = 0 entonces f'(z)? = 12zf(z) y que como
f1(X) =3X2+a, f'(0) = 0 solo para el caso en que a = 0.

Caso a = 0: Aqui se tiene f(X) = X3+bconb# 0y 3(X) =3X*+12bX =
3X (X3 +4b) que tiene como raices X =0y X = /—4b. Como f(0)f(/—4b) =
—3b? < 0 entonces existe un tnico valor de X que verifica (1) y (2) y por lo tanto
E(R)[3] consta de exactamente 3 puntos, luego E(R[3]) = Zs.

Caso a # 0: Aqui tenemos que f'(0) # 0, asi que si z € R verifica 93(z) = 0
tenemos 12z f(z) = f'(z)? > 0, luego la condicién (2) puede cambiarse por (2')
xz > 0, en otras palabras las condiciones (1) y (2) son equivalente a encontrar
una raiz positiva de 13 (i.e por cada raiz positiva de 13 tenemos dos puntos de
E(R)[3]). Como el producto de las raices (reales y complejas) de 13 es —a? < 0
entonces f no puede tener todas sus raices complejas (pues estas vienen de a
pares conjugados). Como 13 posee a lo sumo 4 raices #E(R)[3] <2-4+1=9y
si E(R)[3] fuese no trivial, entonces su cardinal seria miltiplo de 3, tenemos que
#E(R)[3] = 1,3 6 9. Si fuese 9 esto quiere decir que 13 tiene sus cuatro raices
reales positivas, lo cual es imposible dado que su producto es —a? < 0. Si f posee
dos raices reales zg y 21 (y por lo tanto dos complejas conjugadas z y Z), como
x0$1||ZH2 = —a® < 0 entonces zor; < 0y por lo tanto 13 posee exactamente una
raiz real positiva y tenemos que E(R)[3] tiene exactamente 3 elementos asi que
E(R)[3] = Z3. En el caso que 13 tuviese todas sus cuatro raices reales, como su
producto es —a? < 0 entonces debe poseer al menos una raiz positiva, asi que
E(R)[3] es no trivial y como no puede tener 9 elementos, debe tener exactamente
3, asi que también aqui E(R)[3] = Zs.

En resumen, los puntos de E[3] vienen dados segun cada caso por:

L] E((C)[3] = Zg X Zg.
« E(R)[3] = Z;
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2. Puntos de orden finito en E(C).

Para atacar el caso genérico ya surgen varias complicaciones. Para el caso que nuestra
curva esté definida sobre C (de aqui en mas supondremos siempre que K = C) podemos
utilizar las herramientas del andlisis para clasificar los puntos de orden m.

Probaremos que E(C) es isomorfo al grupo de un toro, que surge de cocientar C por
cierto subgrupo especial llamado lattice:

DEFINICION 2.1. Un reticulo complejo es un subgrupo de C de la forma L = wiZ +wyZ
donde w; y wy son dos complejos linealmente independientes (sobre R).

Asi que el problema de hallar los puntos de orden m en E(C) se reduce al de hallar
los puntos de orden m en el grupo cociente C/LL lo cual es considerablemente mas facil y
es lo primero que haremos.

PROPOSICION 2.2. Si denotamos (C/L)[m] al conjunto de los puntos de C/L cuyo
orden divide a m tenemos que (C/L)[m] = Zp X L.

DEMOSTRACION. Sea w+L € C/L y supongamos que tenga orden m entonces mw € L,
pongamos mw = aw; + bws con a,b € Z, entonces tenemos que w = (a/m)wy + (b/m)wsa, si
ahora hacemos la divison entera entre m, a =mq;1 +r11 yb=mqga+7r2 con 0 <7ry,79 < m
tenemos w + L = (r1/m)w; + (ro/m)ws + (w1 + qawz) + L = (r1/m)wy + (ro/m)we + L.
Reciprocamente, todo punto de la forma (s/m)w; + (t/m)wz + L con 0 < s, < m tiene
orden m en C/L asi que ellos son exactamente los elementos de (C/LL)[m]. El isomorfismo
con Ly X Ly, es el obvio (s/m)w; + (t/m)ws + L — (s (mod m),t (mod m)). O

Por la proposicién anterior, si probamos que existe un isomorfismo de grupos entre
E(C) y el toro C/L entonces tendremos que E(C)[m] = Zy;, X Zy,. El ingrediente prin-
cipal para construir dicho isomorfismo es una funcion meromorfa p llamada la funcién
de Weierstrass que se construye a partir de un reticulo complejo y verifica una ecuacién
diferencial de la forma (p'(2))? = 4p%(2) — g2p(z) — g3 para ciertos complejos g2 y g3 (que
dependen tnicamente del reticulo), es decir que para todo z donde g sea analitica tenemos
que ¢(z) = (p(2),§'(2)) es un punto de la cibica E : Y? = 4X3 — g2 X — g3. Se puede
probar que g, y g3 verifican 4g3 + 27932, # 0 y por lo tanto la cibica E es en realidad una
curva eliptica. Podemos extender el dominio de ¢ a todo el plano complejo llevando los
polos de p al punto del infinito O de nuestra curva eliptica E. La funcién ¢ : C — E
resulta ser un morfismo sobreyectivo de grupos con kernel L, luego induce un isomorfismo
entre el cociente C/L y los puntos de E. Luego todas las curvas eliptica que son asociadas
a funciones de Weierstrass (y entonces a reticulos) resultan isomorfas a toros complejos.

Reciprocamente dada una curva eliptica compleja E : Y2 = 4X3 — aX — b (toda curva
eliptica puede escribirse de esa forma puesto que v/4 € C), es posible elegir un reticulo tal
que go = a y g3 = b, asi que toda curva eliptica es asociada a un reticulo complejo y por
lo tanto isomorfa a un toro.

Ahora manos a la obra con todo esto ...
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Primero introduciremos ciertas funciones que nos serin de importancia, son las lla-
madas funciones elipticas.

DEFINICION 2.3. Una funcién eliptica es una funcién meromorfa sobre C que posee
dos periodos linealmente independientes sobre R.

Un claro ejemplo de funcion eliptica son las constantes, de hecho estas son las Unicas
funciones elipticas enteras (o sea analitica en todo C) como veremos a continuacion.

PROPOSICION 2.4. Las tnicas funciones elipticas sin polos son las constantes.

DEMOSTRACION. En efecto, sea f una funcién entera con periodos wi y w9 linealmente
independientes (i.e {w1,w2} es una base de C como R-espacio vectorial). Consideremos el
paralelogramo P = {sw; + tws : 0 < s,t < 1}, si w € C entonces existen z,y € R tal
que w = Tw] + Yws, si escribimos z = [z] +s ey = [y] +¢ con 0 < s,¢ < 1 tenemos que
F(@) = f((swn + twn) + ([wlon + [ylws)) = flswi + twa) € F(P), asi que Im(f) = f(P)
que es compacto (pues P lo es) y por lo tanto f es acotada, pero como es entera entonces
debe ser constante (Teorema de Liuville). O

Otra interesante propiedad de las funciones elipticas es la que relaciona los ceros con
los polos en un paralelogramo periédico. Comenzemos definiendo esto ultimo.

DEFINICION 2.5. Si f es una funcién eliptica no nula, llamaremos paralelogramo
periédico para f a un paralelogramo de la forma P(a) = {a + swy + twy : 0 < s,¢t < 1}
donde w; y w9 son periodos linealmente independientes para f y que cumpla que el borde
de P(a) no contenga ni ceros ni polos de f.

Observemos que como los ceros y polos de una funcién meromorfa no nula es un con-
junto discreto entonces toda funcién eliptica posee un paralelogramo periddico.

PROPOSICION 2.6. Una funcidn eliptica f posee la misma cantidad de ceros que de
polos dentro de cada paralelogramo periédico P (contados con multiplicidades).

DEMOSTRACION. Todo periodo de f también lo es de f'y por tanto de f/f', la integral

1 f(2)

2mi Jop f'(2)
por causa de la periodicidad, pero esta integral cuenta la cantidad de ceros menos la
cantidad de polos dentro de P lo que prueba la proposicion. [l

dz =0,

Otra cosa que aparecerd mucho, son sumas armonicas sobre reticulos, por lo que es
preferible tener un criterio para clasificarlas desde ahora.

PROPOSICION 2.7. Sea L = w1Z + woZ un reticulo y denotamos por L* = L — {0}

entonces
1
> .
well*

converge absolutamente si y solo si o > 2.
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DEMOSTRACION. Consideremos el paralelogramo P = {sw; + twy : =1 < s,¢, < 1} y
sean r y R la minima y la mixima distancia de los puntos de 9P al origen. Si denotamos
por ||lzw; + ywe| = max{|z|,|y|} y lamamos A(n) = {w € L : ||w|| = n}, es claro que
A(n) C ndP = 9(nP) y por lo tanto tendremos que nr < w < nR.

Como A(n) posee (2n+1) + (2(n — 1) + 1) = 4n puntos (los puntos de A(n) son de la
forma +nwy +mws con —n < m < n 6 mwy; £ nwy con —(n —1) <m < n—1) tenemos la

siguiente acotacién
n n n
IEEINDY i
o k) T 1weA(k |w| i (k)

Es decir:

Zka S |w|a-Ra ka

k=1weA(k
Claramente [ J,_; A(k) = L*, asi que la convergencia de >0, ka%l para « > 2 garan-
tizan la convergencia absoluta de ) ;. w% para a > 2. Analogamente, la divergencia de

22:1 ka%l para o < 2 implican la no convergencia absoluta de 22:1 ka%l paraa < 2. [

DEFINICION 2.8. En vista de la proposicion anterior conviene definir las llamadas
series de Eisenstein G, = Zwep —w baran = 3,4,5,.

2.1. Lafuncidén p de Weierstrass. Aqui introduciremos la funcién p de un reticu-
lo y probaremos que verifica la ecuacién diferencial que hemos mencionado antes y para
su curva eliptica asociada construiremos un isomorfismo entre el grupo de la curva eliptica
y el grupo de un toro.

TEOREMA 2.9. Sea L un reticulo complejo y L* =L — {0}, la serie
1
z2 * Z { E}
w

define una funcion meromorfa en C con polos de orden 2 en los puntos de .. Ademds esta
funcién es par (o sea p(z) = p(—z) Vz€ C—1L).

Antes de probar esto necesitamos un par de lemas previos, el primero es un lemita de
uniformizacion, el cual usaremos en reiteradas oportunidades para probar convergencias
de algunas series, el segundo es practicamente el teorema en si.

LEMA 2.10. 57 R > 0, existe una constante M > 0 tal que se verifica
1 M
|z —w|* 7wl

para todo z€ C: |z < Rywel:|w >R

1Mss adelante se prueba que G, = 0 para n impar, de donde algunos autores como en [6] le llaman
Gr alo que aqui le llamamos G2n, nosotros seguiremos las notaciones de [4].
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DEMOSTRACION DEL LEMA 2.10. Demostrar esa desigualdad es equivalente a probar

que
a 1

>

- M
para todo z € C: |z| < Ry w € L : |w| > R, para ello primero tomemos entre todos los
w € L, |w| > R uno con norma minimal, llamémoslo wy (existe porque L es discreto) y
pongamos que |wg| = R+ d con d > 0. Entonces para todo z : |z| < R tenemos

‘z—w

w

R R N (R
Luego podemos tomar por ejemplo M = (1 — RL;d)*a_ O

LEMA 2.11. Si R > 0 entonces la serie

Z { 1 1 }
(o _ N2 2

R (z —w) w

converge absoluta y uniformemente para |z| < R.

DEMOSTRACION DEL LEMA 2.11. Si |w| > R, para todo z : |z| < R tenemos

1 1 ‘ 2

S -y < e

(z—w)? W?

w? e wl

R(R+2w) M _MR2+3) 3MR
|wl]? |wl? |wl? T fwp

Estos ultimos términos mayorantes tienen serie convergente por la proposicién 2.7,
asi que queda probada la convergencia absoluta y uniforme usando el criterio de Weier-
strass. U

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 2.9. Para cada w € L : |w| > R, la funcién z —

ﬁ - ﬁ es una funcién holomorfa en D(0,R) por lo tanto también lo serd z +—

ZN>\w\>R{ﬁ — ﬁ} Luego por la proposicién anterior tenemos que
1 1 1 1
Z {(z—w)2 B E} — or(z) = Z {(z—w)2 B E}
N>|w|>R |w|>R

Donde la convergencia es uniforme en D(0.R) (y por lo tanto en subconjuntos compactos
de D(0, R)) luego la funcién limite pr serd también holomorfa en D(0, R).

Ademas tenemos que
1 1 1
p(z) = pr(z) + Z {m_ﬁ}+_7
0<|w|<R

siendo esta ultima suma una funcién meromorfa en D(0, R) con polos de orden 2 en los
puntos de D(0,R) N L, luego p también lo serd, pero como esto vale para todo R > 0
tenemos que g es meromorfa en C con polos de orden 2 en los puntos del reticulo L.

Solo nos resta probar la paridad, para ello observemos que mientras g varia en LL*
lo mismo sucede con —gp, en vista de la convergencia absoluta podemos reordenar los
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términos quedandonos

ole) = 21_2+ 2 {(z+1w)2 - (_ip} = (_1z)2 > {ﬁ - 5} = p(=2),

well* well*

que es justo lo que queriamos probar. [l

Ahora veremos que la fincién g resulta una funcién eliptica donde los puntos de su
reticulo asociado L son periodos para p.

TEOREMA 2.12. La funcién de p de Weierstrass y su derivada @' verifican

plztw)=p(z) vy l+tw)=¢()
para todo z € C—L yw € L.

DEMOSTRACION. Supongamos primero que la derivada de p se pudiera obtener derivan-
do término a término la serie que define p entonces nos quedaria que

() =~ {Zﬁ}

wel

Como hay convergencia absoluta para la serie que define p en z € C — L, también lo

habrd para ) . ﬁ y por lo tanto es posible reordenar términos (sin alterar el re-

sultado, claro). Si wp € L, la serie —2{3 ;. m} = p(z + wp) es una reordenacién
de la serie que define ©'(z) (pues w — —wg + w es una biyeccién de L en L), asi que
0 (z +w) = ¢'(2) para todo w € L.

Escribamos L = w1 Z + wyZ, donde w; y w9 son dos complejos linealmente independi-
entes, tenemos que
d
0=g/(z+w) = (2) = —(plz +w) = (=)

para ¢ = 1,2, asi que como C — LL es conexo, han de existir constantes R; y Ry tales que
p(z + w;) — p(z) = R; para i = 1,2 y para todo z € C — L. Claramente jw; ¢ L (por

la independencia lineal de los w;’s), asi que tomando z = —%' y usando la paridad de p
tenemos
wj wj wWj Wi
i=plw—5)—p=5)=p(5) —pl=5) =0,

para i = 1,2 asi que R; = Ry = 0 lo que implica que p(z) = p(z + w1) = p(z + we) que a
su vez implica que p(z) = p(z + w) para todo w € L.

Asi que solo resta probar la afirmacién inicial, o sea que g’ se puede obtener derivando
término a término la serie que define p, para ello alcanza probar que la serie

1
w%% (z —w)3

define una funcién holomorfa para z € C — L. Pero por el lema 2.10, la proposicién 2.7 y
el criterio de Weierstrass tenemos la convergencia absoluta de

1
2 Gop

wiw|>R
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para z € D(0, R), luego define una funcién holomorfa en D(0, R) por ser limite uniforme
en D(0, R) de las funciones z — )3 que son holomorfas en D(0, R). Como

wN>\w\>R(
1
Stm Y et S e
well wilw|>R \w\<R

Tenemos que ZwE]L L o)F ©s una funcién meromorfa en D(0, R) con polos de orden 3 en

los puntos de D(0, R) NL, como esto vale para todo R > 0 tenemos que » %)3 es

wwel (z—
meromorfa en todo el plano con polos de orden 3 en los puntos del reticulo. [l

El proximo teorema nos da un desarrollo en serie de Laurent de la funcion gp alrededor
de 0.

TEOREMA 2.13. El desarrollo de Laurent de g alrededor de 0 viene dado por
1
p(z) = ) + Z 2m, + 1)Gopy02*™

m=1

DEMOSTRACION. Sea R = min{|w| : w € L,w # 0}, paracada w # 0y 2z : |2]| < R
tenemos

<z_1w>2 N (w_lz)2 - (%)2% %(ﬁlz/ﬁ "o EX

n=0
1 - 1 1 &
=3 (/) = Yo D) = St S Dt 1) (zw)”
n=1 n=0 n=1

Por lo tanto

p(z) — zi? = Z* {ﬁ - %} =3 {% i(n+1)(z/w)”}.

wel well* n=

Por la convergencia absoluta, podemos intercalar las sumatorias y nos queda

o) -5 -3 {r -3t - XA g5 v v}

wel* n=1 wel
9] 1 oo
S {40 ( Y )7 ) = Y+ )Gz
n=1 well* n=1

Para terminar la prueba basta ver que para n impar G, = 0, esto es facil pues si w
varia en el reticulo, también lo hace —w, luego por convergencia absoluta de G,, paran > 2

podemos reordenar términos asi que Gy, = > o = 1)n, pero para n impar (—w)" = —(w")
asi que G, = ) o —(i))" == el win = —G, y por lo tanto G,, = 0. O

Observemos que una vez mas queda de manifiesto la paridad de p dado que en su
desarrollo de Laurent solo aparecieron términos pares.

El siguiente teorema establece una relacion entre esta funcién con ciertas curvas elipti-
cas.
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TEOREMA 2.14. La funcion o de Weierstrass verifica la ecuacion diferencial

@' (2)* = 4p(2)® — 60G4p(z) — 140G

DEMOSTRACION. Si llamamos L = wyZ + weZ al reticulo que genera la funcién de
Weierstrass, en la proposicién anterior probamos que p y ' son funciones elipticas que
tienen periodos linealmente independientes w; y wo, claramente lo mismo sucederd con
(¢')? y con g? asi que la funcién

f(z) = ¢'(2)* — 4p(2)* + 60G4p(2),

es eliptica por ser combinacion lineal de funciones elipticas con el par de periodos lineal-
mente independiente comin wy y ws. Asi que por la proposicion 2.4 para probar que es
constante alcanza probar que es entera, y dado que cada sumando que componen f son
holomorfas en C — L, f también lo serd, luego el conjunto de polos de f (si los hay) han
de estar contenidos en el reticulo L. Por la periodicidad, para probar que f no tiene polos
en L alcanza probar que no lo tiene en z = 0.

Usaremos el desarrollo en Serie de Laurent de p en z = 0 (Teorema 2.13) para obtener
el desarrollo de f en z = 0, aqui H representa una funcién holomorfa en z = 0:

2 = -
p’(z) == —; + E (2m + 1)(2m)G2m+2z2m 1
m=1
424G
102 4
=— - —— —80G H
P (2) po; 2 6+ 2
para g tenemos
_ L 38 sqt 4 m
@(z)—;— P +z
4 G
4p(2)* = — + 36— + 60Gg + z°H.
z z
Asi que tenemos que
60G
¢ (2)? — 4p%(2) = ——— — 140G + zH.
z

Asi que
F(z) = ¢'(2)2 — 403 (2) + 60G4p(z) = —140G¢ + zH.

Por lo tanto f es analitica en z = 0 y por lo tanto en todo C asi que debe ser constante.
Como f(0) = —140gs esa constante debe ser —140gs asi que f(z) + 140gs = 0 que es lo
que queriamos probar. O

Nota. El teorema anterior prueba que para z € C — L el punto ¢(z) = (p(2), ' (z)) €
C? pertenece a la ctbica E : Y? = 4X3 — g9 X — g3 donde go = 60G, y g3 = 140Gs.
Asi que cada reticulo complejo L tiene asociado una funcién de Weierstrass p y esta a
su vez tiene asociada una cubica E de forma que (p(z),¢'(2)) € E, Vz € C — L, decimos
en este caso que la cibica E proviene del reticulo L y a veces notaremos E(L) cuando
queramos recalcar que E proviene del reticulo L (lo mismo para g, notaremos p(L, z) en
vez de p(z) cuando queramos resaltar la dependencia de p con respecto a su reticulo).
Ahora veremos que las ctibicas asociadas a reticulos son de hecho curvas elipticas.
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TEOREMA 2.15. Si E : Y? = 4X3 — go X — g3 es una cubica asociada a un reticulo
L = wiZ + woZ entonces E es una curva eliptica. O equivalentemente, se verifica la
condicion
95 (L) — 27g3(L) #0
para todo reticulo complejo L.

DEMOSTRACION. Hay que probar que el polinomio f(X) =4X?3 — go X — g3 no posee
raices multiples. Denotemos por e, e y ez los valores de p en los semiperiodos:

(=) e=p(g) o= p(252)

Vamos a probar que €1, e y e3 son las raices de f y que son distintas dos a dos. Como ¢’
es la derivada de una funcién par entonces debe ser impar, luego debe anularse en cada
semiperiodo de g pues

o(3) =95 ~)=v(-3)=(3)

por lo tanto &’ (%) = 0, andlogamente para los otros semiperiodos, pero por el Teorema
2.14, tenemos que

fler)=f (@ (%)) =4p° (%) — g2 (%) —g3=¢ (%)2 =0

y de igual forma se llega a f(e2) =0y f(e3) = 0, basta considerar los otros semiperiodos.

Falta ver que son distintos, para ello consideremos la funcién g(z) = p(z) — p(5),
claramente g posee el mismo conjunto de periodos que g asi como polos de orden 2 en
cada punto del reticulo, consideremos un paralelogramo periédico P(a) = {a + twy + sws :
0<t,s<1l}cona= x(%) y —1 <z <0 (esto es posible pues g es holomorfa y por lo
tanto sus ceros son aislados). Por la Proposicién 2.6 sabemos que dentro de P(a) hay la
misma cantidad de ceros que de polos, pero z = 0 es el inico polo dentro de P(a) que es de
orden 2 y como z = % es un cero doble de f (pues ¢'(%+) = ¢'(%) = 0) no pueden haber
otros ceros dentro de P(a) de modo que g(%*) # 0y g(%) # 0 o lo que es lo mismo
(%) # p(2) y p(4) # p(2L592). De la misma forma, considerando g(z) = p(z) — p(%)
llegamos a que p(“2) # p(L342). O

Observacién 1. El teorema anterior prueba que el polinomio f(X) = 4X? — g2, X — g3
factoriza como f(X) = 4(X —e1)(X —e2)(X —e3), luego la ecuacién diferencial del Teorema
2.14 puede ponerse en la forma:

w0 = -o(5)) (o)) o0 -(252)

Observacion 2. El paralelogramo periédico P(a) utilizado en el teorema contenia
exactamente un punto del reticulo I y por lo tanto un tnico polo de g’ que es de orden 3
y por la proposicién 2.6, debe poseer tres ceros dentro de P(a), asi que los semiperiodos
SRy % son los dnicos ceros de g’ dentro de P(a), luego por la periodicidad los
ceros de g’ estdn dados por

Z(g) = (ﬂ +L> U (ﬂ +L) U (M +L).
2 2 2

Esta observacion es equivalente a pedir que 2z € L, en efecto, claramente si z pertence
al conjunto mencionado arriba verifica 2z € L, reciprocamente, si 2z € L entonces tomemos
x € P(a) tal que z =z + w con w € L (esto es posible pues con paralelogramos P(a) + w
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donde w varia en L cubrimos el plano) luego 2z = 2z + 2w por lo cual 2z = 22 — 2w € L
y como z € P(a) entonces x € {4, %2, “14¢2 1 En resumen, también podemos escribir

237277 2
Z(p')={z€C—-L:2z €L}

Si L es un reticulo complejo, p(z) = (L, z) su funcién de Weierstrass asociada y
E = E(L) su curva eliptica asociada, por el Teorema 2.14 tenemos definida una funcién
¢:C—L — E— {0} dada por ¢(z) = (p(z), ¢'(z)) donde O =[0:1: 0] de la curva E.
Extendemos esta funcién a todo el plano complejo definiéndola como O en los puntos del
reticulo:
[ o) @(x): 1) sizglL
¢(z)_{[0:1:0] sizel
Nuestro siguiente objetivo es probar que la funcion ¢ : C — E es un morfismo de grupos

sobreyectivo, claro, los complejos con la suma habitual y los puntos de la curva eliptica
conlasuma P® Q = (P Q) xO.

TEOREMA 2.16. La funcion ¢ : C — E definida como antes es una funcion sobreyec-
tiva.

Para probar esto, es conveniente probar un resultado previo en forma de lema.

LEMA 2.17. La funcidn p es sobreyectiva. Ademds si ¢ € C y p(z9) = ¢ tenemos que:

o 1) =L+ 2 $i2z €L
o 1) =L +2)U(L—z) si22¢L

DEMOSTRACION DEL LEMA 2.17. La demostracion es parecida a la del teorema an-
terior, para ¢ € C consideramos la funcién f(z) = p(z) — ¢, claramente f tiene polos
de orden 2 en los puntos de L y si w; y wo son generadores del reticulo . entonces son
periodos linealmente independientes para f. Cada paralelogramo periédico de f de la for-
ma P(a) = {a + tw; + swp : 0 < t,s < 1} contiene exactamente un polo doble de f
y por la proposicién 2.6 contiene también un cero doble o dos ceros simples de f. Sea
zg € P(a) un cero de f, entonces g(zg) = f(z0) + ¢ = c. Si zp fuese un cero doble de f (i.e
si f'(z0) = ©'(z0) = 0 o lo que es lo mismo si 2zy € L) entonces no hay més ceros de f
en P(a) y por la periodicidad los tinicos ceros de f en C van a ser de la forma zy + w con
w € L y por lo tanto

pH(c) = f7H(0) = L+ 2.

Ahora si zg es un cero simple de f, por la proposicién 2.6 debe haber otro cero simple de f
en P(a), como g es par, f(—z) = p(—=20) —c = p(20) —c = 0 asi que —z es otro cero de f.
Claramente —zj no tiene porque caer dentro de P(a) pero como los paralelogramos P(a)+w
con w variando en L podemos encontrar w € L tal que —zp + w € P(a), si —zp + w = 2y
entonces 2zg = w € L, luego f'(z0) = p'(20) = p(20 — w) = p(—20) = —¢'(20) implica que
©'(z0) = 0 y por lo tanto z serfa un cero doble de f lo cual es absurdo, asi que —zp + w
es el otro cero simple de f, por la periodicidad tenemos que

p He)=f10)=(20+L) U(—20 +w+L) = (L+ 2) U (L — ).
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DEMOSTRACION DEL TEOREMA 2.16. Claramente ¢ € Im(¢) pues p(w) = ¢ para
todo w € L. Sea P € E, P # ¢ pongamos que P = (z,y), por el lema 2.17 sabemos
que existe z € C tal que p(z) = x y como (p(z), p'(2)) € E tenemos que g'(z) = +y. Si
p(2) = y entonces ¢(z) = (p(2), ' (2)) = (z,y) = P, en caso contrario p(z) = —y y como
p es par y ' impar tenemos que ¢(—z) = (p(—2), ¢'(—2)) = (p(2), —¢'(2)) = (z,y) = P,
en cualquier caso tenemos que P € I'm(¢) y por lo tanto ¢ es sobreyectiva. O

Ahora solo resta probar que es un homeomorfismo, como lo establece el siguiente teo-
rema.

TEOREMA 2.18. La funcion ¢ : C — E es un epimorfismo de grupos.

DEMOSTRACION. Por el teorema anterior sabemos que es una funcién sobreyectiva
asi que solo resta probar que es un morfismo. Esto es, hay que probar que si z1 y z9 son
dos complejos entonces ¢(z1) @ ¢(z2) = P(z1 + 22) y para ello separemos la prueba en
varios casos.

Caso 1. Si 21 0 29 pertencen a L:
Supongamos sin pérdida de generalidad que z9 € L entonces z3 es periodo de ¢ (por serlo

de p y de ) luego ¢(z1 + 22) = P(21) = (1) + O = ¢(21) + ¢p(22).

Caso 2. Sini 21 ni z9 pertencen a L pero z; 4+ zo € L:
Tenemos que z; € w — 29 con w € L, como p es par y p impar tenemos que ¢(z;) =
(p(21), 9 (21)) = (plw — 22), p(w — 22)) = (p(—22), o' (—22)) = (p(22), —p(22)) = —b(22)
asi que ¢(z1) ® P(z2) = O = P(z1 + 22).

Caso 3. Sini z; ni 29 pertenecen a L pero 221 € Ly 220 € L

Consideremos los semiperiodos a1 = %,a2 = % y a3 = % y para £ y y com-
plejos, notemos =z ~ y para decir que © — y € L, claramente por la periodicidad de
p vy ¢ tenemos que si z ~ y entonces p(z) = p(y) v p'(z) = ©'(y). En vista de
la observacion 2 del Teorema 2.15 tenemos que z; ~ a; y 22 ~ a;j para algunos ¢
yig,1 <47 < 3081 21 ~ 2 la condiciébn 2z; € L implica que 23 + 290 € L y
caemos en el caso 2. En caso contrario podemos asegurar que ¢ # j, sea k tal que
{i,7,k} = {1,2,3}, tenemos que z; + 22 ~ a; + aj ~ aj asi que z; + 22 ~ aj luego
d(z1+22) = Plag) = (p(ak), ' (ar)) = (p(ak),0) (' (ar) = 0 por la Observacién 2 del Teo-
rema 2.15) mientras que ¢(21) ® b(22) = dl(a,) @ dla;) = (plas), 0)& (plaz),0) = (p(ax),0)
esto ultimo sale del hecho que al ser e¢; = p(a;) ¢ = 1,2,3 las raices del polinomio
f(X) = 4X? — g1 X — g2 (Observacién 1 del Teorema 2.15) entonces como ya habiamos
estudiado antes los puntos P; = (e;,0) ¢ = 1,2,3 son los puntos de orden 2 del grupo de
la curva eliptica y por lo tanto teniamos que P; @ P; = Py si {4,7,k} = {1,2,3}.

Caso 4. Si 21, 29,21 + z2 ¥ 221 pertenecen a C — L

Como 21,29 y 21 + 22 no pertenecen a L, podemos poner ¢(z1) = (z1,y1), P(z2) =
(x2,92) y d(21) ® P(22) = (z,y), en efecto, si d(21) ® P(22) = O tendriamos que 1 = 29 y
Y1 = —¥o, lo cual implica que p(z1) = p(22) y ©'(21) = —p'(22), pero la primera igualdad
implica que z; € (L + 22) U (L — 23) (Teorema 2.16) pero como z; + z2 ¢ L tenemos
que 21 € L 4 2y, pero por la periodicidad de g’ tendriamos que p'(z1) = '(22), luego no
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hay otra que g'(z1) = 0 lo cual implica que 2z; € L. (Observavién 2 del Teorema 2.15)
lo que contradice nuestra hipdtesis. Separemos este caso en dos subcasos segin z; — 29
pertenezcan o no a L:

Primer subcaso: z; — 20 € C — L.

Como ya tenfamos ademds que z1 + z2 € C entonces z1 = p(z1) # p(22) = 2.
y la férmula para sumar puntos en una curva eliptica queda en este caso:

(y1 — y2)?

:m—(.fl-i-l‘g)

(y2 — 1)z + (z2y1 — z1Y2)
9 — T ’

donde (z1,y1) & (z2,y2) = (z, ).

Asi que todo se reduce a probar que z(¢(z1+22)) = = y que y(¢(z1 +22)) = y (observar
que como pedimos que z; + z2 ¢ L entonces ¢(z; + 2z2) # O), probaremos la primera pues
la segunda puede ser probada de forma similar.

Dado que z; = p(z;) y y; = '(2) para i = 1,2 hay que probar que

(5 2))2
El?p((;)) EZEBQ — (p(21) + p(22)).

p(zl + ZQ)

O equivalentemente (dado que p(z1) # p(22))
Ap(21) + p(22) + p(21 + 22)) (p(22) — (1)) = (' (22) = ¢/ (1)) = 0.

Para probar esto vamos a usar la misma idea que para probar el Teorema 2.14, vamos
a dejar fijo z; y tomar z = zo como variable esta resulta una funcién eliptica luego
probaremos que es entera, luego por la proposicién 2.4 debe ser constante, para ver que
esa constante es cero evaluaremos en un valor conveniente de z. Definamos entonces la
siguiente funcién

F(2) = 4(p(=1) + p(2) + p(z1 + 2))(p(2) — p(21))* = (' (2) — @' (1))

Si llamamos como siempre wi y wy a un par de generadores del reticulo L, estos son pe-
riodos linealmente independientes de z — p(z2), z — p(z + 20) y de z — '(z) asi que
también lo serdn de F, asi que F' es una funcion eliptica. Ahora tanto g como su derivada
tienen polos en los puntos de L, mientras que la funcién z — @(z + zg) tiene sus polos en
los puntos de L — 2y, asi que los posibles polos de F' estarian contenidos en el conjunto
LU (L — zp). Por la L-periodicidad para probar que F' es entera alcanza probar la analiti-
cidad en z = 0 (lo cual implica la analiticidad Vz € L) y en z = —z¢ (lo cual implica la
analiticidad Vz € L — zp).

Para sacar un desarrollo de Laurent en z = 0 recordemos que el desarrollo de Laurent
en z = 0 para p viene dado por (Teorema 2.13):

1
p(2) = = +3G42° +5Gez" + 7Gs2° + ...
z
A partir de aqui obtenemos el desarrollo de Laurent para g’

2
@ (2) = ~3 + 6942 + 20G2> +42Gg2° + . ..
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Como g es analitica en z = z; el desarrollo es serie de potencias de z — p(z+21) en z =0
viene dado por la férmula de Taylor
1 3)
p"(21) 2 PP () s
2 z°+ 6 274
Si H indica una funcién analitica en z = 0, para F' tenemos el siguiente desarrollo en serie
de Laurent en z = 0:

1 1 1 1 2
F(z)=4 (; +20(21) + ' (21)2z + <3G4 + 5@"(z1)) 22+ gp'"(zl)z3 + Z4H) <; — p(z1) +3G42% + z4H>

Pz +21) = p(21) + ' (21)2 +

— (=% - ¢/ (z1) + 6G4z + z3H)2

23
Haciendo cuentas y agrupando términos del mismo orden nos queda
A B C D E

==+ = e
ST atatato 4

F(z) ¥

donde:

A=4-4=0

B = —8p(z1) + 8wp(z) =0

C =4p'(21) — 4p'(21) =0

D =2¢"(z1) — 12p*(21) + 60G4

E = —8p(z1)¢' (1) + 50" (1)
Para ver que D = E = 0 recordemos la ecuacién diferencial que verificaba p (Teorema
2.14)

©'(2)? = 4p(2)® — 60G4p(2) — 140Gs.

Derivando de ambos lados nos queda

20/ (2)p" (2) = 12p(2)¢' (2) — 60G4g(2).

Para todo z € C—L tal que 2z ¢ L tenemos que g'(z) # 0 (Observacion 2 del Teorema
2.15) y la ecuacién diferencial anterior es equivalente para esos z a:

©"(2) = 6p(2)? — 30G, (28)

Como 2z; ¢ L entonces esta ecuacién es vilida para z = z; lo cual prueba que D = 0.
Derivando nuevamente ambos miembros de (28) obtenemos

P (2) = 12p(2) ' (2).

En particular tomando z = z; esto prueba que E = 0.

Como A = B=C =D = E = 0resulta que F es analitica en z = 0 y por periodicidad
en todo punto de L, por lo tanto sus polos estan contenidos en el conjunto L. — z;, para

probar la analiticidad de F' en z = —z; observamos que en ese punto tanto la funcion p
como g’ son analiticas en z = —z; asi que alcanza probar la analiticidad de
2
p(z + 21)(p(2) — p(21))",
en z = —z;. Como p(z) tiene en z = 0 un polo de orden 2 entonces —z; es un polo de

orden 2 de p(z + z;) asi que hay que probar que —z; es un cero de orden mayor o igual a
dos para (p(z) — p(21))? o equivalentemente que —z; es un cero de p(z) — p(z1) lo cual es
cierto pues p es par.

Como F es analitica en —z; por la periodicidad también lo serd en todo L — zg, luego
hemos probado que la funcién F' es una funcién entera de z y como es eliptica ha de ser
constante (prop 2.4) y como F(z1) = 0 tenemos que F es la funcién nula y en particular
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Segundo subcaso: z; — 29 € L.

En este caso por la periodicidad de p tenemos que
z1 = p(21) = p(22) = @2
y también
—y1 = ¢/ (21) = ' (22) = v,
aqui la férmula para sumar puntos queda (duplicacién)

1./ 1223 — 2
L)y Ly, (200G
4\ dyj 16y7
2 5Gy) (7 —
y:y1+6(901 ;1)(90 901)7

donde f(X) =4X3 — g2 X — g3 (observar que y; # 0 pues 2z; ¢ L). Queremos probar que

z(p(z1 + 22)) = z y que y(P(z1 + 22)) = y y al igual que en el caso anterior probaremos

solo la primera. La demostracion es andloga a la del subcaso anterior pero mas facil. Hay

que probar que

(12¢(21)% — 60G4)*
16 (21)?

o0 equivalentemente (puesto que g'(z1) # 0)

16 (21)*((221) + 2p(21)) — (1207 (21) — 60G4)* = 0.
Asi que consideramos la funcién

F(z) = 169/ (2)*(p(22) + 2p(2)) — (1207 (2) — 60G4)?,

que como es eliptica para ver que es constante basta ver que es entera y como sus posibles
polos estan contenidos en L por la periodicidad alcanza ver que es analitica en z = 0. Al
igual que en el caso anterior usando los desarrollos en serie de Laurent de p y ' en 2 =0
podemos ver que los términos correspondientes a z™ con n < 1 se cancelan de forma que
F resulta constante y esa constante debe ser cero. O

9(221) = - 2@(21)7

Comentario. Como comentamos en la demostracién se puede seguir un procedimiento
andlogo del que hicimos para probar que z(¢(z1+22)) = z para probar que y(¢(z1+22)) =y
esta vez sustituyendo z por su valor ya probado x = g(z1 + 22), construir una funcién
eliptica adecuada etc. Otra cosa que podemos hacer es dado que x(¢(z1 + 22)) = £ y como
(21 + z2) € E entonces solo tenemos dos posibilidades y(¢(z1 + 22)) = y (en cuyo caso ya
no hay nada que probar) o y(¢(z1 + z2)) = —y, podemos considerar la funcién meromorfa
z m (donde y se saca de la féormula que queda en funcién de p(z1), 9'(21), p(2) y
de ©'(z)) que toma a lo sumo dos valores entonces ha de ser constante, considerando los
primeros términos del desarrollo de Laurent es ficil probar que el limite de esa funcién
tiende a 1 cuando z — 0.

Para culminar esta seccion estableceremos el teorema que establece el objetivo princi-
pal de esta seccion.
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TEOREMA 2.19. Si E es una curva eliptica que proviene de un reticulo L entonces el
grupo de la curva eliptica (E,®) es isomorfo al grupo del toro (%, +).

DEMOSTRACION. El teorema anterior nos da un epimorfismo ¢ : C — FE cuyo kernel
viene dado justamente por los puntos del reticulo L asi que por la propiedad universal del
cociente para grupos tenemos inducido un isomorfismo ¢ : % — F. [l

Hemos probado que toda curva eliptica que proviene de un reticulo es isomorfa (co-
mo grupo) a un toro. Es posible probar que la ¢ que construimos también resulta ser un
homeomorfismo e incluso un isomorfismo de superficies de Riemann como puede verse por
ejemplo en el libro de Frances Kirwan “Complex algebraic curves”.

En la préoxima seccion probaremos un resultado sorprendente, de hecho que toda curva
eliptica proviene de un reticulo complejo y de esa manera culminaria la prueba de que el
grupo de toda curva eliptica es isomorfo al grupo de algun toro construido a partir de un
reticulo adecuado.

2.2. Curvas elipticas y reticulos. Ya vimos que las curvas elipticas que provienen
de reticulos complejos son isomorfas como grupo a un toro. El objetivo de esta seccion es
probar que toda curva eliptica puede obtenerse de esa forma.

Si llamamos L al reticulo complejo, su curva eliptica asociada venia dada por
E(L) : Y? = 4X? — 60G4 X — 140G
donde las constantes G4 y Gg dependen unicamente del reticulo y vienen dadas por
1 1
Ga(l) =) oI y Go(l) =Y o5
welL well

Como hicimos antes denotaremos por go = 60G4 y g3 = 140G, asi que el objetivo de esta
seccién la podriamos expresar de la siguiente manera: Dada una curva eliptica E : Y? =
4X3 —aX —b (i.e tal que a® +27b? # 0) probar que existe un reticulo complejo L tal que

g2(L) =a y g3(L) = b.

Si L es un reticulo complejo y wi y we son dos complejos que verifican que L. =
w1Z + weZ entonces decimos que wi y wo son un generador del reticulo L. Claramente
el reticulo queda determinado a partir de una pareja de generadores (wi,ws) € C? y asi
podemos trabajar con g9 y g3 como funciones de (w1, ws) que vistas asi, resultan funciones
homogeneas de grado —4 y —6 respectivamente. Esto quiere decir que

G(Awi, dw2) = A lgo(wi,wa) Yy ga(Awi, Adwa) = A 0g3(wi, wa),

para todo XA # 0. Esto es inmediato a partir de las férmulas para G4 y Gs.

También el discriminante A = g3 — 27¢g3 podemos verlo como funcién de (wy,ws) y
resulta una funcién homogenea de grado —12, es decir, para todo X\ # 0 se tiene que

A()\wl, )\WQ) == )\_12A((JJ1,(J.)2).
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Por ultimo introduciremos una funcién de reticulo que nos serd de gran ayuda, definimos
la funcién J por la férmula
g% (Oz)]_ ’ "‘)2)
J(wl,(.UQ) A(w17w2).
J estd bien definida pues por el Teorema 2.15 tenemos que A(wi,ws) # 0, ademds J
resulta homogenea de grado 0 por ser cociente de dos homogeneas del mismo grado. Por
lo tanto, si llamamos 7 = wy/w; tenemos que

J(wi,wy) = J(1,7),

donde podemos suponer sin pérdida de generalidad que I'm(ws/wi) > 0 (pues wi/we y
wg/wy son dos complejos no reales inversos uno del otro, por lo tanto tienen parte imag-
inaria opuestas entonces puedo elegirlos para que la razén entre el segundo y el primero
tenga parte real positiva), luego podemos pensar J como funcién del semiplano positivo
H = {z € C: Im(z) > 0} en los complejos y la notaremos simplemente como J(7) en vez
de J(1,7).

Aunque las funciones g9,93 y A no dependen tnicamente de la razén 7 = wy/w; igual-
mente nos resultard util trabajar con ellas como fuciones de H definiéndolas para 7 € H

como g9(7) = go(1,7), g3(7) = g3(1,7) y A(7) = A(L, 7).

El hecho de que toda curva eliptica sobre los complejos provenga de un reticulo rad-
ica esencialmente en la sobreyectividad de la funcién J, veamos como probar lo primero
asumiendo como hipétesis dicha sobreyectividad.

TEOREMA 2.20. Si a y b son complejos tales que a® — 27b* # 0 entonces existe un par
de complejos (w1, ws) linealmente independientes con Im(wy/wi) > 0 tales que

g2(wi,we) = a Y g3(w1,wa) = b.

DEMOSTRACION. Como estamos asumiendo la sobreyectividad de J y dado que a® —

27b* # 0 podemos tomar 7 € H tal que

a3

a3 — 27b%°
Para ese valor de 7, elijamos un w; € C de forma tal que

92(17 T) _
wj

J(r) =

La existencia de tal wy es inmediata si a # 0, si a = 0 observemos que por la eleccion de
7 tenemos J(7) = 0 y por lo tanto go(7) = 0 asi que en este caso cualquier valor complejo
no nulo sirve para w .

Luego tenemos que

J(r) = 95(7) - a

Cg3(1) = 271g3(1) @ —27b%
Asf que g3(7) = b*wi?, si tomamos wy = Tw;, aplicando la homogeneidad de g3 tenemos
que

2
g95(1,7)
g3 (w1, wa) = 3T
wy

= b2
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Asi que g3(w1,w9) = £b, como

1
g2(w1,w2) = — g2(1,7) = a.
Wi
Si g3(w1,w2) = b ya tenemos lo que queriamos, en caso contrario gsz(wi,ws2) = —by
tenemos que

g3 (w1, iwe) = 2.16 93(wi,w2) = (—1)(=b) =,

y ademas

. 1
92 (w1, twe) = a g92(w1,w2) = a.

Asi que en este otro caso, es el par (iw;,iws) el que nos sirve. O

Observacion. Con los w; y wy del teorema anterior, nos construimos el reticulo
L = w1Z + weZ, para este reticulo tendremos go(L) = a y g3(L) = b.

Asi que todo se reduce a probar la sobreyectividad de la funcién J, veremos que J
pertence a un grupo de funciones llamadas funciones modulares. Las funciones modulares
son funciones muy importantes en el estudio analitico de las curvas eliptica que poseen
propiedades muy importantes. No le sacaremos mayor provecho a tales funciones, mas
bien enfocaremos nuestra atencion a probar lo que necesitamos, que es simplemente la
sobreyectividad.

Comenzemos definiendo el grupo modular.

DEFINICION 2.21. El grupo modular es el subgrupo formado por transformaciones de
Mobius de la forma

az+b
Al2) = cz+d’

donde a, b, c y d son enteros tales que ad — bc = 1. El grupo modular lo notaremos por I'.

Como los coeficientes de A son reales, deja invariante al eje real y la condiciéon que
ad — bc =1 > 0 implica que lleva al semiplano superior en si mismo. Asi que las transfor-
maciones del grupo modular se las pueden pensar como funciones en HL.

El grupo modular esté generado por las funciones T(7) =7+ 1y (1) = —1, si bien
es elemental la prueba no la haremos aqui y de hecho lo nico que usaremos es que tales
funciones pertenecen al grupo modular lo cual es evidente.

Observemos que si una funcién f es invariante por el grupo modular (es decir si
f(AT) = f(7) para todo A € I' y 7 € H)) entonces en particular es periédica de periodo 1
(basta tomar AT = 7+ 1). Las funciones periédicas poseen desarrollo en serie de Fourier
como veremos a continuacion.

Desarrollo de Fourier.
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PROPOSICION 2.22. Si f : H — C es analitica con f(t + 1) = f(7) para todo z € H
entonces

o0 .
f(T) — Z an62mn7
n=—00

donde la convergencia es absoluta y uniforme en subconjuntos compactos de H.

DEMOSTRACION. Definamos ¢ : H — D*, 7 — €*™7. Veamos que existe una funcién
analitica f : D" — C tal que el siguiente diagrama conmute

H—f>(C

| 7

]D)*

En efecto, para cada z € ), tomemos 7 € ¢ (2) y definimos f(z) = f(7). Observemos
e

que f estd bien definida pues si tomasemos otro 7' tal que q(7") = (1) = 2™ = 27T =

T —1€Z= f(r') = f(r).

Como ¢q : H — D* es localmente conforme, f resulta ser una funcién analitica en D* y

por lo tanto posee desarrollo en serie de Laurent alrededor de ¢ = 0 : f(q) =y anq"

n=—oo N
vélido para todo g € D*.

Luego para 7 € H, tomando ¢ = ¢(7), nos queda que

FO=F@= > ad"= Y ane®™,

n—=—oo n=—od

valido para todo 7 € . [l

Nota. Definiremos el valor de f en 7 = oo como el valor de fen qg = 0. El orden
de zero o polo de f en 7 = oo lo definimos como el orden de cero o polo de fen q=0.
Diremeos que f es holomorfa é meromorfa en oo cuando f sea holomorfa é meromorfa
respectivamente en cero.

Estamos listos ahora para definir las transformaciones modulares:

DEFINICION 2.23. Sea f : H — C una funcién meromorfa, decimos que f es modular
si verifica las dos siguientes condiciones:

1. f(Ar)= f(7r) paratodo Ae 'y 7 € H.
2. f posee polo (o cero) en 7 = 00, es decir si posee desarrollo de Fourier de la forma

o

Z anq",

n=—m

donde ¢ = €*™ y m € Z.

Veremos a continuacion un teorema sobre funciones modulares. Antes introduciremos
un conjunto asociado al grupo modular:



2. PUNTOS DE ORDEN FINITO EN E(C). 49

DEFINICION 2.24. El conjunto R(T') C H es el conjunto definido por
R() ={r € H: —1/2 < Re(t) <1/2,]|z|| > 1} U {oo}.

-1 -1/2 12 1 x

FiGurA 1. Region Fundamental.

Al conjunto R(I") lo llamaremos regién fundamental para el grupo modular I, este
conjunto cumple la propiedad de ser conexo y compacto (con la topologia de S? restricta)
y que para todo punto 7 € H, existe una transformaciéon A del grupo modular que cumple
que AT € R(I'); esto ultimo se expresa diciendo que el conjunto R(I') es una clase de
representantes del conjunto cociente H/I'. Ademés dados dos puntos del interior de R(I"),
no existe ninguna transformacién de I' que lleve uno en el otro. A los puntos p,i,p + 1 e

oo se le llaman los vértices de R(I'), donde p = s

Observemos también que R(T") por ser una clase de representantes para I', una funcién
modular queda determinada conociendo sus valores en la region fundamental.

TEOREMA 2.25. Si f : H — C es una funcion modular no nula entonces la cantidad
de ceros de f en R(I') coincide con la cantidad de polos de f en R(L).

Antes de demostrarlo una convencién en cuanto al conteo de ceros y polos, considere-
mos el borde de R(I') dividido en cuatro partes segin la figura 2, a cada una de las cuales
llamaremos lados de R(I'). El lado (1) se identifica con el lado (4) por la transformacién
del grupo modular 7'(7) = 7 + 1, de modo que si f posee algin cero o polo en el lado (1)
también lo tendrd en el lado (4), a estos ceros o polos los contaremos una sola vez. La mis-
ma observacion para los lados (2) y (3) que se corresponden através de la transformacion
del grupo modular S(7) = —1/7, los contaremos una sola vez. Si f posee cero o polo en
i lo contaremos doble y si f posee cero o polo en p, lo contaremos triple (por ejemplo un
polo de orden 2 en p lo contariamos seis veces), el orden de polo de f en oo es el m de la
definicién y el orden como cero es —m.
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DEMOSTRACION. Consideremos la region fundamental R(T") con su borde dividido en
cuatro partes segun la siguiente figura:

L B

FI1GURA 2. Region Fundamental.

Observemos que si hubiesen infinitos ceros o polos de f en R(I') entonces acumularian,
no pueden acumular en la zona finita de R(T") pues f es meromorfa en H, tampoco pueden
acumular en oo pues implicaria que los ceros o polos de f (definida como en la proposicién
anterior) acumularian en ¢ = 0, pero por la segunda condicién de funcién modular tenemos
que esto es imposible pues ftiene cero o polo en ¢ = 0, en ninguno de los casos los ceros
o polos pueden acumular cerca de ¢ = 0.

En conclusion la funcién f solo posee una cantidad finita de ceros o polos en R(T),
luego existe un M > 0 tal que todo cero o polo complejo de f en R(T") tiene parte imagi-
naria menor que M.

Consideremos entonces la integral sobre una curva cerrada como en la figura 3.

Se ha deformado el lado (1) con pequenos arcos de circunferencias con centro en los
polos y ceros de f que se encuentran en ese lado y no son vértices, de modo que quedan
fuera de la curva. Como son finitos podemos elegir los radios de tales circunferencias que
sean tan pequenas como para que el centro sea el tinico cero o polo de f dentro de tales
circunferencias. En el lado (4) también se ha deformado el lado con pequenas circunfer-
encias que corresponden a las del lado (1) translada por T(7) = 7 + 1. De esta forma los
polos en el lado (1) y (4) estan contados una sola vez en el interior de la curva de la figura.

Con respecto al lado (2) también se ha deformado con pequenos arcos de circunfer-
encias centradas en los ceros y polos de f que se encuentran sobre ese lado y no son
vértices de forma de excluirlos del interior de la curva de la figura, se trazaron sus cor-
respondientes arcos en el lado (3) que son los transformados de los del lado (2) por la
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p p+1

F1GURA 3. Curva de Integracion.

transformacion del grupo modular S(7) = —1/7, los ceros y polos que aparecian en el lado
(2) quedaron en el exterior de la curva mientras que los del lado (3) quedaron en el interior,
o sea estamos contando una sola vez los ceros y polos de (2) y (3) en el interior de la curva.
Centrado en p = e2™/3 ge ha trazado un pequeno arco de circunferencia Cy con ex-
tremos en z1 en el lado (1) y 29 en el lado (2) de forma que no contenga ningdn cero ni
polo (ni ningin otro vértice) en su interior con excepcién quizas de su centro. Se traza
con centro en el vértice p + 1 un arco de circunferencia Cs con extremos en —1/z2 en
el lado (3) y z1 + 1 en el lado (4), podemos suponer que no contiene ceros ni polos de f
salvo quizas su centro (de no ser asi achicamos el radio de C de forma que esto acontezca).

Por la eleccion de M, si integramos sobre la curva de la figura anterior, nos queda que

= ?{ f(2)dz=2Z"—P', (29)

271
donde Z' y P’ cuenta los ceros y los polos de f respectivamente que se encuentra en la
regién R(T'), con excepcion de sus vértices (principio del argumento).

Observemos que la integral sobre el lado (1) deformado, se cancela con la integral sobre
el lado (4) deformado dado que estdn recorrido en sentidos opuestos y f(7) = f(7 + 1).
También cancela la integral sobre el lado (2) deformado y el lado (3) deformado, pues
S(7) = —1/7 mapea (2) en (3) con la direccién reversa y f es invariante por S. Asi que la
ecuacion (29) nos queda

%{/@H/Czwr/@ﬂ/(s)f}:Z’—P’.

Ahora vamos a calcular cada una de esas integrales, escribamos cerca de p a f como
f(1) = (1 — p)¥g(1) con g analitica en p y g(p) # 0. Si f tiene un cero en p queda m > 0
y si tiene polo queda m < 0. La curva C) se parametriza como 7 = p + re??® donde r
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es fijo, y 0 varia desde ¢/2 hasta un dngulo a (que depende de 7). La primer integral nos

queda entonces
1 ! 1 k !
L0 L (Y
271 Jo, f(7) 211 Jo, \T—p  g(7)
1 o’ k / 10 i (T )k a 01
. g(p+7‘e.€) iy — (2= +L/ g(p+7’6€‘)d9

re¥  g(p+ re?) 27 21 J= g(p+re’)
pero el dltimo término tiende a 0 cuando r — 0 pues la integral estd acotada, por otro
lado a — § cuando r — 0 asi que nos queda

A,k

_2—71'2 /2

?

lim T = .
r—0 274 C1 f(T) 6
De forma similar se prueba que

1 /
im — F(7) d k.
r—02mi Jo, f(T) 6
Y escribiendo cerca de i a f como f(7) = (7 —i)'h(7) con h analitica en i y h(i) # 0,
operando de forma similar a como hicimos antes, nos queda que

L[,

02w Jo, f(r) 2

En cuanto a la integral sobre el lado (5) realizando el cambio de variables ¢ = e?””,
como 7 = s+ Mi donde s varia desde 1/2 hasta —1/2, entonces ¢ = e~ 2mMA2mis -
e~ 2" M g27is pecorre la circunferencia C' con centro en el origen y radio e=2™
horario. Dado que f(7) = f(q) entonces f'(7)dr = f’(q)j—z, nos queda que
1 / 1 [

LDy o L[ TD o (0)(Ze - Po) = —(Ze - Po) = Po — Ze
2mi J5y f(7) 21 Jo flq)

en sentido

donde Z¢ y Po denotan la cantidad de ceros y la cantidad de polos respectivamente de f
dentro de la circunferencia C. Pero dada la eleccién de M tenemos que la regién de R(I")
de los puntos con parte imaginaria mayor que M son mapeados dentro de la circunferencia
C através del mapa ¢ asi que el tnico posible cero o polo de f dentro de C es en g = 0.
Ahora, si f tiene un desarrollo de Fourier de la forma

o
f(T) — Z an627ri7"
n=—m
entonces fposee un desarrollo de potencias alrededor de ¢ = 0 de la forma
o
flg) = Z anq",
n=—m

asi que en todo caso que Pc — Z¢ = m.

Reuniendo todos los resultados nos queda que

-k -l -k
—+ — + — =Z-P
6+2+6+m
O lo que es lo mismo
ko1
P =Z+-4+=
+m +3+2,

lo cual termina la demostracién. O
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Corolario 1. Si f es modular y no constante entonces, denotando con Z la cantidad
de ceros de f en R(T') entonces para cada complejo ¢, la ecuacién f(7) = ¢ posee exacta-
mente Z soluciones en R(I") (contados con multiplicidades).

DEMOSTRACION. Si P denota la cantidad de polos de f en R(T), la funcién f — ¢
también tendra P polos en R(I') y al ser f modular también lo es f — ¢, aplicando el

teorema nos queda Z(f —c) =P(f —c¢) =P(f)=Z(f) = Z. O

Corolario 2. Si f es modular y no constante entonces f es sobreyectiva.

DEMOSTRACION. Si no fuese sobreyectiva omite algtiin valor ¢y € H, si f no fuese
constante entonces por el corolario anterior 0 = Z(f —¢y) = Z(f) = Z(f —c¢) V7 € H, lo
que significa que f no toma ninguin valor lo cual es absurdo. O

En particular como J no es constante, si probamos que es modular entonces estaremos
probando la sobreyectividad de J. Mas adn, probaremos que J es una funcién analitica
en H con un polo de primer orden en oo (es decir que J posee un polo de primer orden en
0), asi que 1 = P(J) = Z(J), luego por el corolario 1 tenemos que J : R(I') — {oc} = C
es una biyeccién analitica (claro, contando los puntos de lados equivalentes una sola vez).

Ahora probaremos que J es modular, en primer lugar veamos que es analitica en H.

2.2.1. Analiticidad de J. Recordemos que

g2(7)
J(7) =
SUNG
donde A(7) = ¢3(7) +27g3(7) # 0 V7 € H. Asi que alcanza probar que go y g3 son
analiticas como funciones del semiplano superior.

TEOREMA 2.26. 57 a > 2 entonces
> o
ez (m+nt)e

converge absolutamente y uniformemente en subconjuntos compactos de H.

Obs. Asumiendo el teorema, como 7 — ——— y 7 — ——— son analiticas en H en-
(m+nT) (m+nT)
tonces gs y g3 resultan ser funciones analiticas y por el comentario inicial también J lo sera.

DEMOSTRACION. La convergencia absoluta ya la tenemos probada por la proposicién
3, pues es una suma armonica sobre el lattice con bases (1,7) , 7 € H con o > 2.

Consideremos conjuntos rectangulos de la forma K (A, B) = [~ A, A] x [, B] como se
muestra en la figura debajo, con A, B > 0.

Para probar la convergencia uniforme en subconjuntos compactos alcanza probar la
convergencia en los rectangulos K (A, B) pues todo compacto estd contenido en algunos
de estos rectiangulos con A y B suficientemente grandes.
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o

F1GURA 4. Rectangulos K (A, B).

Sea K = K(A,B) con Ay B reales positivos fijos, queremos probar la convergencia
uniforme sobre K. Como la serie
1
Z (m + na)e’

(m,n)eL*
converge absolutamente por ser una armonica sobre un lattice con « > 2, alcanza probar
que existe algin M = M(K) > 0 tal que
1 M

|m +nt|® = |m + ni|®’

para todo 7 € K y para todo (m,n) € Z*, o equivalentemente que

2
|m + nr|? S (L)*
Im+nil2 = \M) °
Escribiendo a 7 = z + yi y z = m/n tenemos que

|m + nr|? B (m + nz)? + y*n? B (z +x)? + y? _z2+2a:z+a:2+y2 S

|m +mni2 m? + n? 2241 22 +1 -
2 2, .2 2 2 2
—12 — —2A|z| - (A°+ B
2= ol =1 492 | P2 = (B
z2+1 |22 + 1
Por lo tanto existe C' > 0 tal que si |z| = [m/n| > C entonces se cumple que

|m+mn7]? _ 1

|m +ni|? = 2
Para cuando |z| < C consideremos la funcién

[+ [=4,A]  [1/B, B] x [~C,C] — R (z,y,2) W

b
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f es una funcién continua con dominio compacto, por lo tanto I'm(f) es un subconjunto
compacto de R asi que la funcion f tiene minimo m, como f es una funcién no negativa
y que no se anula (pues f(z,y,z) =0 =y = 0) entonces m > 0.

Por lo tanto alcanza elegir M > 0 tal que

1\ . [1
— =min< =
M 2"
por ejemplo M = min {%, m}_% lo cual termina la prueba. O

Como observamos este teorema prueba la analiticidad de J como funcién del semiplano
superior. El siguiente paso para probar la modularidad de J es probar que es una funcién
invariante por la accién del grupo modular.

2.2.2.  Invariancia de J por la accion de I'. Como las funciones go y g3 son funciones
de reticulos, también A lo es y por lo tanto también J.

PROPOSICION 2.27. J es invariante por la accion del grupo modular.

DEMOSTRACION. Sea 7 € Hy A € I, escribamos:

a b
=0 o)
con a, b, c y d enteros tales que ab — cd = 1.
Se quiere probar que J(A7) = J(7) donde la accién por el grupo modular venia dada por

at +b
et +d

Sea L el reticulo generado por 1 y 7, y ' el reticulo generado por w; = ¢7 +d y
w9 = aT + b.

Tenemos que
J(r) =J(1,7)=J(L)
y por otra parte que:
J(AT) = J(1, A7) = J(e + d,at + b) = J(wy,w2) = J(L'),

donde en el segundo igual se uso6 el hecho de que J es homogenea de grado 0. Asi que para
probar que J(A7) = J(7) alcanza probar que los reticulos L y I' coinciden.

Es inmediato ver que I C IL puesto que

wp=c7+d-1€eL y wy=a-7+b-1€L.
Por otra parte tenemos que

aw) — cwy = acT + ad — act —bc =ad — bc =1

y que
—bw; + dwy = —ber — bd + adT 4 bd = (ad — be)T = 7.
Asi que
l=aw) —cwy EL y 7= —bwy +dwy €L/,
de donde obtenemos la otra inclusién . C I’ y por lo tanto la igualdad que queriamos. [
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Como ultimo paso para probar la modularidad probaremos que J es meromorfa en oo,
mas atin probaremos que J tiene un polo de primer orden en oo.

2.2.3.  Desarrollo de Fourier de J. Observemos que

1 1
g2T+1)=60 > =60 Y -
()R {(0.0)) (m+n(r+1 (mez ((m+n)+nt)

pero mientras (m,n) recorre todo Z2—{(0,0)} también lo hace (m+mn,n) asf que go(7+1) =

92(7).
De manera similar se vé que g3(7 + 1) = g3(7), asi que ambas tienen un desarrollo de
Fourier.

LEMA 2.28. Sim € Z con m > 1 y consideramos f : H — C dada por
+0o0 1

0= 2

entonces [ es periodica de periodo 1 y posee un desarrollo en serie de Fourier de la forma

F(r) = (=) 27” Z melgn,

2T

donde g =e¢

DEMOSTRACION. Partimos de una identidad para la cotagente:

Wcotg(WT):%-i- f ( 1 _l> (30)

n—+rT n

n=—o00 n#0

Por otra parte tenemos que

cos(mT) el 4 e T T 41 1+q
mweotg(nT) =7 =i . — = —M———— = —Ti =
sen(7r7) eTTle—TTl e2mT _ | 1— q
o o o o
T(1+4q) Y " =—mi <an+2qn> = —mi <1 +2Zq"> .
n=0 n=0 n=1 n=1
2T

Observemos que como 7 € H entonces ¢ = e pertence al disco unidad, luego es valido
el desarrollo en serie de potencias de ¢ en la quinta igualdad.

Sustituyendo en (30) nos queda que

1 = 1 1 >
il —— ) =—mi (142 n
+ Y () m<+;q),

n=—00 n#0

derivando ambos lados respecto de 7 nos queda
“+o00o

1
_7'_2 — Z (nT = 2w an 27T2q
n=—o00 n#0
o bien
+00 1

Z (n+7’ —(2mi) an

n——oo



2. PUNTOS DE ORDEN FINITO EN E(C). 57

Continuamos derivando con respecto de 7 de ambos lados hasta m veces

o
2 _223 2. n
2 e

+o0 1

—3! Z (n-I—T —(2mi) Zn

n—-—oo

+oo 1

4! Z (n+7' —(2mi) Zn

n=—oo

+o0 1

(=)™ m -1t > Ey=Th —(2m)™ an L

n=—oo
Despejando de la dltima ecuacién tenemos

+o0 1

0= 3 g = I Z g,

n=—0oo

Ahora podemos calcular el desarrollo de Fourier para g2 y g3.

TEOREMA 2.29. Las funciones go y g3 poseen un desarrollo de Fourier de la forma

4ot 876

14240 )  6( =——[1-504) 65(k)q"
92(7) = 3 ( + ; 3(k ) (] 93(7) 97 ( Z 5( )Q),
vdlidos para todo T € H donde q = €*™™ y 0,,(k) = 2qk d" es la funcidn divisor de orden
n.

DEMOSTRACION. Recordemos que
1 1
== 92(7) = > —
o mmeir ooy ™)
En virtud de la convergencia absoluta podemos partir la suma en dos sumas segun los
indices pertenezcan o no al conjunto A = {(m,0) : m € Z, m # 0}, nos queda

1 KRR 1
@92(7):( z):eA (m+0 T) +z:1m_z_:oo{ m + nt)? +(m—n7’)4}' (31)

Ahora por un lado tenemos
—+0o0 [e%e] 4
1 1 1 1 2w

LI | =2 =AW= (32)
(mzn)jeA (m+0-7)4 mz_:l <m4 (—m)4) Z m? 90

Por otra parte
+oc  +o00

1 =< X 1
Z Z {m+n7 +(mm’)4}:2z Z m:

n=1m=—o0
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1671— ZZ 3 nr:m_ﬂ—z Zd?; qk7 (33)

n=1r=1 k=1 \ d|k

donde el primer igual es porque 1/(m — n7)* = 1/(—m + n7)* y mientras (m,n) recorre
Z x Z7F también lo hace (—m,n), luego reordeno la serie lo cual es posible por la conver-
gencia absoluta; en el segundo igual hemos usado el lema anterior y en la ultima igualdad
hemos reordenado en potencias de ¢ lo cual es posible también gracias a la convergencia
absoluta.

Finalmente, multiplicando ambos miembros de la ecuacién (31) por 60 y sustituyendo
cada sumando por los resultados de (32) y (33) nos queda

(1) = 60 2i+16—”29 —ﬁ+2016w4§:9(k)k—ﬁ 1+240§:9(k)k
g2 = 3( =73 3\R)q = 3 3(F)q

k=1 k=1

De forma andloga tenemos un resultado similar para gs:

gg( ) 87r (1—504205 >
O

Observemos que hemos probado la analiticidad de g2 y g3 en el infinito lo cual implica
a su vez la analiticidad de A = g5 —27¢2 y por lo tanto J = g3 /A serd una funcién mero-
morfa en el infinito que era lo que faltaba ver para probar que f es una funcién modular
y por lo tanto sobreyectiva.

Para culminar esta seccién probaremos que J posee un polo de primer orden en el
infinito que como habiamos observado anteriormente esto implica la inyectividad de J
(restricta a R(I') — {oc} con la convencién sobre los bordes).

PROPOSICION 2.30. J es una funcion modular con un polo de primer orden en el
infinito (es decir J posee un polo de primer orden en cero).

DEMOSTRACION. La modularidad de J ya la tenemos probada €OmMO mencionamos en
la observacion anterlor Como J = g3 /A entonces J = g2/ A como g es analitica en el
origen y ¢2(0) = ;é 0 entonces para probar que J posee un polo de primer orden en
q = 0 alcanza probar que A posee un cero de primer orden en g = 0.

Tenemos que A= 3> — 27g3% ahora utilizamos los desarrollos en serie de Fourier de
g2 y g3 cuyos coeficientes son por definicion los del desarrollo alrededor del origen de g3 y
J3 tenemos entonces

wla) =T <1+240203 ) y g3<q)=¥<1—5o4295(k)qk),

k=1

asi que
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luego

~ N N 4 4\ 3 ] 6\ 2
3 27
Para ver que el cero es de primer orden calculemos primero los valores de ¢’ y g3 en el
origen:
4r _ 8n® 4487

-~/ _ = — 4 ~1 _ 20 —
92'(0) = 3 24005(1) = 320m"g3'(0) o7 (—504)65(1) 3

puesto que 0,(1) = 1" = 1 para todo n > 1.

Finalmente el cero es de primer orden puesto que

A 7°(0)d; 7(0)3 4n") " g0\ [ 44870
A'(0) = 3652(0)3' (0) —27-243(0)33(0) = 3 <%) 32071 —27-2 (%) : <_ 3” > > 0.

0

3. Puntos de orden finito en E(R).

Aqui estudiaremos los puntos de orden finito sobre una curva eliptica definida sobre
los reales, probaremos que los puntos de orden m forman o bien un grupo ciclico de m
elementos o bien es el producto de un grupo ciclico por un grupo de dos elementos.

La herramienta que usaremos aqui para atacar este problema son los grupos de Lie.
Un grupo de Lie es una variedad diferenciable G con una operaciéon binaria que le da
estructura de grupo, se le pide ademdas que la operacion de suma y tomar inverso sean
funciones diferenciables.

Sea F: Y? = X3 4 aX + b una curva eliptica con a,b € R, E posee estructura de var-
iedad diferenciable unidimensional, en efecto si FI(X,Y) = X3 +aX +b— Y? tenemos que
VF(z,y) # (0,0) para todo (z,y) € E pues E es no singular (y por lo tanto el polinomio
f(X) = X34+aX+bno posee raices dobles) asi que por el Teorema de la funcién implicita E
se parametriza con una variable alrededor de todo punto (z,y) € E. Para el punto [0 : 1 : 0]
tomemos la ecuacion proyectiva de la ctibica E : Y2Z = X3 + aXZ? + bZ? y la miramos
nuevamente en el plano afin Y = 1, nos queda E : Z = X3 + aX Z? + bZ3, aqui tenemos
que el polinomio F(X, Z) = X3 +aXZ%+bZ3 — Z que verifica VF(0,0) = (0, —1) # (0,0)
asi que F' se puede parametrizar diferenciablemente con una variable alrededor de (0, 0)
(que corresponde al punto [0 : 1: 0] de E).

La operacién de suma en la curva eliptica resulta una funcién diferenciable al igual
que tomar opuesto, esto se deduce observando las férmulas explicitas para la ley de grupo
(que resultan funciones racionales de sus variables).

Llamemos f(X) = X3 + aX + b, la curva eliptica E : Y2 = f(X) tendrd una o dos
componentes conexas segin f posea una o tres raices reales (ver figura).

Como todo grupo de Lie unidimensional compacto es isomorfo a S con la multipli-
cacién compleja, para el caso en que f posea una unica raiz real tenemos que (E,®) es
isomorfo a (S',-), asi que los puntos de orden divisor de m en E es isomorfo al de los
puntos de orden divisor de m en S' que es el grupo de las raices m-ésimas de la unidad
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Caso de raiz real dnica. Caso de tres raices reales.

FiGurA 5. Curvas elipticas sobre R

que es a su vez isomorfo a Z,,.

Para el caso en que f se escinda en R tenemos que E(R) posee dos componentes
conexas, llamemos Ej la componente que contiene al elemento neutro del grupo O = [0 :
1:0]. Si z,y € Ey, como la funcién Sy : E — E: S;(a) = z + a es continua entonces lleva
la componente conexa Ej es otra componente conexa que contiene a S,(O) = z y por lo
tanto es la misma Ey, esto prueba que z +y = S;(y) € Ey. De la misma manera tenemos
que I : E — E lleva Ey a Ey y por lo tanto tenemos que Ey es un subgrupo de F.

Six ¢ Ey entonces x4+ Fy es la componente conexa de E que no contiene al neutro, en
efecto, a — x + a es continua, entonces lleva la componente conexa Fg en otra componente
conexa que contiene a z + O = x € Ey, entonces £ = Fy Wz + Ey para todo z € Ey y por
lo tanto el grupo cociente E/Ey = {Ey, z + Ey} es isomorfo a Zs.

El isomorfismo que lleva E/Ej en Zs es la funcién que lleva Ey — 0 y £} — 1 donde
FE es la componente conexa de E que no contiene a la identidad.

Ahora definimos la funcién
@ : —>E_0x 0-‘;0(33)_ (C(x),a:—c) ;

donde C(z) denota la componente conexa de E que contiene a x y ¢ es cualquiera de los
dos puntos de corte del eje real con E que pretenecen a la componente conexa de E que
no contiene al punto O (la coodenada en X de ¢ es nula y por lo tanto 2¢ = O) .

Veamos que es un morfismo: en la primera coordenada es claro pues es la proyecciéon
sobre el cociente, en la segunda solo queda chequear el caso en que z,y € E; (los otros son
claros), para este caso tenemos que z+y € E1+FE; = Ey y por lo tanto p(z+y) = (Ey, z+y)
mientras que ¢(z) + ¢(y) = (E1,z —c¢) + (E1,y —¢) = (B1 + B, (. —¢) + (y — ¢) =
(Bo,z+y—2¢) = (Ep,z +y).

Es claramente inyectiva, para ver que es sobre tomemos a €— E/Ey x Ey, si
a = (Ey, ) tenemos que a = ¢(z) pues € Ey, si a = (F1,x) tenemos que x — ¢ € E
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(pues ¢ € Ey y ¢ € Ey) y por lo tanto p(z —c¢) = (E1,(z —¢) —¢) = (B1, 2 —2¢) = (B, x).

Como Ej es un subgrupo de Lie de E que es conexo, compacto y unidimensional en-
tonces es isomorfo al grupo S! con la multiplicacién compleja y por lo tanto ¢ induce un
isomorfismo entre (E, @) con el grupo producto (Zg, +) x (S, -).

Observemos que un punto de orden divisor de m en Zg x S! es de la forma (e, z) donde
me =0 (méd 2) y 2™ = 1; si m es par la primer condicién se verifica trivialmente y solo
se requiere que z pertenezca al grupo de las raices m-ésimas de la unidad y por lo tanto los
elementos de orden divisor de m forman un grupo isomorfo a Zgy X Z,,. Para el caso en que
m sea impar, la condicién me =0 (mdd 2) es equivalente a pedir que e =0 (méd 2) y
por lo tanto el subgrupo de los elementos de orden divisor de m forman un grupo isomorfo
a Ly,

En resumen, tenemos dos casos:

L.
Ly, sim es impar.
Lo X Liyy, S1 M €8 par.

1. Si f posee una tunica raiz real entonces E(

R)[m] ~
2. Si f posee tres raices reales entonces E(R)[m] ~ {






CAPIiTULO 3

Puntos de orden finito en E(Q).

1. Puntos de orden finito en E(Q).

En las secciones anteriores nos hemos encargado de estudiar los puntos de orden finito
en E(C) y E(R), ahora nos encargaremos de ver que pasa para el caso racional.

Partamos con una curva eliptica £/Q, supongamos que venga dada por una ecuacién
E:Y?2 = X3+aX +bconab € Q simes el mnimo comin miltiplo de los de-
nominadores de a y b entonces la ecuacién que define E puede escribirse como mSY? =
mSX3 + mbaX + m®b o equivalentemente (m?Y)3? = (m2X)3 + am*(m?X) + bm® con el
cambio de variable (A, B) = (m?X, m?Y) podemos escribir la curva B? = A3 + sA +t
donde los coeficientes s = am?*,t = bm® son enteros. De aqui en mds supondremos que la
curva viene dada en su forma de Weiestrass reducida y que los coeficientes ademds son
enteros.

El objetivo de esta seccién es probar el Teorema de Nagell-Lutz que enunciaremos a
continuacién:

TEOREMA 3.1 (Teorema de Nagell-Lutz.). Sea E : Y? = f(X), donde f(X) =
X3 +aX +beZX].

Si P = (z,y) es un punto de orden finito de E(Q) entonces:

1. El punto P tiene coordenadas enteras.
2. y =0 (para el caso ord(P) =2) 6 y | A (para el caso ord(P) > 2), donde A es
el discriminante de f.

1.1. El discriminante. Si f(X) = X? + aX + b € Z, su discriminante viene dado
por
A= (041 - 042)2((11 - 043)2(042 - a3)2,
donde a1, ao y as son las raices complejas de f. Utilizando las relaciones entre coeficientes
y raices también puede escribirse
A = —(4a® + 27b%).

La propiedad que necesitaremos del discriminante es que puede ser escrito como com-
binacién lineal de f y f'.

PROPOSICION 3.2. Ezisten polinomios r y s con coeficientes enteros tales que
r(z)f(z) + s(z) f'(z) = A.

63
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DEMOSTRACION. Tomar 7(X) = 18aX — 27b y s(z) = —6aX? + 90X — 4a®. O

Esta proposicién es un caso particular de un teorema mas general, pero para este caso
resulta més sencillo dar férmulas explicitas para r y s.

1.2. La condicién de divisibilidad. Supongamos que tenemos probada la primera,
parte de Nagell-Lutz, si P fuese un punto de orden finito entonces también 2P lo sera,
luego tanto P como 2P tienen coordenadas enteras. La siguiente proposicién reduce en-
tonces la prueba del Teorema de Nagell-Lutz a probar solo la primera parte.

PROPOSICION 3.3. Si P = (z,y) y 2P tienen coordenadas enteras entonces y = 0 o
ylA.

DEMOSTRACION. Si 2P = O entonces y = 0.

Si 2P # O entonces y # 0 y aplicamos la férmula de duplicacién

2(2P) = (%?)2 '

Como 2P # O, por hipétesis z(2P) € Z, luego 2y | f'(z), asi que y | f'(z). Por otro lado
y | y* = f(z) asi que

y | r(z)f(z) + s(z)f'(z) = D,
donde los polinomios r, s € Z[X] son los de la proposicién anterior. O

1.3. Teorema de Nagell-Lutz. En esta seccion probaremos que los puntos de or-
den finito de la curva eliptica E : Y2 = X3 4+ aX + b con a,b € Z, tienen coordenadas
enteras completando la demostracion de Nagell-Lutz.

Sea P = (z,y) € E(Q) un punto de orden finito, la idea central para probar que z e y
son enteros es probar que sus denominadores no son divisibles por ningin primo p.

Comenzamos escribiendo
m U

r=— e =—
npH 4 wp?’

donde m,n,u y w son enteros con med{mnuw,p} = 1, y haremos la prueba por absurdo,

suponiendo que > 06 6 > 0.

Como (z,y) € E(Q) tenemos que sus coordenadas verifican y? = 2® + ax + b, susti-
tuyendo x e y por sus expresiones como fracciones, nos queda

u? m?3 + an?p*m + n3p>rb
w2p2 = n3ph : (34)
Observamos aqui que si g > 0 como p no divide a m tenemos que también ¢ > 0. Ahora
supongamos que 4 < 0, multiplicando por p~3# al numerador y denominador del segundo
miembro de la ecuacién (34) tenemos

u? p3Hm3 + an’p~Fm + n3b

bl

w2p20 o n3

como 7 no es divisible por p tenemos 6 < 0.
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Esto prueba que p > 0 < 6 > 0, asi que tenemos entonces que i y 6 son ambos
positivos (y en particular z e y son no nulos) y de la ecuacién (34) como med{m?3 +
an?p?*m + n?p3b,p} = med{m?3,p} = mcd{m,p} = 1 tenemos 20 = 3u > 0, asi que
0 = 3v y u = 2v para algun entero positivo v. Luego los puntos P = (z,y) € E(Q) pueden

escribirse de la forma
m U
T e y= —wp?”/' (35)

Consideremos los siguientes subconjuntos de £(Q):
Clp") ={P = (z,y) € E(Q :yp(z) < —2v, yp(y) < -3v} U{O}
donde para z € Q, z # 0, ,(2) es la valuacién p-adica definida como el tnico entero £ tal

que z = pk% con med{mn,p} =1 (cuya existencia y unicidad es inmediata a partir de la

descomposicion unica en los enteros). Tenemos una cadena de subconjuntos de E(Q):

Clp)oCEPH)D>CE)D...0CHY) D ...

€Tr =

Probamos hasta ahora que si P = (z,y) € E(Q) es un punto tal que v(z) < 06 v,(y) <0
entonces ambos son negativos y pertence a algtin C(p”) para algin v € Z™. Como p solo
puede dividir una cantidad finita de veces a los nimeradores de z e y tenemos que existe
un v maximo para el cual P € C(p”).

La prueba del Teorema de Nagell-Lutz consiste en dos partes que enunciaremos como
proposiciones:

PROPOSICION 3.4. Los subconjuntos C(p¥) para v > 1 son subgrupos de E(Q).

PROPOSICION 3.5. Si denotamos por R al conjunto de racionales con wvaluacion p-
ddica no negativa (o sea tales que p no divida al denominador) tenemos que para cada
v=12,... la funcion

Ay PR _Jxly siP=(zy)
b O = g t”(P)_{o 5iP=0

es un morfismo de grupos de kernel C(p”).
DEMOSTRACION DE NAGELL-LUTZ A PARTIR DE LAS PROPOSICIONES ANTERIORES:
Comenzemos tomando un punto P = (z,y) de orden finito y supongamos que para algin

primo p tenemos v,(z) < 0 6 vp(y) < 0, como ya vimos esto implica que v,(z) = —2v y
vp(y) = —3v para algin v € Z™.

Esto implica que P € C(p¥) pero P ¢ C(p**1). Sea m = ord(P), conviene separar en
dos casos:
Si p no divide a m tenemos
0=1,(0) =t,(mP) =mt(p) (modp®).
Por lo tanto
t,(P) =0 (modp®)
Asi que P € Ker(t,) = C(p*) lo cual es absurdo puesto que 3v > v.
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Si p divide a m podemos escribir m = np con n € Z* y considerar el punto P’ = nP €
C(p) (puesto que P € C(p) y C(p) es un grupo). Consideremos el mayor entero v tal que
P’ € C(p”), tenemos

0=1,(0) =t,(pP') = pt,(P'") (modp™).

Asi que
t,(P')=0 (modp®~!)

Pero P = (z,y) € C(p¥) asi que 2/ = ap™” e yy' = bp~3” donde a y b son racionales con
valuacién p-adica nula, luego
x
t,(P)===%p"=0 (modp™ ),
y b
como (%) = vp(a) — vp(b) = 0 — 0 = 0 esto implica que v > 3v — 1 lo cual es absurdo
pues v > 1. [l

DEMOSTRACION DE LAS PROPOSICIONES:

Comenzemos considerando el cambio de coordenadas
p:PAQ — PAQ), [z:y:ly:z:al
Es claro que el punto [z : y : 2] € P%(Q) verifica la ecuacién
E:Y?Z =X+ aXZ?+b2°
si y solo si el punto [z : z : y] verifica la ecuacién
E 72X =Y3+aY X% +bX3,

de modo que ¢ resulta un isomorfismo entre las curvas elipticas F y E’. La ecuacién afin
de esta nueva curva E' (con Z = 1) toma la forma

E': X =Y’+aYX* 40X
Si P = (z,y) € E con y # 0 entonces ¢(P) =[1:z:y] = (1/y,z/y). Denotando por

s=1/y y por t = z/y tenemos que el punto (z,y) con y # 0 de E le corresponde através
de ¢ el punto (s,t) de la curva eliptica

E':S=T%+aTS?+ bS>.

Observemos que esta nueva curva E’ consiste de puntos (s,t) como arriba, el punto
del infinito O € E fue a parar al origen (0,0) € E' que es el neutro del grupo de la curva
eliptica E' y los puntos de orden 2 de E que son de la forma («,0) = [ : 0 : 1] con «
raiz racional del polinomio f(X) = X3 + aX + b, van a parar a los puntos [1 : « : 0] € E'
que son los puntos de orden 2 de E' (que llamaremos los puntos del infinito de la curva E').

Como el grupo de E'(Q) es isomorfo a E(Q) tenemos que O = (0,0) es de inflexién
de E' asi que se sigue cumpliendo que tres puntos suman cero si y solo si estdn alineados,
luego si P = (s,t) € E' tenemos que —P = PxO = (—s,—t) pues E’ es simétrica respecto
del origen.

PROPOSICION 3.6. Si denotamos por C(p¥)" los puntos de E'(Q) de la forma
C(P")" = {(s,1) € E(Q : vp(t) > v} U{(0,0)},
tenemos que = (C(p¥)") = C(p*) C E(Q).
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Luego para probar que C(p”) es un subgrupo de E(Q) alcanza con probar que C(p”)’
lo es de E'(Q).

DEMOSTRACION. Sea P = (z,y) € E con y # 0, en virtud de la ecuacién (35) las
coordenadas pueden ponerse en forma reducida de la siguiente manera
m U

Tr = e = —.
np21/0 Y wp31/0

Observemos que si P verifica que ¢(P) € C(p”)’ entonces v,(t) = vp(z/y) = vp(z) —
vp(y) = 1p con vy > v.

Habfamos probado que v,(z) = 31,(y), luego tenemos

v = vp(z) = vp(y) = 2/3 vp(y) —vp(y) = =1/3 v(y)
Luego
vp(y) = =31 < =3,
y ademas
vp(z) =2/3 vp(y) = 2/3 (—3w) = =219 < —2v.
Luego P € C(p”).

Para los puntos de la forma P = [ : 0: 1] tenemos ¢(P) = [1: «a: 0] £C(p¥)".
Para P = O tenemos que p(P) = (0,0) € C(p¥)".

Reciprocamente, si P = (z,y) € C(p”), P # O tenemos que vy(z) = =215 y v,(y) =
—3u para algin vy > v. Luego v,(t) = vp(z/y) = vp(x) — vp(y) = vo > v y por lo tanto
o(P) € C(p”)', 1o cual prueba la proposicién 3.6. d

Con las mismas notaciones que arriba observemos que

vp(s) = vp(1/y) = —vp(y) = 319 = 3u,(2),

pero como ya vimos, todo punto de C(p”)’ distinto de (0, 0) proviene de un punto de C(p”)
distinto de O asi que para todo punto P = (s,t) € C(p”)’ distinto del origen, tenemos que

vp(s) = 3up(1), (36)

esta ultima observacién nos sera de utilidad mas adelante.

Ahora probemos que efectivamente, C(p”)’ es un subgrupo de E’.

PROPOSICION 3.7. El subconjunto C(p”) de E'(Q) es ademds un subgrupo.

DEMOSTRACION. Tomemos entonces dos puntos P| = (s1,t1) y Py = (s2,12) tales que
vp(t1) > vy vp(t2) > v, podemos suponer que P, y P, son distintos del origen (si alguno
o ambos son (0,0) es claro que P @ P, € C(p”)' pues (0,0) es el neutro de E'(Q)).

Queremos probar que Py @ P no es uno de los puntos del infinito y que v, (¢t (P ®P)) >
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Sea S = mT + n la recta que pasa por P, y por P, (o la recta tangente a E'(Q) por
P1 si P1 == P2)

$2—381
to—1t1
estan sobre la ctubica E'(Q) se tiene

Comenzemos hallando m = para el caso en que P, # P, como ambos puntos

51 =13+ atys? + bsh
89 = t5 4+ atysd + bss.
Restamos ambas ecuaciones:
59— 81 = (ta —t1)(t5 + tats +13) + a(ta(ss — s3) + s3(ta — t1)) + b(s2 — 51) (85 + 5251 + 57)
Pasamos los términos que contienen sg — s para la izquierda y agrupamos en sy — S1 y
t2 - tll
(59— 51)(1 — ata(s1 + 52) — b(s3 + 5951 + 57)) = (ta — 1) (15 + tot; + 11 + s3a)  (37)
Como vp(t1) > v > 0y vp(t2) > v > 0, por la ecuacién (36) tenemos que también
vp(s1) > vy vp(s2) > v, como a y b son enteros entonces también vy, (ata(s1 + s2) + b(s3 +
8951 + 52)) > 0 lo cual implica
vp(1 — aty(s1 + s2) — b(s3 + 5251 + 51)) = 0 (38)
y en particular 1 — ato(s1 + s2) — b(s3 + s281 + s3) # 0.

Sity —t; = 0 por la ecuacién (37) también s9 — s; = 0 lo cual implica P = P», como
supusimos que eran distintos entonces to — t1 # 0 luego
2T 3+ toty + 13 + s%a (30)
to—t1 1 —ata(sy + s2) — b(s3 + sas1 +53)
Para el caso en que P, = P, m es la pendiente de la tangente a la cibica por P; = (s1,t1),
comenzamos por la ecuacién de E'(Q)

s =t + ats® + bs>,

derivando formalmente:
ds 4 9 ds 9ds
i 3t“ + as +2at8dt + 3bs 7

de donde
ds 3t? + as?

dt ~ 1— 2ats — 3bs?’
Luego en el caso que P, = P, m viene dada por
_ 3t + as?
1—2atis7 — Z’)I)s%7
que es la misma féormula dada para m en (39) con s; = so y t1 = to, asi que para ambos
casos podemos usar (39).

m

Calculemos ahora la valuacién p-adica de m utilizando la férmula (39). La ecuacién
(38) nos dice que el denominador de m tiene valuacién p-idica nula, mientras que para el
numerador, dado que a es entero y que la valuacion p-adica de t1,%2 y s1 es mayor o igual
que v (t1 y to por hipdtesis y s; por (36)) tenemos que

vp(t3 + tat1 + 15 + sia) > 2v.
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Por lo tanto
vp(m) > 2v (40)
La recta S = mT + n intersecta a la cubica
E'(Q) :8=13%+aTS*+bS>
en
Py = (s1,t1) , Py = (s2,12) y — (P ® )

Veamos a continuacion que —(P; @ P») no es un punto del infinito, si lo fuese, seria de
orden 2 asi que como vimos P ® Py = —(P1® P,) = [1 : a: 0] donde « es una raiz racional
del polinomio f(X) = X + aX + b. Luego el punto [S: T : U] = [1 : « : 0] serfa solucién
de

S=mT+nU

0=1T34+aTS?+bS3

por lo tanto 1 = ma y o® + aa + b = 0 lo cual implica que m # 0 y que

1)° 1
m m
multiplicando por m? de ambos lados:

1+am?+bm®>=0

lo cual es absurdo pues por (40) vp(m) > 2v y como a y b son enteros v,(am? 4+ bm?) >
4v > 0 asi que v,(1 + am? + bm?3) = 0 por lo tanto 1 + amn? + bm3 # 0.

Concluimos que el tercer punto de corte —(P; @& P,) debe ser afin asi como P & P, =
(s,t) (y por lo tanto —(P @ ) = (P, @ ) * (0,0) = (—s, —t)).

Asi que ty,t2 y —t son raices de la ecuacion
mT +n =T% 4+ aT(mT +n)? + b(mT + n)?,
que es una ecuacion de tercer grado en 7', agrupando en potencias de 1" nos queda
(1 4+ am? + bm>)T? + (2a + 3bm)mnT? + (an® + 3bmn? — m)T + (bn®> — 1)n = 0. (41)
Usando las relaciones entre coeficientes y raices y que 14 am? +bm? # 0 tenemos que

(2an + 3bmn)m

bty —t = — ,
1+t 1+ am? + bm3

(42)
de donde

(2an + 3bmn)m
1+ am? +bm3

Nuestro objetivo era probar que v,(t) > v, partimos de que v,(t1) > v y que v,(t2) > v,
que por (36) tenemos también que vp(s1) > vy vp(s2) > v.

t =11 +1ta+

(43)

Recordemos que por (40) teniamos que v,(m) > 2v, dado que v,(t1) > vy vp(s1) > v,
para n también tenemos que

vp(n) = vp(s1 —mty) > v.
Ahora miramos la ecuacién (43), dado que v,(m) > v y que a y b son enteros entonces
vp(am? +bm?) > v > 0,

luego
vp(1 + am? + bm?) = 0,
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y como vp(m) > 20y vp(n) > v :
vp((2an + 3bmn)m) = vp((2a + 3bm)mn) > vy,(m) + vp(n) > 3v,

lo cual prueba que

2 3b

" (2an + 3bmn)m > 30,
1+ am? + bm?

y dado que v,(t1) y vp(t2) son mayores o iguales a v también v,(t) lo serd; no solo eso si

no que hemos probado ademads que

t=t+t2 (méd Rp*), (44)
donde R={qe€Q:1,(q) >0} yt =t(P & D). O

Como vimos, esta ultima proposicién culmina ademas con la demostraciéon de la
proposicion 3.4.

DEMOSTRACION DE LA PROPOSICION 3.5. Tomemos dos puntos P, P, € C(p¥) C
E(Q) distintos de O. Sea ¢(P1) = (s1,t1) y @(P%) = (s2,t2), por la proposicién 3.4,
estos puntos han de estar en C(p”)". Sea ¢(P; @ P») = ¢(P1) @ ¢(P2) = (s,t), por la
ecuacion (44) de la proposicién anterior tenemos que

t=t;+1to (méd Rp*),

donde t = t,(P, & P»), t,(P1) = t1 y t,(P2) = t2 lo cual prueba que t, es un esta bien
definida y es un morfismo de E(Q) a p”R/p* R. Si Py 6 P, fuese O, la ecuacién anterior
se verifica trivialmente puesto que ¢,(O) = 0.

Para ver el kernel del morfismo tomemos un punto P € C(p”) tal que t,(P) = 0
(méd p* R). Por definicién t,(0) = 0 asi que O € Ker(t,) asi que supongamos que
P = (z,y) no sea el punto del infinito. Por la ecuacién (44) podemos escribir

m u
R )

con vy > vy med(mnuw,p) = 1, asi que
t,(P) = z/y = (mw/nu)p”™ =0 (méd p*” R)

siy solo si vy > 3v lo cual es equivalente a que P € C(p3) como queriamos probar. [



CAPITULO 4
Curvas elipticas sobre Q - El teorema de Mordell.

1. Estructura del grupo de una curva eliptica

Este capitulo estard enfocado a probar el Teorema de Mordell: ”El grupo de los puntos
racionales de una curva eliptica es finitamente generado”.
1.1. Alturas sobre un grupo.

DEFINICION 4.1. Sea G un grupo abeliano, una altura en G es una funcién h : G —
[0, +00) que verifica las siguientes tres propiedades:

1. Para todo r € RT el conjunto h~[0,7) es finito.
2. Si Py € G, entonces existe una constante x(Fy) > 0 tal que:

h(P + Py) < 2h(P) + k(Py) VPeG@
3. Existe una constante x tal que :
h(2P) > 4h(P) -k VP €eG

La existencia de una altura sobre un grupo, nos asegura la existencia de un generador
finito, a partir de la finitud de cierto cociente, como veremos a continuacién:

TEOREMA 4.2. Si G posee altura y G/2G es finito entonces G es finitamente generado.

DEMOSTRACION. Como G/2G es finito entonces existe un conjunto finito A = {ay, ay, . ..

G tal que
G/2G = {ay +2G, a9 + 2G, ... ,a, + 2G}.

Para cada = € G, coustruimos dos sucesiones (a;, ) C Ay (z,) C G de la siguiente
manera:
Primero tomamos a;, € A tal que x € a;, + 2G y tomamos z; € G tal que z — a;, = 2.
Ahora tomamos a;, € A tal que x1 € a;, + 2G y tomamos z9 € G tal que =1 — a;, = 2z9.

Reiterando este proceso obtenemos dos sucesiones (a;,) C Ay (zp) C G con la
propiedad que zy — a;,,, = 2x) 1 para todo k > 1.

Luego se tendrd z = a;, +211 = a;, +2a;,+4x0 = ... = a;, +2a;,+.. . +2" La;, +2" 2.
Luego alcanza probar que existen m = m(z) € Z y r € Rt (que no depende de z) tales
que h(z,,) < r (pues esto probaria que AU h~'[0,7) es un generador de Gy como tanto
A como h~10,7) son finitos, su unién tambien lo serd).

Primero comparemos las alturas de z,, y Tm41 :
Observemos que h(2P) > 4h(P) + & es equivalente a que h(P) < h(ip) +

3
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Por lo tanto V m > 1 se tendra

h(2zymi1) & h(@y —amy1) & _ 2h(xy) + 6(—amy1) K
< — -7 - 7 — < _
Meme) < === +7 1 s 1 T3
hMzm) K+ 6(—amer) 1
< < —
S5 + 1 < 2h(.’13m) + &,
H+H —a;)

donde ¥ = max{ : 1 <4 < n}, observemos que ¥ > 0 puesto que kK > 0y
K(— az)>0para2—1 2,....m

En particular h(zm 1) < 3h(zm) — Lh(zn) + 7 = 3h(x,) — MEml=F vy > q
Supongamos que para todo m > 1 se tiene que h(z,,) > 4K > 0 entonces para todo
m > 1 se tendré también que h(zy,11) < 2h(zy,) lo cual implica que h(z,,) — 0 cuando
m — oo lo cual contradice que h(z,,) > 4k > 0.

Luego existe algin m > 0 para el cual h(z,,) < 4k. Observemos que r = 4k no depende
del z inicial, puesto que ni x ni k(—a;) dependen para i = 1,2,...,n, por lo tanto hemos
probado que el conjunto finito A UA™![0,7) es un generador finito de G. O

1.2. Altura sobre el grupo de una curva eliptica. En esta seccion constru-
iremos una altura sobre el grupo de una curva eliptica. Comenzemos definiendo algunas
funciones previas:

DEFINICION 4.3. Si z € Q podemos escribir a © = ¢ con a y b enteros coprimos,
definimos H(z) = méx{|al,|b|}.

Ahora extendemos nuestra definicion de H para puntos racionales de una curva elip-
tica racional y definiremos una nueva funcion h.

DEFINICION 4.4. Si E : y*> = 23 + az? + bz + ¢ es una curva eliptica racional y

P = (z,y) € E(Q) definimos H(P) = { gg; - {f(w) : ]Jj # 2

DEFINICION 4.5. Si E : y? = 2% 4+ az? + bz + ¢ es una curva eliptica racional, definimos
la funcién h : E(Q) — [0, +00) : h(P) = log H(P).

Las siguientes proposiciénes estaran enfocadas a probar que h es una altura sobre el
grupo de una curva eliptica racional.

PROPOSICION 4.6. Para todo real v se tiene que h='(r) = {P € E(Q) : h(P) <r} es
finito.

DEMOSTRACION. Si P = (z,y) # O entonces como H(P) = €M) < ¢” tenemos que
ze€{m/n:méeZ,neZ,|m|<e,|n| <e,n#0} asi que solo hay una cantidad finita
de posibilidades para . Como y? = 3 + az? + bz + ¢ entonces por cada z hay a lo sumo
dos valores de y. Luego la cantidad de posibilidades para P es finita. O

Antes de la siguiente proposiciéon demostraremos un lema que nos sera de utilidad.

LEMA 4.7. Si P = (z,y) # O es un punto de E(Q) entonces existen enteros m,n y s
tales que

—, mcd(m,s) = med(n,s) = 1.
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. . 3 .
Y ademds se tienen que n < KH(P)2 para cierta constante K que no depende de P.

DEMOSTRACION. Sea entonces P = (z,y) € E(Q), P # Oy pongamos z = {1 ey =
con med(m, M) = med(n,N) =1, M >0y N > 0.

23

Sustituyendo en la ecuacién y? = 23 + az? + bz + ¢ y multiplicando ambos miembros
de la igualdad por M3N? nos queda
M3n? = N*m3 + aM N*m? + bM*N?*m + cM? N2, (45)

Luego N?|M3n? y como mcd(N,n) = 1 entonces N2|M3.

Reciprocamente de la ecuacién (45) deducimos que M2 N2m?(m+aM) pero como med(M, m+
aM) = med(M,m) = 1 y med(M, m?) = 1 entonces M?|N?%, luego M|N. Regresando a

la ecuacién (45) se tendrd que M?3|N?m? por dividir al resto de los sumandos, pero como

M y m son coprimos concluimos que también M?3| N2 luego M? = N? por ser asociados

y positivos. Como 2 y 3 son coprimos entonces existe s > 0 tal que M3 = N? = 5% lo que
prueba la primer parte del lema.

Para probar la segunda parte basta sustituir z = 3 e y = 5 en la ecuacién y? =

z3 + ax? + bx + ¢ y multiplicar por s% para obtener
n? =m? + as*m? + bs*m + cs°. (46)
Tomamos valor absoluto en (46) y aplicamos la desigualdad triangular para obtener
[nf? < |ml> + lallsm? + [bls|*|m] + |c]|s|*. (47)
Como H(P) = H(x) = méax{|m], |s|*}, se tienen las desigualdades
H(P) > |m| H(P)'/?>s|.
Acotando con estas desigualdades en (47) obtenemos
[n)? <l + lallsm[? + [bl|s[*m] + |cl|s|° < H(P)? + a| H(P)* + [b|H (P)® + [c|H (P)*.
Llamando K = 1+ |a| + |b| + |¢| y extrayendo raiz cuadrada se obtiene la segunda

parte del lema. [l

Ahora estamos listos para demostrar la siguiente proposicién.

PROPOSICION 4.8. Dado Py € E(Q) existe una constante k(Py) tal que para todo
P € E(Q) se tiene la siguiente desigualdad

h(P + Py) < 2h(P) + k(F).

DEMOSTRACION. Para Py = O la desigualdad es inmediata, basta elegir como con-
stante cualquiera k > 0, sea pues P = (zg,y0) € E(Q) — {O}.

Sin pérdida de generalidad, podemos probar la desigualdad salvo para una cantidad
finita de puntos, supongamos entonces que P = (z,y) € E(Q) — {Py, —Fy, O}, entonces
podemos aplicar la férmula para sumar puntos con x # 1z, si P + Py = (£, 7) se tiene:

E=XA—(z+z0+a) donde =1L

r—xq
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Sustituyendo el valor de A

(y —90)* = (x + o + a)(x — 0)”
(x — m¢)? '

&=

3 = az? + bz + ¢ podemos poner a & en la forma

Ay+ Bx?>+Cz + D
Ex?2+Fz+G
Para ciertas constantes A, B, ...,G racionales, que solo dependen de a,b,c,x¢ € yp.
Multiplicando por un entero adecuado podemos suponer que tales constantes son nimeros

enteros. Por el lema anterior sabemos que z = m/s? y que y = n/s3 con m,n y s enteros.
Sustituyendo en (4) y multiplicando numerador y denominador por s* nos queda

Asn + Bm? + Cs*>m + Ds*
Em? + Fs?m + Gs*

Aplicando distributiva y que y? —

§= (48)

&=

(49)

Luego tenemos escrito en (5) a £ como cociente de dos enteros que no necesariamente
serdn coprimos entre si, al reducirla achicamos el numerador y denominador, por lo que
tenemos la siguiente cota

H(P + Py) = H(¢) < méx{|Asn + Bm? + Cs*m + Ds*|,|Em?* + Fs*m + Gs*|}.  (50)
Recordemos las acotaciones
In| < KH(P)*?,  |m|<H(P), |s|<H(WP)?

y las usamos para acotar el numerador y denominador de £ :

|Asn + Bm? + Cs?m + Ds*| < |AK|H(P)? + |B|H(P)? + |C|H(P)? + |D|H(P)?
= (|AK|+|B| +|C| + |D)H(P)?
|Em? + Fs?m + Gs*| < |E|H(P)? + |F|H(P)? + |G|H(P)? = (|E| + |F| + |G))H(P)?
Llamando e = max{|AK| + |B| + |C| + |D|, |E| + |F| 4+ |G|}, tenemos:
H(P+ Py) = H(¢) < eH(P)? tomando logaritmo h(P + Py) = h(¢) = 2h(P) + &
O

Antes de pasar a la préxima proposicién, probaremos un par de lemas previos.

LEMA 4.9. Sean ¢ y ¢ dos polinomios con coeficientes enteros y sin raices complejas

COHLU?LCS, 6”150”0(38
n n

para alguna constante R > 0 y m,n € Z coprimos (d = max{deg(¢),deg(v)}).

DEMOSTRACION. Sean
H(X) = ag X+ ag1 X4+ .. 4 ag

O(X) =0 X+ be 1 X1+ ..+

podemos suponer sin pérdida de generalidad que d > e, definamos ademds para m y n
enteros coprimos:

P(m,n) = p(m)n? = agm® + ag 1mIn+ ... +agn?
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w(m,n) = bern®nd=¢ + bo_1mInd=et 4 4 bynt

y sea y(m,n) =
med{¢p(m,n), p(m,n)}, afirmamos que alcanza con probar que «y(m,n)|n'K para algin ¢
fijo (que no dependa de m y n).

Para probar la afirmacién observemos que claramente y(m,n) divide a
nt K ¢(m,n) = agmn'T 'K + ag 1ménlK + ...+ agn®tIK
pues todos los términos salvo quizas el primero, es multiplo de Kn' asi que y(m, n) divide
al primer término que es agm?n'~'K. Luego v(m,n) divide a
med(n' K, agmn'~'K) = Kn'~' mcd(n, agm?) = Kn'~'med(n, ag)|Kn'tay
para el segundo igual se ha usado la coprimalidad de n y m. Y asi sucesivamente, suponien-
do que ’y(m,n) divida a Kn'~*a}, con i > 1, como y(mn,n) divide a n'~""tal K¢(m,n) =
afflmdnt_z_lK + ... y divide a todos los términos excepto quizas al primero, entonces
divide al primero luego y(m,n) divide a
mcd(afflmdnt_i_lK, Kn'"d) = Kain'™"! med(aq, n)|Ka}i+1nt_(i+1)

. Se concluye entonces que y(m,n)|Kal, que no depende de n y m.
Ahora a probar el lema, por induccién en g = gr(¢) + gr(p).

Para g = 0 tenemos que gr(¢) = gr(¢) = 0 y por lo tanto ¢ y ¢ son polinomios
constantes y el lema es evidente en este caso.

Supongamos que g > 0 entonces gr(¢) = d > 0 y consideramos el nuevo polinomio
P(X) = bep(X) — agp(X) X (51)

Observemos que toda raiz (compleja) comun de ¢ y de ¢ también ha de ser raiz de ¢ en
virtud de la ecuacién (51); dado que ¢ y ¢ no tenian raices comunes, ¥ y ¢ tampoco la
tendran.

Observemos ademds que gr(y) < d < gr(¢) lo cual implica que gr(p) + gr(y) <
gr(¢) + gr(p) asi que podemos aplicar nuestra hipétesis inductiva con los polinomios 9 y
© para obtener la existencia de una constante K’ tal que

e (5 () 0 (2) ) 1€

donde s = méx {gr (¢),gr ()} <d
Como

(21 = (e (2) = (2) (") = n )= () .

tenemos que

med (§(1m, n), (m, n)) | med (bed(m, n), (m, m))

(0 ()~ () ()
e (0 () () () )

e () s (2) )
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it (s (2) o (2) )
e (o2 () )

|n2d—e—sK/|n2(d—e) K.

Pero en virtud de la afirmacién, dado que d — ¢ no dependen de m ni de n, tenemos que
existe una constante K tal que

med (¢(m, n), y(m, n)) [K
lo que da por culminado el lema. O
Ahora a continuacién damos una cota para la altura de una funcién racional:

LEMA 4.10. Si ¢ y 9 son funciones racionales sin raices comunes entonces

(2 <n (B2 <an ()

para todo m y n enteros coprimos.

DEMOSTRACION. Podemos aplicar exponencial para obtener otra desigualdad equiva-
lente . .
H (T) e—lﬂ S H <¢(m,n)) S H (T) el‘i2.
n w(m,n) n
Como H (%) > ( esta desigualdad es equivalente a
—K1 < ap(m,n)
- H(3)

n

(&

< e, (52)

Si y(m,n) = med (p(m, n), p(m,n)) entonces
pomm)\ _ _ f|glmn)| | olmn)
1 () =i S | [
De donde

?

} _ méx{|¢(m,n)|, [o(m, n)[}
v(m, )

H (S555) i {|gm,n)] g (m,m)])

©
H (=) y(m,m)max {mf 1]}
_ wédx {[¢ (3)], e (3)[}
'y(m,n)-méx{‘m‘ }
Eso nos lleva a considerar la funcién de variable real

méx {|¢ (z)], ¢ (z)[}
f(z) = '
max {|a:|d ) 1}

Como ¢ y ¢ son polinomios y el valor absoluto y la funcién maximo son continuas
entonces la funcién f es continua en todo el eje real. Ademads para todo z : || > 1 tenemos

" EEIRECT
F(z) = max | 22| AL

24 24
Como ¢ es un polinomio de grado d y ¢ un polinomio de grado menor o igual a d nos
queda que:

b

lim f(z) =

T—r0Q

laq| sie<d
max {|aql, |bg|} sie=d
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Definiendo f(00) = limy_,o f(z) tenemos que f es una funcién continua en toda la
recta real extendida que es un compacto (pues es homeomorfo a S') asi que tiene maximo
M y minimo m en R. Observemos que m > 0 pues por una parte ag es no nulo, lo cual
implica que f(o0) # 0 y por otra parte f no puede anularse en la recta real (una raiz real
de f seria una raiz comin de ¢ y ¢), por lo tanto, para todo z € R:

¢(m,n)

o< ™M <f(%):H(W>< M,

K = 5lmn) = y(mn) ()T y(mn) S

n

donde K es como en el lema anterior.

Para obtener la desigualdad (52) podemos tomar por ejemplo k; = —log (%) y K9 =
log(M). O

PROPOSICION 4.11. Eziste una constante k (solo dependiendo de la cibica) tal que
h(2P) > 4h(P) — Kk
para todo P € E(Q).

DEMOSTRACION. Es claro que alcanza probar la desigualdad excepto para una can-
tidad finita de puntos y luego acomodar la constante para dichos puntos para que valga
en general, asi que ignoraremos aquellos puntos tales que 2P = O (que son a lo sumo
4 puntos). Para aquellos puntos P = (z,y) tales que 2P # 0 tenemos la férmula de
duplicaciéon
f'(z)

2y

z(2P) + 2z = \? —q, donde A =

despejando z(2P) donde y? = f(z) tenemos que

"())? — (8 + 4a)f(z ot
sop) - P@) = Bo +da)f@) oty
4f(x) 43 + ...
como [y f' no tienen raices complejas comunes (pues E es eliptica) entonces los polinomios
en z en el numerador y el denominador de z(2P) no tienen raices complejas comunes, luego

el lema 4.10 nos asegura la existencia de una constante ~ tal que

h(z(2P)) > 4h(z) — k.

Pero por definicion h(P) = h(z) y h(2P) = h (x(2P)) sustituyendo en la desigualdad
anterior obtenemos la ecuacion deseada. O

1.3. Factorizacién del morfismo multiplicacién por 2. En la seccién anterior
hemos probado que el grupo de puntos raciones en nuestra cubica estd dotado de altura
h, asi que para probar la generacién finita alcanza probar que [E(Q) : 2E(Q)] < oo a eso
enfocaremos nuestra atencién a partir de ahora.

Es natural considerar el morfismo
m: E(Q) — E(Q), P 2P,

la imagen de ese morfismo es justamente el subgrupo 2E(Q). La idea que se utilizara para
probar la finitud del subgrupo I'm(m) es factorizar el morfismo m como composicién de
dos morfismos m = ¢.
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N4

La idea es que las imagenes de tales morfismos sean mas facil de controlar, luego para
probar la finitud de E/Im(m) es suficiente probar la finitud de E/Im(¢) y de E/Im(1))
donde E es el dominio de 1. Este resultado general sobre grupos abelianos serd probado
a continuacién.

E

PROPOSICION 4.12. Si¢: G — H y1: H— K son morfismos de grupos abelianos
tales que [H : Im(¢)] y [K : Im(v))] son finitos entonces [K : Im(1@)] es finito y ademds
se verifica que

(K Im ()] < [H = Im(@)][K = Im(4))].

DEMOSTRACION. Sea {hi,ho,...,h,} una conjunto de representantes del cociente
H/Im(¢)y {k1,ka,...,kn} un conjunto de representantes del cociente K/Im(1)). Alcanza
ver que

S=A{ki+h;):1<i<n,1 <5< m},
es un conjunto de representantes del cociente K/Im(i)d).

En efecto, sea k& € K, queremos probar que existe algin elemento s € § tal que
k—s € Im(ip¢p). Como k € K entonces existe ¢ : 1 <1 < n tal que k — k; € Im(1)), sea
h e H :k—k;=1(h). Como h € H entonces existe j : 1 < j <m tal que h—h; € Im(¢p),
luego existe g € G tal que h—h; = ¢(g) o lo que es lo mismo h = hj+¢(g). Luego k—k; =
B(h) = Bl + Blg)) = $(hs) +(g) y por lo tanto k — (k; +(hy)) = $(g) € Im(ye)

con k; +1(h;j) € S como queriamos probar. O

Vamos a probar el Teorema de Mordell con una hipétesis adicional que es la existencia
de algun punto racional de orden 2 (que equivale a que f tenga raiz racional). Si P = (z¢,0)
es un punto racional de orden 2, entonces através del cambio de variable (z,y) — (z—x¢, y)
nuestra cubica toma la forma

E@Q) :Y?=X3+aX?+bX,

con este cambio de variable tenemos que el punto 7' = (0,0) es un punto de orden 2 de la
cubica.

Observemos que la condicién de no singularidad para la ctibica anterior es que f(X) =
X3 +aX?+bX = (X? +aX +b)X no tenga raices dobles, lo cual equivale a que b # 0 y
que a’® — 4b # 0.

Asociado a la curva eliptica E/Q tenemos asociado un par (E/Q, ¢5) donde E es otra
curva eliptica definida por la ecuacion

E: X3 +aX?+0bX,
donde @ = —2a,b = a> —4by ¢ : E — E es un morfismo entre las curvas elipticas
definido por la ecuacion:

z%— .
gi)(P): (%a%)a s1P:(x,y)7$(9,T
0, SiP=0oP=T
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OBSERVACION 4.13. Como b # 0y a’> — 4b # 0 tenemos que b = a2_— 4b # 0y
@’ — 4b = 4a® — 4(a® — 4b) = 16b # 0 asi que efectivamente la ecuaciéon de E define una
curva eliptica.

Veremos a continuacién que ¢z (E(Q)) C E(Q) y que es un morfismo.

PROPOSICION 4.14. La funcién ¢ = ¢p definida anteriormente estd bien definida y es
un morfismo de curvas elipticas.

DEMOSTRACION. Veamos primero que ¢(E(Q)) C E(Q).

Observemos primero que por definicion ¢(O) = O € E(Q).

Sea P = (z,y) € E(Q) y P = (Z,7) = ¢(P) su correspondiente imagen por el mapa ¢.
Si P =T entonces ¢(T) = O € E(Q).

Para P = (z,y) # T claramente ¢(P) € Q? y ademds tenemos que

B 6 9gu 2 _ 402 2 4 2
7+ azd + 07 = 2 — =Y +(“ )Y :y—<y——2ay—2+a2—4b>
T

3 xt 22 22 \ 2t

oy [yt = 2az%y? + (a? — 4b)z?
T2 x?

B y? [yt — 2ax?y? + a’az* — 4ba? y? [ (y? — ax?)? — 4ba?
T g2 z?

Y y y
=% (2 + bz)? — 4bz?) = oy ((z% +b)* — 4bz?) = = (2% — b)?

asi que ¢(P) € E(Q).

Ahora nos resta ver que es un morfismo, es decir que para todo par de puntos P, (Q €
E(Q) se tiene que

P(P) @ d(Q) = (P Q) (53)
donde ¢ = ¢g.

Observemos primero que para P = O la ecuacién (53) se verifica trivialmente puesto
que ¢(O) = O es el neutro en E(Q), lo mismo sucede si Q = O.
Si P 6 Q fuese T'= (0,0), supongamos ) = T', para probar (53) debemos probar que
p(P)=p(PoT) (54)
puesto que ¢p(7) = O. Si P =T se verifica (54) pues T®@ T = Oy ¢(T) = O.
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Sea P = (xg,y0) € E(Q) con P # T, calculemos P & T': la recta que pasa por T'y P
viene dada por Y = (yo/z9)X (observar que zy # 0 pues P # T'), las coordenadas en X
de los puntos T, P y T * P son las raices de la ecuacion

2
<<@) X) = X3 +aX? +bX,
Zo

2
X3+ (a—y—02>X2+bX:0,
Zo
por relaciones entre coeficientes y raices tenemos que

0 equivalentemente

2 3 2 b b b
0+$0+x(P*T) = — <a— y_g) = — <a_ w> E—— <a—x0 —a— _) = zo+—.
Zo Zo

0] zj
De donde b
PxT)=—
o(PrT) =
sustituimos en la ecuacién de la recta para obtener y(P x Q):
Yo b yob
y(P*xQ)=— — ==

o ‘ Zo $%
Sig(PeT)=(zZ(PaeT),yPaT))y ¢(P)=(z(P),y(P)) por lo tanto
b —byo

PeOT=—(P+T)=(—, —:

Asi que tenemos que

wpon=(1rsny _(F) v

(PoT) b) z?
lo mismo para las coordenadas en Y:
i o) @per?—b) (F)() -0 Copp-n? -y
y(perT) = z(P@T)? - (2)2 - b2z T2
Lo cual demuestra que efectivamente la ecuaciérf (54) es cierta.

Para analizar el caso general observemos que ¢(O) = O y que para todo P = (z,y) €
E(Q) se tiene que

$-p) = e, ) = (2, U0 (1 A 2D i) = o),

x2 x2 x2’ x2
Asi que para probar (53) es suficiente probar que
PLoP,®Ps=0= ¢(P1) ®¢(P2) ® ¢(P3) = O, (55)
para todo Pi, Py, P3 € E(Q), en efecto si se cumple (55) entonces
P(PL® Pa) = p(—D3) = —p(Ps) = ¢(P1) © ().

Asi que vamos a probar (55), ademds podemos suponer que Pp, P» y P son distintos
de O y de T pues estos casos ya fueron analizados previamente.

Supongamos que P} & P> @ P3 = O entonces tenemos que los puntos Py, P> y P3 estan
alineados, sea Y = AX + v la recta que pasa por esos puntos, queremos hallar una recta
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Y = AX + 7 que pase por ¢(P1), p(P2) y ¢(P3).

Supongamos que P = (z,y) € Q% con P # T un punto que verifique:

{ y? =23 + az? + bz

Yy=Ar+v (56)

sea ¢(P) = (Z,7y) entonces se tiene que

yla?—b) yz*—by (Az+v)z?—by Az’ +va?—by A+ bz) +va? — b(y + Az)

v= x? x? x? x? x?
Ay? —az?) +va? —bly + dz)  Iw(y? —az?) + v22% — by — Az)(y + Aa)
N z?2 N v?
M(y? — az?) + v2a? — b(y? — Na?) (W —b)y? + (—adv + v? 4 bA?)a?
N vi? N v?
Av—b 2 —aA 21N —
() @ () e
v x v
donde ) ,
X:)\Iz—b v v:—a)\u+u -I—b)\. (57)
v v

Esto quiere decir que ¢ lleva puntos alineados en la ctibica E(Q) en puntos alineados
de la ctibica E(Q) lo cual prueba (55) para el caso en que los puntos Py, P, y P3 sean
distintos dos a dos. Para el caso genérico hay un tema de multiplicidades que chequear, lo
cual haremos a continuacién. Volvamos a counsiderar las rectas

r:Y =MX+v y T:Y=MX4T
donde r es la recta que pasa por P, = (z1,11), P2 = (z2,y2) y P3 = (x3,y3), y T es la

recta cuyos coeficientes estan determinados por las formulas de (57), que como vimos, ha
de pasar por los puntos ¢(P1) = (Z1,71), ¢(F2) = (72,%2) y ¢(F3) = (T3, 73)-

Queremos probar que

(1) @ ¢(12) © ¢p(Ps) = O, (58)
observemos que ningunos de los tres puntos va a ser O porque estamos suponiendo que ni
Py, ni P, ni P3 es O 0T, asi que la recta T no es vertical, es decir, si un punto P de la

cibica E(Q) pertenece a 7 entonces —P no puede pertenecer, excepto que P = —P asi que
alcanza con probar que Z7,%2 y T3 son las tres raices de la ecuacién
(AX +7)? = X? +aX? +bX, (59)

lo cual es equivalente a
X34 (@—A)X2+ (b— 229)X — 7% = 0. (60)

Pero como ya sabemos que z1,z9 y 3 son raices, para probar que estdn dadas con las
multiplicidades correctas es suficiente probar que

T+ +T =N — G (61)

Recordando que T; = z; +a + b/x; para i = 1,2,3 y los valores para A y @, tenemos
que (61) es equivalente a

11 1 Av — b%)?
x1+x2+x3+3a+b<—+—+—)=%+2a,

Z1 Z3 Z3
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lo cual a su vez es equivalente a

1 1 1 v — b?)?
x1+w2+w3+b< +—+—)=#—a- (62)
Z9 I3 v

Pero como P, & P, ® P; = O entonces x1,x2 y x3 son las tres raices de
(AX +v)? = X3 + aX? + X,
o equivalentemente, de la ecuacién
X34 (a—N)X? 4+ (b—2w)X — 12 =0, (63)
usamos entonces las relaciones entre coeficientes y raices para deducir (62) :

1 1 1
x1+x2+x3+b<—+—+—> :$1+.’132+.’133+b<

122 + X123 + .’ngg)

x1 X2 xs T1T2X3
_9 2,22 _9 122
=)\2—a+b<b 2)\1/):)\1/ -I—b2 bAV—azM—a
v v v
lo cual prueba (62) y por lo tanto (58). O

La siguiente proposicién dice que al aplicar dos veces la operaciéon techo a una curva
eliptica obtenemos otra curva eliptica isomorfa a la original.

PROPOSICION 4.15. Las curvas elipticas ﬁ(@) y E(Q) son isomorfas, el isomorfismo
viene dado por

1 BQ — BQ : )= (o.50)

DEMOSTRACION. Recordemos que si E: Y2 = X3 4+ aX? 4 bX entonces
E:Y?=X34aX?+0bX donde @ = —2a, b=a*—4b
asi que

E:Y2=X34aX2+bX donde @ = —2a = 4a, b= a> — 4b = 4a> — 4(a® — 4b) = 16b

es decir o
E:Y?=X344aX?+16bX.

Busquemos ahora un isomorfismo 7 : E(@) — E(Q) de la forma n(z,y) = (Az, py)
con Ay p racionales no nulos.

=~

tenemos que

Sea (z,y) € E(Q),
n(z,y) € E &

pero como (x,y) €

py)? = (Az)? + a(Az)? + b(Az) & p?y? = X323 + ar?a? + bAg,

mll =

(Q) verifica la ecuacién
/-"‘2Y2 — ,U‘QXg +4a,u2x2 + 16b/.t2,
asi que alcanza con que
p =X
dap® = a)? (64)
16bp? = bA
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Sustituyendo el ;2 de la primer ecuacién en la segunda nos queda que 4aX® = aA? lo cual
se verifica si 4\ = 1 o sea si A = 1/4, luego para que se verifique la primer ecuacién ten-
emos que g = VA3 = 4/1/64 = 1/8, por chequeo directo esos valores verifican el sistema
(64).

Reciprocamente si P = (u,v) € E(Q) tenemos que el punto Q = (4u, 8v) € E(Q) pues
(8v)? = 64v? = 64(u® + au® + bu) = (4u)® + 4a(4u)? + 16b(4u),

y n(Q) = P asi que 7 es sobreyectivo, claramente es inyectivo y es un cambio de coorde-

nadas, asi que es un isomorfismo entre las curvas elipticas F y E. O

Dada una curva eliptica E/Q, denotamos por ¢ = ¢ y por ¢ el morfismo de F a

E definido como 1) = n o ¢, dado que las funciones ¢, ¢z y n son morfismos, entonces
tenemos definido un automorfismo m : E — E tal que hace conmutar el diagrama

La siguiente proposicién prueba que ese morfismo m definido por el diagrama anterior
no es otra cosa que la multiplicacién por 2.

PROPOSICION 4.16. Sim : E(Q) — E(Q) es el morfismo m(P) = 2P entonces los
morfismos ¢ y Y definidos anteriormente verifican la propiedad

P(#(P)) = m(P) = 2P,
para todo P € E(Q).

DEMOSTRACION. Si P = O tenemos que

»h($(0)) =9(0)=0=2-0
Si P =T tenemos que
YHT) = p(@) =0 =2-T.
Si P (z,0) € E(Q) fuese otro punto de orden 2 distinto de 7" entonces ¢ (x,0) =
(0,0) =T, ¢5 (T) = Oy n(0) = O asi que en la composicién P(¢p(P)) =0 =2- P.

Si P = (z,y) # O no es un punto de orden 2 de E(Q) tenemos la siguiente féormula de

duplicacién:
2P = 2(x,y) _ ($2 — b)Q7 (~T2 - b)(~T4 + 2a13 + 6b2 + 2abz + b2)
4oy? 843

Ahora conviene recordar la féormula explicita para ¢ = ¢ y de ¢ = 1 o ¢ obtenemos
también una férmula explicita para 1):

o(P) = { (4, M), si P = (z,y) # O,T

0, SiP=0o0P="T
y
=2 =2 _F L= L —
o(P) = G N?), siP=@y) #0.T
O, siP=QoP=T
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Asi que tenemos

¢oaaw=¢< -

4
oy -0\ _ [pat-y o HE (A - )
22 22 )\ T A g

B (22 —b)? (z? —b) (y4 — (a? — 4b)x4) (65)
N 42 7 8y3x2
Pero como P = (z,y) € E(Q) tenemos que y? = z(z? + az + b) de donde
(22 = b) (y* — (a® — 4b)z?) ~ (z*—D) (22 + az + b)? — (a? — 4b)z?)
8y312 - 8y3
(x2 — b)(x4 + 2az® + 6bx? + 2abx + b2)
= 3 . (66)
8y
Sustituyendo (66) en (65) obtenemos la férmula de duplicacién. O

1.4. El Teorema de Mordell. En la seccion anterior hemos construido morfismos
¢y 1 tales que compuestos eran el morfismo multiplicacién por 2 en la curva eliptica E/Q.
Para probar el Teorema de Mordell faltaba probar que

[E(Q) : 2E(Q)] < o0 (67)
por la proposicién 4.12 es suficiente probar que
[E(Q) : ¢(BQ)] <00 vy [BQ) :9(E(Q)] < co. (68)

De hecho, como 1 =1 o ¢; donde 7 : E(Q) — E(Q) es un isomorfismo tenemos que

[E(Q) : 9(E(Q)] = [EQ) : ¢5(EQ))- (69)

En virtud de (69), para probar (68) y por lo tanto el Teorema de Mordell es suficiente
probar que para toda curva eliptica E/Q, se tiene que

[E(Q) : ¢p(E(Q))] < .

Para probar esto dltimo, es necesario conocer como es la imagen del morfismo ¢ = ¢,
la siguiente proposicién nos ayudard a entender como es este conjunto imagen.

PROPOSICION 4.17. Sean E:Y? = X3 +aX?+bX y E:Y? = X*+aX?+bX donde
a=—2ayb=a®—4b dos curvas eliptica definidas sobre Q, sean I' = E(Q) y I' = E(Q).
Consideremos el morfismo ¢ = ¢p : I' = ' definido en la seccion anterior. Tenemos que:

L. Oeg(). B
2. T=(0,00e9(l b= a®? — 4b es un cuadrado de un racional.

3. SiP = (7,y) €l conT # 0 entonces P € ¢(I') & T es un cuadrado de un
racional.

DEMOSTRACION. Por definicién ¢(O) = @_lo cual prueba la primera observacién. Para
la segunda, observemos que ¢(O) = ¢(T) = O # T asi que T = (0,0) € ¢(I') si y solo si
existe P = (z,y) con z # 0 tal que

o) = (L1 20) 0o

12



1. ESTRUCTURA DEL GRUPO DE UNA CURVA EL{PTICA 85
esto es equivalente a la existencia de un punto P = (z,y) € I' con £ # 0 e y = 0 lo cual
equivale la existencia de una raiz racional no nula de

X3 4+ aX?+bX = (X2 +aX +b)X =0,

esto equivale a que el discriminante A = a? — 4b sea el cuadrado de un ntmero racional.

Para probar la tercera afirmacion, tomemos P = (7,7) € T con z # 0, observemos
que si P € ¢(I') entonces T es un cuadrado de un racional (directo de la férmula de @),
para probar el reciproco supongamos que Z = s donde s es un racional no nulo, queremos
hallar P = (z,y) tal que

2 2
y- ylz®—b _ _
o) = o) = (5.2 — @) = ()
Alcanza con que (z,y) € I' verifique y = sz donde z verique
(sz)(z? —b) _
z2 Y

Para lo cual alcanza con que z verifique s(z? — b) = Tz 0 sea que = sea una raiz racional
del polinomio

sX? —7X —bs =0, (70)

una condicidon necesaria y suficiente para la existencia de dicha raiz racional es que el
discriminante

A =7% —4s(—bs) =7 + 4s’b = 7 + 47b,
sea cuadrado perfecto. Pero dado que el punto P = (Z,%) € I entonces satisface la ecuacién
72 =7° — 2a7* + (a® — 4b)T

por lo tanto:

T2 +4Tb = T2 — 20T° + o’T = T(T? — 20T + ®) = (s(T — a))?.

Luego los dos puntos racionales P = (z,y) donde
_ y£s(T—a) _ y£s(T—a)
T = 23 7 y - 2 3

verifican que

<£ M) = (Z,7) (71)

solo falta chequear que (z,y) € T', sean = e y como arriba con los signos positivos

g — (IH3E=a) 2+a gsE—a)\ T2 + 2577 + $2T2 4 a%s? — 25%a? + 4bs?
2s 2s 452
7% —2a7? + (a* — 4b)T + 25YT + s*T% — a®s? + 4bs?
N 452
B $5 — 2ast + a?s? — 4bs? + 2ys3 + 6 — a?s? + 4bs?
N 452
s7+ st —as?  sy+ 53T —a) y?
= = = Sy = —
2 2 T

lo cual prueba que efectivamente P = (z,y) € I' y por la ecuacién (71) verifica ¢(P) =
P. O
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La idea final para probar que [T : ¢(I)] es finito, dado que [T : ¢(T')] no es otra cosa que
el cardinal del grupo cociente I'/$(I'), es encontrar un morfismo inyectivo de este ultimo
coun imagen finita. Probaremos a continuacién que el morfismo:

a: T — Q/Q2 (modQ?)
o = 1 (mod Q*?)
T — b (mod Q*?)
(Z,9) T (mod Q*2) siz #0
cumple con lo requerido, dando por culminado la prueba del Teorema de Mordell para
curvas eliptica racionales con un punto de orden 2 racional.

Afirmacién 1. La funcién @ definida anteriormente es un morfismo de grupos.

DEMOSTRACION. Veamos primero que lleva opuestos en opuestos.

a(—-0) =a(0) = 1 = 1_1 = 6(@)_1 (méd Q%)
o(-T) = o(T) = =5 ' = HT)"  (med @)
a(-P)=a((z,~y)=c=z'=a((zy) " =aP) ' (médQ?)

Donde T' = (0,0) y P = (z,%) € T # 0. Se observa ademds que la curva eliptica

E/Q es no singular de donde b ;é

Como @ lleva opuestos en opuestos para probar que es un morfismo es suficiente probar
que si P, & P, & P3; = O entonces

H(P)H(Py)p(P3) =1 (méd Q%) (72)

Si alguno de los tres puntos Py, P, é P fuese O, supongamos que fuese P3 entonces
tenemos que ¢(P3) = 1y que P, = —P,, por lo tanto ¢(P;) = ¢(P)~! asi que

H(P1)p(P2)p(P3) = p(P1)p(Po) =1
y se verifica (72).

_ Sialguno de los puntos fuese T = (0,0) supongamos P3, entonces tenemos que ¢(P3) =
by (72) se reduce a probar que

PP =1 (méd Q).
Como b#0,b= b (mé6d Q*%) asi que hay que probar que
P(P)H(P) =b  (méd Q2).

Podemos suponer que P; y P son distintos de O y de T, pues en cualquiera de los dos
casos tenemos P, = O 6 Py = O caso que ya tenemos analizado. Sea entonces Y = A\ X la
recta que pasa por los puntos Pj, P, y T, tenemos que x1,z2 y 0 son las tres raices de la
ecuacion

(A X)* = X? +aX? +bX,
asi que x1 y x2 son las dos raices de la ecuacion
X34 (@— )X +0b,
asi que
a(P)a(P,) = z129 =b  (méd Q?).
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Ahora veamos el caso en que ninguno de los tres puntos Py = (z1,y1), P2 = (22,92)
y P3s = (z3,y3) es O o T. Tomemos Y = AX + v la recta que pasa por esos tres puntos
(la recta tangente a la cibica en caso de que coincidan), entonces z1,z9 y x3 son las tres
raices de la ecuacién
(AX +v)? = X3 +aX? +bX,
que despejando para un lado nos queda
X4+ (@—A)X?+ (b—2w)X — 12,

y tenemos que
G(PL)G(P2)$(Ps) = miaswy = v* =1 (méd Q°%).

Lo cual termina de probar (72) y por lo tanto que @ es un morfismo.

Observemos ademds que por la proposicién 4.17, la imagen del morfismo ¢ = oy
es justamente el kernel del morfismo @ por lo tanto la funcién @ induce un morfismo @
inyectivo en el cociente

~ T Q*
a: —— = — : [P] = ¢(P)
o) Q@7 ’

donde [P] representa la clase del punto P € I en el cociente.

Solo resta probar que la imagen de aolo que es lo mismo, la imagen de @ es un
conjunto finito.

Afirmacién 2. @(T) es un conjunto finito.

DEMOSTRACION. Recordemos que si P = (z,9) €T con z # 0 (i.e P # T) teniamos
que 7 = m/e? e y = n/e’ con m y e coprimos (y n y e coprimos en el caso que y # 0),
sustituyendo en la ecuacién de la cibica

n? B m3  am?  bm
6T b T e T e
luego:
n? = m3 +am?e? + bime* = m(m? 4 ame® 4 bet).
Observemos que
med(m, m? 4+ ame? + bet) = med(m, bet) = med(m, b).

luego si p es un primo que no divide a b pero divide a m entonces p no puede dividir a
m? 4 ame? + be* luego el exponente de p en la descomposicién factorial de m es el mismo
con el que aparece en n? que es par; si pi,po, ..., p; son los divisores primos de b tenemos
que

2. €1,E2

m = *(entero) pi'ps’ ... p;',
donde ¢, =0 6 1 para todo i = 1,2,...,t, luego

_ m
a(P):x:e—2

2 €1,E2

=m = (entero)?p'ps...pSt  (méd Q2).
Para P =T también tenemos que
a(T) =b=pi'ps>...p5

donde &; = 0 si p; aparece con exponente par en la descomposicion factorial de by 1 si no.
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En cualquier caso se tiene que la imagen de & se encuentra contenida dentro del
conjunto
{(p5'p? ... pft 1 e; =06 1 paratodoi=1,2,...,t} C Q"/Q*?,
donde los p; son los distintos primos que dividen a b. Este conjunto es finito y posee 2!+1
elementos. Como @ es inyectiva entonces tenemos

[T/6(0)] = |1m(@)| = [1m(@)] < 2+,
lo cual prueba la afirmacién. [l

Las dos afirmaciones anteriores prueban la finitud de [T : ¢(I')] que como vimos, es
suficiente para probar la finitud de [I" : 2T'] que era la parte que nos faltaba para probar
el Teorema de Mordell, al menos para nuestra versién restringida asumiendo la existencia
de un punto racional de orden 2. Enunciamos el Teorema de Mordell:

TEOREMA 4.18 (Mordell). Si E/Q es una curva eliptica (con un punto racional de or-
den2) yT' = E(Q) es el grupo de sus puntos racionales entonces I' es un grupo finitamente
generado.

Aunque hemos probado el teorema bajo la hipétesis adicional de existencia de puntos
de orden 2, el teorema sigue valiendo atn sin esa hipétesis. De hecho el mateméatico Weil
generalizd este teorema para curvas eliptica definidas sobre cuerpos numéricos (ver por
ejemplo [3],pag 199) .
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2. El rango de una curva eliptica.

En la seccién anterior hemos probado que si E es una curva eliptica definida sobre Q
con un punto racional entonces su grupo I' de puntos racionales sobre la ctibica es un grupo
abeliano finitamente generado, luego por el Teorema de estructura para grupos abelianos
finitamente generado tenemos que

r~7Z"aeT,

donde 7T es el subgrupo de torsiéon formado por los puntos de orden finito.

DEFINICION 4.19. Llamamos rango de una curva eliptica al nimero r definido como
arriba.

Para determinar el grupo de una curva eliptica debemos determinar la parte de torsion
T y determinar el rango de curva.

El Teorema de Nagell- Lutz resuelve el primero de los problemas, pues nos da un
procedimiento para encontrar todos los puntos de orden finito en una cantidad finita de
pasos, lo que resuelve el problema algoritmicamente.

Ademsds es bien conocido todos las posibles parte de torsiéon que puede tener una cur-
va eliptica racional, el Teorema de Mazur establece que o bien 7 ~ Z,, con 1 < m < 10
6m =12, 0 bien T =~ Zg X Zoy, con < m < 4.

Lamentablemente determinar el rango de una curva eliptica es un problema mucho mas
dificil, de hecho es muy poco lo que se conoce sobre el rango y se conjetura que solo hay un
nimero finito de rangos posible, tampoco se conoce un algoritmo para determinar el rango.

A continuacion analizaremos con més detalle algunos de los pasos de la prueba del
Teorema de Mordell para obtener un procedimiento que nos ayudara a calcular el rango
en algunos casos particulares.

2.1. Algunas férmulas para el rango. Como estamos suponiendo la existencia de
un punto racional de orden 2, entonces haciendo un cambio de variable podemos suponer
que T'= (0,0) es un punto de orden 2 de la cubica, la cual toma la forma

E:Y?=X%+aX?+bX.

La no singularidad implicaba que b # 0 y que a? — 4b # 0.

Por el Teorema de Mordell el grupo de sus puntos racionales I' es un grupo finitamente
generado. El Teorema de estructura establece ademds que la parte de torsion T es suma
directa de grupos ciclicos y por lo tanto

T:Zplfl ®Zp;2 @...@Zp:t,

donde los p; son primos (no necesariamente distintos).
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Si denotamos por k a la cantidad de 7 : p; = 2 tenemos que

r Z" Ly Ly
— = . = ZITE, 73
or 2ZT€B2ZPP @ 271 2 (73)

Puesto que la multiplicacién por 2 en Z, es una isomorfismo si n es impar y tiene
kernel {0,7n/2} si n es par.

Por otra parte podemos considerar el conjunto
I'2l={Pel:2P =0}

Observemos que si P = (z,y1,...,y1) € Z" & Zpth e...8 Zp:t observemos que 2P =
(2z,2y1,...,2y;) = (0,0,...,0) siy solo si:
z=0
y; =0 para i : p; sea impar (i.e para i : p; # 2)
yi =0 (méd p;’i_l) para i : p; sea par (i.e para i: p; = 2)
Los dos primeros casos quedan determinados, para la tltima solo hay dos soluciones
médulo p;" que son 0 y pz’-/"fl. Por lo tanto tenemos

#I'[2] = 2".
Combinando esto ltimo con la ecuacién (73) obtenemos
[[:20) = 27 - #17[2), (74)

véalida para cualquier grupo abeliano finitamente generado I'.

Para nuestro caso particular en que I' es el grupo de los puntos racionales de la ctibica
E:Y? = f(X) donde f(X) = X(X? + aX + b), tenemos que I'[2] conciste en los puntos
O y los puntos de la forma (z,0) donde = es una raiz racional de f asi que:

4 sia? — 4b es un cuadrado.

#I2] = { 2 sia®? — 4b no es cuadrado. (75)

Por otra parte teniamos morfismos ¢ y 1 cuya composicion es la multiplicacién por 2,
asi que

[C:20) = [0 p(I)] = [ (@)% (T) : p(4(T))], (76)
donde la tltima igualdad se deduce de la inclusion de grupos T' D 4(T) D 9 (p(T)) = 2.

Para determinar el indice de 1)(4(I')) en 9(T') utilizaremos un resultado general sobre
grupos abelianos que expondremos a continuacion.

PROPOSICION 4.20. Sea A un grupo abeliano y B un subgrupo de A con indice finito
en A, st : A— A es un morfismo de grupos entonces

‘ B [A: B]
[(A) : $(B)] = [Ker(¢) : Ker(y)) N B]

DEMOSTRACION. Usando teoremas cldsicos sobre cociente de grupos tenemos:
P(A) A A/B A/B

~ ~

P(B)  B+Ker(¢y) (B+Ker(y))/B = Ker(y)/ Ker(¢) N B
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Para nuestro caso nos queda

= [C: ()]

() p(p(I))] = .

PO = Rea() - Ker(p) 0 90
Pero Kery = {O, T} y tenemos que T € ¢(I') < b = a® — 4b es un cuadrado perfecto.

Asi que tenemos que

(77)

1 sib=a?—4bes un cuadrado.
[Ker(1)) : Ker(y) N ¢(I')] = { 2 sib=a?—4b no es un cuadrado.

Comparando con la ecuacién (75) tenemos que

4
Kex(36) : Kex(1) N 9(1)] = .
Sustituyendo en (77) nos queda
[T () #T12

[ (T) : 9 ((I))] 1 :

Y finalmente, sustituyendo el valor de este indice en (76) y utilizando la ecuacién (74)
tenemos

[H(T) : p(¢@)] _ [T :9p(D)]-[T: ()]
#I[2] 4 '

[r:or)
#I[2]

2 = [+ 9(D)] (78)

Luego para calcular el rango alcanza con determinar los indices que aparecen en los
numeradores de la ultima fraccion, para ello conviene considerar nuevamente el morfismo
@ introducido en la parte final de la prueba de Mordell. El morfismo @ : I — Q* /(@"‘2
estaba definido por:

(@] — 1 (mod Q*?)
T — b (mod Q*?)
(Z,7) — T (mod Q%) siz#0

El kernel de este morfismo era justamente ¢(I') entonces inducia un morfismo inyectivo @
en el cociente

a:T/¢(l) - Q/Q?,  a([p]) =a(p).
De donde: _
— r =\ — 4a(T
[ ()] = # o0 #Im(a) = #a(l)

En forma andloga si denotamos por T los puntos racionales de E se puede considerar el
morfismoa : I — Q* /Q 2 definido de la misma manera que @, es decir @(0) = 1,a(T) = b
y para P = (z,y) € E con = # 0, @(P) = z (mod Q*?) y de la misma manera se llega a

que [I': ¢(I')] = #a(T).

Pero ¢ = v o ¢ donde v era el isomorfismo de T a I’ dado por v(z,y) = (%, %), asi que

[C: (@) =[T: (T)] = #a().

Finalmente observemos que si  : I' — (@*/(Qg*2 es el mapa que lleva a un punto
P = (z,y) € I con P # O,T entonces a(P) = z (méd Q*_Q), a(0) =1ya(T) =0

entonces I'm(a) = I'm(a@) pues si z # 0 entonces P = (z,y) € T & n(P) = (%,%) €T con
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z=2%2 (méd Q) ya)=b=16b=b=a(T) (médQ?).

En virtud de lo que acabamos de ver, la ecuacién (78) puede escribirse como

#a(l)#a(T)

: =9 (79)

Esta ecuacion es en la que nos basaremos para calcular los indices en los ejemplos.
Ahora solo nos queda ver como determinar las imagenes de tales morfismos.

Para determinar la imagen de a debemos ver que valores racionales de z moédulo
cuadrados, son posibles para puntos P = (z,y) € I

Comenzemos considerando un punto P = (z,y) € T recordemos que z e y podian
escribirse como fracciones irreducibles en la forma
m n

x:€_2’ y:e_37

con e > 0.

Si m = 0 tenemos el punto (z,y) = (0,0) =T y a(T) = b, luego b (m6d Q*?) es
siempre un elemento en la imagen de a.

Si A = a? — 4b = s? con s racional, entonces tenemos dos puntos mds de orden 2
distintos de T', que vienen dados por

—a—+d —a—d
(F7%0) v (%)

Y en este caso tenemos que ‘H'd y T_d

(méd Q*?) son elementos de la imagen de o

Si P = (%5, &) conm,n # 0 sustituyendo en la ecuacién de la cibica F y multiplicando
ambos miembros por e® obteniamos que

n? = m3 + am?e? + bme* = m(m? + ame® + bet). (80)

Si
d = med(m, m? + ame? + bet) = med(m, be*) = med(m, b)

donde elegimos a d con el mismo signo que m, podemos luego escribir m = dmy y b = db;
con mi > 0y b enteros coprimos.
Sustituyendo en (80) obtenemos

n? = dmy (d*m? + admye? + dbye*) = d*my (dm? + amyie® + bret).

Como d?|n? entonces d|n y podemos escribir n = dn; con n; entero y la ecuacién
anterior queda

n} = my(dm? + amye* + bret), (81)

pero como

med(my,dm? + amie® + bie*) = med(my, bre?) = med(mq, by) = 1,
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donde la segunda igualdad es porque m; es coprimo con e pues m €S cOprimo con e y
mi|m, luego como m; > 0 tenemos que:

mi = ]\42
dm% +amye? + bie* = N?

con M y N enteros. Por (81) nos queda que n; = MN y sustituyendo m; = M? en la
segunda ecuacion del sistema anterior obtenemos

N? = dM* + aM?e* + byet. (82)

Observemos que M, N,e,d y b; de la ecuacién anterior verifican las siguientes condi-
ciones:

med(by, M) = med(N, M) = 1 (83)

{ mecd(M, e) = med(N, e) = med(d, e) =1

En efecto, como mcd(m,e) = 1y m = dM? entonces med(M, e) = med(d,e) = 1. Si

med(e, N) # 1 entonces hay algtin primo p tal que ple y p|N, por (82) tenemos que p|dM*

pero como p no puede dividir a d (pues ple y med(d,e) = 1) entonces p|M* luego p|M

pues p es primo, pero en este caso p seria divisor comin de M y e que como vimos eran
coprimos, esta contradiccién implica que med(e, N) = 1.

Ahora supongamos que mcd(by, M) # 1 y tomemos un divisor primo comin p, p|M =
m? luego p|m1 pues p es primo, pero en este caso p seria un divisor comtin de m; y by lo
cual es absurdo pues son coprimos, esto implica que med(by, M) = 1.

Finalmente si med(M, N) = 1 entonces podemos tomar un divisor primo comun p, por
(82) tenemos que p|bie* pero como p no puede dividir a e (pues p|M y mcd(M,e) = 1)
entonces p|b; lo cual es absurdo pues p también divide a M y mcd(M,b;) = 1, asi que
mecd(M, N) =1 lo cual termina de probar (83).

Cousideremos pues para cada punto P = (Z‘—Z, 6"—3) € I' con m # 0 la ecuacién diofantica

Eq(d): N? =dM* + aM?e* + bye

donde d = mcd(m,b) con el signo de m, a y by = b/d. Llamaremos a Eq(d) la ecuacién
asociada a P. Diremos que una solucién (M, e, N) de Eq(d) es admisible si Me # 0 y prim-
itiva si verifica (83). Nosotros acabamos de probar que el punto (M, e, N) formado como
recién vimos es solucién primitiva de la ecuacion Eq(d), donde d = mcd(m,b) que como
vimos esto implica que a(P) = d (méd Q*?). Sustituyendo de las ecuaciones anteriores
podemos obtener féormulas explicitas para M y N que son

M =

m
d7 /dm7
Eq

llamaremos a (M, e, N) la solucién de Eq(d) asociada a P = (m,n), que como vimos es

una solucién primitiva.

Reciprocamente, para cada divisor d de b, definimos b; = b/d y consideramos la
ecuacién diofantica

Eq(d): N?=dM*"+ aM?*e* + bie?, (84)
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donde a,d y by son pardmetros y M, ey N incognitas. Si (M, e, N) es una solucién admisible
podemos asociarle el punto P = (x,y) definido por

dM? dM N
{L‘ _= 2 ) y _=

bl

e e3

este punto verifica estar en I', en efecto
d? M? d? M? bet d3M© d>*M* dM?
Y’ = N2 = AM* + aM2e® + 22 ) = +a +b
eb eb d eb cet 2

dm?\? dM2\? dM?
=< o2 ) -l-a( 2 ) +b< 2 >=x3+ax2+bx,

ademds a(P) =d (méd Q*2).

(&

OBSERVACION 4.21. Si P es el punto de I' asociado a Eq(d), no se cumple necesaria-
mente que Eq(d) sea la ecuacién asociada al punto P porque no necesariamente se va a
cumplir que med(dM?2,b) = d y en particular la ecuacién Eq(d) podria no tener soluciones

primitivas como sucede por ejemplo con la ecuacion N? = —M* + 20e* que posee la solu-
cién admisible (2, 1,2) pero no posee soluciones primitivas pues si M es impar la ecuacién
implica N> = —1 (méd 4) lo cual es imposible.

Si d es un racional no nulo entonces puede escribirse de forma tnica como d = (k?
donde /£ es un entero libre de cuadrados y k racional (£ es el producto de primos que
aparece con exponente impar en d). Si la ecuacién Eq(d) con d entero y d|b tiene solucién
admisible entonces sabemos que D = d (méd Q*?) € «(T"), pero a priori si D € (') y
dp es un entero que divide a b, no sabemos si Eq(dy) va a tener solucién admisible. Lo
tinico que sabemos es que hay algin d entero que divide a b tal que d = dy  (méd Q*2) y
que Eq(d) posee soluciéon admisible (mas ain, sabemos que existe un d en esas condiciones
tal que la ecuacion Eq(d) posee soluciones primitivas), pero como saber a priori cual es
ese d?. La siguiente proposicidn nos ayuda al respecto.

PROPOSICION 4.22. Sea D = dy (méd Q*2) es un punto de Im(c) distinto de 1
(méd Q*2) y de b (méd Q*2). Si £ es la parte libre de cuadrados de dy entonces la
ecuacidn Eq(f) posee solucion admisible (no necesariamente primitiva).

DEMOSTRACION. Sea P = (%7, %) € I' con me # 0 (obs P # T) tal que «(P) = D, si
d = mcd(m, b) y consideramos la ecuacién asociada a P, Eq(d), sabemos que posee solucién
primitiva (M, e, N). Sabemos ademés que a(P) = d (méd Q*2) asi que d = dy = ¢
(méd Q*?) y por lo tanto £ es también la parte libre de cuadrados de d, es decir d = £k?
con k entero (pues d lo es). Tenemos que

N? = dM* + aM?e* + bie* = k> N? = dk*M* + ak® M*e® + by ke
= (kN)? = £(kM)* + a(kM)?e? + b1 k*e?,
con £-b1k? = by (¢k?) = byd = b asi que (kM, e, kN) es una solucién admisible de Eq(¢). O

Asi que tenemos un procedimiento sencillo para calcular la imagen de «, que es la
siguiente:
Primero listamos todos los divisores d de b y nos quedamos con los libres de cuadrados.
Si ¢ es un divisor libre de cuadrado de b entonces £ (méd Q*2) € a(I) si y solo si la
ecuacion diofantica Eq(£) tiene solucién admisible.



2. EL RANGO DE UNA CURVA ELIPTICA. 95

En el caso que £ no tenga otros divisores de b equivalente médulo cuadrados entonces
tenemos también que £ (m6d Q*2) € a(T) si y solo si la ecuacién diofantica Eq(f) tiene
solucién primitiva (a veces es més facil probar que no hay soluciones primitivas).

Este va a ser el camino que tomaremos para calcular el cardinal de «(I'), y siguiendo
de forma andloga calcularemos también B(I') siempre que podamos resolver la ecuacion
diofantica (84) para obtener el rango de la cibica E.

OBSERVACION 4.23. Para el caso de puntos de orden 2 distintos de 7' también estan
considerados al considerar los divisores d = (a — s)/2 y d = (a + s)/2 donde a? — 4b = s,
pues para las ecuaciones

N? = <“ ;t 5) M* + aM2e? + <—a ;F S) et

Los puntos correspondientes a las soluciones tomando (M, e, N) = (1,1,0) son justamente
los puntos de orden 2 distintos de T'.

2.2. Ejemplos. Aqui ilustraremos el método dado anteriormente para determinar
el rango y la estructura de grupo de algunas curvas eliptica particulares.

EJEMPLO 4.1. La curva eliptica E : Y2 = X + X.

En este caso a = 0y b =1 asi que los posibles valores de d|jb sond =16 d = —1 de
donde
o) Cc {1,-1} (méd Q*?).

Como a(O) =1 entonces 1 € a(I).

Por otro lado para d = —1 tenemos b; = —1 luego —1 € «(I') si y solo si la ecuacién
diofantica
N2 _ _M4 . 64,
posee soluciones primitivas, pero con M # 0 nos queda N2 < 0 por lo que la ecuacién no
posee soluciones reales com M # 0 luego —1 & a(T") asi que o(I') = {O}.

Su curva asociada es E : Y2 = X3 — 4X.

Los posibles valores de d|b = —4 son d = 1,42, +4, pero 4 =1 (méd Q*?). asi que
a(l) c {£1,£2} (moéd Q*?). (85)
Pero en virtud de (79) tenemos que
#a(D) - () = 272 > 4

como #a(I') = 1 tenemos que #a@(I') pero por (85) debe ser exactamente 4 y por lo tanto
el rango r = 0.

Tenemos entonces que todos los puntos racionales de E son de torsion, luego para
hallarlos tenemos el Teorema de Nagell-Lutz que dice que si (z,y) € ' es de orden finito
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entonces y = 0 6 y|D donde D es el discriminante de la curva.

Para y = 0 tenemos que z® + z = z(2? + 1) = 0 luego hay solo un punto racional de
orden 2 que es T' = (0, 0).

Para curvas eliptica de la forma F : Y2 = X3 +aX? +bX, el discriminante viene dado
por
D = b*(a® — 4b).
En nuestro caso, D = —4, luego los puntos de orden finito P = (z,y) con y # 0 tienen
coordenadas enteras y verifican y| — 4 asi que y = +1, £2, +4, pero vemos directamente
que para cada uno de esos valores de y la ecuacién z3 +z = y? no posee soluciones enteras
asi que tenemos I' = {O, T} luego

EJEMPLO 4.2. La curva eliptica E: Y? = X3 — X.

En este caso a = 0,b = —1 de donde los posibles valores de d|b pueden ser d = £1, al
igual que antes
o) € {1,-1} (méd Q*?).

Tenemos que a(0) =1 € (') y o(T) = —1 € a(T") de donde #a(I') = 2.

_ Su curva asociada E viene dada por E : Y2 = X3 4+ 4X y los posibles valores de
d|b = —4 son d = £1,+2,+4 que al igual que antes, como 4 =1 (mdd Q*Q) tenemos que

al) c {£1,£2} (méd Q*?),

y que a(O) =1 € &(I"). Observemos que si d < 0 entonces by = 4/d < 0 y por lo tanto la
ecuacion

N2 =dM* + byt
no posee soluciones con M # 0 pues no la posee en los reales. Luego
a(l) c {1,2},
pero por la ecuacién (79) tenemos que

#a) - #al) =212 > 4.

Dado que #a(I') = 2 entonces #a(I') > 2 pero entonces ha de ser exactamente 2 y
por lo tanto r = 0, esta curva también tiene rango nulo y todos sus puntos son de torsion.

Para hallar los puntos de torsién aplicamos nuevamente el Teorema de Nagell-Lutz,
los puntos P = (x,%) de orden 2 tienen y = 0 y #° — 2 = 0 que tiene solucién z = 0,41
de donde hay tres puntos de orden 3.

Para los puntos de torsién de orden superior tenemos que y|D = —4(—1)3 = 4 asi que
y = £1,42, 44, pero y> = 2> — 2 = (z — 1)z(z + 1) es miiltiplo de 3 lo cual es absurdo,
asi que no hay puntos de orden finito excepto los de orden 2 y por lo tanto

E(Q) ={0,T,(1,0),(~1,0)} ~ Zy X Zy.



2. EL RANGO DE UNA CURVA ELIPTICA. 97

EJEMPLO 4.3. La curva eliptica E : Y? = X3 + 3X.

Tenemos a = 0,b = 3 y los posibles d|b son d = £1,+3 asi que
a(T') C {%1,+3}.
Tenemos ademds a(O) =1y a(T) = 3 asi que
{1,3} C (D).

Para d = —1 tenemos b; = —3 y la ecuacién asociada N? = —M* — 3¢ no tiene
solucién con M # 0 asi que —1 € «(I'), la ecuacién (79) implica que #«(I') debe ser
potencia de 2, pero como 2 < «(I') < 4 ha de ser exactamente 2.

La curva asociada a E es E : Y2 = X? — 12X, los posibles valores de d| — 12 son
d==+1,+2 43, £4,+6,+12, pero médulos cuadrados racionales 1 =4 y 3 = 12 asi que

aT) C {£1, 42, 43,46} (mod Q*2).

Algunos puntos de @(T) son 1 =@(0) y -3 = —12 = «(T) (méd Q*?).

Las ecuaciones diofanticas asociadas a los restantes d vienen dadas por:

Eq(—1) : N?=-M*+12¢* (1
Eq(2) : N?=2M*'—6e* (2
Eq(—2) : N?=-2M*+6¢* (3
(3) : N2=3M"'—4et (4
6) : N2=6M*'-2¢' (5
Eq(—6) : N?=—-6M"*+2¢* (6)

)
)
)
)
)

Observemos que las ecuaciones (2) y (6) son la misma intercambiando las variables M y e,
la misma observacion vale para las ecuaciones (3) y (5), luego una de ellas tiene solucién
si y solo si la otra la tiene.

La ecuacion (5) tiene la soluciéon admisible (M, e, N) = (1,1,2), la misma solucién
vale pues para la ecuacion (3). Asi que por ahora tenemos cuatro puntos en @(I') que son
1,—2,—3 y 6. Pero como el cardinal de #@(I') es potencia de 2, las posibilidades que nos
quedan es que sea 4 6 8, para ver que es 4 alcanza con ver que alguna de las ecuaciones
no posee soluciones admisibles, por ejemplo veamos la (2), si (M, e, N) fuese una solucién
admisible entonces debe ser ademds primitiva porque el tinico divisor de b = —12 congru-
ente con d = 2 médulo cuadrados es el propio 2, luego med(2M N, e) = med(6N, M) = 1.
Si N =3=2M*= N?+6e* =3 = M = 3 contradiciendo que med(6N, M) = 1. Si
N#3=1=2M* (méd3) = M*=2 (méd 3) lo cual es absurdo pues 2 no es un
cuadrado modulo 3.

Se deduce pues que
r 2-
9T — = 2,
y por lo tanto en este caso r = 1, asi que

E(Q =2&T,

donde 71" es el subgrupo de torsion.
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Para determinar la parte de torsion lo haremos como antes usando el Teorema de
Nagell-Lutz, primero obtenemos los puntos de orden 2 con son P = (z,y) con y =0y x
verifica 23 + 3z = (2% + 3) = 0 por lo tanto = 0 y 7T es el tinico punto de orden 2. Para
puntos de torsién de mayor orden tenemos que son de la forma P = (z,y) donde z e y son
enteros e y|D = —22 - 33.

Antes de tantear todas las posibilidades observemos que D? > y? = 23 4 3z > 23 de
donde z < D?/3 = 2%/3 .32 ~ 22,6 asi que z < 22, por otra parte, si z < 0 entonces
23 + 3z < 0 pero entonces no puede ser igual a y> > 0 (y = 0 implica que P sea de
orden 2) luego = > 0, ademés observemos que si z es par entonces x2 + 3 es impar y como
su producto es cuadrado perfecto entonces el 2 debe aparecer con exponente par en la
descomposicién factorial de z. Con todas estas observaciones nos hacemos una tablita:

z |22+ 3] ¢?
1 4 22
3 12 62
4 19 |NC
9 84 | NC
12| 147 | 422
16 | 259 |NC

donde NC indica un valor que no es cuadrado perfecto, asi que tenemos los puntos P, =
(1,2),P, = (3,6) y P3 = (12,42) como posibles candidatos a pertencer al subgrupo de
torsion de la cibica, pero por la férmula de duplicacién, para puntos P = (z,y) con y # 0
tenemos que

$2 -3 2
z(2P) = %

De modo que z(P,) = 1/4, z(FP,) = 1/4 y z(P3) tampoco puede ser entero porque el
numerador 122 —3 es impar, asi que por el Teorema de Nagell-Lutz estos puntos no pueden
tener orden finito, luego T' consiste tinicamente de los puntos O y T' = (0,0) asi que

EQ) ~Z & Zs.

EJEMPLO 4.4. La curva eliptica F : Y? = X3 + 5X.
Aqui a =0y b=>5 asi que los posibles valores de d son d = +1,+5. Ademds tenemos
que (0) =1y «(T) =5, como
Eq(—1): N2 = - M* — 5¢*

no posee solucién con M # 0 (pues N? es no negativo) entonces d = —1 no pertence a
a(T"), como #«a(T") es potencia de 2, no puede ser 3 asi que

o) ={1,5} (méd Q*?).

Su curva asociada E : Y2 = X2 — 20X asi que @ = 0y b = —20, los posibles valores
de d son los divisores de 20 que son £1,4+2, +4, +5,+10 y +20, perocomo 1 =4 y 5 = 20
moédulo cuadrados racionales entonces

a(T) C {#1,+2,+£5,+10}
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Tenemos que @(0) =1y a(T) = —20= -5 (mdd Q*?) son elementos de «(I'). Para los
restantes d consideramos sus ecuaciones asociadas:

Eq(—-1) : N?=—-M*+20e* (1)
Eq(2) . N?2=2M*—-10e* (2
Eq(-2) : N?=—-2M*+10e* (3)
Eq(5) : N?=5M*— 4¢* (4)
Eq(10) : N?=10M*—-2¢* (5)
Eq(—10) : N?=—10M*+2¢* (6)

La ecuacién (1) tiene la solucién admisible (M, e, N) = (2,1,2) por lo que tenemos hasta
ahora que #«(I') > 3, pero como es potencia de 2 ha de ser 4 ¢ 8. Para ver que no es 8
alcanza con ver que alguna de las ecuaciones de arriba no posee solucién admisible.

Observemos que el Unico divisor de —20 que es congruente con 2 mddulo cuadrados
racionales es el mismo, asi que si Eq(2) posee solucién admisible esta ha de ser primitiva,
en particular med(M,10) = 1 y entonces M no puede ser multiplo de 5, por Fermat
M*=1 (méd5) asi que N2=2M*=2 (mdbd 5) lo cual es absurdo porque 2 no es un
cuadrado en Zs. Por lo tanto

#a(l) - #a) 2.4

2T: = :2
4 4 ’

asi que el rango r = 1.

Ahora para hallar la parte de torsién 7T, aplicamos el Teorema de Nagell-Lutz, los
puntos de orden 2 son P = (z,0) con z* + 5z = z(z% +5) = 0 asi que z = 0 y el tnico
punto de orden 2 es T'.

Si P = (x,y) es un punto de orden mayor que 2 entonces y|D = —4 - 5%, observe-
mos que z3 + 5z = y? > 0 implica que z es positivo, ademds z(z? + 5) = y? por lo
tanto z|y? entonces z|D? = 2% - 5% tenemos que ademds z debe verificar la desigualdad
y? = 23 + 5z > 23 luego z < y2/3 < D23 =243 .52 ~ 62,9 y como es entero z < 62, para
chequear menos casos ain, si P es de orden finito, 2P también lo serd y por lo tanto, por
Nagell-Lutz debe tener coordenadas enteras.

Aplicando la férmula de duplicacién tenemos que

2 2
z(2P) = <3m2;—5) — 2z,

que para que sea entero, x debe ser impar. Los tnicos x que verifican todas las condiciones

son z = 1,5 6 25, pero para esos valores z(x2+5) no es cuadrado, asi que los tinicos puntos
de torsién son O y T asi que

E(Q) ~Z & Zs.

2.3. La Conjetura de Birch y Swinnerton-Dyer. Excepto para casos muy par-
ticulares como los que acabamos de ver, para una curva eliptica genérica es un problema
muy dificil hayar su rango. De hecho es atin un problema abierto si el rango de una curva
eliptica puede ser arbitrariamente grande, es muy dificil encontrar curvas con rango grande.
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Una de las conjeturas mas importantes sobre el rango de una curva eliptica es la de-
nominada conjetura de Birch-Swinnerton-Dyer que vincula el rango de una curva eliptica
el grado de anulacién de cierta L-serie asociada a la curva. A continuacién se dard una
idea de la construccion.

Dada la ecuacién de la ctbica E : Y? = X3 4+ aX? + bX + ¢ con a,b y c enteros
tales que A = —4a3c + a?b? + 18abc — 4b> — 27¢? # 0, lo cual implica que el polinomio
f(X) = X3 +aX?+bX + ¢ no posee raices dobles (complejas) lo cual a su vez implica la
no singularidad de la curva.

Como los coeficientes son enteros, tiene sentido considerar la curva en Zj, ( cambiando
los coeficientes enteros por sus representantes médulo p), la condicién de no singularidad
es ahora que A =0 (méd p). Para aquellos primos tales que p no divide a A, obtenemos
una curva eliptica en Z,,.

Llamando a, = p + 1 — #E(Z,), construimos la L-serie (incompleta)
L(E,s) = [[(1 = app® +p' )7,
pfA

que converge para Re(s) > 3/2.

Probar esta convergencia no es inmediato, se necesita saber como crece #FE(Zyp), un
resultado de Hasse prueba que

[#E(Zy) = (p+1)| < 2v/p.

Otra propiedad de esta L-serie mucho mas dificil de probar es que poseen prolongacién
analitica a todo C (Teorema de Wiles).

La idea para probar dicha prolongacién analitica se basa en una correspondencia que
a cada curva eliptica le hace corresponder una forma modular cuspidal de nivel N y peso
2 con la misma L-serie asociada, veamos que quiere decir un poco esto.

Counsideramos en el grupo modular I' que es el grupo de matrices 2 x 2 a coeficientes
enteros y determinante 1 que actua en H por transformaciones de Mobius (ver cap 2.2),
el subgrupo I'g(N) llamado el subgrupo principal de congruencia de nivel N.

Una funcién holomorfa del semiplano superior f que verifique

f(AT) = (em +d)%f (1), para toda A = < OCL Z ) € I'o(V),

y tal que sea holomorfa en el infinito (en el sentido que vimos en el capitulo 2, es decir
que f sea holomorfa en g = 0) se le llama forma modular holomorfa de peso 2 y nivel N.

Si ademds f(oo) = 0 (es decir, si f(O) = 0) entonces decimos que f es una forma
cuspidal, al conjunto de formas modulares cuspidales de peso 2 y nivel N denotaremos

por So(N).
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Dado que T'(7) = 7 + 1 es un elemento de T'¢(N), las funciones de So(N) tienen un
desarrollo de Fourier. Que se anule en oo quiere decir que su desarrollo de Fourier es de la

forma
(0.0

flr)= Z anq", donde ¢ = 7.

n=1
A esta forma modular se le asocia la L-serie

> a
L(f.5) =Y =
n=1

Estas L-series verifican una ecuacion funcional de la forma

L*(f,s) =eL*(f,2—s) cone==l donde L*(f,s) = (27r)SNJf/2F(s)L(E, ),

donde Ny es una constante que depende de f y I' es la funcién Gamma de Euler.

Através de esta ecuacién funcional se prueba que las L-series asociadas a elementos de
S2(IV) poseen prolongacién analitica con cierta simetria respecto al punto s = 1.

Por otro lado tenemos la correspondencia que enunciaremos a continuacion.

TEOREMA 4.24 (Eichler-Shimura-Taniyama-Wiles). Eziste una correspondencia biu-
nivoca que preserva L-series entre curvas eliptica modulo clase de isogenias y formas
modulares cuspidales de peso 2 y nivel N.

Una isogenia es un morfismo que preserva el O y dos curvas son equivalentes médulo
isogenias si existe una isogenia que lleva una en la otra.

Como corolario del Teorema de Wiles tenemos que las L-series asociadas a curvas
eliptica poseen prolongacién analitica a todo el plano complejo y ecuacién funcional con
centro de simetria en s = 1. La conjetura de Birch y Swinnerton-Dyer establece una
relacién entre el orden de anulacién de la L-serie en el punto s = 1 con el rango de la
curva.

CONJETURA DE BIRCH Y SWINNERTON-DYER. Elrango de una curva eliptica racional
coincide con el orden de anulacién de su L-serie asociada en s = 1.

En particular esta conjetura implica que E(Q) es finito siy solo si L(F, s) # 0. Existen
versiones mdas refinadas de la conjetura que relaciona al primer coeficiente no nulo en el
desarrollo de Taylor en s = 1 con objetos asociados a la curva (ver por ejemplo [2]).

2.4. Curvas con Rango grandes. Como acabamos de ver no se conocen los posi-
bles valores del rango que puede tomar una curva eliptica racional, veremos algunas curvas
elipticas con el rango mas alto conocido hasta el momento.

EJEMPLO 4.5. Un ejemplo de curva eliptica racional con mayor rango conocido hasta
ahora es debida a Elkies en el ao 2006, si bien no se conoce el valor de su rango exactamente
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se sabe que tiene rango por lo menos 28 (ver http://web.math.hr/ duje/tors/rk28.html).

Su ecuacién es

3—x2—a4x+a6,

y2 t+tzyty==x
donde

aqg = 20067762415575526585033208209338542750930230312178956502

y
ae = 34481611795030556467032985690390720374855944359319180361266008296291939448732243429

También se trata de hallar las curvas con mayor rango posible con parte de torsién
dada. El ejemplo dado por Elkies tiene parte de torsién trivial y es la de mayor ran-
go conocida hasta ahora. Una lista con curvas de mayor rango conocido dada la parte
de torsién puede encontrarse en la pigina de la Universidad de Zagreb, Croacia (ver
http://web.math.hr/"duje/tors/tors.html).

Algunos ejemplos son:

EJEMPLO 4.6. Con parte de torsién T ~ Zs un ejemplo de mayor rango conocido con
esa parte de torsion (r > 18) se debe al mismo Elkies (2006), su férmula viene dada por

y? + zy = 2% — 2617596009270588409631170178770120390355643896951 52
+51069381476131486489742177100373772089779103253890567848326775119094885041.

EJEMPLO 4.7. Con parte de torsion 7 ~ Zg3 un ejemplo de mayor rango conocido con
esa parte de torsion (r > 12) se debe Eroshkin (2006), su férmula viene dada por

y? = 23 + 2% — 298337765420974027925404974199074153225 X
+2209525297419800283762159062541471723368027978017989315000.

EJEMPLO 4.8. Con parte de torsién T ~ Z,4 un ejemplo de mayor rango conocido con
esa parte de torsion (r > 12) se debe Elkies (2006), su férmula viene dada por

y? 4 zy = 2% — 1086750289534747727483801311783198679020964
+435973165715323898311705750809969552813996511661336976727731984.

EJEMPLO 4.9. Con parte de torsién T ~ Z5 un ejemplo de mayor rango conocido con
esa parte de torsién (r > 6) se debe Dujella - Lecacheux (2001), su férmula viene dada
por

y? +y =2 + 2 — 1712371016075117860 + 885787957535691389512940164.
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