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Resumen. En este trabajo consideramos las algebras de grupo kG
con G finito y cark = p. Mostramos cémo la estructura de los grupos de
Sylow S, C G permiten clasificar G en de tipo finito, mansa, o salvaje.

PALABRAS CLAVE: Algebras de grupo, Representaciones de grupos, Mansa, Salvaje.



Abstract. In this work we consider the group algebra kG with G
finite and cark = p, we show how the structure of the p Sylow groups
S, C G gives a way to decide if kG is a finite type, a tame, or a wild

algebra.

KEY WORDS: Group algebras, Representation of groups, Tame, Wild.



Introduccion

Dado un grupo G y un cuerpo k, hay una manera muy sencilla de construir una k-algebra
a partir del cuerpo y el grupo. Esta nueva algebra lleva el nombre de algebra de grupo, y la
denotaremos kG.

En este trabajo al grupo G le pediremos que sea finito, ya que esto implica que el dlgebra
kG tenga dimensién finita sobre el cuerpo k. Asi kG es un élgebra de Artin, y esto nos
permite disponer de muchas herramientas para simplificar problemas.

Podemos dividir el trabajo en dos partes:

» En la primera parte se expone una condicién necesaria y suficiente para que haya
solamente una cantidad finita salvo isomorfismos de mdédulos indescomponibles finita-
mente generados sobre el dlgebra. En este caso se dice que el algebra es de tipo de
representacion finita.

Sabemos por el teorema de Maschke (ver [V]) que un algebra de grupo kG es semisimple
si y s6lo si la caracteristica del cuerpo k no divide al orden del grupo G. Las algebras
semisimples son las dlgebras més sencillas desde el punto de vista de su categoria de
moédulos. Esto se debe a que todos los médulos sobre dichas algebras son semisimples,
es decir que todo moédulo se descompone como suma directa de médulos simples. En
particular todos los moédulos indescomponibles son simples, y estos son una cantidad
finita (salvo isomorfismos). Por lo tanto es de tipo de representacion finito.

Por lo tanto solamente resta considerar el caso en que la caracteristica de k divide al
orden de GG. En este caso la condicion a la que llegaremos es: si tenemos un cuerpo k
de caracteristica p y un grupo G tal que p divide a su orden entonces, kG es de tipo
de representacion finito si y sélo si los p-grupos de Sylow de G son ciclicos.

Este tltimo resultado llamado el Teorema de Higman, fue probado por Higman en el
ano 1954.
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= En la segunda parte del trabajo se expone una equivalencia al caso en que el dlgebra
sea mansa. Diremos que una k-algebra es mansa si no es de representacion finita, y
los moédulos indescomponibles finitamente generados sobre dicha algebra pueden ser
parametrizados de alguna manera por el cuerpo k (la definicién exacta del concepto se
encuentra en el capitulo 2).

En caso que el dlgebra sea de tipo de representacién infinito y no mansa entonces el alge-
bra se dice salvaje. En estas tltimas la clasificacién de médulos indescomponibles es en
cierta forma imposible. De ahi se ve la importancia de saber si el dlgebra es mansa o no.

Veremos que en caso de que el orden del grupo es dividido por la caracteristica del
cuerpo entonces el dlgebra de grupo es mansa si y solamente si los 2-grupos de Sylow
tienen indice con su conmutador igual a 4. A su vez se tiene que existen solamente tres
posibles 2-grupos que cumplen con esta condicién. Dichos grupos seran introducidos
méas adelante.

Este ultimo resultado es conocido como el Teorema de Drozd-Bondarenko. Dicho re-
sultado fue probado en 1977.

Finalmente se puede resumir el trabajo con el siguiente esquema:

ciclico kG de representacion finita

Sp—=p=2, [Sp: S;)] =4 kG mansa

otro caso kG salvaje

siendo S, un p-grupo de Sylow de G y car(k) = p.



Capitulo 1

Conceptos Preliminares

1.1. Funtores y Categorias

Este capitulo esta dedicado exhibir las nociones béasicas para poder entender el resto del
texto, entre otras se encuentra la nocién de categoria, la de funtor, etc. Ademéas daremos al
fin del capitulo algunos resultados conocidos los cuales habremos de usar més adelante.

DEFINICION 1.1.1. Una categoria, es una terna C = (Ob C, Hom C,o), donde Ob C es
la clase de los objetos de C, Hom C es la clase de los morfismos de C , y o es una operacion
binaria en los morfismos de C, que satisfacen:

1. si X,Y estdn en Ob C definimos Hom(X,Y') el conjunto de los morfismos de X en Y
tal que si (X,Y) # (Z,U) entonces Hom(X,Y) y Hom(Z,U) son disjuntos.

2. 0: Hom(X,Y) x Hom(X,Y) — Hom(X,Y) verifica:
a) ho(gof)=(hog)of con fe Hom(X,Y),g€ Hom(Y,Z), h€ Hom(Z,U);
b) para todo X en Ob C existe un unico idx € Hom(X, X) tal que:
foidx =f con f € Hm(X,Y); idx og=g con g€ Hom(Y, X)
EJEMPLO 1.1.2. Dada una k-dlgebra A, tenemos las siguientes categorias :

s ModA denota la categoria de mddulos izquierdos sobre el dlgebra A. Los objetos de esta
categoria son los modulos, los morfismos son los morfismos de modulos y la composicion
estd dada por la composicion de morfismos.

= modA, andloga a la anterior, pero los objetos son los mdodulos izquierdos que son fini-
tamente generados.

» R(A,T") es la categoria cuyos objetos son los A — T bimddulos tales que son libres y
finitamente generados sobre I'.
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Notaremos también: modA(d) a los médulos de dimensién d sobre A e indA(d) a los

médulos indescomponibles de dimensién d sobre A

DEFINICION 1.1.3. Un funtor F : C — D con C y D dos categorias, estd definido
asignando a cada objeto X en C en F(X), otro objeto en D, y a cada morfismo h: X — Y
en Hom(X,Y) en un morfismo F(f): F(X) — F(Y) tal que:

1. F(idx) = idp(x) para todo X € Ob C;

2.1 f: X —Y yg:Y — Z entonces F(go f) = F(g) o F(f).

Dado un funtor F': C — D notaremos Fxy a la restricciéon de F' a Hom(X,Y')
DEFINICION 1.1.4. Decimos que un funtor F :C — D es :

w fiel si Fxy : Hom(X,Y) — Hom(F(X),F(Y)) es inyectivo para todo X, Y objetos
de C;

» pleno si Fxy : Hom(X,Y) — Hom(F(X),F(Y)) es sobreyectivo para todo X, Y
objetos de C;

» denso si para todo Y en D existe X en C tal que F(X) =Y.

DEFINICION 1.1.5. $i F : modA — modl' es un funtor entre categorias de mddulos,
decimos que F:

» refleja clases de isomorfismo, si FI(X) = F(Y) implica X 2Y;
» preserva indescomponibles, si X indescomponible implica F(X) indescomponible.

OBSERVACION 1.1.6. Si F es un funtor fiel y pleno entre dos categorias de mdédulos
entonces F preserva indescomponibles y refleja clases de isomorfismos.
Demostracién:

» Si F(X)=F(Y)existen f: F(X) — F(Y), g: F(Y) — F(X) tales que:

o fog=ridpy;
e gof= z'dF(X).

Entonces existen v : X — Y con F(u) = f yv:Y — X tal que F(v) = g, por ser
F pleno. Ademas:

o F(uov)=1idpy
o F(vou)=idpx)

Pero como F(idx) = idp(x), F(idy) = idpyy y F es fiel entonces:
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e vou=1idy;

o yuov=idy;
por lo tanto X =Y.

Ahora si tenemos X un médulo indescomponible y suponemos que F(X) no lo es
tenemos que:

F(X)=M®N ,
con M #0, N # 0.

Sean 7 : F(X) — M la proyeccién de F(X) sobre M e i: M — F(X) la inclusién
de M en F(X). Entonces (iom)o(iom) = (iom).

Como (iom) : F(X) — F(X) entonces existe f : X — X tal que F(f) = (i om),
pero, como F(f o f) = F(f), debido a que F' es un funtor fiel, entonces fo f =
Como M es indescomponible hay dos casos posibles:

e f =1idy entonces (iom) = idp(x) lo que es absurdo porque 7 no es inyectiva.

e f =0 por lo tanto i o ™ = 0 por lo tanto M = 0 que también es absurdo.

PROPOSICION 1.1.7. Si f i+ A— B es un epimorfismo de anillos entonces:

1.

Si M € modB entonces M tiene estructura de A mddulo, y si ¢ : M — N es un
morfismo de B mddulos, entonces también es de A mddulos. Por lo tanto tenemos un

funtor F' : modB — modA tal que F(M) = M y F(¢) = ¢, VM € modB, V¢ € modB

2. Si F': modB — modA es el funtor definido arriba, F es fiel y pleno.

3. St M € indB entonces M € indA con la estructura definida en la parte anterior.
Demostracién:

1. = Si-: BxM — M eslaaccién, definimos * : AxM — M como ajxm = f(ay)-m.

Con esta definicién tenemos que:

o ayx(agxm) = f(a1)-(f(a2) -m) = (f(a1)f(az) -m) = f(araz) -m = araz *m,
Yai,as € A,
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e lyxm=f(lg) - m=1g-m=m,

por lo tanto M tiene estructura de A médulo.
» plaxz) = ¢(f(a) ) = f(a) d(x) = ax¢(x), por lo tanto definimos F'(M) = M
con la estructura de A médulo y F(f) = f también con dicha estructura.
2. = Fespleno: Sidados M, N dos B médulos y ¢ : F(M) — F(N) un morfismo de
A mddulos, tenemos que ver que ¢ también es de B médulos.
¢(b-m) = ¢(axm) =axp(m)= f(a) ¢(m) =b-o(m),

donde a € f~1(b), ya que f es sobreyectiva.

» F es fiel: Si tenemos a, 3 € Hom(M, N) tales que F(«) = F(3) = h como ten-
emos h(m) = a(m) = B(m), Ym € M entonces o = [3.

Por lo tanto F' : modB — modA es fiel y pleno.

3. sale como consecuencia de la parte anterior y aplicar la observacién 1.1.6

1.2. Gruposy Algebras de Grupo

Dado G un grupo y « € G, notaremos G, al centralizador de z. Dados H, K dos sub-
grupos de G definimos [H, K] = ({hkh='k~! con k € K, h € H}). En particular llamamos
conmutador de G a G' = [G,G] y Z(G) designard al centro de G.

Es bien sabido que [H, K|y Z(G) son subgrupos de G. A continuacién daremos algunos
resultados bésicos acerca del centro de un grupo, los cuales se pueden ver en [W], y veremos
como se relaciona kG con kG y kG4 si G = G X Go. Luego presentaremos unos grupos que

seran de nuestro interés para el resto del trabajo. Finalmente enunciaremos algunos resulta-
dos ttiles.

LEMA 1.2.1. Si |G| =p"™ conn > 1 entonces Z(G) # 1.

LEMA 1.2.2. Si G /Z(G) es ciclico entonces G es abeliano.

Ahora definiremos las dlgebras de grupo, tema de estudio de esta monografia.
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DEFINICION 1.2.3. Dado un grupo finito G y un cuerpo k, el dlgebra de grupo kG se
define como el espacio vectorial de base G;

kG:{Zk;gg; con kg € ky g € G},
geG
con el producto que resulta de extender por linealidad el producto de G. FEsto es :

(D ag)(D_buh) =D (D agh)t.

geG heG teG gh=t

PROPOSICION 1.2.4. Si G = G, x Gy entonces kG = kG @y, kG.

Demostracion:

Sea ¢ : kG| X kGy — kG definida por:

S(D k@) (D enh)) = D> kgen(gh).

g€G1 heGo (g,h)e G1xG2

Observemos que ¢ es sobreyeciva, bilineal y balanceada ya que d(Au,v) = ¢(u, Av) siendo
u € kG, v € kGo y A € k. Por lo tanto induce una ¢ : kG1 ®; kGo — kG que también es
sobreyectiva de k-algebras.

Ademés como:
dimpkG = |G| = |G4||Go|

y como sabemos que dimg (kG ® kG2) = dimgkG1dimikG2 entonces:

dimip kG = dimk(kGl Rk ng)
por lo tanto kG = kG ®p kGo. L]

DEFINICION 1.2.5. Dado un cuerpo k, un k espacio vectorial V y una k-dlgebra A, los
morfismos de dlgebras ¢ : A — Endy (V') son llamados representaciones de dlgebras.

OBSERVACION 1.2.6. Toda representacion ¢ : A — Endy(V) induce una estructura de
A mddulo sobre V ; reciprocamente todo A mddulo V' induce una representacion de dlgebras.

Demostracion:

Si¢: A — Endg(V) es una representacién induce un A médulo mediante la accién

a-v=¢(a)(v).

Reciprocamente si V' es un A médulo induce una representacién mediante: ¢(a) : V — V

donde ¢(a)(v) = a - v.



CAPITULO 1. CONCEPTOS PRELIMINARES 11

DEFINICION 1.2.7. Dado n natural n > 3, llamaremos:
= Dy = {z,ylz®" =92 =1, yzy L=z}
= SDyiy = ({m,yla? =y? =1, yay~t =2 1Y)
s Wy = ({zyla?" =2 =1, yay ' =22 1))

» Q, C SD,1 generado por ' = x> y por y = wy. En otras palabras tenemos que
Qn=({z,yla® " =1, 12 =2"", yay~t =271}
OBSERVACION 1.2.8. En cualquiera de los grupos definidos anteriormente su conmu-

tador estd generado por [y, x].

Demostracion:

Probemoslo solamente para D, 1, los otros casos son similares.

Primero tenemos que observar que [y, z] = yzy~lz~!

Todo elemento de D, se puede escribir de la forma z¥y/ donde 0 < k < 2"y j =0,1,
por lo tanto, si vemos que [zFy7, ¥ y7'] = akydxh yi'yix—Fyd 2=+ es una potencia de [y,x]
tenemos probado el resultado.

=z 2

= Si j =0y j =0 entonces [zFy7, 2¥ '] = 1 que es potencia de [y, z].

= Sij=0yj =1 entonces [zFyl, z¥yi'] = aFaF yr—Fyz=" = 22¥ que también es
potencia de [y, x].
= Analogamente si j = 1y j' = 0 entonces [zFy?, 2 yi'] = 22,
= Sij=1yj =1 entonces [zFyl, 2¥ /| = akya¥ yya—Fya=" = zbyak' —Fyp—t =
222K también es potencia de [y, z] .
O

Se tiene entonces el siguiente resultado.

PROPOSICION 1.2.9.

1. Si G es uno de los siguientes grupos: Dy i1, SDpi1, Qni1 entonces G,/ G' = Zo X Zs.
2. St G =Wy entonces G,/ G =2 Zign—1 X Zs.

Demostracion:
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1. Sabemos por la observacién anterior que en todos estos casos G’ estd generado por
[y, z]. Entonces consideramos el morfismo de grupos ¢ : G — Zy X Zs definido en los
generadores de la siguiente manera;:

» G = D, tenemos que ¢(yry~ ') = (1,0) = p(x 1)
» G = SD, 1 tenemos que ¢(yzy~ ') = (1,0) = ¢(x2"*1 )
s G = Q1 tenemos que (yzy 1) = (1,0) = ¢(z~1)

Por lo tanto ¢ es morfismo de grupos para los tres casos.

Como ¢ es sobreyectiva, ker¢ tiene 2! elementos (|ker¢| = |G|,/ |Zs x Zs|). Eva-
luando ¢ en [y, z] se obtiene: ¢([y, z]) = ¢(yxy *x~) = 0 entonces [y, x| € kerg y por
lo tanto G’ C ker¢, para los tres casos.

Ademsds sabemos que:

» [y,2] =272 en D,y
o [y, 2] = 22" "2 en SD, 14
= [y,2] =272 en Qi

Cada uno de estos elementos tiene orden 2"~2. Por lo tanto ker¢ = G’, Y obtenemos
que:
G/G/ = Z2 X Z2.

2. Al igual que en (1) sabemos que G’ estd generado por [y, z]. Definamos andlogamente
a (1) el morfismo de grupos ¢ : G — Zgn—1 X Zg dado por:

= p(z) = (1,0)

= ¥(y) = (0,1)
Ylyzy™!) = (1,0) = (@2 ) ya que (22" ) = 0. Ademds tenemos que (y?) =
0 = 1 (2%"), por lo tanto es morfismo de grupos.

U(ly,2]) = vlyey™'2™h) = dlyay™") + (7" = (1,0) + (~1,0) = 0, por lo tanto
tenemos que G’ C kery. Ademés |kery| = 2 y [y, 2] = 22" que también tiene orden
2. Concluimos de esto que G’ = keriy). Entonces:

G/G/ = Z2n71 X Z2
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1.3. Algunos resultados adicionales

Los siguientes resultados nos serdn titiles en lo que sigue y pueden encontrarse en [A].

LEMA 1.3.1. Sea A un dlgebra artiniana, entonces M € modA es indescomponible si y
solo si EndxM es un dlgebra local. O

TEOREMA 1.3.2. (Teorema de Krull-Schmidt) Sea A un dlgebra artiniana, si M es finita-
mente generado entonces M = M &...® M, con M; en ind\. Si ademds M = N1®...HN,
con Ny en indA entonces n =m y N; = M,y cono:{1,2,...n} — {1,2,...,n}. O

TEOREMA 1.3.3. (Teorema de estructura) Sea M un modulo finitamente generado sobre
un dominio de ideales principales A, entonces

1. eziste una sucesion dy,ds,...,d, de elementos no invertibles de A con d;/d;y1 tales
que: M = @ | A/d;A.

2. Si{ci}y y{d;}P_, son dos familias de elementos de A que verifican 1 entonces m = n
y existen uy,us,...,u, elementos invertibles de A tales que ¢; = u;d; para todo i =
1,...,n

Obtenemos como consecuencia del teorema anterior

TEOREMA 1.3.4. Sean M un k[z] mddulo de dimension finita y f su anulador, si M
es indescomponible entonces f = p" con p un polinomio primo. Ademds M es isomorfo a
Kz]/{f) como klz]/{f) mddulo. O

TEOREMA 1.3.5. Si A = k[z]/(f) con f = p|'...pj» la descomposicion en factores
primos de f, entonces los k[x]/(f) mddulos indescomponibles son de la forma

@,donde dj <r;.
J
<pi )



Capitulo 2

Nociones de Finitud, Mansedumbre
y Salvajismo

En este capitulo veremos las definiciones nuevas con las que trabajaremos el resto de
la monografia. Estas son: algebra de tipo de representacién finito, algebra mansa y dlgebra
salvaje. Ademaés veremos lo que es una extensién de algebras, concepto que nos ayudard du-
rante todo el trabajo.

De aqui en més llamaremos médulo a los médulos que son finitamente generados .

Para simplificar la notacion, si N, M son dos A mddulos, notaremos de ahora en mas
N|M cuando N es sumando directo de M.

2.1. Nociones de Finitud, Mansedumbre y Salvajismo

DEFINICION 2.1.1. Decimos que un dlgebra A es de tipo de representacion finito, si la
categoria de mddulos sobre el dlgebra tiene una cantidad finita de elementos, tales que todo
mddulo indescomponible sobre A es isomorfo a alguno de estos elementos. En caso contrario
diremos que el dlgebra es de tipo de representacion infinito.

Si el algebra es de tipo de representacién infinito, se pueden diferenciar dos clases distintas
que son las siguientes:

DEFINICION 2.1.2. Se dice que una k-dlgebra A de dimension finita es mansa, si para
todo d natural existen By, ..., B, A — k[x] bimddulos tales que si M € indA(d) entonces hay
un S simple tal que M|B;j®y;)S para algin j =1,...,n.

DEFINICION 2.1.3. Se dice que una k-dlgebra A de dimension finita es salvaje, si existe
B € R(A, k(x,y)) tal que el funtor

F = B®j(zy)(—) : modk(z,y) — modA

14
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conserva indescomponibles y refleja clases de isomorfismos. En este caso decimos que B
realiza el salvajismo de A.

Que estas clases son distintas, estd garantizado por el siguiente teorema.

TEOREMA 2.1.4. (Drozd) Si A es un dlgebra de dimension finita sobre un cuerpo alge-
braicamente cerrado k, entonces A es mansa o salvaje pero no ambas. L]

Como corolario a este teorema tenemos:

COROLARIO 2.1.5. Si A es una k-dlgebra con k algebraicamente cerrado y T' = AJT

siendo I un ideal de A, entonces si I' es salvaje A también lo es.

Demostracion:

Sea B € R(I',k{(z,y)) tal que F' = B®py ) (.) conserva indescomponibles y clases de
isomorfismo (es el bim6dulo que realiza el salvajismo de I'). Sea C' el A —T" bimédulo que se
obtiene del I' — I bimédulo I' restringiendo a A la accién izquierda de los escalares mediante
la proyeccién I : A — T" como vimos en 1.1.7.

Entonces definimos G = C®p(—) : mod' — modA. Este funtor es fiel y pleno. Por la
observacién 1.1.6 el funtor preserva indescomponibles y clases de isomorfismo.

Sea D = C®rB como Dy, v = By entonces sabemos que D € R(A, k(z,y)).

x,Y)s

Como consecuencia de esto D®r(.) = Go F(.) o sea que D realiza el salvajismo de A [

EJEMPLO 2.1.6. Si G = Zgy x Zy x Zy entonces k[G] es salvaje.

EJEMPLO 2.1.7. Sea p un nimero primo p # 2 y Car(k) = p entonces Si G = Z, x Z,
entonces k[G] es una k-dlgebra salvaje.

Las pruebas aparecen en el capitulo 4.

2.2. Extensiones de Algebras

En esta seccién definiremos lo que es una extension de algebras. Como resultado llegare-
mos mas adelante a que, en ciertas hipdtesis se puede probar que un algebra es mansa si
alguna sub-dlgebra es mansa, si y solo si su extensién lo es.

DEFINICION 2.2.1. Sea A una k dlgebra finitamente generada, decimos que otra k-dlgebra
Y es una extension de A si:



CAPITULO 2. NOCIONES DE FINITUD, MANSEDUMBRE Y SALVAJISMO 16

1. A es una subdlgebra de X.
2. ¥p es un modulo finitamente generado.

3. existe una descomposicion de el A — A bimddulo ¥ = A & B donde B es otro A — A
bimddulo.

De ahora en mas 3 /A significard que X es una extensién de A.

DEFINICION 2.2.2. Dada > /A una extension entonces:

s [lamaremos grado de extension, al minimo numero de generadores del modulo Yy .
Ademds si X es libre diremos que la extension es libre.

» S0 el morfismo multiplicacion m : Y@p% — X que a a @ b lo lleva en ab se escinde
como morfismo de X — X bimddulos, entonces decimos que la extension es separable.

DEFINICION 2.2.3. Dada una extension Y /A definimos los funtores Restriccion (Res)
e Induccion (Ind) de la siguiente manera:

s Res : modY — modA tal que ResM = My para los objetos y para los morfismos
restringiendo a A.

» Ind: modA — modY tal que Ind = L ®x(-)
OBSERVACION 2.2.4. Dada una extension Y. /A libre de grado r tenemos:
dim(IndN) = rdim(N).

PROPOSICION 2.2.5. Si H es un subgrupo de G con |G| < oo sea ¥ = k[G] y A = k[H]
entonces:

» XA\ es una extension libre de grado |G : H].
» ademds si p1[G : H| entonces la extension es separable.

Demostracion:

= A es una sub-dlgebra de X. Si consideramos i : H — G la inclusién de H en G, ésta se
extiende a un morfismo de algebras i : k[H] — k[G] que es un monomorfismo.

» Y, es finitamente generado. Si tomamos ¢t = [G : H] y sean g1, ..., g; representantes
de las coclases izquierdas de H en G, recordemos que se cumple que:

giHﬁng:(Z) 87,175]
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t
=1

¢

Por lo tanto se tiene que: ¥ = @;

:19iA-

gik[H] tiene estructura de A mddulo a derecha, y ademés: ¢ : k[H] — g¢;k[H] tal que
¢(1g) = gi es un isomorfismo de A médulos a derecha, por lo tanto:

lo que significa que la extensién serd libre de rango [G : H|.

= Tenemos que ver que A es sumando directo de I' como A-A bimédulo.

Podemos suponer que g; = 1 entonces k|G| = K[H| & (!_,g;k[H]). Lo que faltaria
ver es que @l_,g;k[H] tiene estructura de A médulo a izquierda. Para eso hay que
probar que si g; # 1y, entonces hg; # h' para todo h,h’ € H.

Supongamos que no se cumple, si g; # 1y entonces hg; = h’. Si multiplicamos por
el inverso de ' tenemos A’ "‘hg; = 1, por lo tanto Hg; = H, lo que significa que
g; = 1p. Esto es absurdo porque g; # 1y, entonces hg; € g;H para algin j. Final-
mente ®!_,g;k[H] es un A médulo a izquierda.

» si p = car(k) no divide a t sea:
2 k[G] — K[G] ®ppm) KIG]

La extensién lineal de ¢(g) = 1 S w; ' @ wig con {wy, ..., w;} representantes de las

t
coclases derechas de H en G
e Veamos que ¥ no depende de los representantes. Sea v1,...,v; otro conjunto de
representantes de las coclases tales que v; = h;w; con h; € H

t t t t
1 _ 1 T 1 1. _ 1 _

n E v; Yowig = n E w;  hi T @hawig = n E w, Yhi thi@wg = n E w; L@w;g
i=1 i=1 i=1 =1

Por lo tanto no depende de los representantes.
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e ¢ es k[H] lineal. Tomemos h y | en H entonces 1 (hgl) = %22:1 w;l ® wihgl,
wih, ..., wh es otro conjunto de representantes de las coclases laterales de H en
G. Entonces:

Y(hgl) = Zw Qu;hgl = Zw @wihg)l Zh w; ' @wihg)l = hy(g)!

11 =1

Entonces ¢ es de A-A bimddulos.

Ahora sim : ¥ — X ®a 2 es el morfismo multiplicaciéon. Tenemos que:

t t t
_ 1 _ 1
moz/) E w; (X)wZ = ;:1 m(wi 1®wia) = E ;21 w; lwia = E ;21 a=a

Entonces m se escinde. O



Capitulo 3

Teorema de Higman

En este capitulo daremos una condicién necesaria y suficiente para que un algebra de
grupo sea de tipo de representacién finita.

Como vimos antes solamente nos resta saber que sucede si la caracteristica del cuerpo
divide al orden del grupo, ya que en el caso contrario el dlgebra es semisimple. En este caso
concluiremos que un algebra de grupo es tipo de representacién finito si y sélo si sus p grupos
de Sylow son ciclicos, siendo p la caracteristica del cuerpo.

OBSERVACION 3.0.6. Si k es un cuerpo de caracteristica p, G un grupo ciclico de orden

p", entonces:

kG = k[x]/(zP").

Demostracién:
Sabemos que kG = (xﬂ’i]w_
Como 27" —1 = (2 — 1)*" debido a que la caracteristica de k es p entonces kG %
Siy=x—1resulta kG = kly+1] ~ K[y .

(y?™) (yr™)"

3.1. Algebras de Grupo

Si G es un grupo finito y H un subgrupo de G por la proposiciéon 2.2.5 sabemos que
kG /kH es una extension de dlgebras libre, por tanto tenemos los funtores Restriccién e
Induccion entre las categorias de médulos sobre kG y kH. De ahora en mas usaremos las
siguientes notaciones:

» dado un kG médulo M, Res(M) = My

19
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= dado un kH médulo N, Ind(N) = N¢

PROPOSICION 3.1.1. $i G es un grupo finito y P es un subgrupo de G, k un cuerpo

de caracteristica p, con p 1 [G : P] la siguiente sucesion & : 0 SN I /SN NN

es sucesion exacta de kG-maodulos entonces £ se escinde como sucesion de kG-mddulos si y
solo si se escinde como sucesion de kP-mddulos.

Demostracion:
(=)

. f g h . . ,
Sié: 0 — L — M — N — 0 se escinde como sucesiéon de kG médulos entonces
también se escinde como sucesion de kP maddulos.

(<)

Sié: 0 , L2 M N — 0 se escinde como sucesién de kP modulos, significa

que existe j : N — M morfismo de kP mddulos tal que 7o j = idy.

Sea G = U!_, Pg; la descomposicién de coclases de G segiin P. Sea g € G, veamos que la
funcién o : {1,...,l} — {1,...,1} dada por:

9i9 = Po(i)Jo(i) CON Po(s) € P (3.1)

es una permutacion, para eso solamente veamos que o es inyectiva.
Si o(i) = o(l) lo que significa que:
9i9 = Po(i)9o(i) = Po()9o(l) = 919-
Entonces como g;g = ¢g;g, esto implica que g; = ¢g; lo que significa que o es inyectiva.

Definamos j : N — M de la siguiente manera:

§ 1 .
i = & ;gi Lj(gin)

observemos que [Gi}P] € k porque la caracteristica de k no divide a [G : P|. Ahora

probemos que 5 es un morfismo de kG médulos, para eso solamente nos falta probar que:

j(gn) = gj(n)vg € G.

l l
. 1 L 1 L
iem) = = h > g7 (gign) = @7 > 97 i Poti 9o )
P & :

=1
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debido a 3.1. Como ademas gi_lpg(i) = gga(i)_l tenemos:

! l

~ 1 1. 1 1. .

jlgn) = W Zgga(li)](gg(i)n) = Wgzgg(li)J(ga(i)n) = gj(n).
i=1 =1

Ahora solamente nos falta probar que 7o j = idy.

l l l
mo ) =nlzip >0 ilgm) = o > wtitam) = g S >0 g =n

Entonces 7] = idy O
Desde ahora si tenemos un grupo G y un nimero primo p tal que p||G| notaremos con
Sp a los p-subgrupos de Sylow.

LEMA 3.1.2. Sea k un cuerpo de caracteristica p, G un grupo, p||G| y S, un p-subgrupo de
Sylow, entonces kG admite solo un ndmero finito de clases de isomorfismos de mddulos inde-
scomponibles, si y solamente si kS, admite solo un nimero finito de clases de isomorfismos
de modulos indescomponibles.

Demostracion:

(<)

Sean L1, ..., L; los representantes de las clases de isomorfismos de los kS, mddulos inde-
scomponibles.

Sea M es un kG moédulo indescomponible entonces Mg, cumple:
Mg, = @l L™ como kS, médulo.
Ahora apliquemos el funtor Induccién a Mg, :
(Ms,)% = kG @ps, (®'_ L")

Sea ¢ : (Mg,)® — M morfismo de kG médulos, dado por ¢(a ® m) = am.

Si definimos ahora j : M — (Mg, )% como j(m) = e®m es un morfismo de kS, médulos.
Este morfismo cumple:

o(j(m)) =dle®@m) =em =m

por lo tanto ¢ o j =idyr y como p 1[G : Sp], aplicando la proposicién 3.1.1 tenemos que
M|(Msg,)® como kG médulos. Aplicando el teorema de Krull-Schmidt tenemos que existe L;
tal que M|kG ®4s, Li. Ademés sabemos que:

dimpkG ®kSp L, = [G : Sp]dikai < Q.
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Entonces (Msp)G tiene un ntmero finito de sumandos indescomponibles y en conclusién
kG es de tipo finito.

=)

Si kG tiene un numero finito de médulos indescomponibles finitamente generados no iso-
morfos My, ..., M;.

Sea L un kS, médulo indescomponible. Entonces aplicando el funtor induccién a L sabe-
mos que:

LY = @} M
Ahora aplicamos el funtor restriccién a lo que tenfamos y nos deja que:
(L%)s, = @i (ResM;)™
Como kG kS, es una extensién de dlgebras tenemos que:

kG = kS, ® H

como kS, bimédulos. Ademés tenemos que (LG)Sp = Res(kG) ®4s, L. Juntando todo
tenemos el siguiente isomorfismo de k.S, médulos:

(LY)s, = (kSp ®ps, L) ® (H @4s, L)
De lo que deducimos que L|(L)g, ya que: L = kS, @ys, L.

Entonces, por el teorema de Krull-Schmidt, L es sumando de Res(M;) para algin M; y
como Res(M;) es de dimensién finita entonces kS, solamente admite un nimero finito de
clases de isomorfismos de médulos indescomponibles. O

PROPOSICION 3.1.3. Si k es un cuerpo de caracteristica p, G un grupo tal que p |G| y
supongamos que el p-grupo de Sylow S, es ciclico. Entonces kG admite un nimero finito de
clases de isomorfismos de modulos indescomponibles.

Demostracion:

Por el teorema 3.0.6 sabemos que kP = k[x]/(x?") donde |P| = p", y por el teorema
1.3.5 sabemos que tiene p™ mddulos indescomponibles.

Ahora aplicamos el lema anterior y concluimos que kG tiene una cantidad finita de médu-
los indescomponibles no isomorfos dos a dos. O
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LEMA 3.1.4. k[z,y]/(z,y)? tiene un nimero infinito de mddulos indescomponibles no iso-
morfos, siendo k un cuerpo infinito. Ademds si k es infinito, k[x,y]/ (z,y)? tendrd infinitos
mddulos por cada dimension par.

Demostracion:

Todo médulo M sobre el dlgebra A = k[, y],/{x,y)? lo podemos ver como un morfismo
de k-algebras ¢ : A — Endy (V') (observacién 1.2.6) tal que:

w Y(z)=85: V-V

= Ply) =T:V =V

Donde S2 =T?=So0T =ToS =0.

Sean Sy T : k*" — k?" definidos de la siguiente manera:

0 0 0 0
r=(nn)o= (1)

siendo I, J. dos matrices cuadradas de n filas y n columnas con ¢ € k donde:

1 0 0 c 0 0
j 0 1 v J, = 1 ¢
0
0 0 1 0 1 ¢

Es claro que tenemos que S? = T2 = SoT =T oS = 0, por lo tanto definen médulos M,
Sobre A de dimension 2n dependiendo de c. Solamente nos bastaria probar que cada uno de
estos médulos es indescomponible.

Como A es un édlgebra artiniana (ya que A tiene dimension finita), solamente con probar
que Endy(M,) es local obtendriamos que M, es indescomponible (lema 1.3.1).

Sea x un elemento de End(M,.) entonces = se puede ver como una matriz de 2n x 2n
que hace conmutar los siguientes diagramas:

k2n L. k2n k2n L> k,Qn
5 N (NI D
k‘2n N k2n k2n N an

Para que conmute el diagrama se tiene que cumplir que zoT =T oz y que xoS = Soux.
O lo que es lo mismo:
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A B 00\ (0O A B (3.2)
C D I o) \I O C D)’ ’
A B 0 0 0 0 A B
y(c D><J00>(JCO (C D) (3:3)
De la ecuacién 3.2 obtenemos, B=0y D = A.
Por lo tanto:
A B\ (A0
c D) \(C A
Entonces tenemos que:
= 1 es invertible si y solamente si A es invertible,
= 1 es nilpotente si y solamente si A es nilpotente.
De la ecuacién 3.3 tenemos que AJ. = J A, asi que si A = (a;;) entonces:
caip +ai2  cajp + a3 Ca1n
ail - Qin
cagl + aze  caza + a3 Ca2n
AJ. = : : Jo = .
il finn Canl + Gn2  Canz + Gn3 Clnn
cal ca12 Ca1n
ail Q1
a1 + cazl a1z + cagg a1n + cazp
a a
" " a(nfl)l + can a(nfl)Q + cap2 a(nfl)n + canpn
entonces tenemos que a1 = a2 = ... = apy y que a;j = 0 si @ # j. Por lo tanto la matriz A
es diagonal con los coeficientes en la diagonal todos iguales, entonces A es nilpotente si y solo
sl aig = a2 = ... = ap, = 0y A es invertible si y solo si a11 = ase = ... = apn # 0. Por lo

tanto A es nilpotente o invertible, asi que x es nilpotente o invertible. Por lo que End4(M,)

es local, y M, es indescomponible.

O]

TEOREMA 3.1.5. 5i S, es un p-grupo no ciclico y k es un cuerpo de caracteristica p, en-
tonces kS, tiene un nimero infinito de clases de isomorfismos de médulos indescomponibles.

Demostracion:
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1. Si 5, es abeliano entonces:

Sp =2 Zpny X ... X Ly

para | > 1. Entonces existe un subgrupo H < S, tal que:

2. 5i Sp no es abeliano entonces sabemos que:

» Z(Sp,) # Sp por no ser abeliano,
» Z(Sp) # 1 por el lema 1.2.1,

» Sp/Z(Sp) no es ciclico por el lema. 1.2.2

Ademds como:

[1Spl = 1Z(Sp)IISp/Z(Sp)

Por lo tanto tenemos que |Sp| > |S,/Z(Sp)|. Podemos seguir haciendo cocientes por
centros hasta que obtengamos un grupo abeliano, esto se puede consegir en finitos
pasos debido a que el grupo es finito y a que el orden del cociente es siempre menor
estricto al orden del grupo.

Entonces tenemos un subgrupo N de S, tal que:

Sp

gan X...inl
N p 4

Por lo tanto, nuevamente caemos en el caso 1.

Sea 7 : S, — S,/H = Z, x Z, la proyeccién de S, sobre el cociente. Entonces esto
induce un morfismo de k-algebras ¢ : kS, — k(Sp/H) = k(Z, x Zy).

Si usamos la proposicién 1.1.7 solamente bastaria con probar que k(Z, x Z,) tiene una
cantidad infinita de médulos indescomponibles no isomorfos.

Por la proposicién 1.2.4 sabemos que k(Z, x Z,) = kZ, @1 kZ,. Y por 3.0.6 sabemos que:

~ Klz]
kZp = Tp),
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Por lo tanto:

kla] o k[z]

kZ, @ kZ,, =

) Tar)
Sea ahora 1 un morfismo de k-algebras definida de la siguiente forma:
klz]  Klz]

Y klz,y] —

(@r) O Tar)

definida en x e y de la siguiente manera:
» Y(z) =2 ®1,

= Y(y) =10y.

Como ¥ (aP) = ¢(yP) = 0, induce sobre el cociente <I;Lzyy£> un morfismo de k-dlgebras )
tal que:
- klz, klx klx
o, Hewl Ml Ml

(2P, yP) (xP) 7 (aP)

Como es 1) sobreyectivo y las dimensiones de llegada y partida son iguales, entonces 1
tiene que ser un isomorfismo de k-algebras.

Como ademéds tenemos las siguientes inclusiones de ideales en k[x,y]:

(2P, yP) C (z,y)P C (z,y)*

entonces tenemos un morfismo (proyeccién) 7 tal que:

. klz,y] klz, y]
e — 5
(P, yP) (z,9)
Aplicando nuevamente la proposicién 1.1.7, solamente bastaria ver que k[z,y],/ (z,y)?

tiene una cantidad infinita de moédulos indescomponibles, pero eso es exactamente lo que
dice el lema anterior (3.1.4). O

TEOREMA 3.1.6. (Higman)Sean k un cuerpo de caracteristica p y G un grupo finito tales

que p||G|. Entonces kG es de tipo finito si y solamente si los p-grupos de Sylow de G son
ciclicos.

Demostracion:

=)
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Si kG es de tipo finito por el teorema 3.1.5 si tuviese un p-grupo de Sylow .S}, no ciclico
entonces kS, no serfa de tipo de representacién finita, aplicando ahora el teorema 3.1.2,
entonces kG tampoco seria de tipo de representacién finito, lo que seria absurdo.

(<)

Si G tiene un p subgrupo de Sylow ciclico entonces aplicamos la proposicién 3.1.3 y
obtenemos que kG tiene que ser de tipo de representacién finito. O

3.2. Segunda conjetura de Brauer-Thrall

La segunda conjetura de Brauer-Thrall afirma que: si tenemos un algebra de dimensién
finita sobre un cuerpo k, y esta algebra tiene infinitos mdédulos indescomponibles, entonces
existe una sucesién de enteros positivos n; < ng < ... tal que para cada entero positivo n;
existen un nimero infinito de médulos indescomponibles de dimensién n;

TEOREMA 3.2.1. La sequnda conjetura de Brauer-Thrall es cierta para las dlgebras de
grupo cuando el cuerpo es infinito.
Demostracién:

kG tiene un nimero infinito de médulos indescomponibles, entonces el p-grupo de Sylow
no es ciclico y por el teorema anterior kS, tiene un nuimero infinito de indescomponibles.
Por la demostracion del lema 3.1.4 y del teorema 3.1.5 sabemos que hay infinitos médulos
indescomponibles de dimensién 2n para todo natural n, la conjetura de Brauer-Thrall es
cierta para kS),.

Supongamos que no es cierta para kG (existe ng natural tal que ¥n > ng hay finitos
médulos indescomponibles con dimensién n).

Ademss existen infinitos naturales n; > n tal que kS, tiene una cantidad infinita de
modulos indescomponibles {Ls}ses, con dimg(Ls) = n;.

Entonces (Ls)® =T;, @ ... ® T}, donde T;; € ind(kG).

Como L es sumando de Res((Ls)%) = Res(T;,) @ ... ® Res(T},), entonces para algin
ij,, sabemos que LS\Res(TijO), por el teorema de Krull-Schmidt.

Entonces n; = dimyLs < dimy,T;, < (G : Spln; = dimy(Lg)C, por hipétesis tinicamente
hay un numero finito de kG médulos indescomponibles que tienen:

n; < dikaijO < [G : Sp]nj
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por lo que hay solamente un nimero finito de sumandos indescomponibles de ResT;;  co-
mo kS, médulos y en consecuencia sélo hay finitos indescomponibles L; lo que es absurdo. [



Capitulo 4

Teorema de Drozd - Bondarenko

En este capitulo veremos unas equivalencia para que un algebra de grupo sea mansa.

Si tenemos k con caracteristica p y G un grupo cuyo orden es dividido por p entonces
para averiguar si kG es mansa, solamente nos tenemos que fijar en S, y ver si S, es alguno
de estos grupos: {Dy, SD,, Qn}, o ver que [S, : (Sp)'] < 4.

PROPOSICION 4.0.2. Dada una extension 3 /A los funtores Restriccion e Induccion
satisfacen las siguientes propiedades:

1. N|Res(IndN) para todo N € modA;

2. Si ademds ¥,/ A\ es separable entonces: M|Ind(Res(M)) para todo M € mod¥.

Demostracion:

1. Por definicién Res(Ind(N)) = Res(X®5N). Por la parte 3) de la definicién (2.2.1) de
extension de dlgebras tenemos que:

Res(Ind(N)) = (A& B)®@aN
Aplicando la propiedad distributiva del producto tensorial respecto a la suma tenemos
que:
Res(Ind(N)) = (AQAN) @ (B&AN)
pero como A® N = N entonces resulta que:
Res(Ind(N)) 2 N @ (B ®x N)

Por lo tanto N|Res(Ind(N)).

29
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2. Sea I = ker(m : ¥®@p,% — ), como tenemos que la siguiente sucesién es exacta y se
escinde:
00— I —03Xp2X — X —0

Por lo tanto se obtiene el siguiente isomorfismo: I & X = ¥®pX. Por otro lado, dado
M € mod¥, tenemos que: Y@M = Y@p (X®@x M) ya que:

M =3XsM

Ahora aplicando la propiedad asociativa del producto tensorial se obtiene que:

YRAM = (205 2) Qs M

substituyendo X®x3 por I @ ¥ ya que son isomorfos, resulta que:

SoAM =16 (SosM) =16 M

Por lo tanto M|Ind(Res(M)) = ¥ ®, M para todo M € mod¥. O

COROLARIO 4.0.3. Si X% /A es una extension de k dlgebras de dimension finita libre tal
que el grado de X,/ A es r entonces:

1. Si N € indA, existe M € ind% con dimpM < r.dimiN tal que N|Res(M).

2. Si ademds ¥ /A es separable y M € indX entonces existe N € modA con dimpN <
dimiM tal que M|Ind(N).

Demostracion:

1. Sea Ind(N) = @&;M; con M; € indX. Por la proposicién anterior tenemos que N|Res(Ind(N)) =
@;Res(M;). Aplicando el Teorema de Krull-Schmidt(1.3.2) sabemos que existe un i tal
que N|Res(M;) y por otro lado dimy(IndN) = r.dimyN. Entonces tenemos que:

dimy(M;) < dimy(IndN) = r.dimpN,
completando la prueba

2. Res(M) = ®;N; es una descomposicién en indescomponibles de Res(M). Por la parte
2 de la proposicién anterior: M |Ind(Res(M)) e Ind(ResM) = &;Ind(N;) debido a que
el funtor Ind es aditivo. Por el teorema de Krull-Schmidt existe i tal que M|Ind(N;) y
ademas dimy(N;) < dimy(M).

TEOREMA 4.0.4. Si Y. /A es una extension de dlgebras de dimension finita y libre de
grado r, entonces:
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1. Si ¥ es mansa entonces A también lo es.
2. 813,/ N ademds es separable entonces si A es mansa Y. también lo es.

Demostracion:

1. Sea d natural y sean {Mj, ..., M;} un conjunto de ¥ — k[x] bimédulos tales que cada
¥ médulo M indescomponible de dimensién menor o igual a rd verifica M|M; Qklz] S
para algin ¢ = 1,2,...,t, con Sy simple y A € k.

Consideremos la familia de A médulos {Ny,..., N} tal que N; = Res(M;). los N;
tienen estructura de A — k[z] bimédulos. Ahora si N es un A médulo de dimensién
d, por la parte 1 del corolario anterior, existe un > maédulo indescomponible M con
dimy(M) < rd tal que N|Res(M) de aqui sabemos que N|N; ®p[;) Sy entonces A es
mansa.

2. Sean d natural y {N,..., N;} un conjunto de A — k[z] bimédulos tales que, si N es un
A médulo indescomponible de dimensién menor o igual a d entonces N|N; ® g[5) Sx
Sea M un ¥ moddulo de dimension d, entonces existe por el corolario anterior un A
médulo N con dimensién menor o igual a d tal que M|Ind(N) y ademas:

N[Ind(N; @y Sx) = (X @A N;) @pla) Sa
como X ®A N; es un ¥ — k[z] bimédulo finitamente generado, entonces ¥ es mansa. [

Podemos aplicar el teorema anterior directamente a las algebras de grupo, utilizando la
proposicién 2.2.5:

COROLARIO 4.0.5. Sean k un cuerpo de caracteristica p, G un grupo finito y S, un
p-grupo de Sylow de G. Entonces kG es mansa si y sélo si kS, es mansa.

Demostracion:
Por la proposicion 2.2.5 sabemos que kG, kS, es una extensién separable de algebras.

Luego podemos aplicar el teorema 4.0.4 para los dos lados, por lo tanto kG es mansa si y
solo si kS, es mansa. O

4.1. Teorema de Drozd-Bondarenko

Nuestro objetivo en este capitulo es dar una condicién necesaria y suficiente para que un
algebra sea de tipo mansa. Como ya vimos en la seccién anterior esto depende solamente de
los p-grupos de Sylow del grupo.
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LEMA 4.1.1. Sin > 3 entonces las posibles soluciones de:
2% = 1mod(2")
Son {1,—1,27"t — 1,271 41},

Demostracion:

22 = 1 mod(2") es equivalente a 22 — 1 = 0 mod(2") que es lo mismo que (z—1)(z+1) =
0 mod(2"), que a su vez es lo mismo que: (z — 1)(z + 1) = k2" donde 21k y N > n.

Entonces tenemos que:

-+ 1 :2N1/€1,
n g —1= 2N2k:2, donde k1koy = k.

Como x+1—x—1 = 2 ambos no pueden ser multiplos de 4 a la vez, asi que se presentan
los siguientes casos:

] :1:+1:2N_1k1ya:—1:2k2;
. :c—|—1:2Nk1yx—1:k:2;

. :U—|-1:2k1y:)3—1:2N’1k2;
n o4+ 1=2k yo—1=2Nk;

Siz+1=2""12"k como ki — 1 es un niimero par, entonces sabemos que:

ohon=1p, = 2mon=Lmod(2™)

entonces x 4 1 = 2" 12"mod(2") por lo tanto si N = n 4 h con h > 0 tenemos:

1Lz +1=2N"1% = 2V "lmod(2") entonces = = 2" 12" — 1mod(2"), que dependiendo
desih=00h>0daz=2""1—1mod(2") o x = —1mod(2") respectivamente.

2. x+1=2V%k =2Vmod(2") entonces x = —1mod(2")

3. 2 — 1 =2N"1k = 2V "1mod(2") entonces x = 2"~'12" + 1mod(2"), que dependiendo
desih=00h>0daz=2""1+1mod(2") o z = 1mod(2") respectivamente.

4. x —1 =2k =2¥mod(2") entonces x = —1mod(2"). O

LEMA 4.1.2. Si |G| = p" con n > 1, N subgrupo normal de G con |N| # 1 entonces
|Z(G)NN| #1



CAPITULO 4. TEOREMA DE DROZD - BONDARENKO 33

Demostracion:

Consideremos la cadena Gy C G C ... C GG = G definida por recurrencia como sigue:
Go =0, Giy1 tal que Gi11/G; = Z(G/G;)¥i > 1 (Observacién : G = Z(QG)). Por induccién
en ¢ > 0 y usando 1.2.1 se puede ver que la cadena anterior es estricta.

Dado un subgrupo normal N de G, sea ¢ el minimo nimero natural menor que k tal
que |[INNG.| # 1. [N NG, G] es subgrupo de N N G.—; debido a que todo elemento de la
forma hkh~'k~' con h € NN G, y k € G cuando se considera la clase de este elemento en
el cociente de G con G._; es el elemento neutro. Ahora como sabemos que [N N G, G| es
trivial, entonces quiere decir que todos los elementos de N N G, conmutan con los del grupo
G, y por lo tanto N NG, C Z(G).

En conclusién N N G. C N N Z(G) que no es trivial.

TEOREMA 4.1.3. Si G es un 2-grupo con un subgrupo mazimal ciclico y |G| = 2"+
entonces G es isomorfo a uno de los siguientes grupos.

1. Z2n+1
2. ZQn X ZQ

3. Dn+17 Qn—i—ly SDn—i—l’ Wn+1

Demostracion:

Ya sabemos que:

= n =0 entonces G = 7y

m n=1entonces G =7y x Zo0G=7,

= n = 2 entonces G es isomorfo a Zg, Z4 X Zy, D3, 0 Q3

Por lo tanto debemos probarlo para n > 3, observemos que en este caso tenemos la
siguiente sucesién exacta de grupos:

l— (1) =G — () —1

Donde (x) es el grupo ciclico maximal, ademds como [G : (x)] = 2 entonces (x) es un sub-
grupo normal de G entonces (y) = G/(z) es un grupo.

Como (z) es normal entonces grg~' € (z) por lo tanto conjugar es una accion de G
en (z). Como ademés tenemos que: yz*zz~%y~' = yxy~! no depende del representante de
G/(z) por lo tanto tenemos una accién de G/(x) = (y) en (x).
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El morfismo z — yxy~' = z* es un elemento de orden 1 o 2 de Aut({z)) y como

z — y(yzy~ Yyt = (%)% = 2¥° = z aplicando el lema 4.1.1 tenemos que k € {1, —1,2"1 —
1,21 +1}. Ademés sabemos que y? = 2! para algtin t. Por lo tanto tenemos los siguientes

casos:
1. Si yzry~!' = z. Entonces G es abeliano, entonces G = Zgn+1 0 G = Zgn X Zy
2. Siyxy~! =27!,y? = 2'. Entonces x! = y? = yy?y~! = 27! por lo tanto 2" divide a 2t

entonces t =0 o t = 21

» Sit=0entonces G = ({z,y/z*" =19?> =1, yzy~ ' =2}) = Dy11

s Sit =21 entonces G = ({z,y/a*" = 1,y=22" ", yzy~! = 22" ~1}) o de otra

n—1 n—2 —
forma lo podemos ver como: G = ({z/,y/z" = 1,y? = 2" yaly ! =
2'71}) siendo 2’ = 2?2 y oy = xy
; - on—1 1 AT . t 2 t, —1
3. Sizyr~1=ux . Como G no es ciclico entonces t es par, asf que 2 = y* = yzly™' =

2@ =Dt — 2=t Porlotantot =00t = 271

= Sit=0entonces G = {{z,y/2*" =y? =1,yxy ! = xanLl}) =SDpi1

= Sit=2""1gillamamos 3’ = 2~ 1y y reemplazamos a y por y entonces obtenemos
que G = ({x,y/2*" = y? = 1,y/zy"1 = 22" 71}

. _ n—1 ;1. .
4. Sl yxry 1 = .1,'2 +1 CcOomo G no es ClChCO entonces t es par, sea t = 2s Yy sea 1 entero

que es solucién de (2772 + 1)s = 0 mod(2"~!) sabemos que tiene solucién si n > 3.

2(i(2" 2+ 1)s) — q y y’xy’_l I e

2n-

Sea 3/ = x'y entonces y? = (z'y)? = ° = yry~
Asf que caemos en el caso de que G = ({x,y/x?"  =1,9°> =22" |yzy ! =271}) =
Wn+1 0

TEOREMA 4.1.4. Si G es un p-grupo no abeliano de orden p™*! tal que [G : G'] < 4
entonces p=2 y G es Dpy1, Qni1, SDpit.

Demostracién:
Si M es un subgrupo maximal de G se tiene que [G : M| = p entonces M es normal en

G. Como G/ M es ciclico, por lo tanto abeliano, tenemos G’ C M.

» Como G no es ciclico, entonces para todo = € G, (x) € M € G, con M un subgrupo
maximal. Entonces para todo = € G, (z,G') C M. Luego G/G’ no es ciclico.
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» Como [G : G'] <4 entonces [G : G| =4 porque si [G : G'] = 1,2,3 esto implicarfa por
lo anterior que G es abeliano. Como [G : G'] = 4 esto implica que p =2y G = Za X Zo
y n > 2 ya que G no es abeliano.

Solo falta probar que G tiene un subgrupo maximal ciclico y por ya estaria probado el
teorema. Hagamoslo por induccién en n.

» Sin =2 entonces G = D3 o G = @3 que tienen un subgrupo maximal.

= Consideremos n > 3. Como |G| = 2" y [G : G'] = 4 entonces |G’| > 1. Como G es
un 2 grupo entonces aplicando el lema 4.1.2 tenemos que: G' N Z(G) # 1.

Sea a € G' N Z(G) de orden 2, entonces (a) es normal en G porque (a) C Z(G) y
G : (a)] = 2™

Consideremos ahora H = G /(a), entonces tenemos que:

H' =G /(a)
y cocientando H por H’

~ G/a)
-G /Na)

H/H ~ GG 2Ty X Lo

Por hipotesis inductiva, H tiene un subgrupo maximal ciclico (Z),con = € G, de orden
27~1 Entonces se tiene que:

n—1 n—1
x> =ao 1’ =1

y que el cociente H /(Z) estd generado por y un elemento de orden 2.

Entonces G = (z,y), si esto no se cumpliese tendriamos que (z,y) C M para algin
M maximal y como G’ estd incluido en todos los grupos maximales, por lo tanto
(x,y,G") C M.

Ademids G = (x,y,a) C (x,y,G’) entonces G = (z,y,G') C M siendo M un subgrupo
maximal de G lo que serfa absurdo. Finalmente tenemos que G = (z,y).

Ahora solamente resta averiguar cuales son estos grupos:
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1. Si 22"" = a implica que |(z)| = 2" y caemos en el lema anterior. Por lo tanto los
posibles grupos serian: Dy 41, Qpt1, SDpt1 0 Wyt

2. Si 22
S

yxy

n—1

= 1 sabemos que a ¢ (x). Como (Z) es normal en H entonces tenemos que:
= Z", con r impar.

Esto se traduce a lo siguiente: yzy~! € {z",2"a}

a)

Si yry~! = 2" entonces (z) es normal en G y por lo tanto G/ (z) tiene orden 4,

lo significa que es abeliano. De lo anterior sabemos que G’ C (x), pero entonces
a € (x) y llegamos a una contradiccion.

1 1 1

Si yxy~' = z"a entonces tenemos que [y, x] = yry x~
tonces (z"la) C G'.

1 r—1

=z"ax™" = 2" "a en-

Por otro lado (z"~'a) es normal en G, ya que yz" lay~! = 27" Vg = (27 La)"
debido a que a estd en Z(G) tiene orden 2 y que 7 es impar. Ademds al hacer el
cociente de G con (x""'a) nos da un grupo abeliano, entonces G’ = (2" 1a).

2 1.,\2t

Como a € G’ entonces a = (2"~ 'a)! para algiin ¢, tenemos que 1 = a? = (2" 'a)
Por lo tanto 27! divide a t, asi que t es par, luego a = (z"'a)t = 2t~V € (z).
Esto es absurdo, entonces 72" = 1 o sea (z) es ciclico maximal.

Entonces aplicamos nuevamente el lema anterior. y tenemos que los grupos posibles

son

Dpi1,Qna1,SDp11 0 Wiyy1. Pero como vimos en la proposicion 1.2.9 los posibles

grupos son los primeros tres. ]

Antes de comenzar con el Teorema final, daremos dos ejemplos de algebras de grupo
salvaje que utilizaremos en la demostracion.

EJEMPLO 4.1.5. Si G = Zy X Zy x Zg y k tiene caracteristica 2 entonces k|G| es salvaje.
Demostracion:

Si g1, g2, g3 son los generadores de G verifican g7 = g3 = gg =1, viendo a G con estruc-

tura multiplicativa.

Definamos ¢ : k[x1, 2, 23] — k[G] morfismo de dlgebras de la siguiente manera:

= (x1
. QP(@
= (73

)=g1—1
)=g2—1

)=g3—1
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Por la definicién ¥ ((z,)?) = 0 para u = 1,2,3 lo que significa que z,% € Ker(y) para
u=1,23.

Ahora, como % tiene dimensién 8 y (212, 122, 23%) C Ker(y) resulta que:

kf[$1,$2,l’3] ~ kG
3 3 oy = klG]
(712, 222, 232)
Si consideramos A = [21,72,75] esta k-algebra resulta ser cociente de Algrwg.ms]
(zyzy con u, v=1,2,3)’ (@12,222,232)

y por lo tanto de k[G]. Luego si probamos que A es salvaje, entonces, aplicando el corolario
2.1.5, concluimos que k[G] es salvaje.

Sea B € R(A, k(x,y)) con rango de B como k(z,y)-médulo igual 2 determinado por las
siguientes matrices:

_ (0 y
=1 0)

Dado M € modk(x,y) y Ty, T, : M — M determinan las acciones de = e y respectiva-
mente.

Sea F' : B ®jzy) (-). Entonces F(M) = B ®jy,y M tiene el mismo espacio vectorial
subyacente que M @& M, ya que B tiene rango 2 y la estructura de A médulo determinada

por las matrices:

0 id
=54 )
(0 T,
e=(o o)

— OTZ/
“=(00)

Ahora si M, N son k{x,y) médulos veamos que sucede con la imagen de Hom(M, N)
por F'. Como B Q. M = M & M podemos ver que si ¢ : M — N entonces:
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ro- (3 2)

Si tenemos ahora un morfismo » € Hom(F(M),F(N)) entonces existen A, B,C,D :
M — N k lineales tales que:

_ A B . 2 2
¢_<C D).M N

Ahora como 3 es un morfismo de A médulos tiene que conmutar con las acciones de los
generadores de A en M? y N? esto es:
B
D

(e5)(0a)=(58)(z
(eo)(Ga)=(a)(en)
(eo)Go)=(aw)(e )

Las ecuaciones matriciales anteriores equivalen a:

C=0
A=D
AT, = T,D
AT, = T,D

Por las Primeras dos ecuaciones se ve que ¢ es de la formas:

(4 2)

Como el morfismo B es lineal y arbitrario sabemos que F' no es pleno, y que 1 estd en
la imagen de F' siy solo si ¢ = F(A), o sea siy solo si B = 0.

A pesar de esto ¢ : F(M) — F(N) es un isomorfismo si y solo si A: M — N es un
isomorfismo. Lo que significa que preserva las clases de isomorfismo.

Ahora veamos que F conserva indescomponibles, para ello supongamos que M es un
k{z,y) médulo indescomponible y que ¥? = 1. Esto es equivalente a que A2 = Ay AB +
BA = B. como M es indescomponible entonces A = id o A = 0 porque M es indescomponible
y A es idempotente. Ahora si A = 0 entonces B =0y si A = id entonces 2B = B entonces
B = 0 por lo tanto:
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id 0
= (0 )
y F(M) es indescomponible. Por lo tanto resulta que B realiza el salvajismo de A.

EJEMPLO 4.1.6. Sea p un nimero primo p # 2 y Car(k) = p entonces Si G = Z, x Z,
entonces k[G] es una k-dlgebra salvaje.
Demostracién:

Sean g1, g2 dos generadores de G, entonces cumplen g1g2 = ga2g1, g1 = 1 = goP.

Ahora definamos ¢ : k[z,y] — k[G] morfismo de dlgebras de la siguiente manera:

= p(z) =g —1

= Py) =g2—1

Por lo tanto ¢(2P) = ¢(y?) = 0 lo que significa que (2P, y?) C Ker(¢). Ademés como

dimy(k[G]) = p? = dimk((i[pfﬁ)), entonces:

K[z, y]
(2P, yP)

Como 2P, y? C (z,y)P v (z,y) C (x,y)P entonces tenemos las sigientes proyecciones:
klz, y] k2, y] klz, y]
— — 3
(2P, yP) (z,y)P (z,9)

Por el corolario 2.1.5 solo faltaria ver que I' = ff”y%’l, es salvaje.

k[G) =

Consideremos B € R(T', k(x,y)) con r(B) = 4 y la accién de los generadores x e y de I’
dada por las matrices:

00 0 0 0000
00 0 0 1000
=1y 00000 0 0
0 z y O 01 = O

Igual que en el ejemplo anterior si T, T, : M — M son las acciones de = e y sobre M
respectivamente, si F(.) = B ® (.) observamos que F(M) = M* como espacios vectoriales y
la accién de T en F'(M) por sus generadores se puede ver como las dos matrices siguientes:

00 0 0 00 0 0
w00 00} o ido0 00
id 0 0 0| 00 0 0
0 T, T, 0 0 id Ty 0
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Ahora si ¢ : F(M) — F(N) es un morfismo de I' mddulos este es de la forma:

A Ay As Ay
By By Bs By
Ci Gy C3 (4
Dy Dy D3 Dy

con A;,B;,C;,D; : M — N transformaciones k lineares.

Al final resulta que A verifica: AT, =T, Ay AT, = T,A y v es de la forma:

A 0 0 0
B A 0 0
Ci 0 Ay 0
Dy Dy D3 A

Si ¢ es un isomorfismo de F(M) en F(N) entonces det(A)* = det(y)) # 0 asi que
det(A) # 0 por lo que A es un isomorfismo k(z,y) lineal de M en N, de modo que F conser-
va las clases de isomorfismo.

Si M es indescomponible y ¥ es un endomorfismo idempotente de F'(M), entonces resulta
que:

A2 = A

By = BiA1+A1DB

Ch, = Ci1A1+ACy

Ds = Ds3A; + A1Ds

Dy = DA+ A1Ds

Dy = D1A1+DyB; +C1Ds+ A1 D;

como M es indescomponible y A es un idempotente de End(M) A =00 A = id. En
ambos casos resulta que G =L =T =S = R =0, por lo que ¢ es 0 o la identidad en F(M).
Por lo tanto I' es salvaje.

TEOREMA 4.1.7. (Drozd - Bondarenko) Sea G un p-grupo finito no ciclico. Entonces son
equivalentes:

1. kG es una k-dlgebra mansa
2. [G:G'<4
3. p=21y G es uno de los siguientes grupos: Dy, SDy, Q.

Demostracion:
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1=2

Primero veremos que si G es un grupo donde el dlgebra kG es mansa entonces G,/G’ no
es ciclico.

Ya sabemos que todo subgrupo maximal de G es normal (ya que [G : M] = 2), entonces
tenemos G’ C M. Por lo tanto:

Gc (1 M
Mmazximal

si G /G' = (x) esto implicarfa que (z) = G, de no pasar esto (x) C M para algin grupo
maximal, pero entonces tendriamos que G = (x,G’) C M lo que serfa absurdo. Pero ya
sabemos que G no es ciclico por lo tanto GG’ no es ciclico.

Entonces tenemos que GG’ es finito y abeliano pero no es ciclico. Supongamos que
[G : G'] > 5. De lo tltimo sabemos que existe un cociente isomorfo a Z, X Zy, 0 a Zig X Zy X Z.
Estos ultimos grupos tienen como algebras de grupo algebras salvajes como lo vimos en el
capitulo 2, y por lo tanto no son mansas por el teorema de Drozd.

Por lo tanto [G : G'] < 4 y como [G : G| # 1,2,3 ya que si se diera eso G/ G’ serfa
ciclico. Entonces resulta que [G : G'] = 4.

2=3
Es el teorema 4.1.4.
3=1

Solamente tendriamos que ver que si G es D,,, SD,, o ,, entonces son mansas.

» Para ver que D,, es manso recomendamos ver [BDr]

= (), es manso ya que como es subgrupo de SD, 1 y por lo tanto kSDy 1,/ kQ, es una
extension de dlgebras por lo tanto también es mansa.

= Finalmente tenemos la siguiente sucesién exacta:

2n71>

1—(x — Qpi1 — D, — 1

Por lo tanto tenemos un morfismo sobreyectivo de grupos desde Q,+1 a D,,. Luego lo
extendemos linealmente a un morfismo de algebras sobre las respectivas algebras de

grupo.
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Si suponemos que kD, no es mansa, entonces por el teorema de Drozd tiene que ser
salvaje. Pero com kD, es cociente de kQ,+1 entonces por el corolario 2.1.5 también
kQy1 seria salvaje, lo que es absurdo. Por lo tanto kD,, debe ser un dlgebra mansa. [
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