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Resumen

Este trabajo es una introduccién al estudio del proceso de contacto. En la primera parte
se define el proceso de contacto a través del método de la representacion grafica brindado
por Harris en 1978 y se estudian las primeras consecuencias de esa construccion. Poste-
riormente se estudia el proceso de contacto en L a través su comparacién con un proceso
de percolaciéon orientada por sitios, estableciendo la existencia de una unica transicion de
fase en este grafo y analizando el comportamiento cuando el parametro del proceso es
igual al valor critico. A su vez se presentan algunos resultados sobre el comportamiento
en la fase critica y super-critica. En la ultima parte de la monografia se muestra que en el
caso del arbol regular de grado d + 1, Ty, existen dos comportamientos bien disimiles en
la fase super-critica; en uno de ellos cada sitio es re infectado en tiempos arbitrariamente
grandes y en el otro no.
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se introducen definiciones bésicas y resultados generales que se requieren
para trabajar con el proceso de contacto. Algunos de estos resultados se suelen tratar
en cursos de probabilidad bésicos (o mas avanzados como Introduccién a los procesos
estocdsticos), por lo que solamente seran enunciados sin demostracion.

1.1. Definiciones basicas de grafos

Definiciones 1.1.1. Dados un conjunto de vértices V' y uno de aristas £ C V x V| se
dice que G = (V, E) es un grafo no dirigido cuando (x,y) € E < (y,z) € E para todo
x,y € V.Si (z,y) € E diremos que x e y son vecinos o adyacentes, y escribimos x ~ .

Se dice que x e y € V estdn conectados si existe un camino ey,...,e, tal que e; =
(xj_1,2j) € E, con x9p = = y x, = y. Diremos que la longitud del camino es el nimero de
aristas que lo forman; n en el caso anterior. Un grafo contiene un ciclo cuando existe un
vértice x y un camino de longitud positiva que conecta a x consigo mismo.

Un grafo es conero cuando para todo par de vértices x, y existe un camino que los conecta.
Cuando un grafo es conexo se induce una distancia 6 : V' x V' +— N definida como sigue:

d(z,y) = min {n € N: Jey,...,e, € E tales que € = (xj_1,2;) con Ty = T, T, = y}.

El grado de un vértice x es la cantidad de aristas que lo tienen como extremo. Se dice que
un grafo G tiene grado acotado cuando existe k > 0 tal que para todo z € V' el grado de
x se encuentra acotado por k. Un grafo es reqular cuando todos sus vértices tienen igual
grado.

Un grafo G = (V, E) es un drbol si es conexo y no contiene ciclos; si ademds G es regular
se dice que es un arbol regular. T, denota al arbol regular de grado d + 1.

Salvo que se indique lo contrario se trabajara siempre con grafos conexos y de grado
acotado (por k), ello implica que V' serd a lo sumo numerable.

Ejemplo. Llamaremos reticulo ctibico d-dimensional al grafo L = (Z¢, E), donde el con-
junto de aristas £ = {(x,y) € Z4x Z: ||x —y||; = 1}, siendo ||z||; = |z1]+...+|z]. L% es
un grafo regular. En la monografia nos referiremos esencialmente al proceso de contacto
sobre este grafo. En general, cuando no exista posibilidad de confusion, abusaremos de la
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notacién escribiendo Z¢ en vez de L al referirnos a este tltimo; al momento de trabajar
con otros grafos que tengan a Z? o un subconjunto de éste como vértices seremos precisos
en la notacion.

1.2. Tres propiedades de la distribucién exponencial

Una variable aleatoria X posee distribucion exponencial de pardametro A, y se escribe
X ~ exp(A), cuando tiene como densidad a la funcién: p(z) = Ae™** 1(,50y. Enunciamos
tres resultados bien conocidos de las variables exponenciales a los que recurriremos fre-
cuentemente, y cuyas pruebas se encuentran en cualquier libro bésico de probabilidad,
como por ejemplo [PMOS].

Proposicién 1.2.1. Si X ~ exp(a) e Y ~ exp(f3) son independientes, entonces
= Propiedad de pérdida de memoria:

P(X>s+t| X >s)=P(X >t) para todo s,t > 0.

» Z =min{X,Y} tiene distribucion exponencial de pardmetro o + 3.

n X —Y tiene densidad
b pmar 4 )

a+
p(z) =
% e <.
. a
En particular P(X <Y) = 3
a

1.3. El proceso de Poisson

Los procesos de Poisson juegan un rol muy importante en la construccion y el estudio del
proceso de contacto. A continuacion se definen los procesos de conteo para luego definir
el proceso de Poisson y enunciar caracterizaciones del mismo, asi como otras propiedades
utiles.

Sea (2, N/, P) un espacio de probabilidad. Una funcién X : [0,00) x © +— R es un proceso
aleatorio en tiempo continuo si X, : Q — R definida por X;(w) = X (¢,w), es una variable
aleatoria. Siendo asi, notamos al proceso (X;: ¢t > 0). De ahora en més se asumird que
P(Xy=0) =1y se dice que el proceso parte del origen.

Diremos que el proceso (X;: t > 0) tiene incrementos independientes, cuando dados cua-
lesquiera $1, ..., 8y, t1,...,t, € [0,400) tales que s; < t; < 89 < ...< s, <t,secumpla
que:

- X

X s1y ooy Xt — Xs,

1

son variables aleatorias independientes.

De la misma manera se dice que el proceso aleatorio tiene incrementos estacionarios (u
homogéneos), cuando P(X;,, — X; < ) no depende de ¢ para todo h positivo y x real. En
este caso, como el proceso parte del origen, X; ., — X; v X}, tienen la misma distribucion.

6
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Definicién 1.3.1. Sea (7,,: n > 1) una sucesién de variables aleatorias estrictamente
positivas. Definimos Sy =0, y Sy =11 + ...+ 1T} para k positivo.

El proceso de conteo (N;: t > 0) asociado a la sucesién (T),: n > 1) es:
Ni(w) =sup{k € N: S(w) < t}.

Diremos que Sy, St,...,Sk, ..., son los tiempos de salto del proceso de conteo. Observar
que P(Ny =0) = 1.

Definicién 1.3.2. Un proceso de Poisson de pardmetro \ es un proceso de conteo donde
(T,: n > 1) es una sucesion de variables aleatorias independientes e idénticamente dis-
tribuidas con distribucién exponencial de parametro A.

Comencemos estudiando el proceso de Poisson a través de una proposicion y dos teoremas
que lo caracterizan.

Proposicién 1.3.3. Consideremos (N;: t > 0) un proceso de Poisson de pardmetro \.
Entonces se cumple que:

1. Para cada n > 1, la variable aleatoria S, =T, + ...+ T, tiene densidad dada por
n—1

q(x):/\”ﬁe_” six>0yq(zr)=0siz<0.
n—1)!

2. Para cada t > 0, la variable aleatoria Ny tiene distribucion de Poisson de pardmetro
At, esto es

t n
P(N; =n) = e_’\t@ para todo n € N.
n!

Teorema 1.3.4. Un proceso de conteo (N;: t > 0) es un proceso de Poisson de pardmetro
A cuando se verifican las siguientes dos condiciones:

1. Dados tiempos to =0 <t; < ... <t yn,...,n, naturales arbitrarios, se cumple

k
PN, =ni1,... . Ny = Ny, =) = [ [P(Ny, = Ny, = ;).

j=1
2. Dados t, h positivos cualesquiera,

Ah)™
P(Niyyp — Ny =n) =P(N, =n) = e_’\h% para todo n € N.

La primera condiciéon nos dice que los incrementos son independientes, y la segunda que
son estacionarios con distribucién de Poisson de parametro Ah.

Teorema 1.3.5. Consideremos un proceso de conteo (Ny: t > 0). Entonces es un proceso
de Poisson si y solo si tiene la propiedad de incrementos independientes y estacionarios,
y verifica que:

P(N; > 2) =o(t) cuando t — 0.




Capitulo 1. Preliminares

Las pruebas de estos resultados se pueden encontrar en el décimo capitulo de [PMOS].

Observacion 1.3.6. Utilizando las caracterizaciones anteriores no es dificil probar que la
suma de dos procesos de Poisson independientes entre si, de parametros A\ y u respecti-
vamente, es un nuevo proceso de Poisson de parametro A + pu.

Observacion 1.3.7. También es sencillo observar que la probabilidad de que dos procesos
de Poisson independientes entre si salten en un mismo tiempo es nula; por lo que cuando
trabajamos con procesos de Poisson independientes supondremos que los saltos de ambos
ocurren en instantes diferentes.

Una idea que sera muy util repetidas veces es la de acoplar dos procesos de Poisson de
diferente parametro, es decir, brindar una construccién de ambos en el mismo espacio de

probabilidad.

A partir de un proceso de Poisson de parametro A se puede construir otro proceso de Pois-
son de parametro p < A eligiendo algunos de los tiempos de salto del primero. Probaremos
la siguiente afirmacién: sea IV; es un proceso de Poisson de pardmetro A,y (S,: n > 1) sus
tiempos de salto, considere (X,,: n > 1) una sucesién de variables aleatorias independien-
tes e idénticamente distribuidas con distribucién Bernoulli de parametro p, independientes
de Ny; se define un nuevo proceso de conteo M;, eligiendo los tiempos de salto de acuerdo
a las variables Bernoulli, esto es, S, sera tiempo de salto de M; solamente si X,, = 1. El
proceso de conteo M; resulta ser un proceso de Poisson de parametro Ap.

Para probar la afirmacién utilizaremos la caracterizacién del teorema (1.3.5)). Comencemos
probando que P(M; > 2) = o(t) cuando t — 0. En efecto, se tiene que:

cuando t — 0 porque N, es un proceso de Poisson.

Sean t| <ty < ... <ty yny,...,n; naturales arbitrarios. Queremos probar que M, tiene
incrementos independientes, para ello calculamos P(M;, — M,;, | = ng,..., My, = ny):

= ZZP(Ntk _Ntk—l :nk—l—lk,Bm(nk—i—lk,p) =Ngy...,
11=0 1=0
s 7Nt1 =T + ll7B7’-n<n1 + llap) = nl)
= P(Mtk - Mt}c—l = nk) e IP)(Mh = nl),

donde Bin(n,p) son binomiales de parametros n y p, independientes de NV;, e indepen-
dientes entre si, pues cuentan la cantidad de saltos que no se suprimen en cada intervalo
[ti—1,t;), y todos estos son disjuntos. Aplicando la independencia y luego sumando en cada
indice se deduce la igualdad, lo que prueba que las variables aleatorias M;, —M,, ,,..., M,
son independientes, y por tanto M; tiene incrementos independientes.

1

Para mostrar que los incrementos son estacionarios calculamos:

P(My, — My =k) = Y P(Niyp — Ny =k +1,Bin(k +1,p) = k)
=0

S BN, = k4 ) B(Bin(k + Lp) = k)
RO — ),
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Por tanto, (M;: t > 0) es un proceso de Poisson de pardmetro Ap.

Observacion 1.3.8. Si (Ny: ¢t > 0) es un proceso de Poisson y s > 0 es un tiempo fijo, se
prueba que (Np s — Ng: t > 0) es también un proceso de Poisson que cuenta a partir del
tiempo s.

1.4. Resultados de procesos de percolacién

Varios de los resultados que se presentan en la monografia dependen en buena medida
de realizar comparaciones (o mejor dicho, acoplamientos) entre cierta clase de procesos
de percolacion y el proceso de contacto. Es por ello que en esta seccién enunciamos los
resultados de procesos de percolacion que se utilizaran, y se incluyen las referencias basicas
donde se encuentran las pruebas de los mismos. Se pueden definir procesos de percolacion
en cualquier grafo conexo pero nos concentraremos en ¢ y T2 (este ultimo se definird més
adelante), que son en definitiva los grafos con los que trabajaremos.

Los procesos de percolacion han sido largamente estudiados desde que en 1957 Broadbent y
Hammersley introdujeron el proceso de percolacién independiente en L¢. En particular hay
una importante literatura sobre la tematica a la que recurrimos para interiorizarnos en el
tema, esto incluye [Gr99], [Du8g], [Gr10]. Existe también una monografia de Licenciatura
en Matematica ([Fr05]) que aborda el tema.

El proceso de percolacion estandar sobre el que refiere la mayoria de la bibliografia exis-
tente (incluida la mencionada en el parrafo anterior) es el denominado bond percolation o
percolacién por aristas, que fue el modelo inicialmente introducido. Pocos afios més tarde
se introdujo otra clase de procesos de percolacion llamados site percolation o percolacion
por sitios, donde en vez de declarar abiertas o cerradas las aristas del grafo se declara a
los vértices abiertos o cerrados. Su definicién es un poco menos intuitiva que en el caso
bond pero es mas general, en el sentido de que todo proceso de percolacién independiente
del tipo bond puede verse como un proceso de percolacién por sitios.

Tal vez la pregunta inicial cuando se analizan estas dos clases de procesos de percolacion
independientes es si existe alguna relacién entre sus parametros criticos. Hay varios re-
sultados en esa direccién para grafos conexos de grado acotado y grafos transitivos. Es
por ello que la mayoria de la literatura se concentra en el caso bond, porque ademés
de la cuestion histérica, existen comparaciones con el modelo site que permiten sacar
conclusiones sobre éste a partir del caso bond. En [GS98] se prueba que si d > 2,

pcb<Ld> < pcs(Ld) 9

donde p., indica el parametro critico del proceso en su modelo bond y p.s en su modelo
site en el reticulo L%, En el mismo articulo se prueba también que si el grafo es conexo y
su grado estd acotado por A entonces:
A-1
Des S 1 - (1 _pcb)
Estos apuntes esquematicos seran suficiente para lo que nos interesa de los modelos de
percolacién habituales.
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A nosotros nos interesara otra clase de procesos de percolacién que son los procesos de
percolacién orientada por sitios (cabe destacar que también puede hablarse de percolacién
orientada en el caso bond), donde los caminos solo pueden ir en ciertas “direcciones”. Las
principales referencias sobre percolacién orientada se encuentran también para el modelo
bond y se encuentran en [Du84] y [Du88], asi como en los libros de Grimmett [Gr99] y
[Gx10].

Interesa el caso del grafo L2 donde el conjunto de vértices es {(m,n) € Z*: m+n es par }
y los vértices vecinos de un sitio (m,n) son (m+1,n+1)y (m—1,n+1).

LS
S

(-4,0) (-2,0) (0,0) (2.0) (4.0)

<

[
Figura 1.1: Representacién de una parte de L 2.

En este caso el pardmetro critico cumple:

1 —
5 S pcs(L2>

rJ>IOJ

una demostracién puede verse en [PF05].

Precisaremos también una vision menos tradicional del proceso de percolacion orientada
por sitios pero equivalente a la estandar. Para esta visién se sigue el breve resumen
sobre percolacién orientada del capitulo 0 (Background and Tools) del libro [L199]. El

proceso de percolacion orientada por sitios B,,, en el subgrafo de T.2 donde la suma de las
coordenadas es no negativa, se puede describir asi: B,, es una cadena de Markov discreta
sobre la coleccién de conjuntos finitos de Z con la siguiente evolucion: condicionado el
proceso hasta tiempo n se tiene que los eventos {x € B,.1} son independientes y sus
probabilidades vienen dadas por:

p  si Bun{z—1,2}#0,

Si bien no es inmediato que esta descripcion del proceso de percolacién por sitios coincide
con la formulacién habitual en el subgrafo de L2, esta segunda forma hard més sencilla
la comparacion con el proceso de contacto.

10
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El siguiente resultado sintetiza los hechos mas importantes que utilizaremos del proceso
de percolacién por sitios By. Su prueba (que no incluimos aqui) resulta de adaptar los
resultados del modelo bond demostrados en [Du84] con las sugerencias del libro de [L199].

Teorema 1.4.1. Sip estd suficientemente cerca de 1, existen constantes C' y e > 0 tales
que:

inf P%(n € By,) >0, (1.1)
PO(n <7 <o0)<Ce ™, y (1.2)
PA(T < 00) < Ce™ I (1.3)

donde T = inf{n > 1: B, = 0} y P4 indica la probabilidad respecto de la condicion inicial
By=A.

1.5. Un teorema de dominacion de medidas

Muchas veces no pueden utilizarse resultados de procesos de percolacién (tanto en el mo-
delo bond como por sitios) para comparar con sistemas de particulas por fallas vinculadas
a la independencia que requiere la construccién de los modelos de percolacién. Por ello
se torna util contar con un teorema que permita, como veremos mas adelante, solucionar
la falta de independencia. El siguiente resultado es un caso particular de un teorema més
general probado por Liggett, Schonmann y Stacey en 1997 en el articulo [LSS97].

Consideremos || - || la norma del méximo en R?. Diremos que una coleccién de variables
aleatorias {X,: x € Z%} es m-dependiente cuando dados dos subconjuntos cualesquiera
Ay B de Z* que distan entre s{ mas de m, es decir que ||z — y|| > m para todo x € A,
y € B, se tiene que las colecciones {X,: x € A} y {X,: € B} son independientes.

Sea ¥ = {0,1}%". En ¥ existe un orden parcial natural dado por: w < o' si w(z) < W' (z)
para todo x en Z?. Se dice que una funcién real definida en ¥ es creciente cuando respeta
este orden parcial. Se dirda también que pu; < po cuando para toda funcién f : ¥ — R
creciente y continua (X con la topologia producto y C'(¥) con la norma infinito) se cumpla
que:

ul(f)z/zfdulé/zfduzzuz(f)-

Denotaremos con v, la medida Bernoulli producto en {0, 1}Zd con parametro p, es decir,
v, definida en los cilindros vale:

vy({n:n(x) =1Ve e G ) =0Yz e H}Y) =p(1—p)*,
donde Gy H son subconjuntos finitos de Z¢.

Teorema 1.5.1. Fijemos k > 0 y sea A = #{y € Z%: ||y|| < k}. Entonces cuando
{X,: x € Z} es una familia de variables aleatorias con distribucién de Bernoulli que
satisface:

P(Xo=1|X,, o —yll>k) >1-(1-yp)*,

1

d
para todo x € 7%, con p > 7,

se tiene que la distribucion p de la familia cumple > v,,.

11
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En el caso de que la coleccién de variables aleatorias {X,: x € Z%} sea m-dependiente la
condicion sobre las probabilidades del teorema (1.5.1) se reduce a

P(X,=1)>1—(1—p)>,
tomando k = m.

Demostracion. Sea {r,: n > 0} una numeracién de Z?. Escribiremos X,, = X,,.

Asumimos que todas las probabilidades de la forma P(X, = €, ..., X,, = €,) son estric-
tamente positivas. Veamos que si vale

P(XTL—H:1|X0:€0;-”;Xn:€n)Zp (14)

para todo n y toda eleccion de €; € {0,1} para 0 < j < n, entonces es posible brindar un
acoplamiento de forma que p > v,. Construiremos el acoplamiento recursivamente.

Si las variables aleatorias X e Y tienen la misma distribucién se escribira X ~ Y. Sea
Uy, Uy, U, . .., una sucesion de variables aleatorias independientes e idénticamente dis-
tribuidas con distribucién uniforme en el intervalo [0, 1], e independientes de (X,,: n > 0).
Es bien conocido que si ¢ € [0, 1] entonces 1y,cjo,q)} €s una variable Bernoulli de pardmetro
q, y la sucesion (1gyejo,q1: ¢ > 0) es una sucesién de variables aleatorias independientes.

Observar que si vale (1.4) para cualquier € = (e, ..., €,) € {0,1}"" y n > 0 entonces se
tiene que:
P(Xpp1=1) = Y  PXualXo=cp,....Xn=e)P(Xo=¢0,.... Xp =€)
ee{0,1}n+1
> Z pP(Xo=c¢€p,.... X =€,) = p.
ec{0,1}n+1
Comencemos la construccién. Para X, se tiene p’ = P(Xy = 1) > p, por lo que es

sencillo dar una construccién acoplada usando que Xy tiene distribucién lggeopyy ¥
Liwepp)y = Luoelop)ys Por tanto se define Yo = Ly eiop))-

Ahora construyamos Y;. Sean py; = P(X; =1 ’ Xo=0)ypnu=PX; =1 ’ Xo =1). Por
(1.4) sabemos que po1,p11 > p. Tomamos X; ~ Lgsciopo)y 8t Xo =0y X1 ~ Lugejopn))
si Xp = 1, o resumidamente:

X1~ g eiopo) Lixo=0} + Lneppn)y 1ixo=1} ;

entonces definimos Y; = 1g4,¢j0p)1- De esa manera X; e Y] estdn acopladas de forma que
Y1 < Xj. En general, y con el permiso de un breve abuso de la notacion, se tiene por (1.4)
que para cualquier € = (eg, ..., €,) € {0,1}"" vale:

p51:]P)(Xn-‘rl:]‘{XOZEOM‘WX?T:ETL)ZP’

por lo que se puede definir Y, 11 = 1y, cjop) siendo que X, 1 ~ Ly, cpop.q); cuando
ocurre { Xy = €, ..., X, = €, }; 0 equivalentemente,

KXny1 ™~ Z l{Un+16[0,pe1)} 1{X0:eo,_..,Xn:5n}

ec{0,1}n+1
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y por tanto X, 1 e Y,,11 quedan acopladas de forma que X,, ;1 > Y,,.1. En definitiva, para
demostrar el teorema alcanza con probar la desigualdad (1.4), y eso es lo que se hace a
continuacion.

Asumamos que para algin s positivo, vale para todo = la desigualdad:

P(X, =1|X,, [z —yl| > k) >s. (1.5)

Sea (Y,: n > 0) una sucesién de variables aleatorias independientes con distribucién
de Bernoulli de pardmetro r e independiente de (X,,: n > 0). Definamos 7, = X, Y,.
Intentaremos probar que (Z,: n > 0) satisface una desigualdad similar a (1.4) y como
Z, < X, serd suficiente porque dominaremos por debajo a las Z,, con una medida producto
de Bernoulli. Ahora bien:

P(Zny1 =1Zo=€0,.... Zn =€) =1 P(Xpy1 = 1| Zy = €0,..., Zn =€), (1.6)

dado que Y, es independiente de las variables aleatorias Xo, ..., X, 11, Yo,..., Y.

Fijemos n y definamos:

No = {i:0<i<n,||z;—zp1|l <k, =0}
N1 = {ZOSZSTL, Hxl—fﬂn+1H Sk, 6121}
M = {i:0<i<n, ||z;—xh1] > k}.

Ahora realizamos la siguiente estimacion:
P(Xop1 = 0| Zo=co,....Zn=6,)
P(Xn_;_l:O,Zl:O,ZENO, Zzzl,ZENl, Zl:Q,ZEM)
P(X,—H_l:(],ZZ:O,ZEN[),XZ:LZENl, ZiZEi,iEM)
P(ZzZO,ZGNo,XZ:LZGNl, ZZ‘:Q,Z.GM)
< P(Xn+1:(), leﬁl,ZEM)
- PY;=0,ieNy; X;=1,i € Ny; Z;=¢;,1 € M)

P(Xpi1=0| Zi=¢€,i€ M)
P(Y;=0,i€ Np;X;=1,i€ Ni| Z; =¢;,i € M)
< 1—s
T (1-rn)NIP(X;=1i€N | Zi=¢i€ M)

(1.7)

donde en la primera igualdad utilizamos la definicién de probabilidad condicional, Ny, Ny
y M, para lo que precisamos que P (Zy = €,...,Z, = €,) > 0; en la segunda igualdad
usamos la independencia de las variables Y;; en la primera desigualdad utilizamos la
monotonia de la probabilidad y que Y; = 0 implica que Z; = 0; en la tercera igualdad
condicionamos a {Z; = ¢;,i € M }; y finalmente volvemos a utilizar la independencia de
las variables Y; y la desigualdad (1.5)).
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Utilizaremos (1.7), que se cumple para cualquier n, para probar por induccién que si r es
elegido correctamente entonces vale:

P(Xpi1=1|Zy=€o,...., 2 =¢€,) >, (1.8)
para cualquier ordenamiento de Z¢, para todo n y todo ¢ € {0,1}. Para n = —1 la

desigualdad es cierta si r < s por (1.5).

Se puede escribir P(X; = 1,i € Ny ‘ Z; = €;,1 € M) como el producto de |N;| probabili-
dades condicionales de la forma:

P(Xi=1|Zi=e,ic M;X;=1,j€N,j>1),
o lo que es lo mismo: P (X; =1 ’ Zi=¢,i€ M;Z; =1,5 € Ny,j > 1), por la independen-
cia de las Y;.
En efecto, si Ny = {j1,...,J:} con j; < ... < j; siendo t = |N|, se escribe lo siguiente:
P(le = 1,...,th = 1722 :Ei,i S M)

P(X;i=1i€N|Z =¢,i€M)= B(Z =i e M) :

luego condicionamos nuevamente y se tiene que:
P(X;,=1|Xp=1,.... X5 Zi=e,ic M)P(X;,=1,...,X;, =1, Z; =¢;,i € M)
P(Z; =¢,i € M) ’
y continuamos haciendo lo mismo para el suceso {X,;, =1,...,X;, = 1,7, = ¢,i € M},
hasta obtener:

t
]P)(XZ:]_,ZEN1|ZZ:€Z,lEM):HP(XJZ :1‘ZZ:€Z,Z€M,XJ1 :17]1 €N1,2>l)
=1

=[[P(X;, =1]Z = eiyie M; Z;, = 1,j; € Nyji > 1),
=1
Observemos que en cada uno de los factores se esta condicionando a menos de n variables
aleatorias Z; (a lo sumo son [M|+ |N;| — 1 < n), por lo que vale la hipétesis inductiva y
entonces tenemos que:

]P(Xzzl,ZENl‘ZZ:Q’ZGM) 27«|N1|’

por tanto, combinando con (1.7) se prueba que:

1—35
P(Xn+1 :0 ‘ ZOIG(),...,Zn:en) S (1_7,)|N0|7,|N1‘ '

Ahora bien, probar (1.8) es equivalente a elegir r y s de forma que:

L=s <1
(1 — ryMalpag =77

Como |No| + [Ni| < A —1,sir > L es suficiente pedir que 1 —s < (1 —7)% y s > r (esto
ultimo es necesario para el paso base de la induccién).

Tomando r = \/py s =1— (1 — /p)® se cumplen (L), s >r>1 y1—s<(1—1)%
y en consecuencia se prueba (1.8)). Luego, por lo dicho al comienzo de la demostracién y
(1.6) se prueba el teorema.

]
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Capitulo 2

Construccién del proceso de contacto

2.1. Introduccion e historia

El proceso de contacto fue introducido inicialmente por Harris en 1974 en el articulo
[Ha74]. En ese articulo se demostrd la existencia de una transicién de fase del proceso
en Z%, con un enfoque bésicamente analitico, que trabajaba con el proceso de contacto
como un proceso de Markov particular, estudiando el semigrupo de Markov asociado y el
generador del mismo.

En 1978 el propio Harris introduce en el articulo [Ha78] un enfoque constructivo para el
estudio del proceso de contacto y otros procesos de Markov con caracteristicas similares.
Esta nueva forma permitia construir el proceso de contacto en Z? a través de una cantidad
numerable de procesos de Poisson independientes, y a su vez abria la puerta al estudio
del proceso de contacto sobre otros grafos, ya que su definicién se podia brindar también
en términos de procesos de Poisson. Esta construccion denominada representacion grafica
proporciono6 la posibilidad de trabajar con la nocién de acoplamiento, permitiendo com-
parar procesos de contacto con diferentes parametros y condiciones iniciales. Las ideas de
la representacion grafica y sus consecuencias sobre el acoplamiento de los procesos fueron
rapidamente generalizadas a otros sistemas de particulas mas complejos, y se volvieron la
metodologia estandar para definirlos y trabajar en ellos, sin desmedro de la potencia del
analisis aplicado a esta sub-area de la probabilidad.

Esta visién constructiva permitié también que se lo vinculara con los procesos de perco-
lacion orientada o dirigida que también fueron objeto de estudio en la década de los 80 y
90, lo cual trajo avances muy relevantes para el proceso de contacto.

Los principales progresos en materia del proceso de contacto en la década de los 70 y
a comienzos de los 80 estaban formulados mayoritariamente desde un punto de vista
analitico, a excepcion del estudio del proceso en Z. La principal referencia bibliografica
sobre ese enfoque es el libro [Li85] sobre sistemas de particulas que tiene un capitulo
especifico dedicado al proceso de contacto, y el review [?] The basic contact process pub-
licado en 1981. Para el enfoque constructivo la principal referencia era el libro de Durrett
[Du&y] (y lo sigue siendo para el caso sobre Z), que ademéds de estudiar el proceso de
contacto analiza otros procesos de particulas, asi como diferentes procesos de percolacion
(entre ellos el de percolacién orientada).
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Capitulo 2. Construccién del proceso de contacto

Hacia mediados de los 80 ya se habia caracterizado el proceso de contacto en Z pero las
herramientas utilizadas no eran generalizables a dimensiones mayores (ni a otros grafos).
Hacia finales de esa década e inicios de los 90, Bezuidenhout y Grimmett publicaron una
serie de trabajos que daban nuevas herramientas para el estudio del proceso de contacto
en dimensiones mayores a 1. Estas herramientas se basan fuertemente en un acoplamiento
entre el proceso de contacto en Z? con un proceso de percolacién orientada por sitios en

—
un subgrafo de L2, asf como en reiniciar periédicamente al proceso.

Resueltas a comienzos de los 90 las principales preguntas sobre el proceso de contacto en
74 se comienza a trabajar con el proceso en arboles y otros grafos. Alli se prueba que a
diferencia del caso sobre Z?, donde el proceso de contacto tenfa una tnica transicién de
fase, sobre arboles presenta dos transiciones. Este resultado (y otros vinculados a arboles)
son publicados por Pemantle en el ano 1992 en [Pem92]. Pocos afios mas tarde Salzano
y Schonmann trabajan en un mirada mas general del proceso de contacto en diferentes
grafos que presentaban mas de una transicion de fase; estos trabajos se resumen en una
serie de articulos de ambos y en la tesis de doctorado de Salzano [Sa03].

En 1999 Liggett publica un segundo libro sobre algunos sistemas de particulas especificos,
donde incorpora y explota el enfoque constructivo de la representacion grafica, asi como
los trabajos de Bezuidenhout y Grimmett en Z¢ ([BGO0] y [BGI1]), y de Pemantle en
arboles. Ya en la tdltima década Durrett y otros matematicos comienzan a estudiar el
proceso de contacto en grafos del tipo small worlds, y demuestran que también hay dos
transiciones de fase.

Para finalizar este breve racconto de la historia del proceso de contacto conviene citar a
Liggett en sus palabras de homenaje a Ted Harris recogidas en [LiH]:

Contact processes constitute one of the two or three major classes of interacting
particle systems. They play somewhat the same role in this area that Brownian
motion plays in the theory of stochastic processes in Fuclidean space: They are
simple to describe, they have many of the useful properties that other systems
in the field may or may not have - in this case, self-duality, attractiveness,
and additivity - and they lead to challenging mathematical problems.

2.2. La construccién del proceso

Comencemos a construir el proceso de contacto. Consideremos G' = (V, E) un grafo infinito
de grado acotado por k. En general supondremos que el grafo es conexo, de otra manera
las caracteristicas del proceso de contacto que nos interesan pueden ser estudiadas en cada
componente conexa. El espacio de estados o de configuraciones es ¥ = {0,1}". Por tanto,
un estado del proceso corresponderd a un vector A = (A(z): x € V), donde A(z) = 1
representa que el sitio x estd infectado (u ocupado), y A(z) = 0 indica que el sitio x
estd sano (o vacante). Notar que el conjunto ¥ es compacto y Hausdorff con la topologia
producto. Veamos informalmente como es la dindmica del proceso de contacto para luego
ir a una construccién formal a través del método que se denomina representacién gréfica.

El proceso tiene un parametro A que es la tasa de contagio de x a y cuando x esta infectado
e y es un vértice vecino de x que se encuentra sano. Cada sitio infectado se recupera a
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tasa constante igual a 1 y de forma independiente del resto de los vértices. Supongamos
que el estado del proceso a tiempo t es A; € ¥, entonces las transiciones a otros estados
suceden de la siguiente manera:

= Si Ay(x) =1, el sitio x estd infectado y por tanto se recuperard con tasa 1y de forma
independiente de los otros sitios, es decir, P(A;p(x) = 0] Ai(x) = 1) = h + o(h).

= Si Ay(x) =0, el sitio x serd contagiado con tasa A y de forma independiente por cada
uno de sus vecinos infectados, esto es, P(Ayp(x) = 1] Ae(z) = 0) = ANy, (z)h+o0(h),
donde Ny, (x) indica la cantidad de vecinos de x que estan infectados al tiempo ¢.

En lo que sigue nos dedicaremos a construir formalmente el proceso de contacto sobre un
grafo como el senalado al comienzo de la seccién (de grado acotado y conexo). Lo haremos
a través de un método denominado representacion grafica, que utiliza una cantidad nu-
merable de procesos de Poisson. Esta representaciéon fue introducida por Harris en el ano
1978 [Harris78]. La construccién es 1til y sencilla, pues ademds de mostrar la evolucién
de la infeccién y su geometria, permite acoplar facilmente procesos con diferentes estados
iniciales, asi como también procesos de distinto parametro de contagio.

Para cada = € V' consideramos un proceso de Poisson, D* = (Df: t > 0), de pardmetro
1 e independientes entre si, es decir, independiente de DY si y # x. Para cada par de
vecinos z,y consideramos procesos de Poisson de intensidad A\, N*¥ = (N;"Y: ¢ > 0),
independientes de los anteriores e independientes entre si. A partir de ellos generaremos
el proceso de contacto. Sean (U¥:n > 1)y (S%¥: n > 1) los tiempos de salto de D* y
N*¥ respectivamente.

Visualizamos la representacion grafica en G x [0, 00). Sobre las rectas {z} x [0, 00) dibu-
jamos una x en cada instante U, y una flecha de x hacia y en los instantes S; ¥, n > 1.
Las primeras indicaran los tiempos de recuperacion del sitio x, siempre que este se en-
cuentre infectado; y las segundas sefialan los instantes de contagio de x hacia y (que son
vecinos) siempre que en ese instante x se encuentre infectado e y no lo esté.

Sean (z,s), (y,t) € G x [0,00), con s < t. Diremos que hay un camino activo de (z,s) a
(y,t), y escribimos (x,s) — (y,t), cuando exista una sucesién de puntos (zg,ty) = (z, s),

(zo,t1), (T1,t1), (w1,t2), ooy (T trr) = (Y1) con tg < b1 < ..o < tpy1 ¥V Ty ~ Tiga,
cumpliendo que:

» Cada segmento {x;} X [t;,t;+1] no contiene ningin punto de la forma (z;, U*"), es
decir, no hay un instante de recuperacién en el intervalo [t;, ;1] (el proceso de
Poisson D® es constante en ese intervalo).

= t; es igual a S, para algin n, esto significa que ¢; es un tiempo de contagio de
x; a ;11 senalado por el proceso de Poisson N¥i%it1,

Sea Ag € ¥ = {0,1}" la condicién inicial del proceso de contacto, es decir, el conjunto de
vértices que estan inicialmente infectados. Se define A; € ¥ para t € (0, 00) como sigue:

= Ai(y) = 1, si existe un camino activo de (z,0) hasta (y,t) para algin x € V que
cumpla Ag(z) = 1.

= Ai(y) =0, en otro caso.
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En adelante, muchas veces identificaremos sin hacer mencién explicita a los elementos de
Y. con subconjuntos de V' a través de la biyeccion A € ¥ — {zx € V: A(x) = 1}.

Sea A C V, escribimos por A# al proceso de contacto con configuracién inicial A. En el
caso de A;{x} escribiremos solamente A7.

A# es un elemento aleatorio de X, cuyo azar proviene de los procesos de Poisson que mo-
t )

delan las infecciones y las curas de éstas. Nos interesara por tanto estudiar la distribucion

que tiene A y especificamente qué sucede cuando ¢ tiende a infinito.

En varias ocasiones nos interesara comenzar el proceso de contacto con una configuracion
inicial aleatoria bajo una ley p sobre X; de esa forma agregamos una nueva fuente de azar
al proceso. Para el caso notaremos A} al proceso de contacto cuya distribucién inicial es

L.

A veces también se utilizard P4 y E4 para escribir la probabilidad y la esperanza de un
suceso respecto al proceso de contacto con condicion inicial A.

4 2 4 t=T
0 «—
—
—
0
<
<
—» O
— O
0 €
l
o «—
—> 0
—
2 t=0
-3 -2 -1 0 1 2 3

Figura 2.1: Ejemplo de la representacion gréafica en Z. La configuracién inicial es {0} y a tiempo
T es {—1,0,2}. En verde se senala la propagacién del proceso, y los diferentes caminos activos.

Diremos también que hay un camino (no necesariamente activo) de (z,s) hasta (y,t)
cuando exista una serie de puntos como en la definiciéon de camino activo pero exigiendo
que cumplan el segundo item, es decir que solamente nos interesara que los ¢; sean tiempos
de salto de los procesos de Poisson que marcan contagios. Cuando se habla simplemente
de un camino se esta ignorando a los tiempos de sanacién de las infecciones. Por ejemplo,
en el caso que representa la figura existe un camino (que no es activo) desde (0,0) hasta
(—2,T): primero 0 infecta a —1, luego —1 infecta a —2, y como el recupero que sigue debe
omitirse tendremos un camino hasta (—2,7).

Asimismo, observar que no todos los caminos activos tienen que ser efectivos, es decir,

18



Capitulo 2. Construccién del proceso de contacto

no todos los caminos activos son fuente de infeccién. Por ejemplo, en la figura hay tres
caminos activos que unen a (0,0) con (0, 7).

2.3. Primeras propiedades del proceso de contacto

2.3.1. Aditividad, monotonia y continuidad en A\

Comencemos por mostrar algunas propiedades generales del proceso de contacto. Nos
gustarfa comparar los procesos A y AP cuando A C B. Si construimos cada uno de los
procesos utilizando familias de procesos de Poisson independientes entre si, sera dificil
establecer una relaciéon entre ambos procesos. Ahora bien, podriamos utilizar la misma
familia de procesos de Poisson para generar tanto las infecciones como los recuperos en
ambos procesos con diferente condicién inicial. De esa forma, es inmediato a partir de la
construccién grafica que si A C B entonces AZ4 C AP para todo ¢, ya que si existe un
camino activo de (x,0) hasta (y,t), con x € A, ese mismo camino activo nos sirve para
afirmar que y € AP porque x € B. Esta propiedad brinda una monotonia del proceso
de contacto en relacién al orden parcial natural en los subconjuntos de V' dado por la
inclusién.

La construccion anterior es el acoplamiento natural dado por la representacion grafica
y lo utilizaremos siempre sin hacer mencion explicita. En particular lo haremos cuando
estemos trabajando con procesos con diferente condicion inicial o cuando observemos el
proceso que resulta de omitir los recuperos.

Sea A C V'y s > 0 fijo. No resulta dificil mostrar que es posible dar una construccién (a
través de la representacién grafica) en la que para todo ¢ > 0 se cumpla que:

AN = AL (2.1)

puesto que alcanza con reiniciar los procesos de Poisson a tiempo s utilizando la obser-
vacion (1.3.8)). De esta forma, si se reinicia el proceso de contacto a tiempo s se estard ini-
ciando el proceso de contacto con condicién inicial aleatoria AZ.

También se observa que el acoplamiento anterior implica que AAYE = AAU AP, propiedad
del proceso que se denomina aditividad. En efecto, se tiene que si y € AAYE podemos
encontrar un camino activo de (z,0) hasta (y,t), donde x pertenece a A o B,y por tanto
y pertenece a A& o AP. Por otra parte, se observa que A#, AP C AAYP para todo t, y
entonces A2 U AP C AAYB para cualquier ¢ > 0; con lo que se prueba la afirmacién. En
particular se tiene que At = |J A?.
€A

Analicemos como construir procesos de contacto con diferentes parametros pero dentro
del mismo espacio de probabilidad. Para ello es necesario acoplar los procesos de Poisson
que aparecen en la definiciéon de ambos procesos de contacto. Sean A; y B; procesos de
contacto de parametros A4 y Ag, con Ay < Ag. La familia de procesos que indican los
recuperos es la misma para ambos, es decir, D} = D% para todo z € V. Acoplemos
entonces las flechas de infeccién. Consideremos N73¥, el proceso de Poisson de pardametro
A4 asociado a dos vértices vecinos z e y (z ~ y). Definimos Ng¥ como:

NEY = N3V 4 M™¥

19



Capitulo 2. Construccién del proceso de contacto

donde (M®Y: z,y € V tal que = ~ y) es una familia de procesos de Poisson de pardmetro
A — A4, independientes entre si e independientes de (N}Y: z,y € V tal que z ~ y).
Por lo visto en el capitulo anterior, para cada par de vecinos x, y, N5¥ es un proceso de
Poisson de parametro Ap e independiente del resto.

Otra manera de acoplar los procesos de Poisson de pardametros A4 y A\p es la que sigue.
Consideramos el proceso Ng¥ y (SZ¥: n > 1) sus tiempos de salto. Para cada par de
vecinos z,y, de manera independiente, tomamos (X?¥: n > 1) una sucesién de variables
aleatorias independientes e idénticamente distribuidas con distribucién de Bernoulli de
parametro p = i—;} < 1. Suprimimos el salto S*¥ del proceso de Poisson Npz* cuando
X2 =0, y se mantiene cuando X ¥ = 1. La sucesién de tiempos de salto que nos queda

definida corresponde a un proceso de Poisson de parametro pAg = 4.

Estamos en condiciones de mostrar que si A C B, entonces A C B para todo t, por lo
que también existe monotonia respecto del parametro de contagio. Sea t > 0. Ya sabemos
que existe una construccién en la que A4 C A, por lo que comprobando que A? c BB
en la misma construccién se demuestra el resultado. Observemos que los recuperos son los
mismos en ambos procesos. Si y € AP entonces existe (z,0) — (y,t) para algin r € B, y
gracias al acoplamiento de los procesos de Poisson cada flecha de infeccion del proceso A;
es también una flecha de infeccién en By, por tanto este camino también es activo para
By, v entonces y € BP.

Ahora enunciaremos un resultado que nos permite comparar dos procesos de contacto,
Ay v By, de diferentes pardmetros, cuando tienen la misma condicién inicial, es decir,
AY = BY para t fijo. Recordemos que el grafo G tiene grado acotado por «, lo que implica
que todo vértice tiene a lo sumo k vecinos.

Sea Y; un proceso de nacimiento puro (sin muertes) sobre los naturales, con Yy = 1y
transicién de n — n + 1 a tasa nkA. Podemos acoplar Y; al proceso de contacto A de
tasa Ay |A| = 1, de forma que la cantidad de sitios que fueron infectados hasta tiempo ¢
U A} <V

0<s<t

es menor que Y;, es decir,

En efecto, consideremos C; el proceso que resulta de ignorar los recuperos en el proceso
de contacto A; (una vez que un sitio estd infectado permanecerd en ese estado para todo
tiempo posterior), por tanto se tiene que:

At c 04 paratodos>0 y C&cCCit paratodoh > s,

y en consecuencia |J A4 c CA.

0<s<t
Observemos que un conjunto de n vértices en G puede infectar a lo sumo a nk vecinos,
y que entonces |C{}| crece hacia |C{!| 4+ 1 a tasa menor o igual que |C{|x), de forma que
es posible dar una construccién acoplada de los procesos de Poisson de C! e Y; tal que
G < Ve

Sea (7,: m > 1) una sucesién de variables aleatorias independientes, tales que 7, tiene
distribucion exponencial de parametro nk\. Las mismas representan los tiempos de salto

20



Capitulo 2. Construccién del proceso de contacto

entre los estados del proceso de nacimiento Y;. Para 6 > 0 y N natural, se obtiene que:

PY;>N) = Pn+mn+...+7nv <t

= E1{71+Tz+...+'rzv§t}
< Ee@(t—n —To—...—TN)

N
e@t H Ee—@‘rn
n=1

i nKA
_ ot
- ¢ H nKkA + 6

n=1
Yoo
< ot — _—
- exp[ ;mwre ’

donde en el cuarto renglén utilizamos que las variables aleatorias son independientes, en
el quinto calculamos las esperanzas correspondientes y en el tltimo usamos la desigualdad
- )
1—z<e x,conx—m.
Ahora tomamos 0 = mk\ con m entero positivo, y obtenemos:
m
emm\t m+1
m+N+1]

1

m-+n

N
P(Y; > N) < ™ exp [—mz
n=1

pues

N N
1 m+n+1 1 m+N—+1 1 N 1
3 >3 —dx:/ Lig —rpgm VL
X

m-+n mal x m+1

n=1 n=1 Y m+n

En definitiva, como Y; > 0 y se puede tomar m > 2,

e’} e’} 1 m
U A4 gIEYt:/ P(Y, > u)du < N+/ gt | g,
0<s<t 0 N u+m-+1

E

m + 1 m—1
< N 3 mrAt <
- e Ln+N+1] o

para A tal que |[A| = 1.

Es sencillo adaptar el resultado anterior y utilizar la aditividad del proceso de contacto

para obtener:
k

E < 00 (2.2)

U A7

0<s<t

para todo A finito, ¢ > 0 y k£ € N. Este resultado nos dice que la cantidad de sitios
infectados hasta tiempo t cuando la configuracién inicial es finita no es demasiado grande;
lo que nos permite enunciar la siguiente proposicion.

Proposicién 2.3.1. Sea G un grafo de grado acotado por k, y A un subconjunto finito
de vértices. Consideremos AL y B dos procesos de contacto sobre G de pardmetros
A4 < Ap respectivamente. Para cada t fijo se tiene que dado € > 0 existe 6 > 0 tal que si
A — Aa| < 9 entonces

P(Bs # As para algin s <t) < e.
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Demostracion. Fijemos t > 0. Acoplamos los procesos de Poisson que generan A% y B2
como ya lo hemos hecho antes, tomando Nz¥ como

Ng¥ = Ny¥ 4+ M"Y

para cada par de vecinos, donde (M®¥Y: x ~ y) es una familia de procesos de Poisson
independientes de pardmetro Ap — A4 e independientes de (N3Y: z ~ y). Las flechas
que pueden dar lugar a infecciones del proceso B, hasta tiempo t y que no son flechas
de infeccién de A; (que son las que eventualmente diferencian a los procesos) tienen su
origen en los procesos M™Y. Por lo tanto la tasa con la que aparece una flecha de estas
(que no necesariamente serd efectiva o formard parte de un camino activo) es Agp — A\a
por la cantidad de vecinos sanos que tiene cada sitio infectado. Usando esto y que G tiene
grado acotado se tiene que:

(Ag — A4 /Ot d lds<(Ap-— AA)/{/Ot|A;“|ds, (2.3)

y~a
r€AL
yg AL

donde la tasa de la izquierda es la tasa con la que se diferencian los dos procesos de
contacto.

Entonces, recordando que Bg' = Al = A y usando la cota anterior se tiene que:
t
P(B} # A% paraalgin 0 < s <t) = 1—Eexp |—(\p — )\A)/ Z 1 ds
0

¢
< 1—Eexp {—()\B - )\A)Ii/ |A‘S4|ds]
0

t

< (/\B—/\A)/i/ E|A%| ds
0

= (Ap—MK,

donde en la primer desigualdad usamos (2.3), en la segunda 1 — e~ < x y en el dltimo
paso la cota (2.2) para tiempo t. En resumen, si elegimos los pardmetros de forma que
IAp — Aa| < 9, siendo § = €/ K, se tiene que para t fijo:

P(B2 # A2 para algin s < t) < e.
[l

La expresién (2.3) no nos brinda informacién acerca de cémo crece |A;| cuando t — co. A
continuacién veremos que para el proceso sobre Z? el crecimiento de E|A?| es a lo sumo
polinémico en t, a diferencia de lo que sucede cuando la cantidad de infecciones por sitio
no esta acotada, cuyo crecimiento es exponencial.

22



Capitulo 2. Construccién del proceso de contacto

2.3.2. Tasa de crecimiento en L¢

i Vi 4 u iti

Consideremos nuevamente C; el proceso en Z¢ que resulta de omitir los recuperos en el
proceso de contacto A;. Sean p;(z,y) las probabilidades de transicién de un paseo aleatorio
simple en Z¢ cuyos saltos a un vecino ocurren a tasa \.

Proposicién 2.3.2. P(z € C?) < *p,(0, x).

Demostracion. Sea (; un proceso de ramificacién sin muertes, donde (;(z) aumenta en 1
a tasa A Z (:(y). La media de (; satisface la siguiente ecuacion diferencial:

d
T EG() =D EG(y).

y~z

La solucion a esta ecuacion esta dada por:

EGs () = 2™ " pi(a, )¢ (y),

donde ¢ = (y es la condicién inicial. Para ver ello calculemos:

%<e2d”zpt(%y)é(y)> = 200 ) (@, y)C(y) +

Y

DY [A > pelz,y) — 2d/\pt(x,?/>] ¢(y)

Y

=AY e [Zpt(z,y)é(y)] :

zZ~T

zZ~x

Facilmente acoplamos CP con ¢}, donde (J(0) = 1y ¢J(z) = 0 para todo = # 0 (para
acoplar basta dejar que cada ocurrencia del proceso de Poisson que genera un contagio de
x a y sea efectivamente una infeccién, sin importar si y estaba infectado anteriormente).
Se tiene entonces que CY C {z : (;(z) > 1}, y por tanto:

P(z € C)) < P(¢)(x) > 1) < EG(2) = ¢*'py(0, 2)

Notaremos por || - || la norma del supremo en Z%, es decir, ||z| = max{|z,],..., |rq|}.

Lema 2.3.3. Para todo a > 0, existe b > 0 tal que:

> p(0,2) <be (2.4)

]| >bt

Demostracion. Supongamos probada la desigualdad para d = 1. Tomemos a > 0. Sea
= (x1,...,14) € Z%. Si un paseo al azar que partié del origen se encuentra a tiempo ¢ en
x, quiere decir que al menos se movié |z;| lugares en la direccién de la j-ésima coordenada
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durante el tiempo t. Esto vale para todas las coordenadas del vector x, por tanto se deduce
que:
pe(0,2) < p}(0,2;) paratodo j=1,...,d,

siendo p; la probabilidad de transicién del paseo al azar en Z.

Ahora bien, si ||z|| > bt, entonces |z;| > bt para algin j. Por tanto, como existe by > 0
tal que Z pr(0,2) < bye  se tiene que:
2] >bt

Z pe(0,2) < Z pe(0,2) + ...+ Z (0, )

[|z||>b1t z: |z1|>bit x: |xg|>bit
1 1
< Z pt(0,$1)+...+ Z pt(O,xd)
z: |x1|>bit x: |zg|>bit
1
= d Z Dy (0,1'1)
\x1|2b1t
S dbl e—at )

lo que culmina la prueba para el caso d > 1, ya que se elige b = db; y se observa que:

S op0,2)> > p(0,).

el >byt | > byt

Para la prueba del caso unidimensional podemos suponer por simetria que el x que indexa
la suma es positivo. Sea X; el paseo al azar en Z que parte del origen y se mueve a un
sitio vecino a tasa A. Utilizando una desigualdad bésica y asumiendo un calculo que luego
realizaremos se tiene que, para todo v > 0 vale:

P(X, > bt) < Ee?Xt=%) — exp <[)\(67 +e 7 —=2)— Vb]t> ,

por lo que si se eligen v y b suficientemente grande concluimos la prueba (observar que
si se cambia el valor de b en la desigualdad (2.4) por un valor mas grande, la desigualdad
sigue siendo valida, pues se quitan sumandos al término de la izquierda y se incrementa
el lado derecho de la desigualdad).

Mostremos que efectivamente vale la igualdad: Ee7™* = exp[At(e? + e~ — 2)]. Considera-
mos V; un proceso de Poisson de parametro A, e (Y,,: n > 1) una sucesién de variables
aleatorias independientes con distribucion de Bernoulli simétrica, e independientes del
Poisson. A partir de ellas podemos escribir el proceso X; como:

Ny
k=0
Calculemos: N
t n
> Y 2 Y
Ee’th — Eeryk:O » = Z]E efyk:() kl{Ntn}] )
n>0
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usando la independencia entre el proceso de Poisson y las variables Bernoulli, y luego que
la sucesion (Y,,: n > 1) es de variables aleatorias independientes:

=> P(N, =n) ﬁ]EeVYk :
k=0

n>0

n
v Yk
e k=0

EeX = "P(N, =n)E

n>0

Calculando la esperanza de €?¥* y usando la distribucién de N, se obtiene finalmente que:

A" e+ e \" At
Ea&zzeﬂt( ) (6 e ) = exp {7(6V+e7—2)}.

n! 2
n>0

O

Observacion 2.3.4. En la siguiente proposicion se precisard una cota para la siguiente

suma:
D Ml F (0, 2),

[lz]|>0
donde k es un entero positivo. Alcanza con probarlo para Z en virtud del mismo argumento
utilizado en la demostracién del lema anterior (2.3.3)).

Sea (Y,: n > 1) una sucesion de variables aleatorias independientes e idénticamente
distribuidas con distribucién Bernoulli simétrica y (N;: ¢t > 0) un proceso de Poisson de
tasa A independiente de la sucesion anterior. Llamamos X; a la caminata al azar en Z.

Ny
Asumiendo que Y, = 0, se tiene que X; = Y Y, y entonces p;(0,2) = P(X; = x).

n=0

Observemos que: 0 < Z x2d(k*1)pt(0, z)=E [de(k_l)] Ahora bien:

2d(k—1)
EX Y = E

Nt
>y,

" I 2d(k—1)
= ZE 1{Nt:l} ZYn>

>0 n=0

= Y P(N,=D)E|> Y,

>0 n=0

donde en la ultima igualdad utilizamos que el proceso de Poisson es independiente de la
sucesion de variables de Bernoulli. Es sencillo notar que:

l 2d(k—1) ! ) Il
E|> Y. = D (1-2i) 2 =)
n=0 1=0
2d(k—1) L1 [! 2d(k—1)
< 2xl X g — X =2x1
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Sustituyendo el calculo anterior en la cuenta que estabamos realizando se obtiene:
S a2 p(0,2) <372 x PAEDP(N, = 1) < K(A)20Y (2.5)

2#0 >0

ya que es el momento de orden 2d(k—1) de una variable aleatoria con distribucién Poisson
de parametro At.

Finalmente ya podemos enunciar y probar un resultado sobre la tasa de crecimiento del
proceso de contacto en Z<.

Proposicion 2.3.5. Para cada k entero positivo existe ¢, independiente de t, de forma
que:
E[A7" < e(1+ ™)

Demostracion. Comencemos tomando v de forma tal que:
#{rcZ: ||z|| <n} < An? (2.6)

por ejemplo 3¢ sirve como valor de v. Nuevamente se escribird por C; al proceso que
consiste en omitir los recuperos en el proceso de contacto A;. Se tiene entonces que:

ElAglk < E‘Cz?‘k =E < Z 1{x1€C?,...,xkeC?}> = Z P(l’l S C,?,...,xk € Cl?) .

L1 5oy The L1y Tk

Separando la sumatoria segin la norma de los x; supero o no el valor de n, acotando
algunas probabilidades por uno y usando (2.0)), se tiene que:

Z P(mleCf,...,xkEC?) < Akpkd 4 Z xleqo,...,kaC'?)

T1,..., Tk L1y Th

sz’||>n
= kkd—l—z Z P(z1€CY,...,2, €CY) .
=1 >n

llzill >l v j7i

Luego acotamos la probabilidad de la interseccion por la de uno de los sucesos y volvemos
a utilizar (2.0):

E[A" < o ’““rz > T | STV (2 € CF)

=1 [lzg]|>n

_ kkd—i—kZ"yleiL'Hkl (.%EC?)

llz]|>7

Ahora se toma a > 4d\ y el valor de b que nos asegura el lema (2.3.3)) para ese valor de
a. Luego se sustituye n por bt y se aplica la proposicién (2.3.2), y se deduce que:

ElAYF < AP0 +k Y A el*TVP (e € OF)

|z||>bt

< ,yk(bt)kd_i_kﬁykfl Z HxH(kfl)dpt(O’a:)eM)\t'

[|z]|>bt
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Para finalizar se utiliza la desigualdad de Cauchy-Schwarz y la cota del lema (2.3.3) para
Z p(0, ), logrando las siguientes desigualdades:

[|||>bt
1/2 1/2
B < A0+ ko e S el p0,0)] T x [pul0, )]
]| >bt
k kd k—1 _2d\t (k—1)2d 1/2 1/2
< A+ kSTl SV (0,2)] [ DD pel0,9)]
||| >bt ||| >bt
1/2
< ,yk(bt)kd_'_k,ykfl be(4d)\fa)t/2[ Z HxH(kfl)Mpt(o’m)]

||||>bt

< (14,

porque el segundo sumando tiende a cero cuando t — 400, ya que la cantidad que
estd entre corchetes tiene orden polinomial en ¢ por la desigualdad (2.5) y la exponencial
tiene exponente positivo por la eleccién de a.

]

2.3.3. La medida invariante superior

En cualquier sistema de particulas interesa estudiar las medidas invariantes del sistema y
la convergencia hacia ellas. Para entrar en este tema detalladamente hay que introducir
varios conceptos como el semigrupo de Feller-Markov del proceso y el generador infinitesi-
mal del mismo. Por diferentes motivos no ingresamos en estos temas en la monografia més
alla de algunas definiciones y el enunciado de ciertas propiedades basicas que realizamos
en el apéndice, siguiendo el enfoque general de [Li85] y de la primera parte del capitulo 0
de [Li99).

Informalmente se puede interpretar a una medida invariante como una distribucion de
los sitios infectados que se mantiene en el tiempo; para la definicion formal es necesario
recurrir al proceso de Feller-Markov asociado al proceso en estudio: {S(¢) : ¢ > 0}. Una
medida p se dice invariante cuando S(t)u = p para todo t > 0. Observar que esta
definicion es similar a la de medida invariante de una cadena de Markov, cumpliendo el
semigrupo del proceso el rol de la matriz de transicion.

Un resultado que utilizaremos aqui y que se presenta en el apéndice nos dice que una
medida limite es invariante.

Existe en ¥ un orden parcial natural dado por: w < w’ cuando w(x) < w'(x) para todo
x en V (este orden se corresponde en los subconjuntos de V' con la inclusién). Natural-
mente diremos que una funcion real definida en ¥ es creciente cuando respeta este orden
parcial. El orden anterior induce otro orden (también parcial) en el conjunto de medidas
de probabilidad sobre Y. de la siguiente manera: si p; y po son dos medidas sobre X se
dird que p; < pg cuando

Ml(f):/zfdmﬁ/zfd/m:m(f) para toda f € M,
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donde M es el conjunto de funciones continuas y crecientes en Y. 3 tiene la topologia
producto (con la que a su vez es compacto y Hausdorff) y C'(X) esta dotado con la norma
infinito.

Escribimos dy a la medida de probabilidad en X que concentra su masa en (). Es sencillo
advertir que dy es una medida invariante del proceso de contacto, pues si se comienza
con la configuracién inicial vacfa (ningun sitio infectado) entonces se permanecerd en ella,
puesto que los sitios infectados no se generan espontdneamente sino solamente a partir
de otros sitios infectados. dy es la menor medida de probabilidad invariante en el sentido
de que cualquier medida invariante es mayor a ella en el orden parcial antes establecido.
En lo que sigue se construira otra medida invariante que sera la mayor en el sentido del
orden parcial anterior, a la que llamaremos medida invariante superior y la notaremos v.
A priori esta medida podria no ser diferente de dp, pero més adelante veremos que para
ciertos valores del pardmetro A estas medidas son diferentes en Z¢ y también en T},.

Tomamos a V' como condicién inicial, es decir, comenzamos el proceso con todos los
sitios infectados, y denotamos ju; la distribucién de A}. Es claro que p; < po, ya que
AY C V. Ahora bien, por la propiedad de Markov de pérdida de memoria y la monotonfa
de la primera secciéon se tiene que, pps < py para s,t cualesquiera, puesto que existe un
acoplamiento (el mismo que usamos en la prueba de la monotonia) tal que:

1% AY 1%
As+t = A CA .

Se observa entonces que i, es decreciente con t, es decir, u(f) es decreciente con ¢ para
toda funcién f € M. Pero p,(f) estd acotada inferiormente; en efecto:

e (f) Z/fdmZ/mfthsz,

donde my es el minimo de f en X, que existe por ser ¥ un espacio compacto y f continua.
Por tanto se puede afirmar que existe lim, ., p;(f) para toda f € M. Llamaremos a
este limite T'(f).

Nuestro objetivo serd probar que existe el limite débil de p; cuando t — +oo a partir
de lo anterior. Comencemos por notar que si f es continua y decreciente entonces — f
es creciente y por tanto sabemos que p;(f) converge también para funciones continuas
decrecientes.

Si x € V se puede definir p, : ¥ — R tal que p,(w) = w(x). Es trivial deducir que p,
es una funcién creciente y continua; y que 1 — p, es decreciente y continua; por lo que
p. € M para todo x € V. Notar también que las funciones constantes también estan en

M.

Consideremos A la sub-élgebra (sobre los reales) de C'(X) generada por la familia M. No
es dificil observar que las funciones de A son de la forma f — g con f y g € M, puesto
que estas funciones deben formar parte de la sub-algebra pero al mismo tiempo son un
subespacio vectorial cerrado por la multiplicacién (el producto de funciones crecientes
continuas es una funcién creciente y continua).

La sub-algebra A separa puntos, ya que si w, w’' € ¥ son diferentes, entonces existe
un vértice en el que las configuraciones deben diferir, es decir, existe x € V tal que

w(z) # w'(z) y por tanto ps(w) # pa(w').
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Se tiene entonces que Al'l~ es una sub-algebra cerrada de C(X) que separa puntos y
el teorema de Stone-Weierstrass afirma que Allle = C(X), puesto que A contiene a las
constantes.

En resumen A es denso en C(X) y toda funcién de A se puede escribir como resta de
funciones crecientes. Esto tltimo implica que existe el limite en ¢ de p(f) para toda

fe A

Sea g € C(X) y (gn:n > 1) C Atal que g, — ¢ (en || - ||oo); mostremos que existe el
limite cuando ¢ — +oo de 1 (g9) = [ g duy.

Comencemos por observar que |1(gn) — T(gm)| < [|gn — gml|; en efecto:
T(9) — T(gm)| =
= lim |116(9n — gm)|

< lim /|gn—9m\dut

Jim_palo0) = Jim_p(on)

t——+o00
< { —
= tilinoo/ ||gn gm”oo d,ut
= |lgn — gmlloo ;
por lo que (T'(gn): m > 1) es una sucesion de Cauchy y por tanto existe lim,, 7'(gy,)-

Sea a = lim,, T'(g,), veamos que a = limy_,, 11¢(g). Observar que para cada n y ¢ se cumple
que:

|1:(9) — T(gn)| + T(gn) — al
1e(9) — pe(gn)| + 1126(gn) — T(gn)| + |T(gn) — a
Hg - gnHoo + |Mt(gn) - T(gn)| + ’T(gn) - a‘

|11:(g) — al

IA NN

Entonces dado € > 0 se toma un n para el cual la suma del primer y tultimo sumando es
menor que €/2. Para ese n se elige ¢’ tal que si ¢t > t' entonces el término del medio es
menor que €/2. En definitiva si ¢ > ' se cumple que |u:(g) — a] < € y hemos probado lo
que querfamos. Ahora llamamos T'(¢) = lim;_., « p:(g) para toda g € C'(X).

De esta forma queda definido 7" : ¥ +— R, T'(g) = lim;_ 1¢(g), que es un funcional lineal
continuo. Probemos la linealidad: sean a, 5 € Ry f, g € C(X), entonces:

Tlaf+pg) = lm w(af+0Gg)

- tE—rl—noo ap(f) + Bulg)

= aT(f)+BT(g).

La continuidad se prueba con argumentos similares a los que ya hicimos, en efecto se tiene
que:
T(g) = T(H)| = im_|pulo) — m(£)] < Jim Ll — )] < llg —

por lo que el funcional lineal 7" es continuo y de norma uno (7'(1) = 1). Ademas T es
positivo, porque si g > 0 entonces p;(g) > 0 para todo ¢, y por tanto 7'(g) > 0.
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Para definir el limite de u; vamos a aplicar el teorema de Representacién de Riesz (5.1.1),
pero para ello es necesario definir un funcional lineal en C'(X,C) y en nuestro caso T
esta definido sobre R. Procedemos de la siguiente forma.

Se define 7T : C(%,C) — C como f(f) =T(Re(f)) +iT(Im(f)). T es claramente lineal
y continuo en virtud de que 7' lo es. Mostremos que es positivo: si f > 0, f es real y por
tanto T'(f) = T(f) > 0.

Definido el funcional lineal continuo y positivo sobre C, el teorema de Representacion
de Riesz nos dice que existe una tnica medida positiva 7, definida en una o-algebra que
contiene a los borelianos, y tal que T(g) = v(g) = [ gdv para toda g € C(X), que es
limite débil de y,. 7 es una medida de probabilidad porque T'(1) = v(X) = 1.

La medida v es invariante por ser limite de medidas de probabilidad (ver [Li85] y apéndice);
y la denominaciéon de superior la hereda de que no existe una medida invariante mayor a
ella en el orden parcial que establecimos. En efecto, si v es otra medida invariante, v < py,
donde g es la medida que coloca a todos los vértices como infectados. La monotonia del
proceso de contacto afirma que:

V=1 < [y,

tomando el limite débil en ¢ se tiene que v < v.

En virtud de ser comparable con cualquier otra medida invariante en el orden parcial y
ser siempre mayor o igual en esa comparacion es que se puede afirmar que v es extremal.

Como se mencioné anteriormente, la medida 7 no tiene por qué ser diferente de &y, pero
si lo es, entonces se tiene que: 7(()) = 0. En efecto, supongamos que 7(0)) = p < 1. Luego
la medida v(-) = o(- |{0}¢), que tiene peso positivo, es también una medida invariante y
satisface v < v ya que

v=(1-pv+ pdy

por lo tanto v =7 y p = 0.

Una consecuencia inmediata de lo anterior es que si ¥ # dy, entonces

ETnVla({Bcv:BmA;é@}):L

2.3.4. Dualidad

En esta subseccién se probard un resultado vélido en cualquier grafo y que diferencia
bastante al proceso de contacto de otros sistemas de particulas.

Proposicién 2.3.6. Sea G = (V, E) un grafo conexo de grado acotado y consideremos el
proceso de contacto sobre él. Para A, B C V' se tiene que:

P(AAN B #0) =P(AP N A#0) para todo t > 0. (2.7)

Demostracion. Fijemos t > 0. Por definicién, el suceso {A# N B # ()} implica que existe
algiin camino activo desde A hasta B, es decir:

{yEB: dz € A tal que (x,O)H(y,t)}#@.
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Si se revierte el sentido del tiempo y la direccion de las flechas de infeccién del proceso
A, obtendremos una nueva versién del procesos de contacto para tiempos s € [0,t] a la
que llamaremos Aj.

De esa forma un camino activo en el proceso A, que va desde A x {0} hasta B x {t} se
convierte en un camino activo en el proceso A, que conecta B x {0} con A X {A} donde
S es el tiempo en el proceso revertido, esto es § =t — s (en particular O=tyt= 0). En

resumen lo anterior muestra que {A;4 NB # 0}y {AB N A # 0} son el mismo evento.
Demos ahora una construccion acoplada de ambos procesos utilizando la representacion
grafica. Estudiemos la distribucién de A;.

Los procesos de Poisson revertidos que definen las infecciones y recuperos de Ay son:
D*=Df — Df =4 D* N2¥ = NP™ — NP =, N¥°
s — it t—s —d s, Y s iVt t—s —dtVs

para 0 < s < t; donde los procesos de Poisson D* y N¥%? son los de la representacion
grafica de A,. El simbolo =, indica la igualdad en distribucién.

Ahora bien, lo anterior nos dice que podemos construir un proceso j con la misma
distribucion que AS y en la misma representacion grafica que As. En efecto, alcanza con
definir D, = D, y N*¥ = N¥*. Luego las distribuciones de A, y A, coinciden y como
{AAN B # 0} y {AB N A+ 0} son el mismo evento se tiene que:

P(AfnB#0)=P(AFnA£0) =P(AFnA#0) =P(4fnA#0).
0

A la igualdad (2.7) se le denomina propiedad de auto-dualidad o simplemente dualidad
del proceso de contacto.

Veamos una aplicacién inmediata que nos sera util mas adelante. Si tomamos B =V en
la igualdad (2.7) se obtiene que:

P(AL £ 0) =P(AY NA#£0).

Como P(A;' # 0) es decreciente con ¢ por el hecho que {47, # 0} C {4 # 0}, su limite
existe. Entonces vale:

P(A # 0 para todo t >0) = lim P(AZ £ 0)
= ggMAfﬂA%Q)
= v({BCV:BNA#0}).
Por tanto si v # Jy se tiene que

1141%1/ P(AY # 0 para todo t > 0) = 1. (2.8)

Esto nos dice que, siempre y cuando 7 # dyp, si inicialmente hay muchos vértices infectados,
entonces la probabilidad de que para todo tiempo siga habiendo sitios infectados es alta.
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2.3.5. Convergencia completa

En este apartado comenzaremos a trabajar sobre el concepto de convergencia completa.
Sea, A un subconjunto finito de V. Si A es la configuracién inicial del proceso, se escribe:

oy = [P’A(At # () para todo t > O) ,
y p la distribucién de A4,

La propiedad de convergencia completa significa que para toda configuracién inicial finita
A, vale:
/L?:>OéAD+<1—OéA)5@. (29)

Si se supiese que hay a lo sumo dos medidas invariantes extremales, que serian dy y v, el
teorema de Krein-Milman nos dice que todas las medidas invariantes son una combinacion
convexa de &y y v, y la propiedad de convergencia completa nos dice cémo hallarlas.

Se dice que el suceso {A;NB # (0} ocurre infinitamente a menudo cuando {A,NB # () i.0.}
cuando A;, N B # () para una sucesién de tiempos (t;: k > 1) creciente a infinito; en ese
caso se escribe {A4; N B # 0 i.o0.}.

Antes de enunciar la proposiciéon que da origen a la subseccién observaremos que la condi-
cién (2.9) es equivalente a la siguiente propiedad:

tHer P (AtA NB+#0) =asap, paratodo B C V finito. (2.10)

En virtud de (2.9) sabemos que la distribucién de A# converge débilmente a la medida
aal + (1 — a4)dy. Entonces se tiene que:

lim P (AN B #0) = asKs,

t—+o0
donde Kp es una constante que depende solamente de B. Ahora bien, por la dualidad

(2.7) se tiene que:

lim P (A NB#0) = lim P(A7NA#0) =apKa,

t——+o0

donde K4 es una constante que depende solamente de A. Por tanto Kz = agK, siendo
K una constante que no depende de B. Para ver que K = 1 se toma B =V (el razona-
miento anterior no depende de que B sea finito) y se asume que ay = 1 (cuestién que
demostraremos al final del capitulo); se tiene entonces que:

aa= tm P (47 #0) = Jm P (AT NV #0) = asapK = aaK,

de lo que se deduce que K =1y se prueba (2.10).

Sea A C V una configuracion inicial finita y p! la distribucion de A2, Si B C V es no
vacio y finito, (2.10) afirma que:

Jim pr{ECV:ENB#0}) = Jim P(AA N B #0)
= pAQRB

= av({ECV:ENB#0}).
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Si B es infinito se puede escribir como unién creciente de conjuntos finitos, por lo que
aplicando lo anterior se obtiene también que:

tgglooﬂ;‘({Ec V:ENB#0}) =asav({ECV:ENB#0}).

Finalmente, si B = (), entonces () = P(A2 =) — 1 — a4, por tanto se obtiene (2.9).

La siguiente proposicion es una herramienta que utilizaremos mas adelante para probar
un resultado de convergencia completa en Z<.

Proposicién 2.3.7. Supongamos que para todo x € V' y todo A C'V se cumple que
Pz € A} i0)=ay, (2.11)

y que también vale:

lim |minfP(AP™ N B(n) £ 0)| =1, (2.12)

n—-+oo | t—+o00
donde B(n) es una bola de centro fijo y radio n. Entonces se cumple (2.9).
Reciprocamente, si vale (2.9) para todo A y v # 0y entonces se cumplen (2.11) y (2.12).

Demostracion. Se sabe que la condicién (2.9) es equivalente a la afirmacién (2.10), por lo
que demostraremos la equivalencia con esta tltima.

Usando la representacién grafica y la independencia de los procesos de Poisson en regiones
disjuntas de la misma se tiene que:

P (AQAt N B # @) = P(El un camino activo de (x,0) a (y,2t) paraalgin z € A,y € B)
< P(3 un camino activo de (z,0) a (z,t) para algin z € A,z € V)
X P(El un camino activo de (z,t) a (y,2t) para algin z € V,y € B)

= P4 #0) P(A] #0) ,

donde en la ultima igualdad usamos el mismo argumento de revertir el tiempo que en la
propiedad de dualidad (2.7). Pasando al limite se tiene entonces que para todo A, B C V/

vale:
h’msupP(Af NB#0) <asag.

t—o0

Para mostrar la otra desigualdad se define el tiempo de parada 72 = inf{t > 0: 4; D B}.
Ahora bien, usando la propiedad fuerte de Markov y la monotonia se tiene que:

P (A NC#0) > PHrP <s)PP(A.NC#D con r>t)
A B
> PA(r% <s) inf PP(A,NC#0), (2.13)
para A, B, C' C V. Si ahora aplicamos (2.13) dos veces y usamos la dualidad (2.7) en el
segundo renglon, obtenemos:
A A 3
PY(Aspira ND #0) > PP <) nf, PP (A, N D #0)

= PP <s) inf PP(A.NB#0)

r>t+u

> PA(TE <) PP (79 < t) mfIPC(A NB#0),
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para A, B, C, D CV.

Luego, tomando B = C' = B(n), haciendo primero u, s, t — +o0o y luego n — +o0o se
obtiene que:

minfP4(4, N D #0) > lim PP < 00) PP (5™ < o0),

U——400 n—-4o0o

ya que en virtud de (2.12)) se sabe que:

lim | lm inf PP (A, N B(n) #0)| = 1.

n—-+oo |u—+oo r>u
Afirmamos que si B C V es finito entonces
]P’A(TB < oo) > y.
En efecto, sea x € B. Entonces:

ay =Pz e At io) P(x € A para algin t)

>
> P(A# O B para algin t) = PA(7? < 00).
Esto completa la prueba en una direccion, puesto que,

QapQp > limsupIP’A(AuﬂD #* (D) > limianP’A(AuﬂD #* @) > aqap.

Uu——+00

Para probar el reciproco sabemos que (2.9) equivale a la afirmacién (2.10), y de ésta
se deduce la prueba: (2.12) es inmediata a partir de (2.10) tomando A = B = B(n) y
utilizando (2.8).

Para chequear (2.11)) se usa (2.10) para concluir que
P (Af NB#( i.o.) = tEeroo]P (A;4 N B # () para algtn s > t) > ayg0p.
Ahora bien, como P (z € AY) > 0 para todo x, y se obtiene que
P (:1: € Af i.o.) > asap;

por lo que tomando B = B(n) y aplicando (2.8) se prueba (2.11).
Observacion 2.3.8. Si V' es conexo la condicién (2.11) no depende de z.

2.4. La formulacién del problema

Nuestro interés en el proceso de contacto se concentra en estudiar su evolucién en el
tiempo en funcién de los valores que toma la tasa de contagio dada por el pardmetro
A. En particular nos interesa estudiar para qué valores del pardmetro el proceso tiene
una probabilidad positiva de persistir en el tiempo, y cuando esto sucede, cémo lo hace,
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con qué velocidad crece, etc. De forma similar surgen preguntas analogas para cuando el
proceso se extingue casi seguramente.

Se dird que el proceso de contacto sobrevive cuando P(Af # () para todo ¢ > 0) es positiva
para cada x € V. En caso contrario diremos que el proceso de contacto se extingue. Como
consideramos grafos conexos la definicion de la probabilidad de supervivencia no depende
de z. Cuando sea necesario reafirmar que la probabilidad con la que se trabaja depende
de A se escribira IPy. Se define el parametro critico del proceso de contacto como sigue:

)\C:inf{)\>0: IP,\(A?;«EQ paratodot>0)>0}.

Como veremos enseguida este parametro distingue entre dos tipos de comportamiento:
para valores menores que A, el proceso se extingue casi seguramente, y por encima de este
valor critico el proceso persiste con probabilidad positiva. A este comportamiento se lo
llama transicion de fase.

Proposicion 2.4.1. Supongamos que \. es positivo y finito, entonces:
1. Si A < A, el proceso de contacto de pardmetro \ se extingue casi sequramente.
2. St A > A, el proceso de contacto de parametro \ persiste con probabilidad positiva.

Demostracion. La primera afirmacién es obvia a partir de la definicion del valor critico.

Sea 1 > A > \.. Notemos por A; v B; a los procesos de contacto asociados a A y
respectivamente. Sabemos, por lo probado en la primera parte de la seccién anterior, que
ambos procesos se pueden acoplar de forma que A; C B; para todo t. Por lo tanto:

P,(By # 0 para todo t > 0) > P\(AY # () para todo t > 0).

De manera que la probabilidad de supervivencia es monétona en los valores del parametro.
Esto prueba que, en el caso de existir, hay una unica transicion de fase, y por tanto si
A > A, el proceso de contacto sobrevive con probabilidad positiva.

m

Un interrogante que surge inmediatamente de la proposicién anterior es qué sucede con
el proceso de contacto cuyo parametro es \.. Esta pregunta, asi como la existencia de la
transicién de fase en algunos grafos particulares, sera contestada mas adelante.

En una primera etapa nos importa el estudio de las dos fases que recién distinguiamos
del proceso de contacto. También nos interesa diferenciar las formas en las que el proceso
de contacto persiste. Decimos entonces que el proceso de contacto persiste fuertemente
cuando P(A7 N{z} # 0 io0.) =P(z € A7 i0.) > 0 para todo x € V. Nuevamente como
el grafo es conexo esta definicion no depende de .

La idea de que el proceso persista fuertemente es que un sitio es re infectado infinitas veces
para una sucesién (creciente a infinito) de tiempos. Si el proceso de contacto sobrevive pero
no sobrevive fuertemente diremos que sobrevive débilmente. Podemos entonces definir A,
como el infimo de los valores del pardmetro para el cual el proceso de contacto persiste
fuertemente. Esta idea fue introducida por Pemantle en 1992 ([Pem92]) tras observar este
comportamiento en el proceso de contacto en arboles. El valor Ay podria definir a priori
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una nueva transicion de fase, ya que el comportamiento del proceso es diferente en uno u
otro caso a pesar de la persistencia en ambos. Es claro que Ay > A.. A veces también se
escribird a A\, como Aj.

En resumen: en principio dividiremos el comportamiento del proceso de contacto segun
los siguientes items:

= el proceso se extingue casi seguramente (0 < A < Aq).
= el proceso sobrevive débilmente (A} < A < Ag).
= el proceso sobrevive fuertemente (A > \y).

Ahora bien, a partir de esta divisién tentativa surgen algunas preguntas naturales. Por
ejemplo: jexiste una transicién de fase?, esto es: ;0 < A < 00?7 (A1 < Ay < 007,
.qué sucede con el proceso cuando A = A\; o A = A7, jcomo es el crecimiento del
proceso cuando se encuentra la fase supercritica y cémo decrece en la fase subcritica?
En esta monograffa intentaremos abordar estas cuestiones para el caso de los grafos L4 y
enunciaremos algunos resultados para T,.

La definicion de que el proceso de contacto A; persista refiere al proceso que al comienzo
tiene solamente al origen infectado. Como el proceso de contacto es aditivo, en el sentido
de que se puede dar una construccién tal que A4 U AP = AAYB | es sencillo observar que
la persistencia del proceso de contacto con una cantidad finita de vértices infectados al
comienzo, es equivalente a que AY sobreviva.

Ahora bien, ;qué sucede cuando la configuracién inicial tiene una cantidad infinita de sitios
infectados? La respuesta es sencilla: independientemente del valor de A, si la configuracion
inicial es infinita, el proceso no se extingue.La demostracion resulta de aplicar el siguiente
resultado de procesos de Poisson.

Lema 2.4.2. Sea T > 0 un real fijo. Consideremos una familia (N}: k € N) de procesos
de Poisson de parametro A e independientes entre st.

Se define U = {Nk > 1 para todo k € N}. Entonces P(U) = 0.

Demostracion. Sean Uy = {NL > 1,..., Nk > 1}. Es inmediato que U = (| Uy y que
k>1
Uk+1 C Uy, por tanto P(U) = limy_.o, P(Uy).

Para calcular P(Uj) usamos la independencia de los procesos de Poisson:
P(U,) =P(Nf>1)..P(NE>1)=(1—-e?)" =0

cuando k£ — +o00.
O]

Con este lema es sencillo mostrar que el proceso de contacto con una configuracién inicial
infinita sobrevive casi seguramente. En efecto, sea Ag = (z,: n > 1) la configuracién
inicial infinita. Si el proceso se extingue quiere decir que al menos una vez los relojes
Poisson que indican los recuperos de las infecciones de los x, tuvieron un salto, esto es
que:

{AtAO = () para algin t} C {El T >0: Dj" > 1 para todo n},
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siendo Dy el proceso de Poisson que marca los recuperos en el sitio z. Por el lema anterior,
el lado derecho de la inclusion tiene probabilidad nula, lo que muestra la afirmacion.

Con alguna leve modificacion de este argumento se puede deducir que si la configuracion
inicial es finita, fijo un tiempo, el proceso se desarrolla en una “caja”’ acotada, pues la
probabilidad de que haya una cantidad infinita de saltos de los procesos de Poisson es nula
y no hay generacion espontanea de sitios infectados; recordemos que la tasa de contagio
de cada sitio es a lo sumo A por la cantidad de vecinos y por tanto la cantidad de sitios
infectados es siempre finita.

2.5. Una desigualdad FKG

Empecemos definiendo algunos conceptos que son necesarios para formular resultados que
seran de utilidad mas adelante.

Definicién 2.5.1. Diremos que una medida de probabilidad p sobre ¥ tiene correlacion
positiva si para f, g € M cualesquiera se cumple que

/ngduzfzfdu/zgdu-

En particular, esta definicién nos dice que si A, B C X son eventos tales que sus indicatrices
son funciones crecientes, entonces (AN B) > p(A)u(B). Esta dltima desigualdad, que se
denomina desigualdad FKG, fue probada inicialmente por Harris en 1960 en el marco de
los procesos de percolaciéon, y posteriormente fue probada en contextos mas generales. La
denominacién FKG debe su nombre a Fortuin, Kasteleyn y Ginibre, quienes generalizaron
la desigualdad para varios conjuntos parcialmente ordenados. Las desigualdades del tipo
FKG (o también de correlacién) juegan un importante papel tanto en los procesos de
percolacién, como en mecanica estadistica y en algunos sistemas de particulas.

El objetivo de esta seccion es brindar condiciones para afirmar que una medida de proba-
bilidad tiene correlacién positiva, y en definitiva poder utilizar una desigualdad FKG. En
nuestro caso utilizaremos basicamente el resultado para medidas producto u otros casos
que se deducen a partir de ellas.

Para ahorrar espacio utilizaremos la notacion pu(n) = p({x € V : n(z) = 1}).

Teorema 2.5.2 (Holley). Sea X = {0,1} donde V es finito, y consideremos el orden
parcial natural en . Para n,& € X, definimos:

(n v &)(x) = max{n(z),{(x)} , (nAE)(x) = min{n(z), ()} .

St gy po son medidas en X que le asignan una probabilidad positiva a cada elemento no
nulo de Y, y cumplen que:

(A Ep2(n V&) > m(nue(§)  para todo 1,§ € X2, (2.14)

entonces 1 < a.

Demostracion. Supongamos que se tiene una cadena de Markov de tiempo continuo (7, &)
en {(n,§) € ¥ x X: n < ¢} tal que:
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= 7, es una cadena de Markov irreducible con medida estacionaria i
» & es una cadena de Markov irreducible con medida estacionaria .

Recordemos que una cadena de Markov irreducible en un espacio de estados finitos tiene
una unica medida estacionaria, por lo que en el supuesto anterior, 1 y pe son las tinicas
medidas invariantes de 7; y & respectivamente.

Luego, sin=mn9 < =& vy f € M se tiene que

/fd[nIP’l(t)] S/fd[f]?g(t)] para todot.

Por tanto si tomamos limite en ¢ y tenemos en cuenta las medidas invariantes de cada

una de las cadenas se obtiene:
[ram< [ sdu,

por lo que py < ps, lo que prueba el resultado.

Dada n € X, se define n,(y) = n(y) si y # x, n.(z) = 1 — n(z). Construyamos cadenas
de Markov 7, y & de forma que el par cumpla los items senalados. Para ello definimos las
tasas de transicion en cada vértice. Para n;:

q(n,me): n— 1, atasa 1sin(z) =0

N — 1. atasa /j;fg];)) sin(x) = 1.
q(n,¢) = 0 en otro caso.
Para &;:
q(& &) € — & atasalsié(z)=0
§ — & atasa pa(to) si é(x) = 1.

12(§)

q(&,¢) = 0 en otro caso.

La definiciéon de las tasas de transicion de cada estado tiene sentido porque p; vy po
asignan, por hipdtesis, probabilidades positivas a las configuraciones no nulas en ¥ (si la
configuracion es nula, cada sitio varfa su estado a tasa uno).

Ahora bien, a partir de la definicién y del hecho que V' sea finito, se observa que ambas
cadenas son irreducibles, y por tanto existe una tunica medida invariante para cada una
de la cadenas. Para ver que j; y po son las medidas invariantes de 7, y & observemos las
ecuaciones de balance respectivas.

,U1<77z)
pr(ma(m,n:) = ) [Ln@=0y + Lin@)=1;
ul(n)

= (M) 1@=oy + #1(N:) Ln@)=1-
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Por otro lado:

()

1 (M2)q(Me,m) = (M) | Lne@)=0 + L, (2)=1
tne(@)=0) + Lo=1y e S

= 1(N:) e @y=0y + 1 (M) Lina()=13

= (M) L@)=13 + 11(7) Li)=0}-

De lo anterior se deduce que: p1(n)q(n,n:) = p1(n:)q(n.,n) para una configuracién n
cualquiera. Finalmente, la ecuacién de balance para la cadena 7, respecto de p1:

> mmalnne) = m(n)q(nan)
zeV zeV
se verifica para toda n € ¥, y entonces p es la medida invariante de 7,. Andlogamente se

demuestra que p9 es la medida estacionaria de &;.

Solo nos resta dar una construcciéon acoplada de ambas cadenas de forma tal que 7, < &
para todo ¢, si n = ny < & = £. Para ello procedemos como sigue: si n < &,

(7,§) = (nz,€)  a tasa 1 sin(@) =0y &(x)=1,
,UZ(&:) : _ x) =
(n.§) = (n,&)  atasa a(6) sin() =0y &z)=1,
(7.8) = (M, &) a tasa 1 sin(z) = &(x) =0,
(7775> - (77967590) a tasa MQ(SI)MQ(&) s1 77(95) = 5(1‘) = 17

_ A tasa pi(ne)  pe(&e) s () = £(a) —
(17,8) = (1,6)  at ROETG n(r) =¢(r) =1

Para que lo anterior tenga sentido debe cumplirse que:

() o pae)
pi(n) — pa(é)

Esta desigualdad es equivalente a:
p (e ) p2(€) = pa(n)pa(&e)

con las mismas condiciones sobre 1 y £. Bajo estas tltimas se tiene que (n A &) =0, v
(nVv &) =&, por lo que la desigualdad se transforma en:

pr(n A &) pa(nV &) > p(n)pe(&e)

la cual es cierta por la desigualdad (2.14)) de la hipdtesis aplicada a 'y &,.

,cuando n(z) =¢{(z) =1 yn <<

Finalmente las tasas de transicién de las cadenas marginales coinciden con las antes
definidas y tenemos una construccion acoplada de las cadenas, lo que finaliza la prueba
del teorema.

O
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Corolario 2.5.3 (FKG). Sean ¥ = {0,1}V donde V es finito, y pu una medida de
probabilidad que le asigna un valor positivo a cada configuracion no nula de ¥ y que
cumple la desiqualdad,

pn A& u(n vV E) = p(n)u(§) para todo n, § . (2.15)

Entonces i tiene correlacion positiva.

Demostracion. Sean f,g € M. Supongamos en principio que g > 0. Definimos dos medi-

das de probabilidad auxiliares: p3 =y pa(n) = W; esta ultima estd bien definida
gap
pues g es positiva. Ahora bien, para n,§ € 3:
pmAE) gV E) pnVeE)
i AEpa(nVE) =
1(&)g(&) _
pO)E I = i ie(©),

donde en la desigualdad utilizamos (2.15) para py que g € M (y por tanto g(nV§) > g(&)).
Luego py < o por el teorema anterior, lo que equivale a:

d
[ tin= [ fiws < [ rans - fffggdu“, para f € M,
entonces ([ fdu) ([ gdp) < [ fgdu.

Finalmente sea g € M. Definiendo por ejemplo g = g+ K, donde K = méx,cyx |g(x)| + 1,
y aplicando lo probado anteriormente a g se deduce el resultado.

]

Corolario 2.5.4. Sea v una medida producto en ¥ = {0,1}V, donde V es finito, con

v{n:n(x) =1} =a(z), zeV.
Entonces v tiene correlacion positiva.

Demostracion. La probabilidad de un conjunto cilindrico tiene la siguiente forma:
vin:in(@)=1VzeGna)=0VaecH} = [Jaw) []I1 - al).
zeG xeH

La prueba consiste en aplicar el resultado del corolario anterior, observando que ambos
lados de la desigualdad (2.15) del teorema de Holley se pueden expresar como:

H az)T@HE@ [] ()2 @8

zeV
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Los resultados anteriores prueban la desigualdad FKG en el contexto de medidas producto
Bernoulli, siempre con un conjunto de vértices finito. Veamos ahora cémo a partir de estos
resultados se puede deducir una afirmacién andloga para una medida que se obtiene a
partir de procesos de Poisson independientes asociados a un conjunto finito de vértices.

Sea N un proceso de Poisson de tasa uno sobre [0, 1] (si N’ es un proceso de Poisson de
tasa A consideramos N'(¢/\) que es un proceso de Poisson de tasa uno; esencialmente
la cuenta es la misma). Sea A C [0, 1] un boreliano, N(A) es una variable aleatoria con
distribuciéon de Poisson de media m(A), donde m es la medida de Lebesgue en [0, 1].
Definimos la variable aleatoria M(A) como:

0 siN(A4) =0
M(A):{l siN((A))zl.

Advertir que si (A4;: i € N) es una sucesién de borelianos disjuntos de [0, 1], entonces
(N(A;): ¢ € N) es una sucesién de variables independientes y (M(A4;): i € N) también.
Observar también que cuando m(A) es pequeno, es sencillo estimar la probabilidad de
que N(A) y M(A) sean diferentes, en efecto:

1
P(N(A) # M(A)) = P(N(4) > 2) = 1 "D [1 4 m(A)] =~ _ [m(A)f
cuando m(A) — 0.
Consideremos n un natural positivo y los intervalos J!' = [%, 5) parat = 1,...,n. Si

definimos A} = J!' N A, tenemos que para valores de n suficientemente grandes.

n

P(N(AT) # M(A?) para algtn 1) <Z}P> (A7) £ M(A) < Z%[m(A?)]Q

=1 =1

IN

1
on’

ya que m(AP) < m(J}).
Ahora bien, si f,g € M y € > 0, tomemos ng tal que 1/2n < € para todo n > ng. Sea p la
distribucién de N(A) y p, la distribucién de Z M (A}); entonces |u — pu,| < € para todo

n > ng. Por tanto p,, — p débilmente y por lo que se probo para medidas producto:

p(fg) = M pn(fg) = Mm pun(f)pn(g) = u(f)1(g) -
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Capitulo 3

El proceso de contacto en 1

En este capitulo se estudia el proceso de contacto en el reticulo d-dimensional L¢. En
la primera seccién se muestra la existencia efectiva de una transiciéon de fase entre el
comportamiento subcritico (extincién casi segura) y el supercritico (persistencia con pro-
babilidad positiva). En la segunda seccién se presentan imagenes de algunas simulaciones
realizadas. La tercer seccion de este capitulo apunta a establecer un acoplamiento entre el
proceso de percolacién por sitios en Z con el proceso de contacto en L., con el objetivo de
mostrar que si el parametro toma el valor critico el proceso se extingue casi seguramente.
A su vez se prueba que no existe una fase de supervivencia débil, es decir, A\ = ;. Luego
se presentan resultados (algunos con demostracién, otros solamente enunciados) sobre el
crecimiento o decrecimiento en cada una de las fases y la convergencia a las medidas
invariantes.

3.1. La transicion de fase

El siguiente teorema permitird reducir una de las cotas del pardmetro critico al caso
unidimensional. Recordemos que el pardmetro critico \. se define como:

Ac=1nf {A>0: P, (A} # 0 para todo t >0) >0} .
A veces se lo llama también \;.
Teorema 3.1.1. Sea \.(d) el valor critico del proceso de contacto en L. Se cumple que
dAo(d) < A(1).

Demostracion. Consideremos Il : Z% +— Z tal que Iy(x1,...,24) = 21 + ... + 24

La prueba consiste en dar un acoplamiento entre A;, el proceso de contacto de parametro
A en L4 con condicién inicial Ay finita, y By, un proceso de contacto en L, de forma que,

B, C 114(A;) para todot > 0. (3.1)

Sean Ay B subconjuntos de Z¢ y Z respectivamente, tales que A es finito y B est4 incluido
en I14(A). Esto es, dado y en B, existe x = (z1,...,24) € A tal que [I;(z) = v.
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Capitulo 3. El proceso de contacto en L4

A cada recupero del sitio z le asociamos una recuperacién en el sitio y. Esto significa
que los tiempos de recupero de x e y seran los mismos. Por tanto les asociamos el mismo
proceso de Poisson, es decir, D¥ = D].

Ademads asociamos un contagio de y hacia y — 1 (si y — 1 no estd infectado) cuando existe
un contagio de z hacia alguno de sus siguientes d vecinos:

jﬁl = (331—1,332,...,376[); ey i‘d:(:z;l,...,:cd,l,xd—l).

Formalmente se tiene que los procesos de Poisson que generan las infecciones de x hacia
alguno de los z; son independientes entre si, por tanto y contagiard a y — 1 a razén de un
proceso de Poisson de tasa d\ que es la suma de los d procesos de Poisson que indican los

contagios de x a z;, es decir:
d

Nyy—1 — § NTLi
i=1

Observar que 114(2;) = y — 1 para todo 4, por lo que se preserva la inclusién (3.1).

Andlogamente diremos que existe una infeccién de y hacia y+1 (si y+1 no estd infectado),
cuando exista un contagio de x hacia alguno de los siguientes d vecinos:

Ty=(z1+ Lxe,...,xq); ... ; Tg = (T1,...,Tq-1,Tq + 1).

De esta forma se acopla el proceso de contacto A; en ¢ de pardmetro A y condicién inicial
Ay finito, con un proceso de contacto By en L de pardmetro d\ y By C II4(Ay), con la
propiedad (3.1), puesto que si se cumple inicialmente la transicién descripta la mantiene.

El acoplamiento anterior permite afirmar que:
P (A} # 0 paratodo t) > P (B) #0 para todo t),

por lo que si se elige A € R de forma tal que A < A.(d), el término de la izquierda es
nulo, por tanto el proceso de contacto B; se extingue casi seguramente, lo que muestra
que dA < A.(1). Luego, la definicién del parametro critico implica que dA.(d) < A.(1).

O

El siguiente resultado prueba la existencia de la transicién de fase en L.

Teorema 3.1.2. Sea \.(d) el valor critico para el proceso de contacto en IL4. Se cumple
que:

L) <

— 00 .

2d — ¢
Demostracion. Comencemos por la cota inferior.

Sea C; = |AY|. Este proceso decrece en uno a tasa Cj, ya que cada vértice infectado se
recupera a tasa 1 y de forma independiente del resto. Por otro lado crece (en uno) a
tasa AN 4o, siendo Nyo la cantidad de vecinos del proceso de contacto a tiempo ¢ que se
encuentran susceptibles de ser infectados (esto es, el nimero de aristas de L.¢ que tienen
solamente uno de sus vértices infectados). Esta cantidad se acota por el nimero de vecinos
de los sitios infectados, es decir, Nyo < 2dC;.
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Capitulo 3. El proceso de contacto en L4

Se considera un paseo al azar X,, sobre {0,1,2,...}, con estado absorbente en 0, tal que
2d\

2d\
posible acoplar este paseo al azar con C; de forma que X,, > C; para ello analicemos la

tasas de transiciéon de C.

Xy =1y cuya probabilidad de moverse de k hacia k + 1 es p = ] . Veamos que es

Supongamos que C; = k. La probabilidad de que C} pase a k + 1 es a lo sumo la proba-

bilidad de que una variable aleatoria exponencial de parametro 2d\k sea menor que otra

variable aleatoria exponencial (independiente de la primera) de pardmetro k. Es decir que
2d\

14 2d\
senala los contagios y la exponencial de media k indica los recuperos.

como maximo la probabilidad es = p, puesto que la exponencial de media 2d\k

De forma similar, la probabilidad de que C; decrezca hacia k — 1 es como minimo la
probabilidad de que la exponencial de pardmetro k sea menor que la exponencial de

parametro 2dAk. Esto significa que es al menos TT o0y 1—p.

Por tanto, puede darse una construccion en la que todo crecimiento de C; puede ser visto
como un movimiento de X,, hacia la derecha (habra més movimientos a la derecha de los
relacionados con C;) y todo movimiento a la izquierda de X,, es un decrecimiento de C.
Analizadas las tasas, para finalizar el acoplamiento hay que observar que Cy = Xy, y que
el tiempo discreto que utiliza el paseo al azar es el que resulta de numerar los saltos de Cj
(generados por los procesos de Poisson de la representacion gréfica). Entonces X,, > C;.

De esta forma es posible observar que:
P (Ag # () para todo t) =P (C; #0 paratodo t) <P (X, # 0 para todo n) .

Ahora bien, es sabido que P (X, # 0 para todo n) = 0 si p < 1/2, por lo que si se toma

1
A< 24 se tendra que:

]P’(Ag # () para todo t) =0,

lo que implica que A.(d) > 2_1d > 0.

Resta probar que el valor critico es finito. El teorema anterior (3.1.1) nos dice que alcanza,
con probar que A\.(1) < oo. Para ello se utilizard un argumento de discretizacion del
proceso de contacto y un resultado de percolacion en L2. La idea es definir una serie de
variables aleatorias que nos permitan relacionar la sobrevivencia del proceso de contacto
construido mediante la representacién grafica con un proceso de percolacion por sitios
sobre el semiplano positivo de 2.

ﬁ
Sea &= {(m,n) € Z* :m+n espary n > 0} el conjunto de vértices y € el subgrafo de
ﬁ
L2 cuyos vértices estan en £. Observar que si de la definicién de € quitamos la condicién
de que n sea no negativo, £ es una copia de Z? rotada 45°.

Sea también A > 0. Se definirda con auxilio de la representacion grafica una sucesion de
variables aleatorias (X,,,: (m,n) € &), que toman valores 0 o 1, con las que construi-
remos el proceso de percolacion. La definicién es la siguiente: X,,,, = 1 cuando en la
representacion grafica del proceso de contacto en L se cumplen los siguientes eventos:
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Capitulo 3. El proceso de contacto en L4

(a) no hay instantes de recupero en el segmento {m} x ((n —1)A, (n + 1)A],

(b) existen flechas de infeccién desde el vértice m hacia sus dos vecinos en el segmento
{m} x (nA, (n+1)A].

(Las siguientes figuras relacionan segin los items anteriores la representacion gréfica en
—
Z y los sitios abiertos de & ).

® ® ® ® ® ® ® — 6A
e
———
Pa—
L d - 5A
—
[ ‘
— R
PPE—
® — - 4A
e
« [ ‘
® — L 3A
0 — @
® —
. D
— 2A
—
Pa—
® —
b d [ A
[ ‘
Pa—
® L o
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

Figura 3.1: En verde se indica la propagacién del proceso de contacto en Z con condicién inicial
{0} en el intervalo [0,6A], lo que permite definir a las variables aleatorias X, .

Afirmamos que las variables aleatorias X, , son independientes entre si. En efecto, la
condicién (a) de que no existan instantes de recupero en un intervalo depende sélo del
sitio m, por la independencia entre los procesos de Poisson que senalan a estos; y como
los intervalos ((n — 1)A, (n + 1)A] son disjuntos para los diferentes valores de n con m
fijo (porque si m+n es par, entonces m+mn+1y m+n— 1 no pueden ser pares, entonces
los intervalos de largo 2A contiguos a {m} x ((n — 1)A, (n 4+ 1)A] estén centrados en
(n+2)A y (n—2)A), se tiene la independencia en la primera condicién de la definicién
de las variables X, .

Para ver la independencia de la condicién (b) el argumento es similar al anterior, porque
las flechas de infeccién son generadas por los procesos de Poisson N™™m~1 y N™m+l en
el intervalo {m} x (nA, (n + 1)A}; y los procesos de Poisson son independientes entre
si e independientes del resto de los Poisson, y los intervalos {m} x (nA, (n + 1)A] son
disjuntos para los diferentes valores que n puede tomar.

Por tanto la sucesién (X,,,: (m,n) € &) es de variables aleatorias independientes e
idénticamente distribuidas. Sea p = P(X,,,, = 1). Vale entonces que:

p=p(A) = o240 (1 o e—AA)Q '
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KA X
X K
N

RN
Figura 3.2: En verde se indican los sitios abiertos de £ segun la definicién de las variables X, ,,
en la figura anterior.

r\)
N

Se toma A de forma tal que maximice p(A). De esta manera se obtiene la relacion:

y por tanto:

pzp()\):m'

—)
Diremos que el sitio (m,n) € € estd abierto cuando X, ,, = 1; un camino abierto serd una
sucesién de puntos (mg, ng), (m1,n1), ..., (Mg, ng) tales que (my;,n;) y (mir1,ni41) son
_>

vecinos en L2y X,,. .. = 1 para todo i.

H
Afirmamos que la percolacién en £ implica que el proceso de contacto en IL persiste con
probabilidad positiva. Para probar ello veamos que el suceso C(m,n) de que existe un

camino abierto de (0,0) a (m,n) en ?, implica que m € A%, donde s = nA.

En efecto, como existe un camino abierto desde (0, 0) hacia (m,n) en € existe una sucesion
de puntos (x¢,0) = (0,0), (z1,1),..., (xn,n) = (Mm,n) € € tales que:

Xg,i=1 paratodoi=0,...,n

ﬁ
Es sencillo notar que |z;1; — ;] = 1 pues los vecinos en L? de un sitio (z;,7) son los
puntos (z; + 1,0+ 1)y (z; — 1,0+ 1).

Como X = 1 se tiene que en [0, A] no hay recuperos, y ademas en este intervalo existen
flechas de infeccién de 0 hacia sus dos vecinos, de lo que se deduce que ambos vecinos seran
infectados en algun instante perteneciente a [0, A] (pues 0 estaba inicialmente infectado),
y también 0 permenecera infectado hasta tiempo A al menos; en particular queremos
resaltar que 0 contagia a x; en algin instante perteneciente a [0, Al.

Luego, como X, 1 = 1 sabemos que no ocurre un recupero en el sitio x; durante el
intervalo (0,2A], y que a su vez existen flechas de contagio hacia sus dos vecinos dentro
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del intervalo (A, 2A] y en particular alguna de estas flechas de contagio tiene como destino
el sitio xs.

Ahora bien, analicemos la informacién anterior: como no existen recuperos en el intervalo
{1} x(0,2A] y en algin instante de (0, A] z; es contagiado desde zy = 0, se puede afirmar
que el vértice x; se encuentra infectado durante el intervalo (A, 2A], por lo tanto las flechas
de contagio que salen desde x; hacia sus vecinos transmiten efectivamente la infeccién, lo
que implica que x5 serd infectado en algun instante de (A, 2A]. Seguidamente se puede
continuar el razonamiento de forma andloga porque X,,», = ... = X, , = 1, hasta
obtener que el sitio x,, = m se encuentra infectado durante el intervalo (nA, (n 4+ 1)A].

Por tanto, cuando la probabilidad de que exista un camino de largo infinito sea positiva,
también lo sera la probabilidad de que el proceso de contacto persista. Entonces si \ se

— —

elige de forma tal que p(\) > p.s(IL?), donde p.s( L ?) es el pardmetro critico del proceso de
ﬁ

percolacién por sitios en IL 2, el proceso de contacto sobrevivira con probabilidad positiva.

Para terminar la prueba basta con observar que la ecuacién,
)\2
Pes = NE
1+ 227
tiene una unica solucion. En efecto calculando algunos limites se obtiene que:

A2 22
o aoypeen =0y gy T

finalmente como

A2 " 2log(1+ )
( )_og(+)>0,

(L+ N2 ) (14 A)H+2/A

existe un unico Ag tal que p(Ag) = pes, ¥y si A > Ag, el proceso de contacto persistird con
probabilidad positiva.
O

Con cierto trabajo y muchas cuentas de por medio, la cota inferior puede mejorarse hasta
obtener:

1
Ac(d) > .
()_2d—1

De hecho ésta es la cota que obtiene Harris en su articulo original [Ha74]. Para probarla
es necesario utilizar la propiedad de submodularidad, que resulta interesante de enunciar
més alld de su aplicacién concreta a esta cota (que no probaremos aqui).

Observacion 3.1.3. Sea 74 = inf{t > 0: A = 0} y a4 definida por:
oy = P(14 = 00) = P(A? # () para todo t) .
Por la propiedad de dualidad del proceso de contacto (2.7) se tiene que:
ar=v({BCV:BNA#0})=v({neX:n#0 en A}).

La siguiente desigualdad se denomina propiedad de submodularidad: si A, B C V, en-
tonces
QAuB + QanB < g +ap.

47



Capitulo 3. El proceso de contacto en L4

La prueba resulta de integrar respecto de v la siguiente desigualdad elemental: si n € 3,
entonces vale,

1{777é0 en AuB} + 1{777é0 en AnB} < 1{7;7&0 en A} + 1{777&0 en B} -

Volviendo al tema anterior de las cotas para A.(d), es posible probar mediante compara-

ciones con caminatas al azar y procesos de ramificacién que limy_., d\.(d) = % Por tanto,
asintéticamente \.(d) se comporta de manera similar a un proceso de ramificacién en el

que cada individuo tiene descendencia a tasa 2dX (donde el valor critico es 1).

Observacion 3.1.4. Es importante realizar algunos comentarios sobre el valor de A.(1), ya
que el teorema (3.1.1) acota los valores de A.(d) por A\.(1)/d. No se conoce exactamente el
valor de A.(1) aunque segun la literatura hay razones fisicas para decir que A (1) ~ 1,65;
las simulaciones computacionales confirman que el valor critico estd en ese entorno.

Histéricamente la evolucion de las cotas para A.(1) se puede resumir de la siguiente man-
era: la cota inferior inicialmente encontrada fue 1, posteriormente Harris la mejord obte-
niendo A.(1) > 1,13. Actualmente se tiene demostrado que A\.(1) > 1,53. La cota superior
que se obtiene en la prueba de la transicién de fase es cercana a 20, mucho mas alla del
valor aproximado. Ya a mediados de los 80, Griffeath demostré que A.(1) < 7, y posterior-
mente Liggett y Holley probaron que A.(1) < 2. Ligget conjeturd que refinando la prueba
de él y de Holley se podia obtener un valor mas cercano al esperado, pero en la practica
solamente se logré llevar la cota superior a 1,942 (por el propio Liggett).

3.1.1. Simulaciones

En este apartado presentamos algunas simulaciones del proceso de contacto en Z realizadas
en SAGFE; las imagenes se hicieron en Matlab.

Las imagenes muestran en cada caso la evolucién del proceso de contacto tomando en cuen-
ta solamente las interacciones que suceden en un intervalo discreto de la forma [—L, L],
es decir, se ignoran los contagios o recuperos fuera de esa region. En cada caso el pie de la
figura indica el valor del parametro A, el tiempo en el que se detuvo la simulacién (al que
llamamos T'), y la cantidad de iteraciones que se realizaron. En todos los casos la regién
donde se simuld es el intervalo discreto [—35,35] y la condicién inicial es [—3, 3].

El programa construye una matriz con tantas columnas como vértices y en la que en cada
fila se expresa el estado del proceso de contacto, por lo que la matriz que se utilizé para
generar las imagenes tiene tantas filas como iteraciones y tantas columnas como vértices.
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-35 -25 -15 -5 0 5 15 25 35

Figura 3.4: A\ =1,7; T = 77,30; 10.000 iteraciones.

3.2. Una condicién para la sobrevivencia

Nos encaminamos a probar que el proceso de contacto con parametro igual al valor critico
se extingue casi seguramente y también que \; = X, en L% Estos resultados fueron
probados a comienzos de la década del 90 por Bezuidenhout y Grimmett en [BGI0] y

[BGOT].
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25 35

Figura 3.5: A =1,6; T' = 75,19; 2.690 iteraciones.

15 25 35

Figura 3.6: A = 1,4; T'= 21,51; 504 iteraciones.

El nicleo de la prueba reside en hallar condiciones que sean equivalentes a la sobrevivencia
del proceso de contacto pero que dependan solamente de procesos de Poisson utilizados en
la construcciéon grafica en cierta regién acotada del espacio-tiempo, para luego buscar un
acoplamiento con un proceso supercritico de percolacion orientada por sitios. La existencia
de esta condicién no es para nada obvia, puesto que la persistencia del proceso es un suceso
que tiene un horizonte temporal (claramente) infinito. Informalmente la idea de la prueba
es que bajo ciertas condiciones, se pueden encontrar con alta probabilidad “bloques”de
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sitios infectados que hagan las veces de vértices de un proceso de percolacién orientada
supercritico.

A, siempre denotara al proceso de contacto de parametro A. Para empezar introducimos
cierta notacién. Para L > 1 se escribe ;A; al proceso que resulta de truncar el proceso
de contacto definido por la representacion grafica, pero utilizando solamente los caminos
cuyos segmentos verticales corresponden a sitios en (—L, L)? y con flechas de infeccién
partiendo desde (z,-) hacia (y,-) con # € (—L,L)% Notar que la definicién anterior

permite que dentro de ;A; haya sitios infectados que pertenecen al borde de la caja
(—L, L)%

Observar que si L < L’ entonces se puede brindar un acoplamiento tal que ;A; C 1/ Ay, en
el sentido de que si un sitio est4 infectado a tiempo ¢ en el proceso truncado en (—L, L)?
estara también infectado en el proceso truncado en (—L', L')%.

Eventualmente nos interesara mirar estos procesos truncados centrados en un sitio x
cualquiera y no necesariamente el origen. Notaremos por , ;A; a la versién andloga de
1 A; pero utilizando solamente los caminos cuyos segmentos verticales corresponden a
sitios en (x — L,z + L)%, Observar que 21 Ar y * + A tienen la misma distribucion.

Comenzamos con una serie de proposiciones bastante técnicas que nos permitiran enunciar
la condicién de sobrevivencia que queremos.

Proposicién 3.2.1. Supongamos que A; sobrevive con probabilidad positiva. Entonces

lim P(AE’"’"W # 0 para todo t > 0) = 1.
Demostracion. Si A; persiste con probabilidad positiva se tiene que v # dy y por tanto
vale (2.8). Luego como [—n,n]? T Z< se tiene la igualdad deseada.
O

Proposicién 3.2.2. Para todo A finito y todo N > 1 se tiene que:
lim lim P(| A > N) =P(A? # 0 para todo t > 0).

t—o0 L—oo
Observacion 3.2.3. En el limite anterior es importante el orden de los limites puesto que el
proceso de contacto dentro de un conjunto finito de vértices se extingue casi seguramente,
entonces th’m P(| A% > N) = 0, para todo L > 1, y por tanto el otro limite iterado es
— 0

siempre igual a 0.

Demostracion. A} = L A4 entonces se tiene que:
t t
L>0

Jim B(|A7| > N) = P(|A{] > N). (3.2)

Sea F, la o-dlgebra generada por la representaciéon grafica hasta tiempo s, es decir, por los
procesos de Poisson hasta tiempo s de todos los sitios. Es sencillo observar que (F,: s > 0)
es una filtracion. Sea X =1, _y para algin ;3 ¥ Xs = E(X|F).

Se define entonces una martingala (Xs: s > 0) asociada a la filtracién (Fs: s > 0). Como
X estd en L' podemos utilizar el teorema de convergencia de martingalas para afirmar
que Xy — X casi seguramente cuando s — 400.
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Ahora bien, si la configuracién A% tiene n sitios infectados, la probabilidad de que todos
los sitios se recuperen antes de que se origine una nueva infeccion es por lo menos la proba-
bilidad de que n exponenciales independientes de parametro 1 (que marcan los recuperos)
sean menores que el minimo de 2dn exponenciales independientes de pardmetro A (que
indican los contagios). Este minimo se distribuye como una exponencial de pardmetro
2dn A, entonces:

|As|
/ 1
X, =P(A; =0 para algiin t’ Fs) > (HT)W) .

Afirmamos que |A;] — +oo casi seguramente sobre B = {A, # (} para todo s > 0}. En
efecto, si |A;| < k para todo ¢, se tiene que para todo s:

1 45| 1 g
X, >(— ) > .
_<1+2d)\|AS]> _(1+2d>\k> >0

Pero entonces sobre B se tiene que casi seguramente X > 0, puesto que Xy — X casi
seguramente, lo que es absurdo porque sobre el conjunto B la variable aleatoria X debe
valer cero. Por tanto |A;] — 400 casi seguramente en B. Utilizando este resultado se
obtiene que:

lim P (|4 > N) = lim P (A = N | B) P(B) + lim P (A = N | B°) P(B)
= lmP (4| > N| B) P(B)

= P(B)
= P(A;# 0 paratodo s >0),

donde usamos que P (|A{'| > N | B¢) tiende a 0 con t — +oc. Finalmente, por la igualdad
(3.2) concluimos la prueba de la proposicién.
[

Observacion 3.2.4. De la prueba anterior puede deducirse que si el proceso persiste en-
tonces la cantidad de sitios infectados tiende a infinito.

Proposicién 3.2.5. Para todon, N > 1 y L > n vale:

—d

2
P (|LA,[;”’"1‘1 n[o0,L) < N) < [IP’ (|LA£*"’"W\ < 2dN)] . (3.3)

_ d

Demostracion. Sea X; = [, A" 1[0, L)4|. Se definen también Xo, ..., Xoa de forma
_ d

andloga pero intersecando LA,[f ™% con los demds ortantes de Z2. Se tiene entonces que

7TLnd
LAS™ < X 4 X

Es claro que X7, ..., Xy son variables aleatorias idénticamente distribuidas. Ademas estas
variables estan correlacionadas positivamente puesto que son funciones crecientes de los
procesos de Poisson que generan las infecciones y funciones decrecientes de los procesos
que indican recuperos. Como estamos trabajando en una caja acotada y por tanto finita
(el rectdngulo de enteros centrado en el origen y lado 2L), se aplica el corolario (2.5.4)
con la adaptacion para medidas obtenidas a partir de procesos de Poisson.
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Entonces:

P(| AT < 29N) > P(X 4 ...+ Xpa < 29N)
P(X, <N, ..., Xp < N)

P(X, < N)**

AVAR ARV,

donde en la ultima desigualdad utilizamos la correlacién positiva. Finalmente se obtiene
la desigualdad (3.2.5).
O

El camino para hallar una condiciéon de supervivencia precisa de otras definiciones auxi-
liares. Se usaré la norma del supremo para los puntos de Z%. Por otro lado, diremos que
x € Z% es positivo y se escribe x > 0, cuando z; > 0 para todo i =1,...,d.

Se definen los siguientes conjuntos:

S(L,T) = {(z,s) € Z* x [0,T): ||=|| = L},

LAY = U pAA x {t} Cc 24 x [0,00).
>0
1A% es el conjunto de sitios que fueron infectados en algiin tiempo (sin importar el tiempo
que permanecieron infectados).

Se considera finalmente N“(L,T) el maximo ntimero de puntos que pueden escogerse en
el conjunto S(L,T) N A4 con la siguiente propiedad: si (z,s;) y (,s2) son dos puntos
con la misma coordenada espacial en este conjunto entonces |s; — so| > 1.

Proposicién 3.2.6. Supongamos que L; T oo yT; T 0o. Para M y N enteros positivos y
A C 7% finito, se tiene que:

lmsup P (N4(L;, Tj) < M) P(|1,A7| < N) <P (AL =0 para algin s) .

J—00

Demostracion. Sea Frr la o-algebra generada por la representacion grafica en (—L, L) x
[0, 7). El primer paso de la prueba consiste en demostrar que si A C (=L, L) entonces se
cumple que casi seguramente sobre el conjunto {N4(L, T) + |, A4| < k} vale la desigual-
dad:

—4dx 1k
P(A2 =0 para algin s | Fpp) > [ ‘ ] (3.4)

14 2dA
Observar que para cada x € A4 la probabilidad de que ocurra un recupero antes de que

se genere una infeccion es , ya que es la probabilidad de que una exponencial de

14 2dA
parametro 1 sea menor que el minimo de 2d exponenciales independientes de parametro

A e independientes de la exponencial anterior. Si ocurre un recupero antes que un intento
de infeccién, no puede haber un camino (infinito) activo que pase por (z,7) y en conse-
cuencia, con probabilidad de al menos (1+2d\)~! el sitio z no contribuye a la persistencia
del proceso.

Luego, por independencia de los procesos que senalan los recuperos en cada sitio, si
|LA%| = [, la probabilidad de que ninguno de los sitios contribuya a que el proceso
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sobreviva, condicionada al estado del proceso a tiempo T y en la caja (—L, L)%, es como
minimo (1 + 2d\)~",

Ahora consideremos el segmento vertical {x} x [0,7] de la representacién grafica con
)] = L.

Sean (z,s1),...,(z,s;), con s1 < s2 < ... < s;, la mayor cantidad de puntos que se
encuentran en el segmento {z} x [0,7] y en S(L,T) N A4, con la propiedad de que
|siz1 — si| > 1 para todo i. Se asume que j > 1 puesto que de otra forma ningin punto
del segmento contribuye a la persistencia del proceso. Sea entonces:

T= (J{a} x (s — 1,8 +1).
i=1
Observar que la unién es disjunta y que por la asuncién de maximalidad todos los puntos
del segmento {x} x [0,T] que también se encuentran en S(L,T)N A* estdn en I. Se
deduce entonces que el tiempo que x permanecio infectado entre 0 y T es a lo sumo la
longitud de I, es decir 2j. Por tanto la probabilidad de que no haya flechas activas de
infeccién a cualquiera de los 2d vecinos de = es como minimo e *%*, la probabilidad de
que 2d procesos de Poisson independientes entre si sean todos cero en un conjunto de
medida 27.

Para un intervalo de longitud u en el complemento de I sobre el segmento {z} x [0, 7],
calculamos la probabilidad de que no exista una flecha de infeccién a un vecino, o de que
si se genera una esté precedida por un recupero (y por tanto no haya contagio).

La probabilidad de que no exista una flecha de infeccién de x hacia algtin vecino es igual
—2d\u
e .

Si X; son las variables exponenciales independientes que senalan los 2d posibles contagios
que se originan desde x, e Y la variable aleatoria que indica los recuperos en x, entonces
la probabilidad de que si existe una flecha de infeccion ella esté precedida por un recupero
la calculamos de la siguiente forma:

PO<Y <X =mhX;<u) = / {/ eV dy} 2d\e™ 2 dy
! o LJo

= —e 2] /“ 2d\e™ P gy
0

2d\ o~ (2dA+1)u _ 2d\
2d\ +1 2d\ +1

1
> _€—2d>\u —I—
- 1+ 2d\
Por tanto, si se juntan ambos aportes, la probabilidad de que no exista una flecha de
infeccion a un vecino o de que si se genera una esté precedida por un recupero es mayor

que (1+2d\)~1.

— _672d)\u+ 1+

Los eventos que transcurren en I y su complemento sobre {z} x [0, 7] son independientes
puesto que refieren a conjuntos disjuntos de la representacion grafica en el segmento.

Con los calculos anteriores se puede estimar la probabilidad de que ninguno de los puntos
del segmento {x} x [0, T] que estén también en S(L,T)N , A* contribuya a la sobrevivencia
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Capitulo 3. El proceso de contacto en L4

del proceso. Esta probabilidad es al menos:
p—4dx 77
{1 + 2d)\] ’
ya que el numerador es aportado por los puntos de I, mientras que el denominador proviene
de los puntos de I¢ en el segmento.

Para finalizar la prueba de la desigualdad (3.4) resta considerar los aportes a la no sobre-
vivencia del proceso con la condicién {N4(L,T) + [ AZ| < k}:

o—4dA NA(L,T) p—ddx 7k
_ >
1+2dA1 = {1+2d>\1

LA
IP’(A? = para algin s|FLr) > [m] [

Ahora escribimos G = {A% = () para algin s} y H; = {N4(L;, T;) + |LjA$j| < k} para k
fijo.

Por el teorema de convergencia de martingalas se tiene que P(G | Fp, 1,) converge casi
seguramente a 1 cuando j — oo, porque (—Lj, L;)* 1 Z%y [0, 7] 1 [0, oc]. La desigualdad
(3.4) nos dice que P(G | Fp, ;) estd acotada inferiomente por un nimero positivo (e
independiente de j) sobre H;, por lo tanto sucede que:

{H; 0.} = [U H| cG;
321 |i>j
y por consiguiente:
limsup P(H;) < P(G). (3.5)

j—+oo
Si bien la forma en la que mostramos que {H; i.o. } C G es bastante técnica, la afirmacién
en si es intuitiva. Condicionar a H; es limitar fuertemente la cantidad de sitios por los que
el proceso de contacto puede salir de la caja [—Lj, L;]¢ x [0,7}], ya que cuando tomamos
limite en j el tamano de la caja aumenta (porque L; T oo y 1; T oo) pero la cantidad
de sitios por los que puede escapar permanece constante. En consecuencia al proceso le
cuesta més llegar a los bordes de la caja (incluido el “techo” [—L;, L;]% x {T};}) por lo que
es mas dificil que exista un camino activo suficientemente largo.

Continuando con la prueba, se tiene también que:

P(NYL,T)+ |1 A} < M+ N) > P(NYL,T)<M,| A}| < N)
> P(NAL,T)< M) P(|,A7| < N) ,
donde la segunda desigualdad es una consecuencia de la correlacion positiva. Utilizando

esta ultima desigualdad y (3.5) se tiene el resultado.
[

Para la préxima proposicién necesitamos mas definiciones.

Denotamos Sy (L,T) = {(z,s) € Z% x [0,T]: z; = L, x; > 0 paratodoi # 1}. Sea
N4(L,T) la mayor cantidad de puntos en S;(L,T) N A? tales que: cada par de puntos
con la misma coordenada espacial distan entre si en al menos uno. Se pueden generalizar
las definiciones anteriores para cualquiera de los 2¢ ortantes de Z¢.
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Proposicién 3.2.7. Para L, M, T yn < L,

]d

dze
PN Ty < M| <P (N TY < Md2d
+

Demostracion. Sea X; = N[;"’n}d(L,T), y definimos también X, ..., X 54 de forma si-
milar cambiando la primer coordenada en la definiciéon de S, (L,T) por alguna de las
d posibles y reemplazando el signo positivo por otro de las 2¢ opciones de signos. Estas
variables aleatorias son idénticamente distribuidas por su definicién y estan positivamente

correlacionadas.
Ademéas N7 (L, T) < X; + ... + X 4. Entonces:
P(X, < M) = P(X; < M) x ... x P(Xgpa < M)

P(X, < M,..., Xpo < M)
P(NE™"(L,T) < Md2%).

IAIA

]

Con la ayuda de las proposiciones anteriores probaremos el siguiente resultado cuyas
afirmaciones, veremos mas adelante, son equivalentes a la sobrevivencia del proceso de
contacto.

Teorema 3.2.8. Si A; sobrevive con probabilidad positiva se tiene que: para todo € > 0
se pueden elegir L, T y n, con n < L, de forma tal que:

P <L+2nA[T_f1’n}d D+ [—n,n]d para algin x € |0, L)d> >1—ce,

P<L+2nA£:f’n}d Sax+[-n,n]  paraagint, 0<t<T

y alginz € {L +n} x [O,L)d_1> >1-—ce.

Demostracion. Sea ¢ € (0,1); més adelante elegiremos un valor de § adecuado. Dividimos
la prueba en tres etapas. La primera permitira acotar las probabilidades de ciertos sucesos
que seran muy utiles para la prueba de las afirmaciones de la tesis del teorema; en la
segunda y tercera etapa se demostraran ambas afirmaciones.

Como el parametro A es tal que el proceso sobrevive con probabilidad positiva, en virtud
de la proposicion (3.2.1) se puede tomar n de forma que:

IP’(AI[:n’n]d # () paratodo t > 0) >1—§°.

Elegimos N’ suficientemente grande de forma tal que, en N’ ensayos independientes con

probabilidad de éxito igual a
P(, A7 O [-n,n]"),

se tenga como minimo una probabilidad 1 — § de obtener al menos un éxito; esto es que:

[1=PLA? S [—n,nH)]Y <4
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Luego se elije N de forma que cualquier subconjunto de Z?¢ con N puntos contenga al
menos N’ puntos tales que cada par de ellos estd separado por una distancia (en norma
infinito) mayor a 2n + 1.

De forma similar a N’ se elige M’ tal que en M’ experimentos independientes con proba-
bilidad de éxito
P(2,A% D [0,2n] x [-n,n]* ),

se tenga que la probabilidad de obtener por lo menos un éxito sea como minimo 1 — J.
También tomamos M de manera que cualquier subconjunto de Z¢ de M puntos contenga
M' puntos donde cada par de ellos esta separado por una distancia mayor a 4n + 1.

Con las elecciones anteriores nos disponemos a comenzar propiamente la prueba del teo-
rema.

La primera parte de la prueba consiste en mostrar que existen sucesiones L; T ooy T} T oo
tales que:

P <]LjA[T;n’"]d\ > 2dN> =1—¢ paracada j.

Se tiene que 0 < 1 — ¢ < 1 — 6% y ademds P(|LA,[;_n’n]d| > 2¢N) es una funcién continua
de t porque estamos observando al proceso truncado en una caja de lado 2L y por tanto
intervienen una cantidad finita de sitios (y de procesos de Poisson). Por la proposicién
(3.2.2)) sabemos que:

lim lim IP’(|LAI[:n’n]d| > 21N) = ]P’(Al[fn’n}d # () paratodo t >0)>1—-0?>1-6,

t—oo0 L—oo

entonces existen L; T oo y T} T oo tales que:
(|, AL > 2N) > 16
J
Ahora bien, fijo L;, la observacién (3.2.3) inmediatamente posterior al enunciado de
la proposicion recién utilizada nos dice que: th’m P(| LjAI[:"’"]d] > 29N) = 0; y como

IP(|LjA£_"’"]d| > 2N) es una funcién continua de ¢, existe T; > T} para cada j tal que:
P <|L].A£[;”’”]d] > sz) —1-4. (3.6)

Ademsds T; — 400 y se pueden adecuar los indices de forma tal L; y T; sean crecientes.

Si aplicamos la proposicién (3.2.6) reemplazando los nimeros M y N de su enunciado
por Md2? y N2¢ respectivamente, y usando las sucesiones antes definidas, se tiene que:

lfim sup P(NI"Y(L;, T;) < Md2?) P(| LjAg”v"ﬁ < N29) < P(AL™"" = () para algiin s) .

Jj—00
Pasando a los complementos y utilizando (3.0)), se obtiene que:

lfmsup [1 — P(NT™MY(L; T) > Md2%)] x 6 < 1—P(A7™"" £ 0 para todo ¢ > 0) < 62.
Jj—o0
Entonces: )
lim sup P(NU™(L;, Ty) > Md24) > 1 -4

J—00
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Por lo tanto existe j tal que: L; > n (se precisa esta desigualdad para poder aplicar
después la proposicién (3.2.7)) y

P (N[*”vnld(Lj, T) > Md2d> >1-6. (3.7)

Para finalizar la primera parte de la prueba tomamos L = L; y T' = T} y aplicamos las
proposiciones (3.2.5) y (3.2.7) junto con (3.6) y (3.7), con lo que se prueban las siguientes
dos desigualdades:

i (|LA£_”’”V n[0,L) > N) >1-60", (3.8)

—d

P <N[+_"’"]d(L,T) > M) >1- 57 . (3.9)

En la segunda parte de la demostracién probaremos la primera afirmacién de la tesis
—n,n d

del teorema. Estimemos la probabilidad de que exista x € LA[T e [0, L) y tal que

L+2nA[T_f1’n]d D + [-n,n]¢ condicionado al suceso {|LA£;n’”]d N[0, L)% > N}.

nnld ) o

La elecciéon de N nos asegura que en LA[T A [0, L)? existen al menos N’ sitios infectados
separados por una distancia minima de 2n + 1. Sean x1, ..., x N/ esos sitios. Recordar que
+.2 A denota el proceso de contacto truncado en la caja (—L +z, L +2)? y con condicién
inicial A.

La eleccién de N hace que los sucesos

{e:n AV D i+ [-n,n]’} para i=1,...,N’,

sean todos independientes entre si, porque utilizan procesos de Poisson en regiones dis-
juntas de la representacion gréafica, dada la separacion entre xq, ..., zys. Es sencillo notar
que la probabilidad de cada uno de estos eventos coincide con P(, A9 D [-n,n]¢), ya que
es esencialmente el mismo evento pero trasladado x; sitios en cada caso.

— d , . . . — d
A suvez, siz € LA[T m% por la pérdida de memoria se tiene que enAf C L+2nA[Tf1’”] ,

o
por lo tanto si: ,,A? D x + [—n,n]? entonces L+2nA[Tf1’"] D x+ [—n,n]?.

Segun nuestra eleccién de N’, en N’ experimentos independientes con probabilidad de
éxito P(,AY D [—n,n]?), existe un probabilidad de al menos 1 — § de que alguno de estos
N’ intentos sea un éxito; entonces con probabilidad de al menos 1 — § ocurrird que:

L+2nA[Tf1’"]d O x; + [-n,n]* paraalgini=1,...,N',

condicionado al suceso {\LAlf_n’"]d N[0,L)Y > N}.

La probabilidad de {L+2nA[T_f1’”]d D+ [-n,n]¢ para algin z € [0, L)d} es mayor que la

probabilidad de ese mismo evento intersecado con {| 1AL il [0,L)¢] > N}; pero esta
ultima probabilidad se puede estimar utilizando la definicién de probabilidad condicional
ya que:

P <L+2nA[T_f1’n]d Dx+ [—n,n]d para algin z € [0, L)¢ ‘ |LA£;n’n]d N[0, L)Y > N> >1-9,
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por lo recién demostrado, y
P (A" 00, L) > N) 2167,
en virtud de (3.8). Por lo tanto se tiene que:
P (LHRA[T_fl’n]d O x + [-n,n]? para algin z € [0, L)d> >(1-68)(1—-6"7).

Al final de la demostracion se elegira adecuadamente el valor de § en funcién de e.

La tercera y ultima parte de la prueba de este teorema consiste en demostrar la segunda
afirmacion del mismo. Por un argumento analogo al anterior nos alcanzara con estimar la
probabilidad del evento:

{LHnAE?’n}d D x4 [-n,n]? paraalgin 0 < ¢t < T y algin x € {L +n} x [0, L)dil} ,

condicionado a {Nf"’n]d(L,T ) > M }, ya que la probabilidad de este tltimo suceso fue
acotada en (3.9).

Sean entonces (x1,51),..., Ty, sy) € Se(L,T) N LA {t}| y tales que cada
>0
par de ellos cumple lo siguiente:

= si tienen la misma coordenada espacial entonces la diferencia en la coordenada
temporal es mayor que uno;

= si tienen distinta coordenada espacial entonces distan entre si al menos 4n + 1.

La primera condicién se asegura por la definicién del niimero an’"]d(L, T) y la segunda

_ d
por la elecciéon de M, y ambas bajo la condicién NJ[r ] (L,T) > M. En definitiva los
items anteriores nos dicen que los sucesos

{xi,gnAZH D x; + [0,2n] x [—n, n]d’l

xT; € LAL;”’”]d} para todo i

son independientes entre si, porque pertenecen a regiones disjuntas de la construccion
grafica y utilizan por tanto procesos de Poisson independientes entre si. Ademés todos
estos sucesos tienen probilidad mayor o igual que P(5,A4% D [0,2n] x [-n,n]?"1), puesto
que son esencialmente el mismo evento, ya que es posible iniciar el proceso con condicion

n]

—_ d . .
inicial x; acoplado al de distribucion inicial L+2nfl,[t """ dado que estamos condicionando

a{x; € LA[s:n’”]d}.

o] ,
Ahora bien, si {4, 2,451 D ; + [0,2n] x [-n,n]*! | ; € L ALY ocurre para algtn
1, entonces existiran r = z; + ne; y t = s; tales que:

Lo AT D at [~nnl? y € {L+n}x [0,0)"

siendo e; el primer vector de la base canénica de R
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Finalmente, como elegimos M’ de forma tal de que la probabilidad de obtener un éxito en
M’ experimentos independientes con probabilidad de éxito P(5,AY D [0,2n] x [—n,n]? 1)
es al menos 1 — 4, se prueba que la probabilidad del evento

{LHnAE:lL’n]d Dx+ [—n,n]d, para algin 0 <t < T y algtin « € {L +n} x [0, L)d_l} ,

condicionado a {Nj[f"’"]d(L,T) > M} es al menos 1 — 4. Si juntamos esto con (3.9) se
obtiene que:

P(H%AL;’{’"V Sz + [~n,n)%, paraalgin 0 <t < T
v algin € {L+n} x [0, L)d—l) > (1-6)(1— 6%,
Para terminar la prueba del teorema, dado e debemos elegir § > 0 de forma que:
11— >Tl-cy (1-0)1-57)>1—¢;

para lo que alcanza con tomar ¢ suficientemente pequeno.

3.2.1. Acoplamiento con los procesos de percolacién

El proximo paso consiste en probar que las afirmaciones que aparecen en la tesis del
teorema (3.2.8) implican la sobrevivencia con probabilidad positiva del proceso de con-
tacto. Para ello se realizara una construccion que permita vincular al proceso de contacto
con un proceso de percolacién orientada por sitios en el caso supercritico. Resulta conve-
niente resumir las dos afirmaciones del teorema anterior (3.2.8) en una tnica condicién.
La siguiente proposiciéon apunta en ese sentido.

Proposicion 3.2.9. Supongamos que se cumplen las afirmaciones de la tesis del teorema
(3.2.8). Entonces dado € € (0,1) se pueden elegir n, L, T', con n < L tales que:

P<2L+3nA£_n’n}d D x4+ [—n, n]d, para algin t, T' <t < 2T
y alginz € [L +n, 2L +n] x [0, 2L)d‘1> >1—c. (3.10)

Demostracion. Sea e € (0,1); tomemos ¢ de forma que 1 — ¢ = (1 — ¢)?. Trabajaremos
hasta finalizar la prueba con €. Por hipdtesis sabemos que existen n, L, T" tales que
cumplen las afirmaciones de la tesis de (3.2.8) y n < L. En particular la segunda de esas
afirmaciones dice que, con probabilidad al menos 1 — €, existen s € [0,7") y un punto

x € {L+n} x[0,L)! con la propiedad de que L+2nA£:ﬁ’n]d D x+ [—n,n]%
Se define un tiempo de parada 7' de la siguiente forma:

]

7 =if{u>0: 3z e {L+n}x[0,L)"" tal que 1,0, AL D 2 4 [—n, 0]},

y luego 7 = 7' AT". Es obvio que P(7 <7") > 1 —¢€.

Ahora se reinicia el proceso a tiempo (aleatorio) 7+ 1 pero con estado inicial z + [—n, n]%.

Utilizando la propiedad fuerte de Markov y la monotonia del proceso de contacto se tiene
que, condicionado a {7 < T"}:
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d
_ d ’ _ d
£+[ n,n] C Au T+1 — A[ nm’} .

= es posible dar un acoplamiento de forma que: A w1

» por la primera afirmacién del teorema (3.2.8)), siempre condicionado a {r < T"},
se tiene que al menos con probabilidad 1 — ¢ existe y tal que y — 2z € [0, L)% y el
proceso reiniciado a tiempo 7" + 1 contiene a y + [—n, n]d.

Combinando las afirmaciones de ambos items se obtiene que:

P<2L+3nz4,[;n’n}d Dy+[-n, n]d para algin t, 7" +1 <t < 2T + 2

y alginy € [L +n, 2L + n] x [0, 2L)d—1> > (1—¢€)?; (3.11)

por lo que para finalizar la prueba hay que elegir T'=T"+ 1 (n y L son los elegidos al
comienzo) y reemplazar (1 — €)% por 1 — e.
O

Siguiendo la notacién de la proposicién anterior, el tiempo t (aleatorio) que aparece en
(BI1) es T4+ 7+ 2.

Para introducir una comparacién con los procesos de percolacién se necesita la siguiente
proposicién.

Proposicién 3.2.10. Supongamos que se cumplen las afirmaciones de la tesis del teorema
(3.2.8). Entonces: para todo € € (0,1), se pueden elegir, n, a y b, con n < a de modo que
si (x,5) € [—a,a]? x [0,b] se tiene que:

IP’(El (y,t) € [=3a, —a] x [—a,a]*™" x [5b,6b] tal que existen caminos activos

dentro de la caja [—5a, 5a)* x [0,6b] que vayan desde (3.12)
(x,8) + ([—n,n]d X {0}) hasta todo sitio de (y,t) + ([—n,n]d X {0})) >1—c€

Demostracién. Dado €, tomemos € de forma que 1 — ¢ = (1 — €')!°. Luego se toman n,
L y T satisfaciendo la tesis de la proposicién anterior (3.2.9) con 1 — €' como referencia.
Definimos a = 2L +n y b = 2T. Para mostrar el resultado aplicaremos repetidamente la
afirmacién (3.2.9) para mover los sitios infectados espacial y temporalmente pero siempre
dentro de la caja [—ba, 5a] x [0, 6b].

En la desigualdad (3.10), z pertenece a la caja [L +n,2L+n] x [0,2L)%"1, pero es sencillo
observar que la afirmacion sigue siendo valida si tenemos que x pertenece a una caja
similar pero en otro ortante, por lo que podremos aplicarla con cualquier eleccién de
signo en las coordenadas.

Las siguientes son las reglas con las que se aplicara repetidamente la proposicion (3.2.9).
Nos dirdn cada vez en qué ortante aplicarla (eligiendo un signo en cada coordenada) y las
veces que sera necesario hacerlo.
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» Para 2 < i < d: supongamos que (z,u), z = (21,...,24), es el centro del cubo de
sitios infectados a mover (inicialmente serd (x,s)). Si z; > 0 entonces nos movemos
en la direccién negativa en la i-ésima coordenada; si z; < 0 nos movemos en la
direccién positiva de la i-ésima coordenada.

Como a > 2L y cada vez que aplicamos la proposicién (3.2.9) para mover el centro
del cubo de sitios infectados (de lado 2n) nos movemos a lo sumo 2L sitios en la
direccion determinada por el signo de cada coordenada, estas d — 1 coordenadas
permaneceran siempre en [—a, a] mientras se aplique la proposicién (3.2.9) con este
criterio.

= Moveremos la primer coordenada del centro (z;) en la direccién negativa hasta que
esté en el intervalo [—3a, —a]. Si alcanzado este intervalo es necesario aplicar la
proposicion (3.2.9) (moverse nuevamente), lo haremos segin el siguiente criterio: en
la direccién negativa de la primer coordenada si ésta es mayor o igual a —2a y en
la direccién postiva en caso contrario.

Como cada vez que aplicamos la proposicién (3.2.9) nos movemos como minimo L+n
unidades a la izquierda en la primer coordenada y —4(L+n) < —(4L +2n) = —2a,
en a lo sumo cuatro pasos, es decir, luego de aplicar a lo sumo cuatro veces la
proposicion (3.2.9), tendremos que la primer coordenada del centro del cubo de sitios
infectados estard en [—3a, —a]. Ahora bien, lo méximo que nos podemos mover en
la direccién negativa de primer coordenada cada vez que aplicamos la proposicién
(3.2.9) es 2L + n = a, por tanto, luego de que suceda que z; € [—3a, —al, el centro
permanecera en ese intervalo segun el criterio que se definié en el parrafo anterior.

» Movemos la coordenada temporal u del centro (z, ) hasta alcanzar un valor mayor
o igual que 5b = 107. Como siempre nos movemos un tiempo aleatorio entre T' y
2T en a lo sumo diez pasos (y cuatro como minimo) superaremos 5b.

Ahora bien, como alcanzar lo planteado en el segundo item se hace en a lo sumo
cuatro pasos de aplicar la proposicién (3.2.9), y alcanzar el tiempo que se requiere
para cesar la iteraciéon lleva al menos cuatro pasos, el tiempo final luego de aplicar
la proposicién (3.2.9) las veces necesarias para cumplir las condiciones de todos los
items, no excedera el valor 127" = 6b.

Cuando aplicamos la primera vez la proposicién (3.2.9), sabemos que con probabilidad al
menos 1 — € existen t € [T,2T) y z = (z1,...,24) € [-=(2L + n), —(L +n)] x [0,2L)4"?
tales que:
A[_nvn]d _ d
2L+3n Ay D+ [—n,n|®.

Ahora bien, si ocurre este sucesos se puede considerar por la propiedad fuerte de Markov
el proceso de contacto reiniciado (a partir del tiempo aleatorio t) pero con condicién
inicial « + [—n, n]? de igual manera que en la proposicién anterior. De esa forma se puede
volver a aplicar la proposicién (3.2.9) pero esta vez con x +[—n,n]? como condicién inicial
del proceso de contacto y con los ortantes adecuados a los signos de las coordenadas de
x. Por tanto, si sucede el evento que nos permite reiniciar el proceso de contacto, con
probabilidad al menos 1 — € es posible encontrar t' € [T,2T") y 2’ € I tales que:

_ d
J:,2L+3nA7[y M S [—n,n]?,
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donde I es el conjunto:
(1 — (2L 4+ n),x1 — (L+n)] X (xg — 2L, 23] X -+ X (xq — 2L, x4] .

A la poco amigable expresién del conjunto [ se llega aplicando las reglas establecidas en
los items anteriores. Recordar que x tiene, a excepcion de la primer coordenada, todas
sus coordenadas positivas, con lo que el primer item nos dice cémo aplicar la proposicion
(3.2.9) y que z7 > —2a.

Si ahora se mira el proceso desde el comienzo, es decir desde tiempo cero con condicién
inicial [—n,n]?, sabemos que con probabilidad (1 — €)? existen: t =t + ¢ € [2T,4T) y
2" =2’ € I tales que:

d

_ d
4L+6nA£un’n] D' +[-n,n|*,
ya que los sucesos ocurren en intervalos temporales aleatorios pero disjuntos y vale la
propiedad fuerte de Markov.

Observar, a pesar de lo engorroso que puede resultar la notacién detallada, que cada vez
que se aplica la proposicién (3.2.9) se utilizan los procesos de Poisson que estdn a una
distancia maxima de 2L 4 3n del centro del cubo de vértices infectados, por lo que en la
construccion participan solamente los procesos de Poisson correspondientes a los puntos
de [—5a, 5a)¢, puesto que el centro del cubo puede estar a lo sumo a una distancia 3a del
origen y en efecto, como n < L: 3a + 2L + 3n = 4a + 2n < 4a + L + n < ba, por lo que
todo transcurre dentro de la caja [—5a, 5a]?.

Repitiendo este razonamiento las veces que sea necesario (que vimos que no eran mas de
diez) y reemplazando (1 — ¢)!% por 1 — € se demuestra la afirmacién (3.12).
m

Finalmente estamos en condiciones de probar que las dos afirmaciones de la tesis del
teorema (3.2.8) implican la sobrevivencia del proceso de contacto. Como hemos anun-
ciado, se comparara al proceso de contacto con un proceso de percolacién orientada por
sitios. Al proceso de percolacion orientada por sitios lo notaremos por Bj siguiendo la
caracterizacién y notacion previa al teorema (1.4.1).

Teorema 3.2.11. Supongamos que se cumplen las afirmaciones de la tesis del teorema
(3.2.8). Para todo p € (0,1) se pueden elegir n, a, b, con n < a, cumpliendo la siguiente
propiedad:

si las configuraciones iniciales By y A satisfacen que:

j € By implica que A D x+ [-n,n]?,

para algin x € [a(4j — 1),a(4j + 1)] x [—a,a]?™, entonces el proceso {Ad: t > 0} puede
acoplarse con el proceso de percolacion orientada por sitios de pardmetro p, {By: k > 0},
de forma tal que:

j € By, implica que A D 2 4 [—n,n]¢, (3.13)
para algin (x,t) € [a(4j — 2k —1),a(4j — 2k + 1)} X [— a, a] 1y [5bk,b(5k + 1)}

En particular Ay sobrevive con probabilidad positiva.
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Demostracion. Separemos la prueba en dos etapas. En la primera veremos como construir
las variables aleatorias Bernoulli que se requieren para el proceso de percolaciéon por
sitios By pero sin preocuparnos por la independencia entre estas. En la segunda etapa
atenderemos a esto tltimo utilizando el teorema (1.5.1)) del primer capitulo.

Sea € € (0,1); a lo largo de la prueba se iran fijando las condiciones que deberd cumplir
e en funcién de p. Fijo un e, la proposicién (3.2.10) nos dice que existen n, a y b, con
n < a, que cumplen la tesis (de ésta) para el valor del € fijado. Notar que si trasladamos la
primer coordenada espacial o la coordenada temporal manteniendo las longitudes de los
intervalos del evento al que refiere la desigualdad (3.12), ésta seguird valiendo en virtud
del mismo argumento de la demostracion que se realizo.

Para la construccién de By razonaremos en forma recursiva basados en la representacion
grafica y la proposicién anterior. Supongamos que se han construido {B;: 0 <i < k} con
la propiedad que menciona la tesis del teorema (afirmacion (3.13)); construyamos By
(el paso base de la induccion estd implicito en la suposicion sobre By y A).

Si BpN{j,j—1} # 0, sabemos que (3.13) se cumple para j o j—1. Pensemos que se cumple
para j; esto es: existe (z,s) € [a(4j—2k—1), a(4j—2k+1)] x [—a, d] S [5bk, b(5k+1)] tal
que A2 D x+[—n, n]¢. Observar que el conjunto donde se encuentra (x, s) es esencialmente,
a menos de traslaciones en la primer coordenada espacial y en la coordenada temporal, el
mismo que aparece en la hipétesis de (3.12)) (observar los largos de los intervalos en los que
varfa cada coordenada). Ahora bien, j permanecerd abierto en el tiempo k+ 1 de acuerdo
a una variable aleatoria ij+1 con distribuciéon Bernoulli de parametro p, e independiente
de las variables aleatorias que generaron el proceso de percolacion hasta el paso k y de
la evolucién de k a k 4+ 1 de sus vecinos. Por tanto debemos dar un mecanismo para la
construccion de esta variable aleatoria que nos dé el acoplamiento de ambos procesos.

Exijamos que 1 — € > p. Sea C,J;H el siguiente evento:
Cl., = {3 (y,t) € [a(4j—2k=3), a(4j—2k—1)] x [—a,a]d”x [5b(k+1),b(5(k+1)+1)]

tal que existen caminos activos dentro del conjunto

[a(4) — 2k — 5), a (4 — 2k +5)] x [ —5a,5a]""" x [5bk,b (5k + 6)]

desde (z,s) + ([—n, n]d X {O}) hasta todo sitio de (y,t) + ([—n, n]d X {0})} .

verti % i i6
Se puede advertir que el evento Cj_, es, a menos de traslaciones en la representacion

grafica, el mismo que aparece en (3.12). Consideremos la variable aleatoria Bernoulli 1c£ )
.

En virtud de lo anterior y de la proposicién (3.2.10)) esta variable aleatoria correspondera a
un éxito con probabilidad ¢, siendo ¢ > 1 — € > p. Advertir que ¢ puede depender de j y
k pero siempre es mayor o igual que 1 — €.

Para continuar, supongamos que es posible acoplar las variables aleatorias Y}/ | y lciﬂ

de forma tal que toda vez que la primera sea un éxito la segunda lo sea; es decir, brindar
una construccién donde Y/, , < 1. .
k+1 ck+1
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Bajo este supuesto se tiene que: si j € Byy1, la variable aleatoria ij—f—l es un éxito y por

tanto 1Ci+1 también; por lo que la definicion de C,ZH afirma que existe (y,t) tal que:

A;‘,A oy + [_n7n]d7
ya que A4 D T+ [-n, n]? (porque j € By) y existen los caminos activos que brinda la
definicién de Cj, ; que propagan la infeccién. A su vez sabemos que:

(y,1) € [a(4) — 2k —3), a (4 — 2k —1)] x [—a,a]™" x [5b(k +1),b(5(k + 1) + 1)] .

Observando que: a(4j —2k—3) = a(4j—2(k+1)—1) y a(4j—2k—1) = a(4j —2(k+1)+1)
se probaria la afirmacién (3.13)); aunque resta generar las variables Y} y ver que estas son
independientes entre si.

En la segunda etapa de la prueba se debe atender a la independencia de la variables
aleatorias con las que se construye el proceso de percolacién por sitios, para que verdade-
ramente sea un proceso de percolacién por sitios. Las variables 1Ci+1 a partir de las que
se construiyen las variables Yk]+
independientes, puesto que la definicién del evento Ci 41 se basa en la construccién de la
proposicion (3.2.10) que utiliza los procesos de Poisson en regiones de la representacién
grafica que, a menos de traslaciones, son andlogas a [—ba, 5a] x [0, 6b], y estas regiones no
son todas disjuntas. Veremos que las variables 1%“ son m-dependientes para cierto m.

1 que generan el proceso de percolacién por sitios no son

Lo que es relativamente sencillo de observar es que la dependencia de las variables no
se hereda por k sino a partir de las coordenadas espaciales. Para ser claros, la situacion
del proceso de percolacién a tiempo k + 1 depende solamente del estado del proceso a
tiempo k. Para cada punto (naturalmente un punto que esté abierto) en By sabemos
que existen z € Z% y s € [5bk,5b(k + 1)] tales que A2 D x4+ [-n,n]% y en el caso de
que el sitio permanezca abierto en la transicién de k a k 4 1 encontraremos y € Z¢ y
t € [5b(k + 1), 5bk + 6b] tales que A2 D y + [—n,n]?. Luego utilizamos a t en el rol de s
y asi sucesivamente para construir las variables aleatorias. Notar que se utilizan regiones
disjuntas de la representacién grafica; en cada transicién hay independencia de lo que
sucedi6 en tiempos anteriores a 50k (en la k-ésima transicién nos encontramos con el
proceso de contacto en la franja temporal [5bk, 5b(k + 1)]).

Si j € By, sabemos que existen x = (11, ...,74) € Z%9y s > 0 tales que A% D x+[—n,n]¢,y

x1 € [a(4j+2k—1),a(4j+2k+1)]. Ahora bien, para generar la variable 1o utilizamos los
+1

procesos de Poisson en la regién espacial R; = [a(4j —2k—5), a(4j —2k+5)] x [—5a, 5a]?~?
ya que nos restringimos a caminos dentro de ella. Por tanto, si j; y j» son dos sitios
cualesquiera de Bj que se encuentran a una distancia tal que las regiones R;, y R;, son

disjuntas, entonces 1Cj1 y lch seran independientes. En nuestro caso las variables son
k+1 k+1
4-dependientes, ya que si comparamos [?; y I%j;5 son regiones disjuntas.

Este razonamiento es extendible a una cantidad finita de variables aleatorias cuyos indices
7 estén debidamente separados.

Probada la m-dependencia se utiliza el teorema (1.5.1) para generar variables aleatorias

independientes con distribucién de Bernouilli de parametro p a partir de la familia de

variables Bernouilli m-dependientes {1%- E J € Z}, de forma que exista un acoplamiento
+
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donde se cumpla que: 1%' ) > Y,irl. Para ello se debe elegir € € (0,1) de forma que,
+

ademds de 1 —e > p, cumpla 1 —e > 1/4 y:
l—e>1—(1—p)*~,
donde A = #{y € Z: |y| < 4} =09.

Para ver que bajo estas condiciones A; sobrevive con probabilidad positiva, lo que en
definitiva es el reciproco del teorema (3.2.8), alcanza con tomar p suficientemente cercano
a 1 de forma que se satisfagan las conclusiones del teorema (1.4.1)), comparar el proceso
con By (con By = {0}) y aplicar la construccién de este teorema. En efecto, si con
probabilidad positiva existen sitios abiertos en By para valores tan grandes de k como
se quiera, entonces la condicién (3.13) asegura que, con al menos la misma probabilidad,
AL‘”’”]d # () para todo t > 0. Luego la sobrevivencia de Ag_"’”]d con probabilidad positiva
es equivalente a la sobrevivencia de A? con probabilidad positiva.

]

Observacion 3.2.12. Queda claro de la prueba del teorema anterior que este acoplamiento
también es posible si en lugar del proceso de contacto A; colocamos el proceso que resulta
de utilizar solamente los procesos de Poisson de la representacion grafica correspondientes
a sitios 2 € Z% con |z;| < 5a,2 <i < d.

Ahora sacaremos beneficio al teorema anterior para probar uno de los principales resulta-
dos de la monografia. Recordemos que los valores criticos A\; y Ay definidos en el segundo
capitulo son a priori diferentes. En el caso particular de Z¢ sucede que \; = Ay y €so es
lo que se prueba en la primera parte del siguiente teorema. La segunda parte del teore-
ma responde al comportamiento del proceso de contacto en el valor critico para el caso
sobre el grafo Z¢. Este resultado fue probado por Bezuidenhout y Grimmett en 1990 en
el articulo [BGI0).

Teorema 3.2.13.
1. )\1 = )\2 5
2. Para A = Ay el proceso de contacto se extingue casi sequramente.

Demostracion.
Item 1.

Sea A > A\ y A; el proceso de contacto de pardmetro A\. Como nos interesa probar que
hay una probabilidad positiva de que el origen sea reinfectado infinitas veces debemos
considerar en principio el proceso con estado inicial {0}. Ahora bien, sabemos que existe
una probabilidad positiva de que AY cubra la regién [—n,n]? en tiempo 1 por lo que se
puede suponer que el proceso comienza con [—n, n]? en vez de {0}; en efecto, condicionado
a {AY D [-n,n]?} se tiene que Al[f_n’n]d C Af(l) = A} ;. Supondremos entonces que el
estado inicial de sitios infectados es [—n, n]? para cierto n que se escogeré en los préximos
parrafos.

Tomemos p € (0,1) de forma que se cumpla el teorema (1.4.1) y en particular que:

fnf Pk € Boy) = > 0, (3.14)
k>0
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siendo By = {0}.

Ademds para ese valor de p el proceso By esta en la fase supercritica. Recordemos que
By.+1 depende solamente de By, por ende los sucesos {k € Boy: k > 0} son independientes.
Afirmamos que la probabilidad de que exista una sucesién creciente de naturales j; para
los cuales j, € By;, es positiva. En efecto:

P(k € By i0.) = P (ﬂ U{j € ng})

1>1;5>1

lim P (U{j € ng}>

> lim P(I € By)
> fP(l€By) = a>0, (3.15)

donde en la segunda igualdad utilizamos que (U{j € By}l > 1) es una sucesion
>l

decreciente de eventos. Naturalmente P(k € ng_i.o.) estd acotada superiormente por
P(By # () para todo k).

Ahora bien, como A > \; el proceso sobrevive con probabilidad positiva y por tanto valen
las afirmaciones de la tesis del teorema (3.2.8)). Se puede entonces recurrir al teorema
(3.2.11)) que afirma que para el valor de p existen n, a y b, con n < a, tales que es posible

acoplar el proceso de percolacién por sitios By con el proceso de contacto Ai_n’n]d de
forma tal que se cumpla la relacién (3.13). Por lo que si k € By existen z;, € [—a,a]? y
tr € [10bk, b(10k + 1)] tales que A,E;n’"}d D 1z, + [—n,n]¢. Observemos que para diferentes
valores de k, las regiones de la representacién grafica donde estamos mirando el proceso
de contacto son disjuntas (los intervalos de tiempo son todos disjuntos).

Es sencillo advertir que para cualquier z € Z¢ y t > 0 fijo se tiene que:

P (ac = AE_”’”W> > 0.

Llamemos ¢ al minimo de P <x € A[l_n’"]d> con x € [—2a,2a)?. A cada tiempo s en el
que exista una caja de sitios infectados de la forma x + [-n,n]?, con z € [—a,a]?, hay
una probabilidad positiva y acotada inferiormente por d, de que una unidad de tiempo

después alguno de estos sitios haya contagiado a 0.

En efecto, por un lado se sabe que x + [—n,n]? C [—~2a, 2a]?, por otro que la probabilidad
de que 0 € AL;’}’”V dado que ALt Sy [—n,n]?, es mayor que la probabilidad de
que exista un camino activo desde (y, s) hasta (0,s + 1) para algin y € x + [-n,n|¢ C
AL*”’"]d. Esta ultima probabilidad, utilizando la propiedad fuerte de Markov para reiniciar
el proceso de contacto pero con condicién inicial z + [—n,n]?, es igual a la probabilidad
de que exista un camino activo de infeccién desde (y,0) hasta (0,1) para algin sitio

y € z+[—n,n]¢, la cual estd acotada inferiormente por §, ya que z+[—n,n]? C [—2a, 2a]?.
Se define el evento C de la siguiente forma:

—nnd
C = {Eljk Too: A(wj,,t;,) € [—a,a]® x [10bjx, b(105, + 1)], ¥ A£jk S xj, + [—n,n]d}.
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Por (3.15) y (3.13) se sabe que P(C) > a > 0. Observar que la sucesién de tiempos ¢;,
que aparece en la definicion de C es creciente.

Entonces se tiene que:
P (O € Ag—n,n]d i.o. ) = P (33k T 00 : 0 € Agzn,n]d>

= P(3sTo0:0e 4l | C) xP(C)

—n,n]?

> cm(m U{oe A, }\C)

k>11>k

> o lim P (0€Af" ‘ C) > ad >0, (3.16)

lo que significa que el proceso de contacto sobrevive fuertemente. En definitiva se ha
probado que A > Ay implica A > Ay, de lo que se deduce que A\; = As.

Ttem 2.

Para probar la segunda afirmacion del teorema tomamos A de forma que A; persista con
probabilidad positiva. Nuevamente se puede afirmar que se cumplen las dos desigualdades
de la tesis del teorema (3.2.8).

Ahora bien, la proposicién (2.3.1)) del segundo capitulo afirma que, fijo t y dado ¢, existe
d" > 0 tal que si |\ — A\| < ¢’ entonces se tiene que:

P(Bs # As para algin s < t) < €,

donde A# y B son los procesos de contacto de pardmetros A\ y ) respectivamente. Se
puede entonces elegir un valor X', menor que A, y de forma tal que las desigualdades del
teorema (3.2.8)) siguen valiendo. En consecuencia el teorema (3.2.11) nos permite acoplar el
proceso de contacto de parametro A’ con un proceso de percolacién orientada supercritico;
ergo el proceso de contacto de pardmetro A persistird con probabilidad positiva. Se ha
probado entonces que X' > A1 y como corolario se tiene que A > X' > A1.

En definitiva se ha probado que si A es un valor del parametro tal que el proceso de
contacto sobrevive con probabilidad positiva entonces A > Ay, lo que implica que para
A = A el proceso se extingue casi seguramente.

m

Como A\ = Ay denominaremos A. a este valor comun por el resto del capitulo, que es en
definitiva el valor critico del proceso de contacto en Z¢.

3.3. Resultados para la fase supercritica

En esta seccién se presentan algunos resultados de interés para la fase supercritica del
proceso de contacto, es decir para valores del parametro A mayores a A..
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3.3.1. El teorema de convergencia completa

Antes de enunciar el préximo teorema precisamos hacer dos recordatorios. Se utilizard P4 y
E4 para notar la probabilidad y la esperanza de un suceso respecto al proceso de contacto
con condicién inicial A. El proceso A# puede pensarse también como una medida de
probabilidad en ¥ = {0, 1}Zd, que es en definitiva la distribucién a tiempo t del proceso
de contacto con condicién inicial A.

Tiene sentido entonces plantearse el siguiente resultado de convergencia de medidas (de-
nominado teorema de convergencia completa) que nos dice que si vemos A2 como una
medida de probabilidad sobre 3., entonces ésta converge con ¢ a una combinacién convexa
de 7 y dp. Si A < A, el resultado es obvio porque el proceso se extingue casi seguramente
y converge a dp, por lo que el resultado es interesante cuando A > A.. Este resultado es
cierto en cualquier dimension pero la prueba que brindamos solo vale para d > 2. Para
el caso d = 1 la prueba requiere de otro tipo de técnicas y resultados previos. Se puede
consultar la demostracién para Z en la pagina 284 de [Li85].

Teorema 3.3.1. Sea d > 2 y supongamos que A > \.. Entonces para todo A C 7% se
tiene que
AL = a0+ [1 —auldy cuando t — +oo,

donde = denota la convergencia débil de medidas y s la probabilidad de sobrevivencia
cuando comenzamos con los vértices del conjunto A como sitios infectados, es decir,

oy =P(A} # 0 para todo t).

Demostracion. Para probar el teorema utilizaremos la proposicién (2.3.7) de equivalencias
sobre la convergencia completa. Primero debemos chequar que ay = P(x € A# i.0.) para
todo z € Z¢y A C Z%. Como el grafo es conexo alcanza con probarlo para z = 0.

Sea (G el siguiente evento:
G = {0 € A, para una sucesién de tiempos creciente a + 00}.

Aclaramos que cuando hablemos de P4(G) nos referiremos al evento G involucrando al
proceso de contacto con condicién inicial A. Afirmamos que para todo =z € Z? vale la
desigualdad:

PA(G|F,) > P(0 € A para algin t) P (G) 1gzen.) (3.17)

donde F; es la filtracion generada por los procesos de Poisson de la representacién grafica
hasta tiempo s.

G es claramente un suceso invariante por shifts (traslaciones) temporales, por tanto,
utilizando la pérdida de memoria (2.1)) para reiniciar el proceso a tiempo s se tiene que:

PAG | F,) =P (G).

Se define el tiempo de parada o = inf{t > 0: 0 € A;} y F, la o-dlgebra asociada a este
tiempo.
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Sobre el evento {x € A%} se tiene que:

PAY(G) > PUHG) (3.18)
= EY(E(1¢| %))
> E(P(G|F,) 1pco})
= BV (B (0) 1pey) (3.19)
> BN (POYG) 1gpenn) (3.20)

= PGP (o < x0),

donde en las desigualdades (3.18)) y (3.20)) utilizamos la monotonia del proceso de contacto
y en la igualdad (3.19) aplicamos la propiedad fuerte de Markov: si se observa que vale
P#} (o0 < o00) = P(0 € A? para algin t) se prueba (3.17).

Ahora bien, como P(z € AY) > 0 para todo x € Z¢, por la pérdida de memoria se tiene
que:
P(0 € A} para algtin t) = P(z € A} para algtin t) > P@). (3.21)

Por tanto (3.17) se transforma en:
P4 (G| F) = PG 1penny

y finalmente:

P (G| Fo) = [POHG)* 1aa20y - (3.22)

Como A > ), el primer item del teorema anterior (3.2.13) implica que P{H(G) > 0;
pero el teorema de convergencia de martingalas nos dice que P4 (G ! .7-"3) converge casi
seguramente a 1ga cuando s — +o00, donde G4 indica al evento G respecto el proceso de
contacto con estado inicial A. Esto ultimo implica que casi seguramente se tiene que:

{A4 £ () para todo s} C G*,
y como el evento { A # ) para todo s} contiene claramente a G* se prueba que:

ay =PAHG) =P0 e A io.).

Hasta aqui no hemos utilizado que d > 2; utilizaremos esto para probar la segunda
condicion equivalente a la convergencia completa.

Nuevamente nos apoyaremos en el proceso de percolaciéon por sitios By. Tomemos p de
forma que Bj sea supercritico y se cumplan las afirmaciones de la tesis del teorema
(L.4.1). Como ya se ha mencionado, el hecho de que el parametro A sea mayor a A,
implica la sobrevivencia con probabilidad positiva del proceso de contacto y por tanto el
cumplimiento de las desigualdades de la tesis del teorema (3.2.8), por lo que es posible
acoplar al proceso de contacto con un proceso de percolacion por sitios de parametro p en
virtud del teorema (3.2.11)). Sean a, b y n < a los valores que brinda el teorema (3.2.11)
y hacen que se cumpla la relacién (3.13).

Para j € Z, sea A;; el proceso que resulta de usar solamente los procesos de Poisson de
la representacion grafica correspondientes a la regién del espacio:

Rj={(z1,...,2zq) € Z": x5 € (6a(2j — 1),6a(2j + 1)) }.
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Es claro que para diferentes valores de j las regiones R; son disjuntas, por tanto los
procesos A; ; son independientes entre si. Notar que por la monotonia vale que:

Ao U Ay

JET

y que la observacién (3.2.12)) permite que el acoplamiento que nos da el teorema (3.2.11))
también valga si cambiamos A, por A ;.

Sea l > 1impar y Q; = R;N(—6al,6al)®. No es dificil observar que la construccién grafica
y la monotonia permiten afirmar que:

Ag—ﬁal,Gal)d 5 ﬂ AQj

t,j 7
1=l ;o 1—1
7 SIS

por lo que entonces vale:
P(A§76al’6al)d N (—6al, 6al)d = (Z)) < P(A?; NQ; =0 para todo j)
= [IP(4%nQ;=0)
J
!
= [P(Afé’ NQo = @)] ,

donde en la primer igualdad se usé la independencia. Nuevamente la monotonia permite
_ d

advertir que Affg D A;OGG’GQ) va que Qo D (—6a,6a)?, por lo que entonces vale también

que:

PA%RNQo=0) < PAL™" nQ,=0)
< P0¢ ALY

Juntando las desigualdades anteriores se obtiene:
!
P(A5 D" 0 (—6al, 6al)? = ) < [P(o ¢ Ag;)ﬁa,ﬁa)d)]

En consecuencia para mostrar que en nuestro caso vale la condicién (2.12) de la proposicién
(2.3.7) serd suficiente con probar que:

; —6a,6a)?
inf P (0 e Algtao ) >0, (3.23)

y luego tomar el limite inferior en .

Para mostrar (3.23) se recurre al acoplamiento con el proceso de percolacién por sitios.
Por la afirmacién (1.1) del teorema (1.4.1) se sabe que:

inf P%(n e By,)=a>0.
n
Pero del acoplamiento del teorema (3.2.11)) surge que, condicionado a {k € By}, es posible

encontrar (zy,t) € [—a,al? x [10bk, b(10k + 1)] de tal forma que A,E;"’n}d D xp + [—n, n]?,
para ciertos valores de a, b y n, con n < a. Ya se observo que el acoplamiento se realiza
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en la regién donde estd definido A, (3.2.12), y entonces como (—6a,6a)? D [—n,n]? se
tiene por la monotonia del proceso de contacto que:
o d
A§k,§“’6“> D xp + [—n,n]?. (3.24)
Ahora bien, si se repara en que,
min P(0 € A7) >0,
z€[—a—n,a+n|?
- a
y se acompana la afirmacién (3.24) de reiniciar el proceso A;O&L’&l) a tiempo t = t; (para

lo que se utiliza la propiedad fuerte de Markov, porque t; es un tiempo aleatorio), para
todo k no negativo se tiene:

P (0 € Aﬁk’f“{:g“)d> > 3> 0.

Se ha visto que para todo £ > 0, con probabilidad positiva y acotada inferiormente por 3,
—0a,oa d
es posible encontrar s; € [10bk + 1, 10bk 4+ b+ 1] tal que: 0 € Agk% 597 De esto se deduce

también que |sx41 — sx| es menor o igual a 11b. Por otro lado:

mf POe€A))> mf e"=et>0,

hel0,11b] ’ hel0,11b]

ya que la probabilidad de que 0 € A?z,o es mayor que la probabilidad de que el reloj Poisson
que indica los recuperos sea constante igual a 0 en el intervalo [0, h]. Entonces finalmente
se tiene que:

; —6a,6a)? —6a,6a)? —
hel[(rJlflb} ]P)(O < Aiwh,o) |0 € Agk’o : ) >e He >0

y por tanto vale la afirmacién (3.23), y se completa la prueba del teorema.

3.3.2. Cotas exponenciales para los tiempos de extincién
Pasamos directamente al resultado que da interés a esta seccion.

Teorema 3.3.2. Supongamos que X > \.. Sea 74 = inf{t > 0: A2 = (0} el tiempo de eax-
tincion del proceso de contacto con condicion inicial A finita. Entonces existen constantes
positivas C' y €, independientes de t y A, tales que:

P(t <74 <o00) < Ce . (3.25)

Demostracion. La idea de esta demostracién es utilizar varias veces el teorema (3.2.11) de
acoplamiento y el resultado (1.4.1) de percolacién por sitios. Tomemos p € (0, 1) de forma
que el proceso de percolacién orientada por sitios satisfaga las conclusiones del teorema
(1.4.1). Luego, como A\ > A, se tiene que A; sobrevive con probabilidad positiva y por
tanto vale el teorema (3.2.8); en consecuencia se puede aplicar el teorema (3.2.11)) que nos
dice que existen elecciones de a, b y n, con n < a, de forma que se cumple la propiedad
de acoplamiento (3.13)).

Sea § = P(AY D z + [—n, n]? para algiin = € Z?%) > 0. Por monotonia se tiene que:

P(A# D 2 + [—n,n]? para algin x € Z%) > 7§,
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para todo A # (.

Iniciemos el proceso de contacto con A finito y no vacio. Se construird una variable
aleatoria N con distribucién tal que P(N = k) = §(1 — §)* para k > 0 y de forma que se
cumpla que: o bien A% =0 6 A, Dz + [-n,n]? para algin = € Z%;. En el primer caso
el proceso se extinguié en un tiempo anterior a N y permanecera en esa condicién, y en
el segundo caso nos permitird reiniciar el proceso y aplicar el teorema (3.2.11).

Comencemos observando que el evento:
{A >y + [-n,n]? para algtn y € Z9},

tiene probabilidad al menos ¢. Tomamos {N = 0} como un sub-evento del evento anterior
con probabilidad §. Esto es posible porque A # () y por el acoplamiento que brinda la
representacion grafica entre procesos con diferente condicién inicial, ya que si x € A
entonces A? C A{' y entonces {A? D y + [—n,n]? para algin y € Z9} es un sub-evento
que tiene probabilidad 9.

En el complemento de {N = 0} se tiene que: o bien A' =0 6 A # (). En el primer caso
se tiene que A4 = @ si N > 1y se consigue una de las dos opciones requeridas. En el
segundo caso se repetira el procedimiento anterior en un nuevo intervalo de longitud uno
de la siguiente manera: condicionado a {N > 0, A{' # 0}, sea {N = 1} un sub-evento de

{A Dy + [-n,n]? para algin y € Z} .
Utilizando la monotonia y la propiedad de pérdida de memoria (2.1)) se tiene que:
A A T . d
Ay = Aj" D A7 para algin x € 27,

condicionado a {Af # 0}. Luego, como P(A% D y + [—n,n]? para algin y € Z9) = 4§, se
tiene el sub-evento que se buscaba. Continuando de esta manera se construye la variable
aleatoria /N como se queria.

Sobre el evento {A%.; D = + [—n,n]? para algin z € Z} se aplica la construccién del
teorema (3.2.11) para comparar el proceso de percolacién por sitios By con el proceso de
contacto con tiempo y condicién inicial N + 1 y A% 41 respectivamente, es decir, con el

A
N+1

A . Ay .
proceso de contacto A, = A 1., parat >0, en virtud de la pérdida de memoria.

No existe inconveniente en suponer que B comienza con un solo sitio abierto, es decir,
By = {x¢} para algun x( en Z.

Sea N + M + 1 el tiempo de extincion del proceso de percolacion por sitios. Si M = +oo,
entonces el proceso de contacto sobrevive en virtud de la propiedad (3.13) que brinda el
acoplamiento entre A; y By. Si M < +oo, se tiene que a tiempo N + M + 1 el proceso de
contacto es o bien vacio 6 distinto de vacio. En este 1ltimo caso se repite nuevamente el
procedimiento por el que se construyé N para generar Ny con la misma distribucién que
N y cumpliendo la misma propiedad; luego se reinicia el proceso de contacto a tiempo
N + M + 1 comparando con otro proceso de percolaciéon por sitios seguin el teorema
(3.2.11).

Continuando de esta forma se generan: una secuencia N; de variables aleatorias inde-
pendientes con la misma distribucién que N; una secuencia M; de variables aleatorias
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independientes con la misma distribuciéon de (M|M < +00); y una variable aleatoria L
con distribucién geométrica e independiente de las dos secuencias anteriores (L indica la
cantidad de veces que el procedimiento de construccién de las N; y M; se realiza), tales

que a tiempo:
L

i=1
se tiene que: o bien A2 = () 6 74 = +00, dada la construccién que se realizé. En otras
palabras o > 74 sobre el evento {74 < +00}; entonces:

P(t <74 < 4+00) <P(o > 1).

Ahora bien, L y N; tienen decaimiento exponencial y por el teorema (1.4.1) sucede lo
mismo con M. De lo anterior es posible afirmar que o tiene también un decaimiento
exponencial.

En efecto, sea €; > 0 tal que Ee“l < 400, v €5 > 0 tal que E e2?V1+M+1) < g1 [yego:
Ee?” = E[E (e | L)] = E [Ee2® MDY < Feal < yoo,

Entonces,
P(o > t) <Ee2™) < g7 Eeal = et

lo que demuestra el resultado.

]

Una de las razones por las que interesa este resultado es que de él se deduce una velocidad
de convergencia exponencial a la medida invariante superior. Sea u; la distribucién a
tiempo t del proceso de contacto cuya condicién inicial es Z?. Por la dualidad (2.7), para
A C Z4 finito se tiene que:

P(t <74 <o0) = P(A} #£0) — lim P(AL £ 0)

s§——+00
= wm({B: BNA#0}) —v({B: BNA+#0})
< Ce ¢,

El siguiente resultado da una cota exponencial para el tiempo de extincion en funcion de
la cantidad de sitios inicialmente infectados. Su demostracién no se brinda aqui, puede
encontrarse en [Li99)].

Proposicién 3.3.3. Si A > \, y A C Z% finito, entonces existe una constante € > 0 tal
que:
P(74 < 00) < eI,

3.3.3. Otros resultados

Nos parece interesante enunciar algunos resultados que colaboran en la comprension del
comportamiento del proceso de contacto en Z? aunque no brindemos su demostracién en la
monografia. Para probarlos se precisaria un gran trabajo previo, ya que deben introducirse
resultados andlogos a la féormula de Russo en los procesos de percolacion independientes
tipo bond. Como referencia se puede ver [Li99] en la pagina 70.
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Sea a()\) = P(AY # () para todo t), la probabilidad de persistencia. El siguiente resultado
nos da una idea de cémo varfa «(A) cuando el pardmetro se acerca al valor critico por
arriba.

Teorema 3.3.4. Si A > )\,

A=\
> .
N 2 G e 2

La cota anterior tiene relevancia para valores de A cercanos al valor critico; fuera de ese
rango no aporta informacién significativa.

El siguiente resultado refiere a la forma en la que crece el conjunto de sitios infectados en
la fase supercritica.

Para x € Z% sea t(x) = inf{t: x € A%}, es decir el primer tiempo de infeccién del sitio z.
Sea también

1
Hy={yeR 3z eZ con ||z -y S§ y t(z) <t}

Para A C Z% y x € Z%, introducimos la siguiente notacién de coordenadas:
AMz) = 1 st x€ AlMw)

AMz) = 0 si x¢ AlMz).

Ya se ha visto que es posible acoplar dos procesos de contacto con diferente condicion
inicial, en particular se pueden acoplar los procesos que inician con las configuraciones
{0} y Z¢ de forma que: A? € A% para todo t. Llamamos K, a la regién acoplada donde
los procesos coinciden coordenada a coordenada a tiempo t, es decir:

1
Ki={yeR:3r ez’ con o—yll <5 v Alw) = AF'(2)}.
Muy informalmente se puede pensar que el proceso de contacto AY visto en K; tiende a
estar en “equilibrio”, porque en K; su distribucion se asemeja a la distribucion invariante
v que se obtiene como limite débil de la distribucién de AtZd.

Teorema 3.3.5. Sea A\ > \.. Entonces existe un conjunto convezo U C R? tal que dado
€ > 0 existe un tiempo ty tal que, si t > ty,

1 1
(1—€)UC¥H1&C(1+€)U y (1—6)UC;(HtﬂKt) C(l+eU

casi sequramente sobre el evento {AY # 0 para todo t}.

Demostracion. La prueba se encuentra esencialmente [DGSS]. En [BG90] se hacen algunos
comentarios sobre ella y sobre como adaptarla a las técnicas de reinicio del proceso de

contacto.
O
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3.4. Decaimiento en la fase subcritica

El resultado que sigue resulta de aplicar algunas proposiciones y lemas del segundo capitu-
lo de la monografia.

Proposicion 3.4.1. FExisten constantes ¢, y co, independientes de t, tales que:

E|AD] < ci(1+t%) /P (A #0), (3.26)

P (z € A para algin s > 0 y algin ||z|| > cot) < coe™ + P (A) #0) (3.27)

Demostracion. Para (3.20) utilizamos primero la desigualdad de Cauchy-Schwarz y luego
la cota de la proposicién (2.3.5) con k = 2. Se tiene entonces que:

E[4)] = E (|47 Laguay)
VEIAN /P(AD #0)
< Ve(L+2d) \JPAY #0) < cr(1+ %) \/P(AY #0) .

Para probar (3.27) tomamos en el lema (2.3.3) a = 2d\ + 1; se tiene entonces que existe
b > 0 tal que:

IN

Z pe(0, ) < be ™ = pe~ AL (3.28)

ll=l|=bt

donde p;(z,y) son las probabilidades de transicién de un paseo aleatorio simple en Z¢
cuyos saltos a un vecino ocurren a tasa . Elegimos ¢y = 0.

Sea C; el proceso que resulta de ignorar los recuperos en el proceso de contacto A;.
Acoplamos ambos procesos de forma que A; C C;. Como C} es creciente con el tiempo
(porque sdlo hay infecciones) afirmamos que la probabilidad del lado izquierdo de (3.27)
es menor o igual que:

P (z € C) para algtn [|z]| > cot) + P (A] #0) . (3.29)
En efecto, sea x € Z% tal que ||z|| > eit y © € A% Entonces: si s < t el acoplamiento de
A; y C; nos dice que z € CP; si s > t observar que P (x € A%) < P (A? £ ().
Luego, usando la proposicién (2.3.2) y (3.28) se tiene que el primer sumando de (3.29) se

acota de la siguiente forma:

P (z € C} para algin ||z > ct) < > Z p:(0,7) < cpet,
llzl|=c2t

lo que completa la prueba.
m

La prueba de la proposicién anterior no depende de la fase del proceso, pero adquiere
sentido en la fase subcritica donde los miembros de la derecha tiende a cero. Una lectura
inmediata de la proposicion anterior indica que no es descabellado pensar en la posibilidad
de que dentro de la fase subcritica P (AY # ) tienda a cero con velocidad exponencial,
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al menos bajo la hipdtesis de que las cotas no son groseras. Como P (AY # () — 0 casi
seguramente, el tiempo de extincion 7y es finito casi seguramente, por tanto para valores
grandes de t, E | A?| deberfa ser pequetio y tender a cero; por lo que si la cota no es grosera,

VP (A? # 0) deberfa controlar al factor t¢ cuando t — +o0.

Claro, la cota podria no ser fina y el esbozo planteado en el parrafo anterior careceria
de validez. Por fortuna, el siguiente teorema muestra el decaimiento exponencial en el
caso subcritico. La prueba de este resultado requiere de varios resultados técnicos para
mostrar una férmula analoga a la de Russo para procesos de percolacion independiente;
incluso la prueba para el caso d = 1 (en el que no es necesaria una férmula similar a la
de Russo) requiere caracterizar al valor critico A, de una manera diferente a la que hemos
usado aqui. Por tanto decidimos no incluir la prueba en la monografia; la misma puede
encontrarse en [L199] y [BGI1].

Teorema 3.4.2. Para A < \., existe €(\) > 0 tal que,

P (Ag + (Z)) < e WMt para todo t > 0.
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El proceso de contacto en T

En el caso del proceso de contacto en Z? se demostré que existe una tinica transicién de
fase, es decir, el valor critico A\; coincide con el valor critico A\y. Por tanto, si el parametro
del proceso es tal que la probabilidad de sobrevivencia es positiva, cada sitio es re infectado
infinitas veces. Estudiado solamente desde Z¢, la definicién del valor critico A\, carece
de mayor sentido. De hecho, hasta el articulo [Pem92] donde se brindan los primeros
resultados del proceso de contacto en arboles no se habia introducido la nocién de que el
proceso sobreviva fuertemente y por tanto no existia referencia a \s.

En este breve capitulo se pretende dar cuenta de la existencia de este tipo de compor-
tamiento en arboles regulares, mas alld de su aparicion en otros grafos. Para ello se muestra
un resultado debido a Pemantle publicando en [Pem92], y también en [Grl10] y [Li99].

Se escribira Ty al arbol regular donde cada vértice tiene d+1 aristas; y se indentificara por
ro = 0 a un vértice distinguido que sera el origen. Ahora queremos definir la generacion
de un vértice cualquiera. Sea [ : T — Z una funcion tal que para cada vértice x se tiene
que I(y) = I(z) — 1 para exactamente un sélo vecino y de z, y l(y) = l(z) + 1 para los d
vecinos restantes; en el primer caso se dice que y es el ancestro o padre de x, y el resto de
los vecinos seran descendientes o hijos. Para que [ quede bien definida tomamos I(z) = 0.

La siguiente proposicién tiene una demostracién andloga al caso de Z? y nos da una cota,
inferior para el valor critico A;.

Proposicion 4.0.3. Para d > 2 se cumple:
1

A .
= d+1

Demostracion. Consideremos C; = |A|. Si Cy = n, entonces pasa hacia n — 1 a tasa n
porque los recuperos del proceso de contacto son de tasa 1 e independientes entre si; y C;
pasa hacia n + 1 a tasa AN4(t), donde N,(t) son las aristas con un sélo vértice infectado
(los vecinos suceptibles de A# contados con multiplicidad).

No es dificil notar que N4 (t) < (d + 1)|A4).
Se puede entonces acoplar C; con una caminata al azar X,, en {0,1,...}, con un estado

de absorcién en 0, que se mueve a la derecha con probabilidad p =1 — m, de

forma que C} esté mayorada por X,,.
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Se sabe que la probabilidad de que X, sea igual a 0 para algin n es 1 si p < 1/2, por
1

tanto si A < T el proceso se extingue casi seguramente, lo que prueba que A\; > FERE

+1

O
Pasemos al resultado que da origen al capitulo.

Teorema 4.0.4. Sea d > 2.
M o< (4.1)
P a1 ‘

1

Ay > —— . (4.2)

~oVd

Demostracion. Comencemos probando la primera desigualdad. Sea p € (0,1). Se define
la funcién v, sobre los conjuntos finitos de T, por:

UP<A) = IO|A‘ )

donde |A| indica el cardinal del conjunto A. Luego definimos g#(¢) = E{ (v,(A;)). Sit | 0
se tiene que:

gt (t) = AP 4 NN 1 A1 — At — MNA) + o(t)
= t|A| { (pA)] + MNA[pvy(A)] +v,(A)[1 = |Alt — MN4] + 0(2),

donde N4 es la cantidad de vecinos del conjunto A que se encuentran suceptibles contados
con multiplicidad, es decir:

NA: H(SU’y) IEA,Z/%A,.TNZ/}‘

Ahora bien,
Naz (d+1[A] =2(JA] = 1) = (d = 1)|A[ + 2,

ya que a lo sumo pueden haber |A| — 1 aristas con ambos vértices en A (que es el caso
donde A es conexo). Se tiene entonces que:

Goo] = a-n Bl um

IN

A
(1= poet) [Eh 1= apta = 1) - 22
< =201 -p)v,(A) <0,
si Ap(d—1) > 1. Asumiendo esta condicién y usando la propiedad de pérdida de memoria
se observa que:
) <0,
t=0

o0 = 1B (o) =B (M0

por tanto gA(u) es decreciente en u para todo A finito.
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Elijamos A = {0} y sea g = ¢{%. Como g es positiva y decreciente si A\p(d — 1) > 1,
asumiendo esta desigualdad, se tiene que existe el limite cuando ¢ — 400 y vale:

Jim g(t) < g(0) = p<1.

Ahora bien, si A es tal que la probabilidad de que el proceso de contacto sobreviva es nula,
se tiene que casi seguramente A? = () para valores grandes de ¢, por lo que el teorema de
convergencia dominada nos dice que

lim g(t) =1.

t—+o00
Por lo que si existe p € (0,1) tal que Ap(d — 1) > 1 el proceso de contacto sobrevive con
probabilidad positiva.

Finalmente, si A(d — 1) > 1 se puede elegir p € (0, 1) tal que:

1
— < 1
Nd—1) =P~

por lo tanto se tiene que \; < ——

d—1

Para probar (4.2) tomemos nuevamente p € (0,1). Para un conjunto finito de vértices A

se define:
wy(A) = ZPZ(I) ;

x€A
donde () es la generacién del vértice = que se definié al comienzo del capitulo. Asumimos
la convencion de que si el conjunto es vacio entonces la suma es 0. De forma similar a la
prueba de la desigualdad anterior se define h(t) = E4 (w,(Ay)).

Se tiene que:

d
— At

= e

T€EA y~z
y¢A

< —w(A) + AP dp+p7)

z€A
= (Mdp+ X' = Dw,(A).
Si tomamos p = L y A= L tendremos que M\dp +A\p ' —1 =0y 4 h4(0) < 0, por
Vd 2v/d dt

lo que h* es no creciente en 0 para cualquier A finito.

Sea (F;: t > 0) la filtracién asociada a la representacién grafica del proceso de contacto.
Veamos que M; = w,(A#) es una supermatingala. Claramente M, es F;-medible y estd en
L.
Observar que para t, h > 0, con h cercano a 0, vale:
E(Mun|F) = B (wp(Avin) | Fo)
A

E\F (wy(An) | F)
E\7 (w,(Ag) |F) = wy(Af) = M,,

A\
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ya que w,(A') es F;—medible, y entonces M; es una JF; supermartingala.

Ahora bien, el teorema de convergencia de martingalas afirma que th’m w,(AY) = M
——400

existe casi seguramente (segtin P{'); pero sobre el evento {0 € A i.0.} el proceso w,(A#)
casi seguramente modifica el valor que toma en un orden de al menos p® = 1 para una
sucesion no acotada de tiempos, por lo que wp(Af‘) no puede tener limite sobre este evento,

y en consecuencia P5 (0 € A i.o.) =0y > ——=

2Vd
O

En particular el teorema anterior prueba que si d > 6 entonces \; < Ay por lo que existe
una transicion entre las fases de sobrevivencia débil y sobrevivencia fuerte.

De todas formas es posible probar que si d > 2 entonces A; < \g, por lo que existe otra
transicion de fase para los drboles regulares a excepcién de Ty (que es Z, y lo estudiamos
en el capitulo anterior).

Los dos resultados anteriores prueban que el comportamiento asintético de A; a medida

que d crece es como 1/d. Para A\, existe una desigualdad que afirma que:

< liminf VA (d) < limsup VdAy(d) < 1.

d—+o0 d—+o0

N | —

Una referencia para esta desigualdad se encuentra en la pagina 135 del capitulo 4 de
ILi99).

El siguiente cuadro resume cotas para los valores de A\; y Ay para los primeros valores de
d (la referencia es la pagina 80 de [Li99]).

d=2 A <0605 X > 0,609
d=3 X\ <0391 )\ >0425
d=4 A <0279 )\ >0,354

d=5 X <0218 Ay > 0,309

Es conocido también que cuando el parametro A coincide con el valor critico A\; el proceso
se extingue casi seguramente. Asimismo, cuando el valor critico es igual a Ay el proceso
sobrevive débilmente. La demostracion de ambos resultados se encuentra en el capitulo 4
de la primera parte de [L199].

Para valores del parametro mayores a Ay (en la fase de supervivencia fuerte) el proceso
de contacto en T, tiene también la propiedad de convergencia completa (para valores del
parametro menores a A; también es trivialmente cierto, porque la tinica medida invariante
es dyp); sin embargo para la fase de sobrevivencia débil el resultado no es cierto y se puede
probar que existen otras medidas extremales invariantes que no son ni dp ni v. La prueba
de estas afirmaciones se encuentra también en el capitulo 4 de [Li99)].
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Capitulo 5
Apéndice

En este apéndice se incluyen algunos resultados bien conocidos que utilizamos a lo largo
de la monografia y de los que no brindamos una demostracion.

5.1. Teorema de Representaciéon de Riesz

Enunciamos el teorema de representacion de Riesz para funcionales lineales positivos, cuya
prueba se estudia en el curso de Introduccién al anélisis real y se encuentra en [Fo84] u
otros libros clasicos sobre el tema.

Sea X un espacio topoldgico localmente compacto y Hausdorff (LCH). C.(X) es el espacio
de las funciones de X en C continuas y de soporte compacto.

Un funcional lineal T': C.(X) +— C se dice positivo cuando T'(f) > 0 para todo f > 0.

Teorema 5.1.1 (Teorema de Representacién de Riesz). Sea T: C.(X) — C un
funcional lineal positivo. Entonces existe una o-dlgebra N que contiene a la o-dlgebra de
Borel y una tinica medida positiva j sobre N que satisface que:

T(f):/de,u para toda f € C.(X).

El teorema establece también algunas propiedades de p como la completitud y la regu-
laridad. De todos modos a nosotros nos interesa aplicar este teorema en el contexto que
estamos trabajando y sélo utilizamos que el funcional lineal positivo T' queda representado
por la medida p.

En nuestro caso X = 3 = {0,1}" con V numerable y la topologfa producto. Observar que
3 es compacto y Hausdorff por ser producto de compactos y Hausdorff, y en consecuencia
¥ es LCH. También por la compacidad de ¥ se cumple que C.(X) = C(X).

5.2. Semigrupos de procesos de Feller-Markov

Lo que aqui se presenta se basa principalmente en el libro [Li&5].

¥ = {0,1}" es un espacio topoldgico compacto y como tal tiene asociada la o-algebra de
Borel. Sea D[0, +00c] el conjunto de las funciones 7. sobre [0, +00] con valores en ¥ que
son continuas por derecha y para las que existe el limite por izquierda.
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Para un s € [0, +00] se define el mapa evaluacién ws: D[0, +00] — 3 por m4(n.) = ns. Sea
F la menor o-dlgebra sobre D[0, +00] respecto a la cual todas las funciones evaluacion 7
son medibles.

Para t € [0, +00] se considera F; la menor o-algebra sobre D[0, +00] respecto a la cual la
familia de evaluaciones {ms: s < t} es medible. Es claro que la coleccién (ft: t > O) es
una filtracién en D0, +oo].

Definicién 5.2.1. Un proceso de Markov sobre 3 es una coleccién {P7: n € X} de
medidas de probabilidad sobre D0, +00] indexadas por ¥ con las siguientes propiedades:

(a) P"({) € D[0,+00]: (o =n) =1 para todo 1 € .
(b) El mapa n+— P"(A) definido de ¥ en [0, 1] es medible para todo A € F.

(c) P'(nessy € A|F,) = P7(A) casi seguramente segin P” para toda configuracién
neXytodo AeF.

La esperanza respecto de la medida P” se denotara E”, esto es:

E"X = X dp”
DJ[0,+o0]

para cualquier funcién X sobre D[0, +00] que sea integrable respecto de P".

Sea C'(X) el espacio de funciones reales continuas sobre ¥ con la norma:

[ flloc = sup [f(n)]-
nex

Por la compacidad de ¥ el supremo puede sustituirse por un maximo. De esta forma el
espacio C'(X) es un espacio de Banach.

Para f € C(X) se escribe:

S(t)f(n) = E"f(ny) = / F(ny) A"

D[0,+0]
Observar que la aplicacion S(t) : C(X) — C(X) es lineal y que ||S(%) flloo < || f]loo-

Definicién 5.2.2. Un proceso de Markov {P"7: n € ¥} se dice un proceso de Feller cuando
S(t)f € C(X) para todot >0y toda f € C(X).

En caso de cumplir esta definicién se dice que el proceso {P": n € ¥} es de Feller-Markov.
Se tiene entonces la siguiente proposicién que no demostraremos.

Proposicién 5.2.3. Supongamos que {P": n € X} es un proceso de Feller-Markov. En-
tonces la coleccion de operadores lineales sobre C(X), {S(t): t > 0}, tiene las siguientes
propiedades:

1. S(0) = I, el operador identidad.
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2. El mapa: t — S(t)f de [0,+0c0] hacia C(X) es continuo por la derecha para toda
funcion f € C(X).

3. S(t+s)f =S(t)S(s)f para toda funcion f € C(X) y cualesquiera s,t > 0.
4. S(t)1 =1 para todo t > 0.
5. S(t)f > 0 para toda funcion f € C(X) no negativa.

Definicién 5.2.4. Una familia {S(¢): t > 0} de operadores lineales en C'(X) se denomina
semigrupo de Markov si satisface la tesis de la proposicién anterior.

El siguiente enunciado y los comentarios posteriores justifican las definiciones que se han
realizado.

Teorema 5.2.5. Supongamos que {S(t): t > 0} es un semigrupo de Markov en C(X).
Entonces eziste un unico proceso de Feller-Markov {P": € X} tal que:

S@t)f(n) =E"f(me)
para toda f € C(X), ne X yt > 0.

La proposicién previa y el teorema anterior reducen el problema de construir el proceso de
Feller-Markov a construir el semigrupo correspondiente; ello se realiza a través de la teoria
de Hille-Yosida de semigrupos de operadores lineales en espacios de Banach. Ademas de
[Li85] se puede consultar [Bob05].

Previo a la siguiente definicién observemos lo siguiente: si p es una medida de probabi-
lidad en ¥ y {P": n € 3} un proceso de Feller-Markov, el proceso de Feller-Markov que
corresponde a iniciar con distribucién g es un proceso estocastico 1, cuya distribucion

estd dada por:
P* = / P"dp .
b

En vista de ello, para f € C(X) se tiene que:

250 - [ L [(/ ) ) du= [ s0)fdu.

Esto sugiere la siguiente definicién.

Definicién 5.2.6. Sea {S(¢): t > 0} un semigrupo de Markov en C'(X). Dada una medida
de probabilidad u definimos una nueva medida de probabilidad £5(t) mediante la relacién:

[ rdws= [ s,

para toda f € C'(X). La medida ©S(t) se encuentra bien definida como consecuencia del
teorema de Representacién de Riesz para funcionales lineales positivos, ya que el término
de la izquierda se extiende a un funcional lineal y positivo sobre C' (X, C). La medida pS(t)
es intepretada como la distribucién a tiempo ¢ del proceso de Markov con distribucién
inicial .

Una medida p se dice invariante para el proceso de Feller-Markov cuyo semigrupo asociado
es {S(t): t > 0}, cuando uS(t) = p para todo t > 0.
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Proposiciéon 5.2.7. Sea S el conjunto de medidas invariantes del proceso de Feller-
Markov cuyo semigrupo es {S(t): t > 0}.

1. § es no vacio, compacto y convexo.

2. Sea S, el conjunto de puntos extremales de S, entonces S es la clausura de la cdpsula
convexa de S,.

3. Siv=1limy_ o uS(t) existe para alguna medida p1, se tiene que v € S.

No haremos aqui la demostracion; sin embargo quisiéramos decir que la prueba de la
primera parte se puede hallar en las pdginas 10 y 11 de [Li&5]; resulta basicamente de
aplicar la definicién de medida invariante para construir funcionales lineales en C(X),
trabajar con ellos, y luego volver a las medidas. La segunda parte resulta de aplicar el
teorema de Krein-Milman. Para la tercera afirmacién (que es la que mdas nos interesa) se
puede ver que si s >0y f e C(X):

/S(s)fdy = lim [ S(s)fd[uS(t)]

t——+oo

= lim [ S(@)S(s)fdu

t——+o00

= lim [ S(t+s)fdu

t——+o0

= lim [ S(t)fdu

t——+o0

— i [ fapso)= [ v,

t——+00

por lo que via el teorema de representacién de Riesz se prueba que v = vS(s) para s > 0.

5.3. La propiedad fuerte de Markov

Sobre la propiedad fuerte de Markov se pueden consultar varios textos avanzados de
probabilidad como por ejemplo [Br99] y [Du95].

Sea (€, B,[P) un espacio de probabilidad y (X;: ¢ > 0) un proceso estocastico definido
en ese espacio. Sea F; = o({X,: s < t}) la o-dlgebra generada hasta tiempo t y F =
(F;: t > 0) la filtracién natural del proceso. Denominemos por 7 a un tiempo de parada
asociado a F y F, = {A € B: An{r <t} € F, paratodo t > 0} la o-dlgebra asociada
al tiempo de parada 7.

Se dice que el proceso (X;: t > 0) cumple la propiedad fuerte de Markov cuando el proceso
X, esindependiente de F, y X,,;— X, tiene la misma distribucién que X; para cualquier
t>0.

5.4. Un teorema de convergencia de martingalas

Varias veces en la monografia recurrimos a un teorema de convergencia de martingalas en
tiempo continuo, en general aplicado a una funcién indicatriz y a la filtracién dada por la
representacion gréfica.
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Para la prueba del siguiente teorema se requiere mostrar una buena cantidad de resultados
previos que exceden el objetivo de la monografia, entre ellos la version discreta del teorema
de convergencia de martingalas y teoremas de regularizacion para martingalas en tiempo
continuo. Las referencias son el capitulo 9 de [PMOS| para el caso discreto y la segunda
seccién del capitulo 2 de [RY99] tanto para el caso discreto como continuo; en particular
el siguiente resultado es el teorema 2.10 de [RY99].

Teorema 5.4.1. Sea (X;:t > 0) una (F;)-martingala continua por derecha, donde la
filtracion (F;: t > 0) es completa.

Sisup E(X,") < oo, entonces el limite de X; cuando t — +o0o emiste casi sequramente.
>0

En particular es muy ttil la siguiente aplicacién: si X € L' y F = (F;: t > 0) es una
filtracion completa, se define la martingala asociada a F por X; = E (X | ;). El teorema
anterior nos dice que se cumple:

lim X; =E (X |FL) casiseguramente,

t——+o0

donde F, es la o-algebra generada por |J F; . En particular, si X es F..-medible, entonces
t>0

lim X, = X casi seguramente.
t—-+o00
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