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Prodlogo

El tema de esta monografia es el producto de una serie de casualidades.

Empecé a estudiar matemaéticas, sélo por saber un poco mas, pero nunca
pensé que esa iba a ser la carrera que iba a terminar estudiando, sélo
queria hacer primero y depués dedicarme a otra cosa, porque pensaba que
la matematica “ era muy cuadrada ” y que me iba a encerrar demasiado en
algo, queria hacer algo méas multidiciplinario.

El primer ano estuvo bueno y decidi seguir con segundo. Resulta que a las
clases de Probabilidad y Estadistica iba un sefior que yo nunca habia visto.
La ultima clase este senor, que en ese momento se convirtié en Enrique Lessa
y nos enteramos que era profesor de Evolucion, nos conté cémo se aplicaban
las cadenas de Markov al coalescente. Ese dia descubri que habia un punto
de encuentro entre la biologia y la matematica y que con la matematica
podia aprender mucho sobre temas relacionados con la genética, un area de
la biologia que en el liceo me habia gustado mucho, pero que pensaba que
en Uruguay no habia. Si Enrique no hubiera dado esa ultima clase, no sé si
esta monografia existiria.

En realidad gracias a Enrique y al Pajaro, que tuvimos que ir a un
congreso de biomatematica para conocernos y decidirnos a hacer una mono-
grafia en este tema es que estoy estudiando estos temas. Es mads, creo
que sino fuera por Enrique, no me hubiera involucrado con la Genética de
Poblaciones.
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Capitulo 1

Inroduccion

Este trabajo estd basado principalmente en tres textos diferentes: unas
notas de Simon Tavaré hechas para una escuela de verano de Probabilidad y
Estadistica del 2001 [12], un proyecto de libro de Rick Durret [1] y las notas
sobre Genética de Poblaciones que escribi6 el profesor Enrique P. Lessa como
apoyo para el curso de Evolucién que se dicta en la Facultad de Ciencias [8].

El objetivo principal de esta monografia es presentar algunos estadisticos
que permiten estimar el pardmetro de mutacién de poblaciones que cumplan
ciertas caracteristicas. Para hacerlo es necesario entender bien qué pasa con
la poblacion a lo largo del tiempo, es decir, cémo se transmiten los alelos
de una generacion a otra o cémo son las relaciones ancestrales entre los
individuos de una misma poblacion.

Se comenz6 presentando el modelo genético poblacional desarrollado por
Hardy y Weinberg, ya que es el modelo més simple dentro de los existentes
referidos a la genética de poblaciones y a su vez el punto de partida para
desarrollar otros modelos; ésto se debe a la gran cantidad de hipdtesis que
debe cumplir una poblacién para que se cumpla el equilibrio de Hardy
Weinberg.

El mecanismo empleado en los Capitulos I y I1I fue ir quitandole hipdtesis
al modelo del primer capitulo e ir viendo cémo cambiaba. Es asi que en el
segundo capitulo se presenta el modelo de Fisher y Wright; éste surge de
quitarle la hipdtesis de infinitud al tamafno poblacional de la muestra. Para
analizar la evolucién de la poblacion se hizo de dos maneras diferentes:
mirando al tiempo hacia adelante y de manera retrospectiva. En el primer
caso surge un modelo que se basa en Cadenas de Markov y sirve para calcular
cuanto tiempo es probable que demore un alelo en fijarse y en el segundo
caso surge el modelo del coalescente.



En el tercer capitulo se introduce la mutacién, lo que supone un gran
cambio, ya que es el recurso que permite que la evolucién se sostenga en
el tiempo, ya que sin ella un alel6 se fijard y a partir de ese momento no
habra mas evolucién de ese locus. Se veran diferentes modelos:entre ellos se
destacan el modelo de Moran, que es un modelo de tiempo continuo y el
de la Urna de Hoppe que es de tiempo discreto. Utilizando este modelo se
demuestra la férmula de muestreo de Ewens. Con esta formula se ve que el
estadistico K, que también se ve en este capitulo es suficiente. Este fue uno
de los primeros estadisticos del pardmetro de mutacién de una muestra;
el tnico problema que presenta es que al ser asintético para estimar el
parametro con error bajo, hay que tomar una muestra muy grande de la
poblacién.

En el dltimo capitulo se presentan dos estimadores del pardmetro de
mutacién: uno se debe a Watterson y el otro a Tajima. El uso de uno u
otro estimador depende de las hipétsis que cumpla la muestra. Tambidn se
pueden utilizar en conjunoto para elaborar hipdtesis sobre una poblacién.
Por ejemplo para saber si se trabaja bajo un modelo neutral o si la poblacién
esta en su estado de equilibrio. Estas dos aplicaciones de las diferencias entre
las estimaciones fueron publicada por Tajima en 1989 y hoy en dia se siguen
utilizando.



Capitulo 2

Equilibrio de
Hardy-Weinberg

G.H. Hardy y W. Weinberg crearon un modelo genético poblacional de
manera independiente, en 1908. [4]

Si bien este modelo fue criticado por su falta de realismo, es un modelo
se utiliza como hipétesis nula en pruebas de hipdtesis que evaltian si una
poblacién cumple o no con una serie de propiedades, que se veran mas
adelante. Cualquier desviacion significativa de los valores esperados del modelo
indicarifa que alguna hipdtesis del modelo esté fallando.

Se desarrollara el modelo para un Unico gen representado por dos alelos.
En general el pasaje de dos a mas de ellos es directo.

2.1. El modelo de Hardy-Weinberg

Hipédtesis del modelo: Las hipétesis se dividen en 2 grandes grupos. Si
se modifican las hipétesis del primer grupo, la obtencién de un modelo que se
adapte a la nueva situacion es directa, mientras que hacerlo con las segundas
implicarad la creacién de otros modelos, algunos de los cuales serdn objeto
de estudio de este trabajo.

1¢¢ grupo
e organismos diploides
e reproduccién sexuada
e generaciones que no se solapan

e gen autosémico



e frecuencias que no difieren entre los sexos

240 grupo
e poblacién infinita
e apareamientos al azar
e ausencia de mutacién
e ausencia de migracion desde otras poblaciones

e ausencia seleccién natural sobre los genes considerados

Si bien la primera hipdtesis de Hardy y Weinberg sobre los organismos
es que sean diploides, esta es una hipétesis prescindible, porque, como se
verd mas adelante, lo que intresa en realidad son las frecuencias alélicas, en
fase haploide (i.e. cociente entre la cantidad de alelos de un tipo y el total
de alelos, 2N).

En la fase diploide u organismica, cada locus esta representado por dos
alelos, mientras que en la fase aploide o gamética cada locus esta representado
por sélo uno.

Se considera un gen con 2 alelos (A y a) e individuos diploides.

Gen diploide — 2 alelos — 3 genotipos: AA, aa, Aa.

Observacion 2.1.1. Si hubieran m alelos, habria C5' = % genotipos.

Construccion del modelo: Los célculos siguientes se aplican tanto en
el caso en que existe codominancia, como en el caso que existe dominancia
completa.

Los gametos se forman en la meiosis, obteniéndose células con un juego
de cromosomas, por lo tanto cada una tendrd solamente un sélo represante
del gen. Los individuos del tipo AA, produciran solamente alelos del tipo A;
los aa del tipo a y los Aa, la mitad A y la otra mitad a.

Los individuos de la nueva generacién se formaran a parir de dos gametos
parentales que portaran cada uno un alelo; en el caso de la reproduccién
sexuada, uno de la madre y otro del padre.

Se intoducira la siguiente notacion:

d: Frecuencia de genotipos dominantes en la generacién parental.

h: Frecuencia de genotipos heterocigotos en la generacién parental.



r: Frecuencia de genotipos recesivos en la generacion parental.
p: Frecuencia de alelos dominantes.
q: Frecuencia de alelos recesivos.

A demaés se utilizard el subindice 1 para los hijos de la generacién parental,
el 2 para los hijos de ésta y asi sucesivamente para las generaciones siguien-

tes.
PSfrag replacements madres padres
madres
padre; AA Aa aa AA Aa aa
n o O O [ O
® ® O O o O
r
AA
Aa T d ] h T r ]d T h ]r
aa
e p=d+ %
e g=1+ %

Para calcular las probablilidades que tiene un individuo de la generacién
siguiente de portar determinado genotipo, se utilizara la siguiente notacién:

e AA, aa, Aa para los genotipos de los individuos de la nueva generacién.
e M = para indicar que el genotipo es el de la madre.

e P = para indicar que el genotipo es el del padre.

Ademads se tendrén en cuenta los siquientes hechos e hipétesis:

e Como los gametos se forman en la meiosis, la probabildad de heredar

cada uno de los alelos tanto del padre como de la madre es la misma,
1

o sea 3.

e Como la reproduccion es al azar, heredar un determinado alelo de la
madre no influye en qué alelo se heredara del padre (o sea, los sucesos
son independientes)®.

!Las poblaciones de este tipo se dicen panmdticas.



e Como las frecuencias genotipicas no dependen del sexo, la probabilidad
de heredar un determinado alelo de la madre y otro del padre es la
misma que la de heredar el primero del padre y el segundo de la madre.
Por ejemplo: P(Aa|M = AA, P = aa) = P(Aa|M = aa, P = AA)
Observar que si las frecuencias genotipicas fueran diferentes en cada
sexo, el resultado de la cuenta que sigue es directo.

P(AA) =P(AAM = AA, P = AAP(M = AA, P = AA) +

1-1-d-d
+P(AA|M = AA, P = Aa)P(M = AA, P = Aa) +

1-3-dh
+P(AA|M = AA, P =aa)P(M = AA, P =aa)+

0
+P(AAIM = Aa, P = AAP(M = Aa, P = AA) +

l1.hd
2
+P(AA|M = Aa, P = Aa)P(M = Aa, P = Aa)+

h
+P(AA|M = Aa, P =aa)P(M = Aa, P =aa)+

[
[SIE

0
+P(AAIM = aa, P=AA)P(M = aa, P=AA)+

0
+P(AA|M = aa, P = Aa)P(M = aa, P = Aa)+

0

+P(AA|M = aa, P =aa)P(M = aa, P =aa) =
0

=d?+2-5d-h+ 3h?

= (d+5)*=p°

De manera analoga se obtiene:

P(Aa) = 2pq
P(aa) = ¢*

Este calculo implica que si se consideran poblaciones diferentes, no impor-
ta en realidad qué valores que tomen d, h y r, sino que si se mantienen p
y q constantes, los genotipos posibles de la generacién siquiente tendran
las mismas probabilidades de ocurrir, ya que dependen solamente de estos
ultimos parametros. De manera que en la generacién siguiente se tendra con
probabilidad 1:



dy=p* hi=2pq, 711 =¢

Al calcular los nuevos p; y g1 se obtiene:

hi 2pq
p1=d1+5=p2+7 =pp+q)=p

hi 2pq
Q1=T1+3=q2+7 =q(p+4q) =g

Por lo tanto las frecuencias alélicas se manterndran constantes con pro-
babilidad 1. A las distirbuciones genotipicas que cumplen esta propiedad se
les llama estacionarias o distribuciones equilibradas.

En poblaciones muy grandes? las frecuencias observadas de los 3 genoti-
pos estardn cerca de las probabilidades tedricas dadas por las ecuaciones
anteriores. Por lo tanto si las frecuencias observadas estdn cerca® de las
frecuencias esperadas por el modelo, se puede decir que la descendencia
tendra una disribucién genotipica estacionaria, que continuard practicamente
sin cambios en las generaciones siguientes.

En la practica se obseravaran desviaciones, pero para poblaciones con
tamanos muy grandes se puede decir que: Cualquiera sea la composicion
de la poblacion parental, la reproduccion al azar producird una distribucion
genotipica aproximadamente estacionaria con frecuencias genotipicas cons-
tantes.

En el caso que haya una poblacién que cumpla las hipdtesis pero que no
se encuentre en equilibrio, éste se reestablecera luego de una generacién. Esto
se debe a que las frecuencias alélicas dependen solamente de las genotipicas
y que las frecuencias genotipicas de la siguiente generacion, dependen de las
frecuencias alélicas de la generacién anterior. O sea, di = p?, dy = p?,...,
sin importar cudl haya sido el d inicial.

Es importante destacar que si las frecuencias genotipicas entre los sexos
son diferentes, luego de una generacién éstas se emparejaran, ya que si el gen
no esta ligado al sexo la probabilidad de obtener un genotipo determinado
es independiente del sexo y la probabilidad de tener una hija o un hijo
es la misma. Luego de emparejarse se necesitara otra generacion para que
se reestablezca el equilibrio. Por lo tanto, el equilibrio Hardy-Weinberg se
establecerd luego de dos generaciones.

2Sin esta condicién el modelo probabilistico no tiene significado operacional, ya que
este enunciado se debe a la Ley de los Grandes Ntumeros y al Teorema Central del Limite,
que permite estimar el efecto de las fluctuaciones

3Para evaluar si las frecuencias estdn cerca, se puede utilizar el test de chi cuadrado.



Hardy al desarrollar su modelo destacd que las frecuncias observadas
y las esperadas estaran cerca, ya que, a pesar de que la distribucién es
estacionaria, en las poblaciones naturales se espera que ocurran fluctuaciones
de una generacién a otra, que irdn cambiando a p y a ¢ en pequenas cantida-
des a lo largo de la historia de la poblacién. Como no existe una fuerza
restauradora de las frecuencias, en una poblacién finita, las frecuencias de
los alelos ird fluctuando hasta que uno de los alelos se fije. La consecuencia
de esta serda que los individuos seran de un tipo solamente. En el caso
multialélico, si no hay mutacién se irdn perdiendo alelos hasta que quede
s6lo uno, en es caso se dice que dicho alelo se ha fijado.

En el capitulo que sigue se vera que la velocidad de fijaciéon depende del
tamano de la poblacién, de manera que cuanto méas grande es esta, mas va
a tardar en fijarse algin alelo.

Muchas veces se interpreta que el equilibrio de Hardy-Weinberg implica
que las frecuencias se mantendran estrictamente estables a lo largo del
tiempo, como si la ley de los grandes ntimeros fuera una fuerza recuperadora
de las frecuencias iniciales, lo que no es correcto. Pero a pesar de esta
afirmacion en la naturaleza se encuentran muchas poblaciones que, si bien
no tienen tamanno infinito (es imposible), se encuentran en este equilibrio.
Este hecho hace que el uso del modelo sea el de hipdtesis nula: si la poblacion
no estd en equilibrio es porque ademds de tener tamano finito no cumple
alguna otra de las hipétesis.



Capitulo 3

Deriva genética y
coalescente.

En este capitulo se vera la genética de poblaciones desde dos puntos de
vista: el primero estard basado en la descendencia de los individuos, o sea,
se estudiara el proceso hacia el futuro mientras que el otro se basara en
las relaciones ancestrales entre los individuos, o sea, se estudiard el proceso
hacia el pasado.

El modelo de Fisher-Wright [6], desrrollado en la década del 60, surge
de quitarle la hipétesis de infinitud de la poblacién al modelo de Hardy-
Weinberg, lo que provoca la pérdida de equilibrio. Este pérdida se traduce en
fluctuaciones alélicas, lo que causara evolucién, en el sentido que la poblacién
cambiara sus caracteristicas iniciales a lo largo del tiempo.

En esta misma década comenzaron a observarse las secuencias de protei-
nas; mas tarde se secuanciaron alozimas y cadenas de ADN. Todo esto hace
posible que el modelo se pueda aplicar a secuencias que codifican para genes
o simplemente a pares de bases, entre otros, y no solamente sobre alelos cuya
expresion sea visible.

Dados N individuos, se tienen 2N alelos en fase diploide. Los gametos
son mas numerosos, ya que un mismo individuo produce varios de éstos y
puede reproducirse mas de una vez, por lo que cada vez que ocurre un evento
de reproduccion dentro de una generacion determinada las opciones posibles
para formar un nuevo individuo son siempre las mismas, sin depender de si se
trata del primer nacimiento de la generacién o del tltimo. Por esta razén es
posible considerar que la formacion de un individuo ocurre por muestreo con
reposiciéon de la generacion anterior, o sea, el hecho que un individuo haya
heredado un alelo de la generacion anterior, no impone ninguna restriccion

9



sobre las posibilidades de herencia de otro individuo; dicho de otra manera,
los genotipos de los individuos de una misma generacién son eventos indepen-
dientes entre si.

3.1. Modelo de Fisher-Wright

En esta seccién se trabajard con una poblacién diploide de tamano
constante N con dos alelos A y a y al final del capitulo se verd qué pasa con
este mismo modelo cuando ocurren cambios del tamafio poblacionacional.

Uno de los objetivos de esta seccion es ver cémo varia la proporcién entre
los alelos de un tipo y la cantidad total de ellos, 2/V.

Se utilizard individuos o alelos indistintamente.

Se denota:

X, = nimero de alelos A en la generacion n

La generacién r + 1 es hija de los individuos de la anterior, la generacion

r. Si hay ¢ individuos portadores del alelo A, la probabilidad de que un

individuo de la generacién r + 1 porte también un alelo A es:
T = 5
Por lo tanto la distribucién de la variable aleatoria X, dada X, serd una

Binomial con pardmetros 2N y 5(—](, Entonces,

pij = P(Xr+1 :j‘XT = Z) = < . >7TZ]»(1—7TZ‘)2N] V0<ij <2N (31)
J

Observar que el proceso {X, : r = 0,1,...} es una cadena de Markov
homogénea en el tiempo cuya matriz de transicién es P = (p;;) y el espacio
de estados S = {0,1,...,2N}, de los cuales 0 y 2N son absorbentes: El
estado 0, significa que se fijo el alelo a y el estado 2N significa que lo hizo
el A.

Se calculara la esperanza, aplicando que la distribucién es binomial:

X,
2N

Observando que el proceso es una martingala, se obtiene que E(X,) =
E(Xy), Vr € N, lo que significa que en promedio la distribucién de alelos de
todas las generaciones se mantendra constante. Esto es lo mismo que nos
dice el equilibrio Hardy-Weinberg.

Pero el promedio no dice nada respecto a lo que va a pasar en realidad, ya
que como se verd mas adelante a medida que pasa el tiempo la variabilidad
se ird perdiendo y uno de los alelos se fijara.

:XT,

E(X,41|X,) = 2N



A continuacién se calculara:
a; := la probabilidad de que se fije el alelo A, dado que X := 1.
Se sabe que ag =0, aony =1,y

2aN—1
a; = pio - 0+ pion - 1+ Z Pijaj (3.2)
j=1
Se tenia que:
2N
> i =E(X1|Xo =i) =i (3.3)
i=0

Por lo tanto reescribiendo (3.2) se obtiene:

2N—1
E Pijaj — ai = —piaN Vi
j=i

y reescribiendo (3.3) se obtiene:

IN—1 A .
Z pijj — 1= —2NpjpN = Z Piign ~ N — PN Vi
j=t j=t

Al reordenar la matriz P, poniendo primero los estados transitivos y
luego los absorbentes, adquiere la forma siguiente:

- ()

Al considerar todas las ecuaciones con ¢ variando desde 1 hasta 2N —1, al
haber reescrito (3.3) y (3.2) , se observa que éstos son de la forma (Q—1)z =
(p1 2N P2 2N, - - -P2N—1 2N ), por lo tanto, (a;) y (m; = ﬁ) son solucién del
mismo sistema.

La cadena es absorbente, por lo tanto la matriz (Q — I) es invertible!,
de donde las soluciones de los sistemas son unicas, entonces a; = m;, Vi.

Observacién 3.1.1. Como la cadena es absorbente la probabilidad que sea
absorbida por algin estado es 1. Pero también se puede calcularla sumando
la probablilidad de que se fije cada uno de los alelos en juego: como las a;
son sus frecuencias iniciales, el total tiene que dar 1.

'Para ver la prueba que dicha matriz es invertible ver el apéndice



3.1.1. Heterocigosidad

Definicion 3.1. Si dos alelos son idénticos por descendencia, se dice que
existe endogamia.

Observacién 3.1.2. Aunque se comience con una poblacién con alelos
todos diferentes, los hermanos tendran los mismos alelos por descendencia,
por lo tanto la deriva genética generard endogamia inevitablemente.

Si se eligen dos alelos al azar con reposicién, éstos seran idénticos con
1

probabilidad % o diferentes con probabilidad 1 — &
Observaciéon 3.1.3. Hablar de endogamia tiene sentido solamente cuando
los individuos son homocigotos, ya que los heterocigotos son diferentes sin
importar cémo se formé ese individuo.

Definicion 3.2. Se denominard F', al coeficiente de endogamia, definido
como la probabilidad que dos individuos sean idénticos por descendencia.

Bajo las hipé6tesis del modelo de Fisher-Wright, que es un modelo neutral
de evolucidn, los alelos de un mismo tipo son generados por descendencia. Es
importante destacar que dada una poblacion, ésta tendra endogamia inicial
y ademas los alelos de los individuos homcigotos vendran del ancestro comin
de sus padres. Por lo tanto el coeficiente de endogamia y el de homocigosis
tendran el mismo valor, en poblaciones cuyo modelo de evolucién sea neutral.

Definicién 3.3. La heterocigocidad h(n) se define como 1 — F.

Observacion 3.1.4. La heterocigocidad es la probabilidad de obtener individuos
heterocigotos.

La probabilidad que dos alelos sean sean diferentes por descendencia en

casos favorables

——f
X, (2N — X,,)
ON(2N —1)
—_————

casos totales

la n-ésima generacién, muestreando con reposicién es HO = 2

El factor 2 indica que hay dos maneras diferentes posibles de heredar
cada uno de los alelos.

Definicién 3.4. h(n) = E(H?)

Teorema 3.1. h(n) = (1 - 55)" - 1(0)



Demostracién: Para la prueba se numerardn a las 2N “copias”del locus
1,2,...,2N y se denominaran individuos.

Se elegiran dos individuos z1(0) y x2(0) en la generacién n. Estos son
descendientes de individuos z;(1), con i = 1,2 de la generacién n — 1,
quienes son a su vez descendientes de x;(2),7 = 1,2 de la generaciéon n—2, y
asi sucesivamente. De manera que z;(m) con m = 1,2, ... describe el linaje
de z;(0), i.e., los ancestros yendo hacia atras en el tiempo.
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Figura 3.1: La figura ilustra las relaciones ancestrales de dos individuos hacia
atras en el tiempo.

Notar que:
Si z1(m) = x2(m), se tendrd que 1 (1) = x2(l) Vi/ m <1 <n.

Si x1(m) # x2(m), entonces como los individuos eligen a sus padres
de manera indepen-diente, se cumple que x1(m + 1) # zo(m + 1) con
probabilidad 1 — ﬁ

Para que z1(n) # x2(n), debe haber ocurrido el segundo caso desde
m = 0 hasta m = n, o sea: x1(k) # z2(k) VO < k < n.

La probabilidad de que x;(k) # x2(k) dado que z1(k — 1) # x2(k—1) es
(1- ﬁ)n Adema&s como los individuos z1(n) y z2(n) se eligen al azar en

la generacién 0, entonces seran diferentes con probablidad H, que es por
definicién h(0). [ )

Observacién 3.1.5. Si N es grande, entonces h(n) ~ e~ 2~ h(0). Por lo
tanto la heterocigosidad tiende a 0 exponencialmente cuando g3 — +o00.
Por lo tanto, cuanto més grande es la poblacién habrda menor variabilidad,



de dénde se deduce que le probabilidad que un alelo se fije disminuye a
medida que el tamano poblacional aumenta.

3.2. Coalescente

En esta seccidn se estudiara el modelo retrospectivamente, ya que natural-
mente el proceso genealégico proporciona una manera directa de estudiar las
frecuencias genéticas.

En ausencia de recombinacién y mutacion la secuencia de ADN que
representa al gen de interés es una copia exacta de una secuencia de la ge-
neracion anterior; sucesivamente cada una de las secuencias serd una copia
de una de la generacién previa.

Para desarrollar el modelo del coalescente se asume:

e El ntimero de nacimientos es independiente entre generaciones. La
Unica restriccién es que el total de individuos nacidos por generacién
sea N (es decir que se consideran 2N copias de ADN).

e Se numeraran arbitrariamente los individuos de 1 a 2N en cada generacion,
de manera que aunque dos secuencias provengan de la misma célula, no
necesariamente sus nimeros asignados guardaran alguna correlacién.

Notar que si v; es el nimero de hijos del 7 — ésimo individuo, entonces:

2N)! 1\
P(Ul :ml,...,VQN:mQN):M (2]\]_) (34)

con la restriccion  mj 4 ...+ moy = 2N
Notar entonces que, (v1, . . ., Vo) tiene disribucién multinomial simétrica.

Observacion 3.2.1.

1. Comparando con el modelo de deriva genética de Fisher-Wright cada
individuo porta un alelo A o a. Silos 2NV individuos portaran el alelo A,
como no hay mutaciones, toda la generacién siguiente obtendra alelos
de ese tipo solamente.

2. Ordenando a los individuos segun el alelo que porta, poniendo a los
que llevan el A primero y los que llevan a después se obtiene que la
distribucion de los nacimientos tipo A es v; + ... + v;, recuperando la
distribucién binomial con parametro 2N y probabilidad de éxito ﬁ,

que se tenia anteriormente.
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Figura 3.2: Simulacion de las relaciones ancestrales durante 12 generaciones
bajo las hipotesis del modelo Fisher-Wright para el caso en que la poblaciéon
tiene 9 individuos haploides. Las lineas indican las realciones padre-hijo

Notacién: Como es habitual, en lo que sigue se denotard por MRCA al
Ancestro Comun Maés Reciente y por Thsrca al nimero de generaciones
hasta llegar al MRCA de un grupo de individuos.

Las figuras 3.2, 3.3 y 3.4 muestran que los individuos 3 y 4 tienen su
MRCA 2 generaciones atras, mientras que el 2 y el 3 tienen su MRCA 11
generaciones atras.

3.2.1. Tiempo al MRCA.

El objetivo de lo que sigue es estudiar la distribuciéon de la variable
aleatoria Thyrca para un grupo de k individuos dentro de una poblacién de
tamano 2V.

Estudiando el proceso desde el presente hacia el pasado, los individuos
eligen a sus padres al azar y de manera independiente; las elecciones sucesivas
seran al azar de generacion en generacién.

En el capitulo anterior ya se vio que dados dos individuos la probabilidad
que tengan padres diferentes es:
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Figura 3.3: Modelo de la figura 3.2. Estdn marcadas solamente las relaciones
que van desde el MRCA de la dltima generacién hasta dicha generacién.

P(Dos individuos tengan padres diferentes) =1 — %
Si se elige un grupo de k individuos, la probabilidad que 2 de ellos elijan
: k(k—1) 4
el mismo padre es — 5 v
—
c3

Observacién 3.2.2. En todo lo que sigue se trabajard con k < 2N.
Las probabilidades de que 3 o mas individuos tengan el mismo padre se
1

despreciaran, ya que el orden es menor o igual que CIULE

Usando el mismo razonamiento que antes, se obtiene que la probabilidad
de que no haya eventos de coalescencia en las primeras n generaciones
dependiendo de la cantidad de individuos es:

Para dos individuos: (1 — ﬁ)n

Para £k individuos:

n
[1 — P(al menos 2 tengan el mismo padre)]™ ~ (1 - 7—)

!
)
N
2k
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Figura 3.4: Modelo de la figura 3.2. Las relaciones de ancestralidad son las
mismas que en la figura 3.3, pero cada generacion estd reordenada para que
queden claras las relaciones entre los individuos de las mismas.

Notacién: En lo que sigue se denotara:

T, = T’Vé#NCA; esto es, el tiempo al MRCA de dos individuos individuos

medido en unidades de 2N generaciones.

- n
t =35

T; al tiempo durante el cual hay exactamente j individuos por generacién
de los k£ que habian inicialmante.

Con esto queda?:
P(Ty, > t) = et
_ k(k2—1) "

P(T, >t)=e

Observacién 3.2.3. Si N — oo, entonces se puede considerar que t es
continuo.

k(k—1)
2

2T}, se puede ver como el minimo de variables exponenciales de parametro 1



Al tomar el tiempo continuo se pasa de una variable geométrica a una

exponencial. Por lo tanto para calcular la esperanza de las variables aleatorias
. _k(k—1)

basta observar que se cumple que si P(T}, > t) = e~ 2 !, su esperanza es

el inverso del pardmetro de la exponencial. Por lo tanto:

B(D) =1

E(Ty) = k(k—1)"

Observacién 3.2.4. Si se mide el tiempo en unidades de 2N generaciones,
el tiempo durante el cual hay exactamente k linajes tiene una distribucién
exponencial de parametro ﬁ, cuya esperanza es ﬁ

Definicion 3.5. W, serd el tiempo que hay que esperar hasta llegar al

MRCA medido de a 2N generaciones: W,, = T’”g%

Observacién 3.2.5. W, =T, + ...+ 15, de donde

n

E(W,) = E (ZTk> =S E(Ty) = Zk:(kQ—l) ) <ki1 _ ;)
k=2

telesgpica, 9 _l i 1 _ 1_ 1
n 2-—1 n

Por lo tanto, el tiempo que habra que esperar en promedio para encontrar
al MRCA:

E(W,,) "=~ 2
De ese tiempo, la mitad aproximadamente es el que se debe esperar para
que ocurra la ultima colicién (E(W,,) = 1).
Recordar que el tiempo estd medido de a 2IN generaciones, por lo tanto,
en promedio, habrd que esperar aproximadamente 4N generaciones para
encontrar al MRCA.

Observacién 3.2.6. 1 = E(T) = E(>_,_5 ) < E(W,) < 2y W, estd cerca
de 2, incluso para tamanos poblacionales moderados.



Observacién 3.2.7. E(W,—W,) = 2 1-Z-1-H]=2(L-%) <2
Donde la_poblacién inicial para calcular W), tiene 2N individuos y para
calcular W,, tiene n.

La diferencia entre la esperanza del tiempo que puede llevar encontrar
el MRCA de un subgrupo de la poblacién entera y ella misma es pequena:
%, donde n es el tamano poblacional del subgrupo. Entonces para saber
aproximadamente hace cuanto tiempo vivié el MRCA, no es necesario tener
en cuenta a la poblacién entera, sino a un subconjunto de la misma. El
tamano de éste va a depender de la cota de error que se desee tener (%)

Este resultado es de gran utilidad para quienes, por ejemplo se ocupan de
estudiar las relaciones filogenéticas entre especies, ya que sin tener a todos
los individuos de una poblacion, les es posible estimar cuanto tiempo antes
vivid su ancestro comun, comapararlo con los datos obtenidos con otros

métodos y darles consistencia, entre otras aplicaciones.

3.3. Tamano de poblacién variable

En esta seccién se quitara otra hipdtesis: el tamano constante.

Como las generaciones siguen siendo discretas se tomarda como 0 a la
generacién presente y se denotard 2N(j) al ndmero de individuos j ge-
neraciones atras.

Todos los tamafos, independientemente del nimero de generacién, conti-
nuaran siendo relativamente grandes y se reescalard el tiempo en unidades
de 2N = 2N (0) generaciones.

Definicion 3.6. Tamarno relativo:

2N([2Nz]) _2N(j) j—1

_ J
fan(z) = =55 9N ' 2N =9oN’

Se trabajard con tamanos relativos tales que:

i fan(z) = f(z) (3.7)

existe y es estrictamente positiva Vo > 0.

En el modelo de reproduccién de Fisher-Wright, se vio que la probabilidad
de que dos individuos tuvieran su ancestro comin mas de s generaciones
atras, era la de elegir padres diferentes cada vez, siendo estos sucesos indepen-
dientes. Por lo tanto, se tiene que:



S S
P(Tyrca > 8) = H (1 B . ) = H ebg(l‘wlu)) ~ 5=l TING)
j=1

J

s 1 s 2N 1 _ de _ (t doz N—oo rt dx
Yimiang) = 2= aN = o v = mv@ o Fm

o 1
= P(Thvprca > s) — e Jo Moz o AMz) =
fon ()
Reescalando el tiempo t reescalado a 2N generaciones (t = ﬁ) se obtiene:
Tyvrea 8 — [N \(@)d 1
P 2 Jo T)dx —
¢ 1
P(W, >t) — e JoX@dz oo \(z) = 3.8

(W > 1) @)= 5 (33

3.3.1. Crecimiento exponencial
Sea una poblacién, tal que

N(z) = Noe P x < xg
11 T > T

Donde xg = p~!In Ny para que N(xg) = 1, ya que no puede haber menos de
un invividuo en una generacién. El valor 0 corresponderia a la no existencia
de la especie.

2N([2N2]) _ —p(r2na))

= fon(z) = 5N

Ejemplo 3.1. Harding et al. [5] para estimar el tiempo hasta el MRCA de la
(B-globina humana utilizaron una poblacién con Ny = 18,807 y p = 1,861 x
10~°. El tiempo de coalescencia de la poblacién se estimé graficamente.

En la grafica se expresé el tiempo negativamente, de manera que al ir
hacia atras en el tiempo en la gréafica se hace lo mismo, lo que facilita su
interpretacion.
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En la grafica se observa que la probabilidad que la coalescencia haya
ocurrido mas de 85.000 unidades de tiempo atras es casi 0.

Es natural suponer que si una poblacién crecié exponencialemente se
ramificé en forma de estrella, pero en este caso la grafica contradice dicha
suposicion, ya que, en dicho caso, el cambio en las probabilidades debera ser
brusco.

Al graficar utilizando diferentes parametros se observa que la forma de
la curva depende de 2Ngp sin importar los valores que toma Ny. De lo que se
deduce que la forma del arbol genealdgico de la poblacion también depende
de dicho coeficiente.

A continuacién se encuentran tres graficos mas. El primero tiene 2Ngp =
0,7, al igual que la grafica anterior pero con Ny = 50000.

Las dos graficas siguientes se hicieron tomando 2pNy = 10 y los tamanos
poblacionales del orden de las anteriores.
3.3.2. Tamano de poblacion efectivo

Definicion 3.7. El tamano de poblacién efectivo, N., es el nimero de
individuos que deberia tener una poblacion de tamano constante para que el
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Figura 3.6: Ny = 18807

Figura 3.7: Ny = 50000

estadistico con el que se trabaja dé el mismo resultado que daria para una
poblacion con cantidad variable de individuos.

Los estadisticos con los cuales se trabajara son:

e la probabilidad 7o que dos genes elegidos al azar sean descendientes
del mismo gen parental.

e El tiempo esperado de colaescencia ET5.

Existen otros estadisticos que se pueden medir como el mayor valor
propio menor que uno de la matriz de transicién del proceso de Fisher-
Wright o la varianza.

Para los estadisticos anteriores se definen los siguientes tamarnios efectivos:

N! = tamaiio de poblacién efectivo de endogamia = (273)~!

N¢ = tamano de poblacion efectivo de coalescencia = %

Variacién peridédica del tamano poblacional

Dada una poblacién cuya cantidad de individuos cumple un ciclo de k
generaciones: Ny, No, ..., Np, Ni,...,Ng,.... Aplicando la defininicién
3.7 se puede generalizar la férmula anterior de la siguiente manera:



1~ zw) = ()

Si los tamanos poblacionales son grandes, lo anterior implica:

< 2N(s) 2N}

Lo que implica que en este caso el tamano poblacional efectivo es la
media armoénica:

k
N! ~ k/ZINL) (3.9)

Ejemplo 3.2. Dada una poblacién cuyo tamafnio poblacional aumenta de
10 a 100 de una generacién a la siguiente, luego a 1000 y vuelve a 10,
asi sucesivamente.

De la ecuacion 3.9 se tiene que el tamano efectivo es aproximadamente:

. 11 1 3000
Ni=3/(—+—+—— ) =" =27,0270 ~ 27
=3/ (10 100 " 1000) 111 ’

Ahora se haré el calculo directamente:

1 L 1 L 1 L =1 LY _ 1 LY’
(=36) (1) (= 1o0) = (= 2) = (-3
de donde N! ~ 26,656 ~ 27

Si bien los tamanos poblacionales no son muy grandes, se observa que
los resultados obtenidos son similares.

Para calcular N basta observar que por ciclo la probabilidad de coales-
cencia es la misma, por lo tanto, en este caso N¢ = N

A continuacidn se veran ejemplos de diferentes tipos de variacién poblacional.

Modelo para dos sexos

Dada una poblacién que esta compuesta por N; machos diploides y Ny
hembras diploides, cada individuo nacido heredara un alelo materno, tomado
al azar de los 2N> disponibles y un alelo paterno tomado de los 2/V;.



Para calcular el N! se debe calcular la probabilidad que dos alelos toma-
dos al azar de los 2N disponibles provengan de un mismo individuo.

Suponiendo que nacieron N individuos y tomando en cuenta los dos
casos posibles de herencia del gen se tiene:

mo = P(los genes elegidos son ambos paternos y del mismo padre)
+P(los genes elegidos son ambos maternos y de la misma madre)

N(N-1
= QNEQN—)l) {ﬁ + ﬁ}

Lo Y- 1
m ———— = -
N—oc2N(2N —1) 4

Nota: La interseccién de los eventos anteriores es despreciable.
De manera que, si la pobalcion que nacié es grande, no importa su
tamano exacto, sino el tamano de la pobalciéon parental.
2 4NNy

Ni=2r) '~ = 1
e = (2m) (2N1) =1+ (2N2)"t N1+ N, (3.10)

Ejemplo 3.3. Cuando se crian bovinos se tiene en general mucho mas vacas
que toros, ya que estos pueden fecundar a muchas vacas, lo que genera una
gran endogamia. Para confirmar esta hipétesis se calculard el N! suponiendo
que se tienen 10 toros y 1000 vacas utilizando la ecuacién 3.10.

& Ni = 4-10 - 1000
1010
Esto quiere decir que respecto a la endogamia, la poblacién se comporta
como si tuviera 40 individuos solamente. Esta es una de las razones por las
cuales es dificil de eliminar las enfermedades de transmisién genética sin
sacar a los individuos problema del ciclo reproductivo.

= 39,6 ~ 40

Observacién 3.3.1. En general, si N; < Ny = N! =~ 4N,



Capitulo 4

Mutacion

En este capitulo se vera qué pasa con los modelos evolutivos cuando la
mutacién estd presente en los mecanismos reproductivos. Los mecanismos
posibles de mutacién son diferentes, lo que da lugar a la existencia de
diferentes modelos. De los casos que se presentaran en este trabajo, en
algunos modelos los alelos mutardn a otro ya presente en la poblacién,
mientras que en otros, cada vez que ocurra una mutacién, se introducird un
alelo diferente. No sdlo se estudiara qué pasa en un modelo de tipo de Fisher-
Wright, sino que ademas se desarrollard un modelo de tiempo continuo.

La presencia de mutacién es un cambio muy importante, porque permiti-
rd evolucién sostenida en el tiempo, ya que ésta es capaz de contrarrestar la
deriva genética. En los modelos anteriores la deriva tendia a fijar un tnico
alelo. Ahora la mutacién es una fuente inagotable de variacién, por lo que
cada vez que se fije un alelo, hay posibilidades de que surja uno nuevo. Este
hecho no quita que se pueda llegar a un equilibrio entre deriva y mutacion.

4.1. Mutaciéon bajo las hipotesis del modelo de
Fisher-Wright

Se considera una poblacién con 2 alelos, A y a, tales que P(A mute a a) =
y P(a mute a A) = u. Debido a la presencia de mutacién, la manera que un
individuo de la nueva generacién porte al alelo A ya no es tinicamente por
herencia, sino que puede haber heredado un a y éste haber mutado a A; por
lo tanto las probabilidades de transicién, p;;, que se habian calculado en el
capitulo anterior (3.1) deben modificarse.
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(1) es la probabilidad de heredar un A y que no mute a un a.

(2) es la probabilidad de heredar un a y que mute a A.

Observacién 4.1.1. p;; > 0V, j, de donde la cadena de Markov es irreducible
y aperiddica, y como el espacio de estados es finito, tiene una unica distribucién
estacionaria v. Ademés:

lim P(X,, =) — v(i) Vi

n—oo
Para calcular la distribucion se debe resolver el sistema de ecuaciones
Yovipij=vjcony; >0y > v =1

Se define
Xoo = lim X,

n—oo

Teorema 4.1. y
(Xeo) Ut v P (4.1)

Demostracién de 4.1:

Xn— ON — X,,_

E(Xo| X, 1) = 2N,y = 2N ( it 2N1u> |

por lo tanto tomando esperanza:

E(X,) =E@2N7,1) = (1 —0)E(X,—1) + u (2N — E(X,,—1))
En el limite: E(X,,) =E(X,—1) =«
=z =(1—v)x+ul2N —2)

=z =2N v

U+ v



Para ver que E(X,,) converge a este limite sustituyendo x en la ecuacién
anterior y restandosela a la primera, se obtiene:
E(X, —2Np) = (1 —u—v)E(Xp_1),

iterando esta igualdad se tiene que

E(X, —2Np) = (1 —u —v)"E(X)y),

como 0<u+v<l=0<|l-u—-v/<1
= lim E(X,, —2Np) =0
n—oo

= lim E(X,)=2Np [ )
n—oo
Definicion 4.1. Se dice que dos individuos son idénticos por descendencia
st hay un evento de coalscencia entre sus linajes antes que una mutacion
afecte a alguno de ellos.

Notacion: En lo que sigue i denota la probabilidad de que un individuo
mute en una generacion.

Teorema 4.2. Dada una poblacion que cumple las hipdtesis bajo las cuales
se trabajo en este capitulo:

o 1
2N _
2+ 5% 1+ 4]\(752)

P(2 individuos sean idénticos por descendencia) ~

Demostracion: En el paso de una generacién a la siguiente los eventos
posibles son: que uno de los linajes mute (esto tiene probabilidad p; = 2u),
que los linajes coalescan (probabilidad py = ﬁ) 0 que no pase ni una cosa
ni la otra. Estd claro (ver figura) que la probabilidad v de que haya un
evento de mutacién antes de un evento de coalescencia cumple la siguiente
ecuaciéon:

y=p1 +(1—=p2) 1—p1) v
~ —— ——
mute no mute no coalesca

Como la probablidad de que coalescan y muten a la misma vez es despreciable

0 e
por ser de orden 55, se obtiene:
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Figura 4.1: La figura ilustra un ejemplo de relaciones ancestrales entre 4
generaciones. La linea horizontal indica la presencia de una mutacion.

y=p1+ (1 —p2—p1)y
de donde
N = b1
p1+p2

Por lo tanto la probabilidad de que dos individuos sean idénticos por
descendencia es:

D2 1
l—v= =
p1+p2  1+4Np

[

A continuacion se calculara la varianza de X ..

Teorema 4.3.
2N(2N —1) uv

X)) = [ 2N 4.3
var(Xoo) < +1+4N(u+v)>(u+v)2 (43)

Demostracién Para calcular EX?2

5, se reescribird X., de la siguiente

manera;
X = Zfivl 1;, donde n; = 1 si el i-ésimo individuo porta el alelo A y 0
si porta el alelo a. Por lo tanto:

2N 2N

X2 = ZZW?;’

i=1 j=1



Separando los 2N términos tales que i = j de los 2N (2N — 1) restantes
se obtiene:

E(X3) =2NP(n = 1) + 2NN = )P(n = 1,72 = 1)
De (4.1) P(m = 1) 2. Considerando las posibilidades de coalescencia

o no y usando (4.2) con u = u + v, se obtiene:

1 u 1 u \?
(m =11 =1) 1+4Np u+v+< 1+4NM> <U+U>
—_—

id. por desc.P(m=1)

1 U AN U 2
1+4Npu+v  1+4Np \u+v

Reescribiendo (E X« )? se obtiene:

U
u—+v

(EXoo)? = <2N )2 — (2N +2N(2N - 1)) ( u >2 —

u—+v

u 2 1 AN u 2
2N 2N(2N -1
<u+v> +2N( ){1+4Nu+1+4]\7,u}<u+v>

Haciendo E(X2) — (EX)? se obtiene el resultado deseado.

4.2. Modelo de Moran

Para desarrollar el modelo Fisher-Wright, una de las hipdtesis imprescin-
dibles es que las generaciones que no se solapan; esto es lo que sucede, por
ejemplo, en algunas plantas. Pero existen muchas otras especies en las que
esto no ocurre. Para esas especies el modelo estudiado en la seccién anterior
no se puede aplicar; es conveniente en estos casos aplicar un modelo de
tiempo continuo. El modelo de Moran se caracteriza por permitir que un
individuo, pero solamente uno, mute en cualquier momento.

Es importante destacar que en el modelo de Fisher-Wright se consideran
N individuos y 2N copias de un gen, o 2N individuos haploides. En este
nuevo contexto se considerarque todos son haploides. De todas maneras la



cantidad de individuos sera 2N para poder comparar los resutlados obtenidos
entre los diferentes modelos mas facilmente.
El modelo se caracteriza de la siguiente manera:

(i) Cada individuo es reemplazado con tasa 1. O sea, cada individuo x vive
un tiempo cuya distribucion es exponencial con esperanza 1 y luego es
“reemplazado”.

(ii) Para reemplazar un individuo z se elige al azar un indviduo de un
conjunto que incluye al mismo x.

(iii) Un individuo a que es elegido muta a A con probabilidad u y un
individuo A muta a a con probabilidad v.

(iv) El nuevo individuo, posiblemente mutado, reemplazard al individuo x.

La probabilidad p; de reemplazar al individuo seleccionado por una A,
dado que en el momento de la seleccién de ese individuo hay 4 individuos A
es:

7 (1 )+ 2N — i
= —(1—w u
Pi=oN oN
Por lo tanto las posibilidades son:
ganar una A: i —1+4+1 con tasa de transicién b; = 212\7]\7 Ly
perder una A: i—i—1 con tasa de transicién d; = 5% (1 —p;)

A partir de las ecuaciones anteriores se deduce que la inica manera de
ganar una A es eligiendo una a y que ésta mute; de la misma manera, para
perder una hay que elegir un A y que mute a a.

Para calcular la probabilidad 7 (i), de que haya ¢ individuos A en equilibrio,
las transiciones i — ¢ —1 e ¢ —1 — ¢ deben ocurrir en la misma medida, por
lo tanto:

m(i)d; = w(i — 1)bi—1
bi—

i—1
d;

Despejando 7(i) = 7(i — 1) e iterando hasta el momento k < i , se

obtiene:

w(i) = (k) [ bgl (4.4)

j=k+1



Esto implica que si se tiene 7(k), para algun k, es posible calcular todas
las probabilidades siguientes. Finalmente usando que la suma de todas las
probabilidades es 1, quedan todos los parametros determinados.

El siguiente ejemplo servira como motivacién para introducir el concepto de
homocigosis esperada.

Ejemplo 4.1. Cuello de Botella

Dada una poblacién se dice que en su historia demografica hubo un cuello
de botella si la misma tenia tamano constante, repentinamente se redujo a
pocos individuos y luego crecié lentamente a un posible nuevo estado de
equilibrio.

Una manera de que esto ocurra es que una hembra fecundada de una
poblaciéon grande emigre hacia un nuevo lugar geografico y forme alli una
nueva colonia. Esta crecerd en un entorno, que posiblemente serd diferente
del original. Se cree que esto fue lo que paso repetidamente en el proceso
evolutivo de la Droséphila Hawaiana.

Es de esperar que este proceso genere una gran endogamia '. Para poder
medir la endogamia se estudiara la homocigosis esperada.

Definicion 4.2. J; := Homocigosis esperada en la generacion t.

Para calcular la homocigosis esperada se calculara primero la probabilidad
de que un individuo sea homocigoto y a partir de esta probabilidad se
calculara el valor esperado. Notar que esta definiciéon sélo tiene sentido si
los individuos estudiados son diploides.

Notacién: Se introducen las siguientes variables y sucesos.

X; es la variable aleatoria que toma el valor 1 si los alelos son los mismos
por descendencia y 0 si no lo son.

v es la tasa de mutaciéon. Como se considera un modelo de tiempo discreto,
es la probabilidad de que el gen en estudio mute en un alelo, en una
generacion.

A= {dos alelos seleccionados tienen el mismo ancestro} = P(A) = 55

B= {dos alelos seleccionados mutan} = P(B) = (1 — v)?

1Para estudiar los efectos de los cuellos de botella sobre la variabilidad genética de una
poblacién Durret siguié a Nei, Maruyama y Chakraborty (1975).



C= {los ancestros de los alelos considerados son idénticos descendencia} =
P(C)=P(X¢—1 =1)

Con esto entonces resulta que la probabilidad de que un individuo sea
homocigoto es:

P(ANB)U(A°NBNC))

Como los sucesos son independientes y la intersecciéon de los conjuntos
de la unién es nula, debido a que AN A® = (), se obtiene:

Por lo tanto:

E(X)| Xy 1) = (1 — 0)— 4+ (1 — 1)? (1 _ 1) X,

Ji= B(Xi) = E(E(X1Xi0) = (1= vP g + (-2 (1= 5 ) Bt

= Jy=(1-v)? (2;[ + (1 - 2;[) Jt_1> (4.5)

Iterando esta relacién y reagrupando se obtiene:

t 7j—1 t

(1-v)¥ 1 1
§ || 1— — ) +Jo(1 - 2t|| 1-—
L ON, ( 2Nti>+ o1 =) i:1< 2Nt—z‘>

-7 =1

Por convencién se toma H?:l z; = 1. Como v es chico y las N, son
grandes, se puede utilizar la equivalencia 1 —x ~ e~ %, si = estd cerca de 0.

t j—1 t
1 1 1
— —ovj — Ji —2vt —
h= DN P ( v ; th_i> e ( Y ; 2Nt_i>

Jj=1

Haciendo los cambios de variables k =t — j y [ =t — ¢ se obtiene:

t—1 1 t—1 1 t—1 1
Ji = Zmexp (—21/(t — k) — Z 2N> + Joexp (—21/t— ZNZ)
1=0

k=0 I=k+1



Tomando las sumatorias como sumas de Riemann:

! bl L1
Jt:/o Q—NSeXp <—21/(t—3)—/5 2Nudu> ds+Jy exp (—QVt—/O Nsd8>

(4.6)

De esta ecuacién se deduce que la homocigosis esperada, J; converge
exponencialmete a su valor limite.

Esta férmula también sirve para calcular la homocigosis esperada para
poblaciones de tamano constante.

4.3. Formula de Muestreo de Ewens

En la década del 60 se terminé de descifrar el codigo genético y se
logré evaluar la variacion de un gran niimero de loci en diferentes poblaciones
gracias a la sistematizacién de la electroforesis de proteinas, que ademas hace
posible detectar mutaciones, sin importar si los nuevos alelos introducen
fenotipos diferentes a los ya existentes o no. Las mutaciones que no producen
efectos diferentes al ser traducidas son conocidas como mutaciones silenciosas
o sinénimas, ya que si bien el nuevo nucleétido es diferente, y por lo tanto el
codon del que es parte también, el aminoacido al que se traduce es el mismo
que el que se traducia antes de mutar. Esto pasa muchas veces cuando la
mutacion se da en la tercera posicion del coddn.

Ademads esta técnica permitié obtener informacién representativa de las
poblaciones, ya que hizo posible disponer de informacién de muchos individuos,
lo que causé que las frecuencias alélicas de las muestras tomadas al azar sean
representativas de las frecuencias de la poblacién a la que pertenecen.

En esta seccion se vera una férmula explicita para la distribucién estacio-
naria del modelo Fisher-Wright suponiendo que existen infinitos alelos dispo-
nibles. La consecuencia directa que tiene dicha suposicién es que cada muta-
cién resultard en un alelo nuevo. Se seguird el razonamiento de Kimura, quien
junto a Crow (1964) desarrollé el modelo que sigue.[7]

Si un gen consiste en 500 nucleétidos (en general las secuencias que
los codifican pueden tener muchisimos mds) el nimero de secuencias que
se pueden formar es 4990 = 10°00l094 — 10301 Dada una secuencia de 500
nucleétidos se pueden alcanzar 3 - 500 = 1500 secuencias. Por lo tanto,
la probabilidad de obtener con 2 mutaciones la secuencia original es ﬁ,
asumiendo que los eventos son equiprobables.



Es importante aclarar que en este caso el concepto de alelo se refiere
a secuencias diferentes solamente y no a la definicién clasica, ya que no se
tiene en cuenta la expresién de la secuencia, como se vio anteriormente.

A continuacién se considerara una poblacién de tamanio N, con tasa de
mutacién por individuo y por generacién u. Para k linajes las probabilidades
de coalescencia y de mutacién son, respectivamente:

k(k—1) 1
2 2N
Reescalando el tiempo a 2N generaciones las tasas quedan:

vy  ku.

k(k—1) v k:g ’
2 2
donde 8 = 4N p.
Para calcular la probabilidad que ocurra una mutacién antes que un
evento de coalescencia se hace un calculo similar que el que se hizo en el
modelo con los 2 alelos:

3 0
k% + @ - 9 + k‘ -1

Como en el transcurso de este proceso no importa en qué momento
ocurren los eventos sino el orden en que lo hacen, se puede utlizar un modelo
urna siguiendo las ideas de Hoppe (1984).

Esta urna contiene una bola negra con masa 6 y varias coloreadas con
masa 1. En cada paso se elige una bola: si la bola es de color, ella y otra de
ese color se vuelven a agregar en la urna; si la bola elegida es negra, se mete
junto a la negra una bola de un nuevo color con masa 1.

Es claro que el hecho de sacar una bola de color corresponde a un evento
de coalescencia y el de sacar una negra a un evento de mutacién.

P(mute antes de coalescer) =

Observacion 4.3.1. Si se revierte el tiempo en la urna de Hoppe, la proba-
bilidad de perder un color en la transicién de la generacién k a la k — 1 es

0 . k—1
75—+ ¥ la de tener un evento de coalescencia es 57—=.

Observacion 4.3.2. La genealogia de k particulas puede ser representada
corriendo el modelo de la urna de Hoppe k pasos hacia adelante.

Esta ltima observacién es til para calcular la distribucién estacionaria.
Para hacerlo se definird una variable aleatoria que cuenta la cantidad de
alelos diferentes presentes en la muestra y otra variable que indica en cada
paso si se agregdé o no un nuevo alelo.



-

Figura 4.2: Simulacién de la urna de Hoppe. Los puntos corresponden a
nuevos colores introducidos (bolas negras obtenidas) y las lineas horizontales
a la obtencién de una bola de color.

Definicion 4.3. La variable aleatoria K,, es la cantidad de alelos diferentes
presentes en una muestra de n individuos.

Definicion 4.4. Se define la variable aleatoria n;, como n; = 1 si la bola
que se agrega en el i-ésimo paso introduce un color diferente a los presentes
en la urna y 0 si no.

Las definiciones anteriores se relacionan a través de la siguiente igualdad:

Kpn=m+...4+m

donde 71, ..., n, son independientes con P(n; = 1) = 79+?_1
Para estudiar la distribuciéon de K, se aplicara la versién de Lindeberg

del Teorema Central del Limite, teniendo en cuenta que:

P =1)=pyP(n=0)=1—-p= En; =pyvar(n) =p(l —p)



Teorema 4.4. Para un 0 fijo, si el tamano de la muestra n — oo entonces:

EK, ~0lnn y var(K,) ~ 0lnn, (4.7)

donde a, ~ by, significa que 3> — 1 cuando n — oo.
n

Ademds

P(Sll o) ~ric<n) 3

donde x es una variable aleatoria con distribucion N (0,1).

Demostracién de (4.8): Como las n; son v.a.i., asumiendo que se cumple
(4.7), se vera que las variables aleatorias & = 1, —E(n;) estdn en las hipétesis
de la versién de Lindeberg del Teorema Central del Limite (ver apéndice).

E(&) =E(n; —E(n:)) =0
Sp = Z?:1 &

Var(&) = E(€2) — E*(&)
= E((ni—E(m))?)
= Var(n)

Se define V,, = vVar S, = vflnn

Las hipétesis de la versin de Lindeberg del Teorema Central del Limite
piden que

1 < :
Dadoy >0 O,(y) = V2 ZE (5i2ﬂ{l£i|2v\/n}) —0sin— o0

noi=1

1&i| = ‘Ui—ﬁe_l’ <1 ya que las »; valenOolyMj%<1.

Por lo tanto dado v > 0 al elegir ng tal que vV,, > 1, las indicatrices
valen 0 Vn > ny.

La tesis de dicho teorema dice que “9,—;‘ = N(0,1)

Como S,, = K,, — E(K,,) sustituyendo se obtiene el resultado esperado.

)



Demostracién de (4.7):

n n n 0
EK,=F (Zm) = ZE(W) = Zm
i1 i1

i=1

La ultima parte de la igualdad se puede ver como una suma de Riemann
aproximando una integral, entonces:

- 0 ntb 1
T~ - =1 +6)—1 ~ Inn.
2221 1 /9 . dx =1In(n+0) —In(d) ~ Inn

Por otra parte:

zndep 91*1
Var(K g Var(n;) :Z 0+z—1
Como lim M =1, se tiene
1—00 (0+Z—1)
E ~ Inn.
Var(K 9—1—@—1 nn

)

Corolario 4.5. ﬁ—% es un estimador asintotico de la tasa de mutacion 6.

Observacion 4.3.3. La desviacién standard de K, /Inn es del orden de
1/v/Inn. Por lo tanto, si el verdadero € es 1 y se quiere estimar 6 con un
error standard de 0.1, se requiere un muestra de tamano e'00.

Con la Ewen’s Sampling Formula se vera que K, es un estadistico
suficente, o sea, que utiliza toda la informacién brindada por la muestra
para estimar 6.2

El resultado anterior describe el comportamiento asintético del ntimero
de alelos; el siguiente utiliza més informacén, ya que, incluye la cantidad de
individuos por alelo.

2En [12] Simon Tavare estudia otros estimadores para 6, pero concluye que el mejor
estimador asintético es el que se acaba de ver.



Notacién: a; es el numero de alelos presentes ¢ veces en la poblacion.

Teorema 4.6. Formula de Muestreo de Ewens [2]
Si la tasa de mutacion reescalada es = 4N, entonces:

nl L (6/5)%

Plai,...,an) = 0l

)

9(”) j=1

donde 0y =00 +1)--- (0 +n—1)

Demostracién: Por la observacién (4.3.2), alcanza con probar que la
distribucién de colores en la urna de Hoppe en el tiempo n, cumple con
la Formula de Muestreo de Ewens.

La demostracién de la formula se hara por induccién en el tamano de la
muestra n.

n = 1: La particién a; = 1 tiene probabilidad 1.

Se supone que en el tiempo n se tiene el estado a = (a1, a9, ..., a,) y que
en el tiempo n — 1 la configuracién es a. Se supone ademas que la férmula
vale para poblaciones de tamano n— 1. Se obtendra entonces la probabilidad
de la configuracién a.

En la transiciéon de n — 1 a n individuos pueden haber pasado 2 cosas:

1. Que haya salido la bola negra, por lo que se le agregé un nuevo color
a la urna, de manera que en la poblacién hay un nuevo alelo con un
solo representante.

2. Que haya salido una bola de color, por lo tanto se agregé otra de ese
color, de manera que ese alelo que tenia j individuos tiene ahora j + 1
representantes en total.

Se probara que
a

¥

donde p(a, a) es la probabilidad de transicién del estado a al estado a.
En cada caso estas probabilidades son:

P =1,

a

l.ag=a1—1



y ademas la razén de las probabilidades en la Formula de Muestro de
Ewens es

P(a) n ﬁ
P@ 64+n—-1 a;

2. Paraalgin 1 <j <n a; =a; +1,a;41 = aj41 — 1, por lo tanto:

ja
p(a,a) = 9+n]— 1’

donde el subindice j corresponde a las bolas de un mismo color que se
pueden elegir y a; son los colores que tienen exactamente j bolas.
Con esto queda

Pla)  n ja;

P(a) 04+n—1 (j—i—l)ajﬂ'

Por lo tanto:

P = _ 0 . 0+n—-1 a1
ZC—L [P’(a)p(a’ a) - 0+n— 1 n 0
Jaj  94n—1  (t+laj
+ Z] 1 0+n—1 " n ja;
Finalmente:

1
p(a. zﬂn ‘7+1a7“:1
P(a) n = '

ya que por hipétesis ), kai = n.

Como la distribucion de la urna de Hoppe satisface la recursion y tiene las
mismas condiciones iniciales que el coalescente con mutacion, las distribuciones
de ambos procesos son las mismas.

[ )

Ejemplo 4.2. A continuacion se calculard la distribucion del nimero de
individuos por alelo en una poblacion en la que hay solamente dos alelos
presentes, condicionando a que hubo una mutacion.
Se considerard primero la situacion en que un alelo tiene m representantes
y el otro n—m > m. A esta particion se le llamard a™™ ", donde am™" " =1,
mm-—-n __ m,m—n m,m—n m,m—n m,m—n
=0 Vay" # am

Ap—n =1 Y ap y Am—n

Definiendo q(m,m —n) = P(a™™" ™) y aplicando (4.6) se obtiene:



(mm—n)—ﬂ 0 0 _ nle? 1
am, SOy omt-1l (n—m)t-1l O,y m(n—m)

Y en el caso que m =n —m:

n! 62
”[’)”L7 m) = —+ ——
4 ) Ony m22!

Joyce y Tavaré (1987) utilizaron el modelo de la urna de Hoppe, pero
teniendo en cuenta ademaés las relaciones entre los individuos. Para hacerlo
le fueron asignando numeros a las bolas a medida que iban entrando a la
urna; y para registrar las relaciones ancestrales entre ellas anotaron como
ciclos a las bolas que pertenecen a una misma familia. La notacion sigue las
siguientes reglas:

= Un color nuevo inicia un ciclo nuevo.

= Si el color de la k-ésima bola se debe a que en el k-ésimo paso salié la
bola introducida en el j-ésimo paso, la k se escribe a la izquierda de
la j.

Ejemplo 4.3.

(1) 1 siempre es de un color nuevo
(1)(2) sali6é una bola negra entonces 2 es de un color nuevo
(1)(32) sali6 la bola de 2, entonces 3 es un hijo de 2
(41)(32) 4 es un hijo de 1
(41)(32)(5) 5 es de un color nuevo

(41)(32)(65) 6 es hijo de 5
(741)(32)(65) 7 es hijo de 6
(741)(832)(65) 8 es hijo de 3

Se denominard o, a la permutacién de n individuos.

Dada la una permutacion que representa a la corrida del modelo k pasos
se obtiene directamente la historia de ese grupo. Ademas la manera de llegar
a cada permutacion es Unica, por lo que se obtiene el resultado siguiente.

_ ok

Teorema 4.7. Si o es una permutacion con k ciclos = P(o, = o) = 5~



Justificacion: Para ver que el resultado es cierto se calculara la probabilidad
de obtener la permutacion del ejemplo anterior. La generalizacién es directa.

0 0 1 1 0 1 1 1
Plos = (MDE32)(65) = 5o g 2536+ 40+50+60+7

Cada vez que 6 aparece en el numerador significa que salié una bola
negra (o que un nuevo color fue introducido) mientras que el hecho que
esté el factor 1 en el numerador significa que la bola es hija de un padre
determinado.

Intuitivamente al generalizar a n individuos, si la permutacién tiene k
ciclos, 6 aparecerd k veces como numerador y 6, serd el denominador.

)

Utilizando la notacién que se introdujo en la Férmula de Muestreo
de Ewens se tiene que el nimero de ciclos & = ) a; y el ntmero de
permutaciones del conjunto {1,2,...,n} con a; ciclos de tamano 1, ay de

tamano 2, ... es:
n!

[15=1(5%4")

Sea |S¥| el niimero de permutaciones de {1,2,...,n} con exactamente k
ciclos y K, el nimero de alelos presentes en la muestra de tamano n. Del
Teorema 4.7 se obtiene:

Hk

P(K, = k) = 7

1Sy (4.9)

Combinando la ecuacién anterior con (4.6) se obtiene:

Lap|Kp =k) = P({al,aQﬁ;k;:ir;;{Kn:k})
P(a1,a2,...,Gn)

- P(K,=k) (4.10)
— e, (2 o1
T ISEI =LA a;!

Observacién 4.3.4. Al condicionar la particién alélica de la poblacién a la

cantidad de alelos presentes en la muestra, la probabilidad no depende de
0. Por lo tanto K, es un estadistico suficiente para estimar 6.

]P)(Cbl, as, ..

Observacién 4.3.5. |S¥| es el nimero de Stirling de segundo tipo. Para
calcularlos alcanza con la siguiente relacién: |SE| = (n — 1)|SE_,| + |SF-1.



Esto quiere decir que se puede construir un ciclo o € S’ln€ a partir de un
miembro de S¥~1 agregdndole (n) como un nuevo ciclo o a partir de un ciclo

7 € Sk! eligiendo un entero 1 < j < n—1y estableciendo o(j) = n,o(n) =

a(j)-



Capitulo 5

Estimadores de parametros
de mutacion

En este capitulo se considerara, como se hizo en el capitulo anterior que
hay infinitos alelos y que cada mutacion se traduce en un alelo nuevo; por lo
tanto el hecho que dos individuos sean del mismo tipo se debe a que ambos
obtuvieron sus alelos por descendencia. La gran diferencia con el modelo de
Fisher-Wright es que en el modelo que se vio en el Capitulo II los hijos son
del mismo tipo que su padre (o madre); esto lleva a que se pierda toda la
variabilidad, mientras que en el modelo de los alelos infinitos no se sabe con
exactitud qué alelo portaran los hijos; esto provocara evolucion sostenida en
el tiempo, ya que la mutaciéon es una fuente inagotable de variabilidad. La
ausencia de seleccion hace que el modelo sea un modelo neutral de evolucion.

En el modelo que sigue aparte de tener en cuenta el ntimero de alelos
diferentes, como se hizo para calcular la férmula de muestreo de Ewens, se
contard la cantidad de diferencias que existen entre las secuencias que los
originan, por lo que se estara teniendo en cuenta mas informacién que antes.

El objetivo de este capitulo es buscar estimadores de pardmetros de
mutacion. Para hacerlo en algunos casos se tendra en cuenta la historia de
la muestra, su proceso de ramificacién y en qué momento ocurrieron las
mutaciones; en otros, al igual que se hizo en el capitulo anterior, solamente
la particién alelélica de la muestra.

Definicion 5.1. Se llamardn sitios segregantes a las posiciones nucleotidicas
en las que existe alguna diferencia entre por lo menos un par de individuos
del conjunto que se esté estudiando.
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5.1. Organizacion de los datos y medidas.

La organizacién de los datos es muy util para facilitar el trabajo, ya que
si se tiene una muestra de n secuencias con largo s', habra que almacenar
y comparar n x s datos (letras).

En principio por sitio hay solamente dos letras posibles, ya que la probabi-
lidad de que el mismo sitio mute més de una vez es muy baja. Este hecho
sucede si el largo de las secuencias es muy grande, por lo que ademas de
estar bajo las hipotesis de alelos infinitos, se va a hablar de sitios infinitos.

Notaciéon: Para almacenar los datos se le adjudicard un 0 a la letra mas
numerosa del sito y un 1 al otro (suponiendo que la letra a la que se le
adjudicé el 0 es el alelo salvaje). A cada una de las secuencias de largo s se

la denotard y; = (vi1, iz, - - - » Yis)-
A continuacion se definen diferentes medidas de diferencias entre secuencias:

Definicién 5.2. La distancia entre dos secuencias I1(i, j) es el niumero de
sitios en los que las secuencias i y j difieren®.

I(, j) = Zﬂ{yuiyﬂ}’ i #J (5.1)
=1

Trabajando con las secuencias como sucesiones de 0’s y 1’s esta distancia
se puede calcular también como

(i, 5) =Y lya — yjl, i #J (5.2)
=1

Definicion 5.3. La diversidad nucleotidica de una muestra , II,, es el
promedio de las diferencias entre todos los pares de la misma.

1 .

Definicion 5.4. La diversidad nucleotidica por sitio, m,, es el promedio
entre todos los sitios de la diversidad nucleotidica.

!Dada la gran cantidad de datos que es posible obtener hoy en dia y dependiendo del
gen que se esté estudiando s puede ser muy grande.
2Esta distancia es conocida como la distancia de Hamming



T =~ (5.4)

Para obtener la heterocigosidad de la muestra en el sitio [ se verd otra
manera de calcular la diversidad nucleotidica.

En cada sitio se encuentra una de las 4 letras posibles del alfabeto A =
{A,C,G,T}. Se denotara ny, a la cantidad de veces que aparece la letra «
en el sitio [ de todos los elementos del conjunto.

Si hay solamente 2 letras posibles por sitio nj,(n — ny,) es la cantidad
de pares sin ordenar de secuencias que difieren en ese sitio.

I, = Zznlan_nla = _1

l 1 acA

(5.5)

donde H; es la heterocigosidad en el sitio [, que se deﬁne como
leznla (l—nﬂ).
n n
acA

La diversidad nucleotidica sera entonces

=1

Observacién 5.1.1. 7w, da una medida de la heterocigosidad promedio en
la regién; teniendo en cuenta que en la formula hay un factor de correccion.

Cabe esperar entonces que los resultados de todas estas medidas estén
estrechamente relacionadas con el pardmetro de mutacién de la muestra, por
lo tanto serfa légico que podamos relacionar #3 con las mismas.

5.2. Curvas de diferencias pareadas

El objetivo de esta seccién es averiguar en promedio qué fraccion del
total de pares estaran separadas por exactamente k sitios segregantes en
una muestra de n individuos. Para hacerlo se trabajara con las variables
aleatorias I1(7, j) que si bien son idénticamente distribuidas, no son indepen-
dientes. La distribucién se puede hallar de la siguiente manera:

P(IL(i, ) = k) = E(P(L(, j) = k|T2))

30 es la tasa de mutacién esperada por individuo por cada 2N generaciones multiplicada
por 2, esto es: 4ANp



Observacién 5.2.1. Bajo las condiciones del modelo II(, j) condicionado
a Ty se puede aproximar por una Poisson de parametro 675.

= E(II(i,5)) = E(E(IL(, j)|T2)) = E(0T2) = 0E(T3)

Si la cantidad de individuos varia segin la funcién A(t) respecto de la
poblacién inicial se obtiene

o) k t
P(I(i, ) = k) = /0 eek(elf!))\(t)e/\(t)dt, con A(t) = /0 A(s)ds (5.6)

En el caso en el que el tamano de poblacién es constante A(¢) = 1, por
lo tanto A(t) = ¢, de donde, calculando la integral, se obtiene:

pii iy =k = -2 (0 ) k=02
VA = = = RN

7] 1 + 9 1 + 6 ? Y Y Y

Observacion 5.2.2. Este resultado se podria haber obtenido usando las
probabilidades calculadas en la observacién 4.3.1. En este caso k = 2 por
lo tanto la probabilidad de que ocurra un evento de mutacién antes de que
un evento de coalescencia es ﬁ y la probabilidad que ocurra un evento
de coalescencia es m. Entonces, para obtener exactamente £ mutaciones,
antes que ocurra el evento de coalescencia, es necesario que ocurran todas las
mutaciones y luego se produzca la coalescencia, por lo tanto la probabilidad

k
¢ 0 1
sera <m) T+

La distribucién obtenida es una geométrica con shift, P(X = k) = (1 —
p)*p, por lo tanto su esperanza es %— 1 y su variaza 2P Se concluye entonces

que en el caso en el que el tamano de la poblacién es constante
E(T1(7,5)) = 0 y Var(I(i,5)) = (1 + ) = 6 + 6>

La curva de diferencias pareadas se construye a partir de la distribucién
empirica del conjunto {II(7, j), 1 <14 # j < n}. Para estimar las probabilidades
de la ecuacién 5.6, se define una variable aleatoria, cuya funcién es contar
los pares de secuencias separados por exactamente k sitios segregantes.

Definicion 5.5.

1
M= e
iy ; Lnicig)=)



I, es la fracciéon de pares de secuencias separadas por exactamente k
sitios.

E(Ly) =E (ﬁ Zi;ﬁj HH(LJ‘):k)

= E (Ingi j)=+)
= P(I(1,2) = k), k=0,1,2,...

Observacién 5.2.3. Para estimar 6 a partir de la curva de diferencias
pareadas se grafica la distribucién empirica de las mismas y se busca el 6
que al graficar las probabilidades mejor se ajuste a la curva empirica.

5.3. Diversidad nucleotidica

Para obtener un estimador de 6 a partir de la diversidad nucleotidica se
calculara la esperanza.

= E(TI(1, 2))
= E(cantidad de sitios segregantes)
= OE(T)

De la primer igualdad a la segunda se pasa aplicando la linealidad de la
esperanza, que la esperanza de la distancia entre cada par es la misma y que
el total de pares posibles (teniendo en cuenta el orden) es n(n — 1).

Para pasar de la tercera a la cuarta hay que tener en cuenta el proceso por
el cual se generan los sitios segregantes entre un par de secuencias. Partiendo
del ancestro comun entre ambas; cuando este individuo se convierte en dos,
se generan dos secuencias exactamente iguales (porque la probabilidad de
que en ese momento ademds haya una mutacién es muy baja), a medida
que pasa el tiempo se podra producir una mutacién (o sea, obtener un sitio
segregante) con probabilidad 6 por cada generacién. El tiempo durante el
cual pueden ocurrir entonces las mutaciones es Ty 4.

En el caso en que el tamano poblacional es constante se vio que E(T) = 1,
por lo tanto si el nimero de individuos se mantiene constante:

E(IL,) = 6 (5.7)

La varianza de II,, fue encontrada por Tajima [9]:

4Recordar que Th es el tiempo hasta el MRCA medido de a 2N generaciones.



Teorema 5.1.
n+1 2(n? +n+ 3)

I0,) = 2 .
Var(Il,) 3(n—1)9+ 9n(n —1) o (5.8)
Demostracion:
H72’L: ( n—l ) Z Z Zla]l Z2aj2)
{i1.51} {i2,2}

La suma se puede separar en tres sumandos diferentes:
u #{il,’ig,jl,jg} =2 si il == i2 y jl = j2 . Cg sumandos.

w #{iy,i0,51,J2} =3sliy =iy j1 #jooalrevés : n(n—1)(n—2) =
2(n — 2) - C§ sumandos.

s {iy #i2} N {j1 # jo} =0 : CF - C3~% sumandos.

Para chequear que estos son todos los sumandos posibles, sumando se
verifica que el total da (C%)2.

[\

Cr-(14+2(n—2)+Cy %) =C%- <1+2(n_2)+(n—2‘>2ﬁ> _
cyp - <2+4n—8+2n2—5n+6) cyp - (n —n) = (Cp)?

Notacion: Para i, j, k,[ indices diferentes, se define:
. Uy = E (1100, ))?) — 62
= Uz = E(II(3, j)I1(i, k)) — 62
» Uy = E(T1(3, §)II(K, 1)) — 62
Con la nueva notacion definida la varianza de II,, queda escrita de la
siguiente manera:
(*) Var(Il,) = (C3)~" (Ua +2(n — 2)Us + Cy ~2Us)

Se calcularan Us,Us y Uy calculando las varianzas de Iy, Il y Iy
respectivamente y luego se sustituird en (x).

Observacién 5.3.1. De la observacién 5.2.1 se tiene que E(Ilz) = 6 y que
Var(Ily) = 0 + 62, por lo tanto:

Uy =0+ 6



PSfrag replacements 0o

12

ST AQWE o

Figura 5.1: Relacién ancestral entre 3 individuos.

n=3: Se denotard nap = ngpa al numero de mutaciones ocurridas en el
camino AoB, ngc = nop a las ocurridas en la rama BC, etc..

Con esta notacién las diferencias entre pares verifican las ecuaciones
siguientes:

e II(C,D) =ncp +npp
o II(C,E) =ncp+npa+nag
o II(D,E) =npp +npa+nar

Sumando las 3 igualdades se obtiene:

I3 = 2nap + 2npc + 2npp + 2n4E. (5.9)

De 5.2.1
E(nag) =0y Var(nag) =0+ 2. (5.10)

nap es independiente de ngco, npp y nag, a su vez las tres ultimas tienen
la misma distribucién, ya que son el nimero de mutaciones acumuladas
en un linaje a lo largo del tiempo T5. Por lo tanto las covarianzas entre
los pares seran también las mismas (cov(npc,npp) = cov(npp,nag) =

cov(npc, MAE))-

-Var(ll3) = Var(nag) +3-Var(npc) + 6 - cov(npe,npp) (5.11)

| ©

=

npc cuenta la cantidad de diferencias entre B y C ocurridas durante el
tiempo T5. Razonando de la misma manera que se hizo en la observacién



5.2.1 se concluye que la distribuciéon de esta variable es la de Poisson con
parametro Tg%.

0 0 01 g1 6
= E(npc) = E(E(npc|T?) = E <T22> = §E(T2) =203 23 ¢

(5.12)

Para calcular F (nQBC), basta recordar que si una variable aleatoria Z

tiene distribucién de Poisson de pardmetro A, entonces E(Z2) = A+ \? y que

si una variable aleatoria X tiene distribucién exponencial con pardmetro p,
entonces E(X?) = 2.

= E(n}eo) =

I
DD
Wl
_l_

NI
[\]

Nello

0 62
= Var(npc) = E(n%e) — E*(npe) = 5 + 6 (5.13)

Como npc y npp son independientes al condicionar a 75, se tiene que
9 2
E(npcnpp|Tz) = E(npc|T2)E(npp|Ts) = <T22> -

92
18

Dadas dos variables aleatorias X e Y, la covarianza se calcula de la
siguiente manera: cov(X,Y) =E(XY) — E(X)E(Y)

= E(nBCnBD) =
02 [(0\* 6?
= cov(npc,nBp) = 5~ (6) =35 (5.14)
Combinando (5.10), (5.11), (5.13) y (5.14) se tiene que:

4 2 2
var(ng):9(0+02+3{g+§6] +6-§6).



2 5
:>LQM(H3)=:§94-§02 (5.15)

Por lo tanto para n = 3 se cumple la tesis.
PSfrag replacements
on=4: FEn este caso hay que considerar mas tipos de arboles y a su vez mas
Asegmentos.
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Caso 1 Caso 1 Caso 2
Caso 2

Figura 5.2: Relaciones ancestrales entre 4 individuos.

Las probabilidades de que ocurra cada uno de los casos es % para el

primero y % para el segundo. Esto se debe a que luego de ocurrido el primer
evento de coalescencia entre los individuos F' y GG, quedan tres individuos
de los cuales 2 de ellos tienen un ancestro comun. Los posibles pares de
hermanos son el ancestro comin de F'y G con H, el de F y G con I o
H con I. De estas tres posibilidades se obtienen 2 topologias posibles, la
del primer caso corresponde a los primeros 2 pares y la del segundo caso
corresponde al tercer par.

Caso 1
I, =1(F,G)+ II(F,H) + II(F,I) + II(G, H) + II(G, I) + II(H, I)

e II(F,G) = nrc +nea
o II(F,H) =npc +ncB +npp +npH

o II(F,I) =npc+ncp+npa+nag +ner



¢ II(G,H) = ngc +ncB +npB + npu
e II(G,I) =ngc +ncp +npa+nag +ngr

o II(H,I) =ngp +npp+npa+nag+ner

= 6Ily = 3nap+4npc+3npp+3nag+3nrc+3nge+3ngp+3ngr (5.16)

Caso 2

En este caso haciendo el mismo razonamiento que en el anterior se
obtiene:

= 6Ily = dnap+3npc+3npp+4nap+3npc+3ncge+3ngp+3ngr (5.17)

Se dividirén las variables en tres conjuntos: el primero serd {nap}, el
segundo {npc,npp,nap} y el tercero {npc,ngc,nyp,nrE}.

Observar que las variables que se encuentran en diferentes conjuntos son
independientes. Para las variables de los primeros 2 conjuntos los calculos se
hicieron en el caso para n=3. Para hacer los cdlculos para las variables que
quedan, se razonara de la misma manera que antes. Es importante destacar

que
1 1

E(Ts)ZF%:g

= Var(ncr) = E(nir) — E*(ncr) = ﬁ + oy (5.19)
por lo tanto
Var(ncr) = E(niy) — (E(ner))? = b + s (5.20)
cF) = =er CEJ T 12 T 144 '

Como ncr v nog son independientes, condicionando a T3 se tiene:
2
E(ncrnce|Ts) = E(nor|T3)E(nca|Ts) = (5T3)

0% 2 62

De este resultado y (5.18) se obtiene:



02 (0\* 6
cov(nor,ncg) = i <12> =1 (5.22)

Denotando C; al i-ésimo caso y usando (5.10), (5.12) y (5.18), se obtiene:

E(IL|Cy) = ¢ (3E(nap) + 10E(npc) + E(ncr)) = &4 (2-3+10- 2 +12- 1)

17
E(I4|Ch) = 1—80

E(I14|Co) = & (4E(nap) + 10E(npc) + E(nep)) = §(2-44+10- 2 +12- 1)

10
E(I4|Cq) = 60

2 1 217 120
E(Ily) = -E(I14|C “E(I4|C)=-—=+=-—]0=14
= BIIL) = JBULICY + 3B0LIC) = (31 + 333
El resultado concuerda con (5.7).
Para calcular la varianza, se tendra en cuenta, como se hizo para calcular
la esperanza, que variables en diferentes niveles son independientes y que hay

2 casos diferentes de relaciones de ancestralidad.
36 Var(I14|Cy) = 9 Var(nap) + 34 Var(npc) + 66 cov(npc,npp)
+ 36 Var(ncr) + 108 cov(ncr).

Sutituyendo los valores obtenidos en (5.10), (5.13), (5.14),(5.20) y (5.22)

36 Var(IL|C1) = 9(0+6%) + 34 (§ + % ) + 668 +36 (& + £57) + 10845
_ 53 115
= ()0+ () 0%

Haciendo el mismo razonamiento:

36 Var(Il4|C2) =16 Var(nag) + 34 Var(npc) + 66 cov(npc,nBp)
+36 Var(ncr) + 108 cov(ncr)
= 36Var(Il4|Cs) + TVar(nap)
~ )0+ ()0

La varianza total se obtiene usando que



Var(Y) =E(Var(Y|X)) + Var(E(Y|X)), tomando X = Cj, i =1,2.

2Var(Il4|Cy) + 2Var(IL|Co) + 2 (E(IL|CY) — E(ILy))”
1 (E(114|Cy) — E(T1y))? '

Sustituyendo por los resultados obtenidos anteriormente, se tiene:

2 2
:§[539+11562} +1[749+17802]+2[179—9] +1[200—6]

108 324 3 108 324 3118 3118
5 23
Var(Ily) = 20 + ——6? 2
= Var(Ily) 5 —i—54 (5.23)

Esta varianza, al igual que la varianza calculada para el caso n = 3,
coincide con la tesis para el caso n = 4.

Ahora que se obtuvieron las varianzas de II,, para n = 2, 3,4, es posible
calcular Uy, Us y Uy.

Anteriormente se habia calculado Us:

Uy =0 +6° (5.24)
Para calcular Us se usard (%). Sustituyendo n por 3 se obtiene que
3VCLT‘(H3) = Uy + 2Us.

Sustituyendo por lo resultados obtenidos en (5.20) y (5.24) se cumple
que 260 + %02 =0+ 6% +2Us.

1 25\ 6 6

5+ 3 (5.25)

Para calcular Uy se hard lo mismo que para n = 3. Usando (%) se obtiene
que 6Var(Ily) = Uy + 4Us + Uy, y sustituyendo por los resultados de (5.23),

(5.24) y (5.25) se cumple que 0 + 26% =0 + 6> + 4 (g + %) + Uy.

= Uy = g + 302 (5.26)

Sustituyendo ahora (5.24), (5.25) y (5.26) en (x) se obtiene:

Var(Il,) = (Cp)~! [9 02+ 2(n —2) (g + %) + (=2n=3)6 2%}

_ _ 2_ _ 2_
= (€30 <6+6n 124n 5n+6) Iy <9+6n 124n 5n+6>

9



5.4. Numero de sitios segregantes.

Dado un conjunto de individuos, el total de mutaciones .S, que se observan
en el presente son todas las mutaciones acumuladas desde el MRCA (bajo
las hipétesis del modelo de los alelos infinitos). Basandose en este hecho,
Watterson (1975) obtuvo un estimador de 6.

Para calcular la esperanza del total de diferencias entre un par de secuencias
se condicioné respecto a 1. Siguiendo el mismo razonamiento al tratar con
toda la muestra (n secuencias) habrd que tener en cuenta la cantidad de
mutaciones acumuladas en cada linaje, por lo que se condicionard al largo
total del arbol L,,.

Definicion 5.6. Se define el largo total del arbol L,, como la suma del largo
de todas las ramas. .
Lo =2 iT;
j=2

El largo de cada rama es suma de 7T} y la cantidad de sumandos depende
del tiempo que existié dicha rama.

Al condicionar S, a L, se obtiene una Poisson con parametro gLn.
Observar que el parametro g es la probabilidad de mutacién de un individuo
solamente por generacién y que L, cuenta los tiempos de convergencia de
un par como el doble, ya que suma el largo de cada rama.

- (i)

= 32%:2 JE(QTJ') (5.27)
=2 ijﬂm

=035 5

Observacién 5.4.1. Si n es grande E(S,) ~ 6log(n), como se vio en el
teorema 4.4 del capitulo anterior.

Definicion 5.7. Y; es el nimero de mutaciones ocurridas en la muestra
cuando la misma tiene exactamente j individuos.



Como S, es el numero de mutaciones acumuladas a lo largo de toda la
historia de la muestra, se puede escribir S,, = Yo + ...+ Y,,. Dado que los
T} son independientes, los Y; también lo son. Al igual que sucede con Y», las
Y; restrictas a T son Poisson de pardmetro g JT}, ya que durante el tiempo
T} la mutaciéon puede ocurrir en j ramas diferentes.

Al escribir S, como una suma de variables independientes es facil encontrar
su funcién generatriz.

Primero se calculara la funcién generatriz para Y;, tomando a = g JTj,
para simplificar la notacién.

B () = £ (B (9]T)))
E(sIT) = Y52y s B(X = k)

_ 0 kak —
= DpeoS Gre
_ [ee} (Sa)k —«
= k=0 "Rl €
— e—aesa

= D =g,

G=1
2

En la seccién 2.2 se vio que Tj ~ &£ (A), con A = g por lo tanto,

tomando k = (s — 1) se tiene:

o0

0 A
kt kt —Xt (k=X\)t
E (e ) = /0 e M Adt = A )\e

Tomando s € (0,1):
k=A=8j(s—1)— 450 = J(0(s — 1) — (j — 1)) < 0 Vj.

j— 1
= E(sY)=E (ea(5_1)> = - J
(57) J—140(1-s5s)
En la ultima igualdad se usé que la funcién generatriz de una geométrica
de parametro p, es %, por lo tanto tomando p = M%l’ se obtiene el
resultado anterior.

k, .
Observacién 5.4.2. P(Y; = k) = (759 (75%)
Observacién 5.4.3. El resultado anterior se puede obtener realizando el
mismo razonamiento que se hizo en la observacion 5.2.2

Para calcular la varianza de las Y} es posible hacerlo derivando la funcién
generatriz o utilizando el hecho que tienen disribucién geométrica y la varianza
o D . 02 /]
de una geométrica es a2 = =12 T j=1'

Como las Y} son independientes:



= Var(S Z Var(Y;) =10 Z + 62 Z (5.28)

31‘7

La funcién generadora de momentos de S, es

B () = TP () = Mo s

Por definicién de funcién generadora de momentos:

n=0

Por lo tanto, si se transforma el resultado en un polinomio, los coeficientes
de grado m del mismo seran las P(S,, = m)

n—1 I
S)ZEZ—&-G(I—S)

Observando que:

+0

l l l s \"
l—|—0(1—3) - (l+9)<1— 92) _l+91§<l+9)

Se obtiene:

F(s)= IS g 20 0<l+9>k k F
_ (Hl 1 l+9>z (1+0> Z <2+9> S Zn_,l1 gnels+9) nlk .
I S S e () ()

Por lo tanto:

P(S,=m)= 6m][Z 1l+gz P kn__lz [(1}%)’“1<n%+9)kn1}
= M-I [(lie)](-he)j}

Jittin—1=m+tn—1



5.5. Estimadores de ¢

5.5.1. Estimador de Waterson: 0y

De la ecuacién (5.27) se puede estimar 6 de la siguiente manera:

D =17

Por lo que se vio anteriormente este es un estimador insesgado de 6. Del
célculo de Var(S,) se tiene que:

—2

n—1 n—1 n—1
1 1 1
Var(gw) = |63 2 +623 < | |3 =
j:1] j:1j j:1j

= lim,, oo Var(fy) = 0, por lo tanto Oy es un estimador débilmente
consistente de 6.

5.5.2. Estimador de Tajima: 67

Otro estimador de 6 es 6 = II,,, cuya varianza estd dada por la ecuacién
(5.8).

La distribucion limite de II,, tiene limite no degenerado, por lo tanto Op
no puede ser consistente.

Si bien K, es un estadistico suficiente, se vio que para estimar 6 se
necesita una muestra muy grande, ya que depende del logaritmo del tamano
de la misma. Los nuevos estadisticos tornan el uso de K, ineficiente.

5.5.3. Comparacion de los estimadores de Tajima y Watterson

La diferencia entre 6y v 07 se da cuando se tienen alelos con frecuencias
bajas ya que los sitios segregantes no tienen en cuenta las frecuencias, pero
el promedio de diferencias nucleotidicas si lo hace. Cuando hay efectos
selectivos en contra de uno o varios alelos, las frecuencias de éstos seran
mucho menores a las de los alelos sobre los cuales la seleccién no tiene
efectos negativos, por lo que estos estimandores permiten testear hipdtesis
respecto a la neutralidad de un modelo para una poblacién dada. A su vez,
habra que tener en cuenta la historia de los tamanos poblacionales, ya que
si la poblacién no estd en equilibrio es probable que también se obtengan



estimaciones diferentes del pardmetro de mutacién y no se podria rechazar la
hipétesis de neutralidad, aunque si la de que la poblacion esté en equilibrio
[11].

Al observar las varianzas de los estimadores se tiene un indicio de que la
correlacién serd grande cuando el tamano de la muestra es chico (ya que las
mutaciones tienen mayor incidencia en la frecuecia) y decrecerd lentamente
a medida que el tamano de la poblacién crece.

Tajima [10] calculd la covarianza entre ambos estimadores dependiendo
del tamafnio de la poblaciéon n, que se verd en la secciéon siguiente. Para
testear la hipdtesis de neutralidad desarroll6 un test a partir de la diferencia
existente entre ambos estimadores.

Wilasiuk, Garza y Lessa utilizan el test deasarrollado por Tajima para
testear la hipétesis de neutralidad en la diferenciacién de los Tucu-tucus del
Rio Negro (Ctenomys Rionegrensis)[14].

5.5.4. Covarianza entre el nimero de sitios segregantes y el
promedio de diferencias nucleotidicas

Teorema 5.2.

B 11\
cov(Sp,I1,) = 0 + (2 + n) 0°110]

Para calcular la covarianza, primero hay que observar que

cov (S, T1y) = cov [ Sy ———— S 1G5, 5) | = cov(Sn, 1, 7). (5.30)
n(n—1) oy

Al igual que se hizo para calcular la varianza de II,, para calcular la

covarianza hay que tener en cuenta la genealogia y el tamano de la poblacién.

Caso n =2

Cuando n = 2, se tiene que S,, = II(4, j), por lo tanto cov(Sy,I1(, 7)) =
Var(Il(i,5)) = Var(S,). De (5.28) y que n = 2, II(1,2) = 6 + 62, por lo
tanto:

cov(Sn, T(i,5)) = 0 + 62 (5.31)



Caso n =3

La relacion genealdgica entre los 3 individuos esta ilustrada por la figura
5.3 de la demostracién de la varianza de II,, (5.3.1). Se utilizard la misma
notacién que se empled en dicha demostracion.

Al tener tres secuencias en algin momento un par de ellas sufrird un
evento de coalescencia; las maneras en que esto puede ocurrir es que B sea
el MRCA de C' y D o que O sea el MRCA de los otros dos pares restantes.
Por lo tanto la probabilidad que B sea el primer ancestro comin es 1/3 y
que O lo sea 2/3, de donde se obtiene:

1 2
cov(S3,11,) = gcov(Sg,nCD) + gcov(Sg,nCE)
En este caso se tiene: S3 =nga +npc +ngp +NEa-
Como npc, npp y ner tienen la misma distribucion:
cov(Ss,ncg) = Var(nga) + cov(Ss,nep).

Sustituyendo por los resultados obtenidos en las ecuaciones (5.10), (5.13)
y (5.14) se obtiene:

cov(Ss,ncp) = %Var(nBF) + cov(Ss,nep)
(npc) + 4cov(npe,nBp)

|
(]
<
S
8

Juntando las ecuaciones anteriores, se obtiene que:

cov(S3,1I3) = 2Var(npa) + cov(IL, nep)
= 0+ 26° '

Caso general

De n — 1 secuencias se obtienen n en el momento en que una de las n —1
secuencias se bifurca (o sea tiene 2 hijos). Suponiendo que dicha bifurcacién
ocurre en el punto A de la figura y sus descendientes son By C' la covarianza
estd dada por la siguiente ecuacién:

cov(Sy, I1,,) = %cov(Sn,nBc) + (1 — Clm> cov(Sy, nij). (5.32)
2 2

Donde el par ij es diferente del par BC.
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Figura 5.3: Esta es una genealogia posible para el caso n =5

Para calcular cov(S,,, npc) se descompone S,, en segmentos, de la misma
manera que se hizo en caso para n = 3. Como se vio anteriormente si hay
segmentos en los caminos que corresponden a los pares de individuos (i, 7) y
(k,1) y éstos estan en diferentes generaciones n;; y ny son independientes,
por lo tanto su covarianza es 0. De esto se deduce que para calcular la
covarianza entre el niumero de sitios segregantes y el promedio de diferencias
nucleotidicas sélo hay que tener en cuenta qué es lo que pasa con S, a
partir de la generacién del individuo A. Por lo tanto lo que en realidad hay
que calcular es la covarianza entre las ramas desde el momento T}, hasta
el presente con npc. Haciendo esto y recordando que todos esos segmentos
tienen la misma distribucion se obtiene:

cov(Sp,npc) = Var(npe) + 2(n — 2)cov(nap, nac) (5.33)

cov(Sp, nij) = cov(Sp—1,p—1)+Var(npc)+2(n—2)cov(nap,nac) (5.34)

Donde S,,—1 y II,_1 son el nimero de sitios segregantes y el promedio
de diferencias nucloetidicas de n — 1 secuencias. Sustituyendo (5.33) y (5.34)
en (5.32) se obtiene:



(n—1)(n—2)

cov(Sy, I1,,) = cov(Sp—1,1,—1)+Var(npc+2(n—2)cov(nap, nac)

n(n—1)
(5.35)
Recordar entonces que:
0 01 0
=E(E 1T,))=Ez1) =z = —
Combinando este razonamiento con (5.13) se tiene que:
0 62 0 62 1)°
E(n%g) = =E(Tp) + —E(1?) = —— + — -2 | =
0 26>
E(n%p) =
a8 =) e 12
De donde:
0 o\’
v —
) = 55+ (=)
Siguiendo ese razonamiento también se obtiene:
0 2
= — 5.36
cov(nap,nac) <n(n — 1>> (5.36)

Ademaés:

Var(nge) = 2Var(nag) + 2coul R (-
ar(npc) = 2Var(nap cov(nap,nac) = — m )
Sustituyendo (5.36) y (5.37) en (5.35):

(n+1)(n—2) 20 20?2
n(n —1) cov(Sn-1: 1) + n(n —1) + n(n —1)2
(5.38)
Utilizando el principio de induccién completa se termina la demostracion.
Para el caso n = 2 la férmula se cumple ya que cov(S2,Il3) = 0+ (% + %) 62
y en (5.31) se vio que cov(Ss,a) = 6 + 62
Ademas

cov(Sp,II,) =



1 1
H LI, ) = - 2
) eotsinty =0+ (e )0

B 11\
T) cov(Sn,Hn)—9+(2+n>9

Demostracion del paso inductivo: De (5.38) se sabe que

COU(Sn7Hn) = %Cov(snflaﬂnfl) + n(n 1) + n(5021)2

Usando la hipétesis
_ (n+1)(n—2) 1, 1 \p2 202
COU(S”“H”) — n(n-1) <0 + (2 + n71> 0 > n(n 1) + n(n—1)>2

= cov(Sn, 1) = % [0+ (3 +3) 6] + iy + iy
n2—n— n+1)(n—2 n+1)(n—2

e §)+20+ [(an&f 22 4l oD +n(n31)2} 02
— 0+ Zn(n3n$2:| 02
= 0+ n2tz2]02
— o+ 14 He

)

Observacién 5.5.1. A medida que n crece, la covarianza se acerca a 6+ %92.
Esta covarianza es llamada covarianza estocdstica.

Definicién 5.8. covg(Sy,I,) =0 + %02

Definicion 5.9. Covarianza de la muestra
1
covg(Sp, I1,) = cov(Sy, ;) — covg(Sp, ) = ~9?
n

Definicién 5.10. Coeficiente de correlacion (r)

cov(Sy, I1,,)
\/Var War(1l,)

Segin Tajima [10] numéricamente se ve que si la muestra es chica el
coeficiente es grande y disminuye a medida que n crece.






Apéndice



.1. Teorema Central del Limite
Teorema .3. Teorema Central del Limite, version de Lindeberg

variables aleatorias independientes tales que E(&) =

Sean &1,...,&,. ..
0 y var(&) = of < oo. Se definen So =0, Sp =311 & y Vo =1/ > peq 0k

Si se cumple

1 ¢ ,
Yy > 0, Gn(y) = W ZE(&?H{\&HZVVVL}) — 0 stn— o0
no=1

Entonces

S

3



.2. Cadenas de Markov absorbentes

Definicion .11. Un estado s; de una cadena de Markov se dice absorbente
si es imposible de dejarlo (e.g. pii =1 ).

Una cadena de Markov se dice absorbente si teine por lo menos un
estado absorbente y si desde cada uno es posible llegar a uno absorbente,
aunque sea en mds de un paso.

Definicion .12. En una cadena de Markov absorbente, los estados que no
lo son, se llaman estados transitorios

Forma Canodnica

Dada una cadena de Markov absorbente, si reenumeramos los estados de
manera que los primeros t sean los transitorios y los tltimos r los absorbentes,
la matriz de transicién tendrd la siguiente forma candnica:

TR. ABS.

P= TR Q|R
ABS. <() I)

I es la identidad de dimension r X r, 0 es una matriz r X t de ceros, R es una
matriz no nula t X r y Q es una matriz t x t.
Haciendo cuentas, resulta que

TR. ABS.
P=  TR. Q" | *
ABS. 0|1

Donde * es una submatriz que se puede escribir en términos de Q y R.

Probabilidad de absorciéon

Teorema .4. En una cadena de Markov absorbente, la probabilidad que el
proceso sea absorvido es 1. O sea Q" — 0, cuando r — oo

Dem.: Desde cada estado transitorio s; es posible alcanzar cualquier estado
absorbente, por definicién. Sea m; el menor ntimero de pasos requeridos para
el alcanzar un estado absorbente, empezando del s;. Sea p; la probabilidad
de empezando el estado s; el proceso no sea absorvido en m; pasos. p; < 1.
Sea m el mayor de los m; y sea p el mayor de los p;.

La probabilidad de no ser absorvido en m pasos es menor o igual que p,
en 2m pasos es menor o igual que p?, etc. Como p < 1 estas probabilidad



tiende a 0. Como la probabilidad de no ser absorvido en n pasos es mondtona
decreciente, estas probabilidades también tienden a 0, por lo tanto lim,, ., Q™ =

0. &

La matriz fundamental

Teorema .5. Para una cadena de Markov absorbente, la matriz I — @) es
tnveritble.

Dem.: Sea xz/(I — Q)x = 0.
=>zr=Qr = x=Q".
Como Q™ — 0, se tiene que Q™x — 0, por lo tanto x = 0. &
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