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Resumen
Esta monografia trata sobre las transformadas wavelet continuas
generalizadas, que son generalizaciones de las transformadas wavelet continuas
definidas sobre el grupo afin. El objetivo de este trabajo es introducir las
principales propiedades de las transformadas wavelet continuas, estudiar la
relacion de las mismas con la serie discreta de representaciones y caracterizar
los subespacios de la representacién regular izquierda, sobre los que pueden
definirse estas transformadas, cuando el grupo considerado es (R, +). Ademds,
se estudiaran, a modo de ejemplo, las transformadas wavelet continuas
originales, empleando las herramientas desarrolladas para estudiar las
transformadas wavelet continuas generalizadas.

Abstract
This is an article about the generalized continuous wavelet transforms, which
are generalizations of the continuous wavelet transforms over de affine group.
The goal of this work is to introduce the main properties of the generalized
continuous wavelet transforms, study the connection between them and the
discrete series representations and characterize the subspaces of the left
regular representation, that allow to define this transforms, when the
considered group is (R, +). In addition, the original continuous wavelet
transforms will be studied as an example.
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1. Introduccion

Dentro del campo de la ingenieria eléctrica, una senal analdgica es una fun-
cién f : R® — R cuyos valores usualmente representan cargas eléctricas, di-
ferencias de potencial o intensidades de corriente eléctrica. Por ejemplo, pa-
ra describir una senal de sonido en el tiempo, se podria utilizar una funcién
f +: R — R que en cada instante t € R indique la intensidad de corriente
eléctrica que recibe un parlante.

Para estudiar este tipo de senales, una de las herramientas que se usan
comunmente es la transformada de Fourier. Generalmente se suele hablar de un
dominio temporal y un dominio espectral. Retomando el ejemplo de la senal
acustica, el dominio temporal corresponde a la funcién f : R — R que se
considera evaluada en valores ¢ € R correspondientes a instantes de tiempo.
Por otra parte, el dominio espectral es el correspondiente a la transformada
de Fourier de la funcién anterior f : R — R que se considera evaluada en
valores de frecuencia ¢ € R o frecuencia angular w = 27wy. La nocién de dominio
temporal y dominio espectral surge de ver a la transformada de Fourier como una
extension de las series de Fourier, en las que se habla de armdnicos o frecuencias
fundamentales.

1 —iwt
flw) = —= / F(tye it

Si bien la transformada de Fourier es ampliamente empleada en el andlisis de
senales, no resulta tan adecuada cuando se quiere realizar un analisis local de la
senal. Una posible herramienta para llevar a cabo esta tarea es la transformada
de Fourier de tiempo reducido. La idea es multiplicar la senal a analizar por
una “ventana”, por ejemplo la funcién caracteristica del intervalo de la senal
que se quiere analizar, y luego aplicar la transformada de Fourier. En realidad,
no se obtienen muy buenos resultados al usar funciones caracteristicas, motivo
por el cual se emplean funciones suaves. Un caso particular de la transformada
de Fourier de tiempo reducido es la transformada de Gabor que emplea como
ventana una funcién gaussiana, por ejemplo para realizar un anélisis alrededor
de un instante ty € R podria emplearse la siguiente transformada de Gabor.

1 —m(t—to)? —iw
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Las primeras ideas sobre la teoria de las transformadas wavelet estan rela-
cionadas con la busqueda de técnicas més apropiadas para realizar andlisis de
senales. En 1982, el ingeniero francés Jean Morlet trabajaba para la empresa
petrolera Elf Aquitaine y en aquella época se dedicaba a analizar las capas sub-
terraneas. La técnica que empleaba Morlet consistia en emitir senales actsticas y
analizar las senales reflejadas, las cuales presentaban distintas caracteristicas pa-
ra diferentes capas subterraneas. Para realizar su trabajo, Morlet originalmente



habia decidido emplear la transformada de Gabor, pero buscando obtener me-
jores resultados comenzé a introducir cambios que darian origen a los primeros
esbozos de las transformadas wavelet continuas.

Consideremos un espacio de medida (X, p). Podriamos decir que una wavelet
es un elemento n € L?(X, 1) junto con una familia de transformaciones indexada
en otro espacio de medida (T, v).

t— ™

La transformada wavelet es un mapa V;, : L*(X, u) — L*(T,v) que a una
funcién ¢ € L?(X, i) le asigna la siguiente funcién de L*(T,v):

Vie(t) = (@, mm)

Para que la transformada anterior esté bien definida es necesario elegir co-
rrectamente la funcién wavelet y la familia de transformaciones. También depen-
derd de esta eleccién la existencia de una férmula de reconstruccién, asi como el
hecho de que la transformada definida sea una isometria. Las dos propiedades
anteriores son altamente deseables, corresponden al andlogo de los teoremas de
inversién y de Plancherel para la transformada de Fourier.

A los trabajos de Jean Morlet, se incorporarian posteriormente Alex Gross-
mann y Thierry Paul. En su articulo [6] de 1985, puede observarse como los auto-
res consideran la siguiente familia de transformaciones de una funcién n € L*(R):

1 x—b
T(b,a)N(2) = \/mn(a> V (b,a) € R x R

Las transformadas wavelet correspondientes a distintas elecciones de la fun-
cién 7 se conocen como transformadas wavelet continuas. Bajo ciertas condi-
ciones de admisibilidad sobre la funcién 7 las transformadas wavelet continuas
admiten una férmula de reconstruccién y determinan una isometria. Dadas una
funcién n € L2(R) admisible y una funcién ¢ € L%(R), la transformada wavelet
continua esta dada por:

Vap(b,a) = (@, (b,0)1) = /R @(w)\/lmn(xa_b)dx

Resulta interesante observar que las transformaciones 7, q) corresponden
a una representacién unitaria 7 : G, — U(L*(R)) del grupo afin G, de las
transformaciones afines de la recta real, que es isomorfo al siguiente subgrupo

de GL2(R):
_ a b\ %
Ga_{<0 1).aeR,beR}



En su articulo [6] Morlet, Grossmann y Paul estudian las transformadas
wavelet continuas desde este punto de vista.

La construccién anterior puede generalizarse para distintas representaciones
unitarias de otros grupos localmente compactos. El resultado de esta generali-
zacion son las transformadas wavelet continuas generalizadas que se estudiaran
en este trabajo.

Para poder estudiar dichas transformadas sera necesario contar con algunas
definiciones y resultados preliminares, acerca de grupos localmente compactos
y representaciones unitarias, que seran presentados al comienzo de este trabajo.
Lo siguiente sera introducir la nocién de sistema de estados coherentes, que lue-
go sera empleada para definir las transformadas wavelet continuas y para probar
algunos resultados basicos acerca de las mismas. En general estaremos interesa-
dos en hallar representaciones unitarias, de un grupo localmente compacto dado,
que admitan vectores admisibles. En primera instancia nos concentraremos en
resolver este problema cuando las representaciones consideradas son irreduci-
bles. Ademaés, veremos que en este lltimo caso, es posible definir un operador,
el operador de Duflo-Moore, que permite caracterizar los vectores admisibles de
la representacion. Una vez alcanzado este punto, podremos emplear la teoria
desarrollada para estudiar las transformadas wavelet continuas del grupo afin
y hallar los operadores de Duflo-Moore asociados. Finalmente, nos concentra-
remos en el problema de hallar representaciones unitarias, no necesariamente
irreducibles, que posean vectores admisibles. No daremos una caracterizaciéon
general, para cualquier grupo localmente compacto, de estas representaciones,
pero desarrollaremos herramientas que nos seran ttiles para hallar dichas repre-
sentaciones en un caso concreto.

Para poder seguir este trabajo es recomendable que el lector posea conoci-
mientos de andlisis funcional y teorfa de la medida. También se emplearan resul-
tados vinculados a la teoria de la transformada de Fourier y la teoria espectral.
Para conveniencia del lector y de la exposicién, se ha incluido los enunciados de
estos resultados en un apéndice.



2. Preliminares

2.1. Grupos localmente compactos

Comenzamos con la definicién de grupo topoldgico.

Definicién 2.1. Diremos que G es un grupo topoldgico si es un grupo dotado
de una topologia tal que la multiplicacion (z,y) — xy y la inversion x — x~!
son funciones continuas.

Para que un grupo G sea un grupo topoldgico es equivalente pedir que el
mapa (x,y) — =~ 1y sea continuo. Ademds, es facil ver que si G es un grupo
topoldgico entonces las traslaciones z — ax, x — xa con a € G y la inversién
x — ! son homeomorfismos.

Un ejemplo de grupo topoldgico son las matrices invertibles GL, (R) con la
topologia heredada como subespacio de R™. El producto es continuo porque el
resultado de multiplicar dos matrices es una matriz con entradas polinomiales
en las entradas de las matrices multiplicadas y la inversién es continua porque
la inversa de una matriz tiene entradas polinomiales en las entradas de la matriz
original.

La siguiente proposicion sera util mas adelante.

Proposicion 2.2. Sea G un grupo topolégico:

1. SiV C G es un entorno de la unidad, entonces existe un entorno abierto y
simétrico de la unidad U C G tal que U? C V. Decimos que U es simétrico
siU=U"".

2. Si A, B C G son compactos, entonces AB es compacto.

Demostracion. Para probar la primera afirmacion observamos que al ser la
multiplicacién continua, como e? = e, existen entornos abiertos de la unidad
Wi, Wy C G tales que W1Wy C V. Entonces alcanza tomar U = Wy N Ws N
(Wl N W2>_1

Para probar la segunda afirmacién basta ver que AB es la imagen por el mapa
de multiplicacién del compacto A x B C G x G, como el mapa de multiplicacién
es continuo sigue que AB es compacto. O

Nos interesaran particularmente los siguientes grupos topoldgicos.

Definicién 2.3. Diremos que un grupo G es un grupo localmente compacto
st es un grupo topoldgico dotado de una topologia localmente compacta, es decir
que todo elemento de G admite un entorno compacto.



Pediremos ademaés en todo momento que los grupos localmente compactos
sean de Hausdorff y tengan una base numerable.

Las matrices invertibles GL,(R) son un subespacio abierto de ]R”Q, luego
GL,(R) con la topologia del subespacio es un ejemplo de un grupo localmente
compacto de Hausdorff y con una base numerable. Esto es porque R™ es un
espacio topoldgico localmente compacto de Hausdorff y con una base numerable.

Un grupo que nos interesard mas adelante sera el grupo afin, que es el si-
guiente subgrupo de GLy(R):

Ga:{<g l{):aeRx, beR}

Por comodidad usaremos la siguiente notacién para los elementos de G:

(b,a):(g i’) VaeR*, VbeR

Cabe mencionar que el grupo definido debe su nombre a que es isomorfo al
grupo de las transformaciones afines de R — R, es decir las transformaciones
de la forma T(3 4) : R — R tal que T{3 4)(7) = b+ ar cona € R* y b € R,

El grupo afin con la topologia usual, heredada como subespacio de R?, es
un grupo localmente compacto de Hausdorff con una base numerable. Sabemos
que GL3(R) es un grupo localmente compacto de Hausdorff y con una base
numerable cuando consideramos la topologia que hereda como subespacio de
R%. Como GL2(R) es de Hausdorff y tiene una base numerable entonces es
claro que GG, tiene las misma propiedades. Por otra parte, para ver que G, es
localmente compacto, hay que observar que G, es cerrado en GLo(R)

Gy = { (g 11;) :a,beR}ﬂGL2(R)

Como el primer conjunto es cerrado en R* entonces G, es cerrado en G L (R).

Dado que G, es cerrado y GLo(R) es de Hausdorff, sigue que la interseccién
de un compacto de GL2(R) con G, es un conjunto compacto. Como G Ly (R) es
localmente compacto, lo anterior implica que G, también lo es.

Nos interesa dotar a nuestros grupos localmente compactos de una medida
adecuada. Vamos a considerar espacios de medida (G, B, i), siendo B la sigma
algebra de Borel de G.

Exigiremos que u satisfaga ciertas condiciones.

Definicién 2.4. Diremos que p es una medida de Radon si cumple:



1. p es finita en compactos: u(K) < oo para todo K C G compacto.

2. p es exteriormente reqular: p(A) = inf{u(U) : A C U,U es abierto} VA €
B.

3. w es interiormente reqular: p(A) = sup{u(K) : K C A, K es compacto} VA €

B de medida finita.

Definicién 2.5. Diremos que p es una medida invariante a izquierda si
p(xA) = u(A) para todo x € G y para todo A € B.

Las medidas que nos interesan se llaman medidas de Haar.

Definicién 2.6. Diremos que i es una medida de Haar de G si es no nula,
mvariante a izquierda y de Radon.

Dado un grupo localmente compacto puede construirse una medida de Haar
y se prueba que cualquier otra medida de Haar, en el mismo grupo, puede
obtenerse por multiplicacién de la medida original por una constante positiva.
De ahora en maés, dado un grupo localmente compacto G, supondremos fijada
una medida de Haar p.

Dos ejemplos sencillos de medidas de Haar son la medida de Lebesgue en R™
y la medida de conteo en cualquier grupo topoldgico discreto. En ambos casos
las medidas consideradas son tanto invariantes a izquierda como a derecha; sin
embargo esto no es lo que ocurre en general.

Dado = € G podemos definir una medida p, tal que p,(A) = p(Ax) para
cualquier A € B. La medida resultante es también una medida de Haar, por lo
que existe una constante A(z) > 0 tal que:

e = Ax)p

Definicién 2.7. La funcion modular de un grupo localmente compacto G es
el mapa A : G — RT tal que py = A(x)p. Diremos que G es unimodular si
A =1 o equivalentemente si p es invariante a derecha.

A continuacién enunciamos algunas propiedades de la funcién modular cuya
demostracién puede hallarse en [1].

Teorema 2.8. 1. La funcién modular A : G — RT es un homomorfismo
continuo.

2. Dados y € G y f € L'(G) se tiene:

/G f(ey)dz = Ay™) /G f(@)de



3. Dada f € L*(G) se cumple:
[ faa6 e = [ fa)ds
G G
4. Si G es abeliano o compacto entonces es unimodular.

Una medida de Haar para el grupo affn es p tal que du(b, a) = |a|~2dbda.
Veamos que i es una medida de Radon.

En primer lugar observamos que si K C G, es compacto entonces existen
0<a<f<ooyl<+vy<d< oo tales que K estd incluido en el conjunto
Bag~s = {(y,x) € Go : 6 < Jy| < v, < |z| < B}. El conjunto anterior
tiene medida finita y por lo tanto también K. Esto prueba que p es finita en
compactos.

Ahora veamos que p es exteriormente regular, la prueba de que es interior-
mente regular es similar.

Consideremos primero el caso en que A C By g,4,5 para ciertos 0 < oo < 8 <
0oy 0<y<d<oo.

Podemos identificar a A con un subconjunto de R2. Como la medida de
Lebesgue m sobre R? es de Radon, entonces podemos tomar una sucesién de-
creciente de abiertos (Up)n>1 tal que A C U, ¥V n > 1y m(U,) — m(A4).
Ademas, podemos suponer sin pérdida de generalidad que los abiertos anterio-
res estan contenidos en el interior de By g/ 45 con 0 < o/ < a < f < f < o0
yO<~+ <y<d<d <oo.

Vamos a definir f, f,, : R x R* — C tales que:

Xu, (b, a)
al?

fn(b’ (Z) =

Fba) = Xa (b,a)

|al?

Las funciones anteriores son todas integrables respecto de m puesto que
AU, C By p s ¥V > 1. Ademds, (fn)n>1 €s una sucesién que converge
a f, salvo en un conjunto de medida nula. Por lo tanto, por el teorema de
convergencia dominada, todas las funciones estdn dominadas por f;, tenemos

T e L. [ vasta — [ s.axvda = )
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En el caso general, podemos escribir A como una unién disjunta y numerable
de subconjuntos que estén contenidos en conjuntos de la forma B, g, s para
clertos 0 < a < f <00y 0 < vy < < oo. Para ello cortamos A con los
conjuntos de la forma By (n11),1/nmm+1 Y Bnnt1mm+1, param >0y n > 1.
Llamemos (A,)n>1 a la particién resultante, para cada n > 1 sabemos que
existe un abierto U,, que contiene a A, y satisface que u(U,,) — p(Ay) < 1/2™.

Si A es de medida infinita entonces es claro que p es exteriormente regular en
A, por lo tanto podemos suponer que p(A) < oo. Ahora, si U = J,, U, entonces
se tiene que A C U y u(U) < oo.

<Z“ <Z“ =u(A)+1< o0

Finalmente, procediendo del mismo modo que en el caso en que A C By g4,
para ciertos 0 < a < f < 0y 0 <7 < d < oo se prueba que en este caso u
también es exteriormente regular en A. Notar que sélo habiamos usado la finitud
del interior de By g 4 s’ respecto de p.

Para ver que p es invariante a izquierda supongamos que f : G — C es
cualquier funcién medible y calculemos la integral:

dbd
/ /f d,c)(b,a)) a
RX |al?
Vamos a usar un cambio de variable A : R x R* — R x R*.
z y\ _ (c d\{fa b\ [(ac bc+d
0 1) \0o 1 0 1) \o 1

) = () = (02

C C

, _(1/ec O
Usando el cambio de variable anterior se obtiene:

dbda dx

| [raoma T = [ [ foalden @5

R JR \ | |al?
dydzx

= f Yy, T

IR
d da:

= [ s

RX
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Por lo tanto p es invariante a izquierda y esto termina de probar que es una
medida de Haar.

Ademsés, usando un cambio de variable similar al realizado anteriormente,
puede verse que:

[ [seaaaTs = [ [ ey

Lo anterior implica que el grupo afin no es unimodular y que la funcién
modular esta dada por:

1
A(bv CL) = m

Finalizamos esta seccién con un resultado que usaremos mas adelante.

Proposicién 2.9. Toda funcion f € C.(G) es uniformemente continua en el
siguiente sentido: dado € > 0 existe un entorno abierto de la unidad U C G tal
que six~ty € U o yx~! € U entonces |f(x) — f(y)| < e.

Demostracion. Fijemos e > 0 y un entorno compacto de la unidad V', llamemos
K al soporte de f.

Como f es continua, para cada x € GG existe un entorno abierto de la unidad
V. C V tal que si y € 2V, entonces |f(z) — f(y)| < £/2. Para cada = € G sea
U, C G un entorno abierto y simétrico de la unidad tal que U2 C V,; sabemos
que un tal entorno existe gracias a la Proposicion 2.2.

Los conjuntos zU, con z € KV forman un cubrimiento abierto del compacto
KV por lo que existen z1,...,x, € KV tales que z;U; U ... Ux,U, cubre KV.
Tomemos U = U; N...NU,, que es un entorno abierto y simétrico de la unidad.

Supongamos que z,y € G, con z 'y € U.

Si z ¢ KV, entonces en particular « ¢ K y como U C V es simétrico se
tiene que y ¢ K ya que lo contrario implicarfa que z € K'V. Por lo tanto f se
anula en x e y, luego |f(x) — f(y)| = 0.

Si z € KV entonces existe 1 < i < n tal que = € z;U;. Luego, y € z;U;U C
x; Vi y sigue que:

[f(@) = fW)l < [f(@) = [zl + [f () = Fly)| <e

En forma andloga podemos definir otro entorno abierto y simétrico de la
unidad W C G tal que si yx~! € W entonces |f(x) — f(y)| < &. Tomando la
interseccién de U y W obtenemos el entorno buscado. O

12



2.2. Representaciones unitarias

Comenzamos con una definicién de representacién mas general de la que
precisaremos usualmente.

Definicién 2.10. Dados un grupo topolégico G, un espacio de Banach X y un
homomorfismo © : G — B(X), diremos que (w, X) es una representacion de
G sobre X si el siguiente mapa de G x X — X es continuo:

(z,m) — m(x)n

Vamos a considerar la siguiente clase particular de representaciones.

Definicién 2.11. Dados un grupo localmente compacto G y una representa-
cion (m,Hr) de G sobre un espacio de Hilbert H, diremos que (7, H,) es una
representacion unitaria si para todo x € G se tiene que w(x) es unitario.

El hecho de que 7 tenga imagen en los operadores unitarios de H, implica
que si z € G entonces 7(z7 1) = 7(z)* y que dados 7, p € H, se tiene:

(m(x)n, m(2)p) = (0, )

Proposicion 2.12. Sean G un grupo localmente compacto, H un espacio de
Hilbert y m: G — U(H) un homomorfismo. Entonces m es una representacion
unitaria si y solo si para todon, p € H el siguiente mapa de G — C es continuo:

x— (n,m(2)p)
Demostracion. El directo es inmediato ya que si m es una representacién en-

tonces el mapa G x H — H tal que (z,9) — w(z)p es continuo. Luego,
componiendo con la segunda entrada del producto interno se tiene lo querido.

Para el reciproco consideremos (z,7), (y, ) € G X H y observemos que:

Im(@)n—m(y)ell < [m(@)n—m(2)el+|m(@)e—m(y)el = [In—ell+llm(z)e—7(y)¢l

Ademas se tiene:

I7(@)e — m(m)ell® = 2]lel> — 2R((p, m(z " y)p))
=2R((p, m(e)p) — (o, m(z ™ y)p))

Por hipétesis, dado € > 0 existe un entorno abierto U C G de x tal que si
y € U entonces la dltima expresién es menor que €2 /4. Luego, si tomamos ¢ tal
que ||n — ¢|| < €/2 tenemos que:

I (z)n —7(y)el < e

13



Corolario 2.13. Sean G un grupo localmente compacto, H un espacio de Hilbert
ym: G — U(H) un homomorfismo. Entonces T es una representacion unitaria
sty solo si para todo n y ¢ en un subespacio denso de H el siguiente mapa de
G — C es continuo:

x> (1, m(2)p)

Demostracion. Solamente tenemos que probar el reciproco.

Llamemos D al subespacio denso de H mencionado en el enunciado. Dados
7, € H cualesquiera, como D es denso en H, entonces existen 7/, ¢’ € D tales
que ||[n —=7'|l, [l¢ — ¢’|| < e. Ahora, para todo x € G tenemos que:

[(n, 7 (2)p) = (0", () ") | < [, 7 (@)p) — (0, (@) ) |+ | (s () o) — (s () )]

Usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz se obtiene:

[(n, m(x)e) — (', m(2)¢")| < ellellz +elln|l2
<ellellz +ellnllz + €

Es decir que podemos aproximar (n, w(z)p) por (', 7(z)¢’), de modo que la
continuidad del segundo implica la del primero. Por lo tanto, z — (n, 7(z)p)
es continuo para todo 1, € H y por la proposicién anterior sigue que (7, Hr)
es una representacién unitaria. ]

A continuacién definiremos una representacién unitaria que usaremos con
frecuencia.

Dado un grupo localmente compacto G definimos para cada x € G y cada
f € L*(G) la siguiente funcién:

Lo(f)(y) = f(z™'y)

Fijado € G es claro que la asignacién anterior es lineal en f € L?(G).
Ademds, como estamos considerando la medida de Haar sabemos que L, (f) €
L?(G), més ain se tiene que || L, (f)||2 = || f|l2- Por lo tanto, L, : L?*(G) —
L?(G) es un operador unitario, puesto que claramente es sobreyectivo.

Por otra parte, el mapa L : G — U(L?*(Q)) tal que # — L, es un homo-
morfismo porque, si x,y,2 € Gy f € L?(G), entonces se tiene que:

Lay(f)(2) = f((zy)~'2) = fly~ 27" 2) = LaLy(f)(2)

Para ver que (L,L?*(G)) es una representacién unitaria podemos usar el
Corolario 2.13, es decir que nos basta verificar que dados f y g en un subespacio
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denso de L?(Q), la siguiente asignacién de G — C es continua:

— (9, Lo (f))

El subespacio denso que consideraremos serd C.(G), de modo que f y ¢
son integrables y uniformemente continuas; en particular g es integrable y f
es uniformemente continua. Entonces, usando la Proposicién 2.9, sabemos que
dado 6 > 0, existe un entorno abierto de la unidad U C G tal que si z7'y € U
oyx~! € U entonces |f(x) — f(y)| < J. En tal caso se tiene lo siguiente:

(9. Lo () — (9. Ly ()] < / 9()IIf @) = Fly2)ld < dllglh

De lo anterior se deduce que el mapa = — (g, L,(f)) es continuo y por lo
tanto (L, L?(G)) es una representacién unitaria.

La representacién unitaria (L, L?(G)) construida se llama representacion
regqular izquierda.

La representacion reqular derecha (R, L?(G)) se define de modo que si z € G

y f € L?(G) entonces:
= VA(@) f(yz)

En forma andloga a lo hecho para la representacion regular izquierda se
prueba que la representacién regular derecha también es una representacion
unitaria de G.

También nos interesa definir la siguiente representacién unitaria del grupo
affn. Dado (b, a) € G, definimos un operador 7(b,a) : L?(R) — L?(R) tal que:

was) = o= (737)

Es facil ver que m(b,a) es unitario y que 7 : G — U(L?*(R)) es un homo-
morfismo. Para probar que (m, L>(R)) es una representacién unitaria de G, se
procede en forma similar a lo hecho para la representacion regular izquierda.
Los detalles se muestran a continuacion.

Recurriendo nuevamente al Corolario 2.13, alcanza probar que dados g, h €
C.(R) el mapa de G — C tal que (b,a) — (h, 7(b,a)g) es continuo.

Observamos que:
|<h7 W(bv a)g) — (h,(d, C)g>| = |<h’ W(bv a)g - W(da C)g>|
= <7T(d7 C)ilhv W((da C)il(ba a))g - g>|
< [All2lim((d, )~ (b,a))g — gll2
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Por lo tanto basta probar que ||7(b,a)g — gl]a — 0 cuando (b,a) — (0, 1),
y podemos suponer sin pérdida de generalidad que a > 0.

IIW(b,a)gglé/RU&gcal)) - g(x)

Llamemos W = {(y,z) € G, : |y|,|x — 1| < 1/2}. Fijado (b,a) € W, se
tiene que el conjunto de los z € R en los que el integrando no se anula esta
contenido en supg |J asupg + b. Entonces el conjunto de los z € R para los que
el integrando no se anula en algin (b,a) € W estd contenido en:

K = supg|_J([1/2,3/2)supg + [~1/2,1/2))

2
dx

Como supg es compacto, en particular es acotado, se deduce que K también
es acotado. En realidad, es facil ver que K es compacto también pero no lo
necesitaremos.

Para cada (b,a) € W consideremos la funcién A ) : R — R tal que:

hp,a)(x) = ’\}ag<x ; b) —g(z)

Es claro que h ) estd dominada por la siguiente funcién integrable:

v, < Bllglloe) X

2

Entonces por el teorema de convergencia dominada se tiene:

If b —gl2< I h =/[0=0
N LTV T E Y / ) /

Esto implica la continuidad de (b, a) — (h, 7(b,a)g) y por lo tanto prueba
que (7, L?(R)) es una representaciéon unitaria.

Definicién 2.14. Sean (w,X) y (0,Y) dos representaciones de un grupo to-
poldgico G. Diremos que (0,Y) es una subrepresentacion de (7,X) siY C X
es un subespacio cerrado y para todo x € G se cumple que 7(z)|ly = o(x).

Dada una representacién (m, X) de un grupo topolégico G, es claro que
cualquier subespacio cerrado de X que sea 7(G)-invariante da origen a una
subrepresentacién de (7, X) que surge de restringir 7 a dicho subespacio.

Cabe observar que las subrepresentaciones (o, K,) de una representacién
unitaria (7, H, ) son también unitarias. En efecto, sin, ¢ € K, y € G entonces:

1

(o(@)p,m) = (m(x)o,m) = (0, (™)) = (@, 0 (2™ )n) = (@, 0(x) ")
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Definicién 2.15. Una representacion (w, X) de un grupo topolégico G se dice
trreducible si no posee subrepresentaciones no triviales.

En la definicién anterior, por subrepresentaciones triviales nos referimos a
(ml103,{0}) ¥ (7, X). De acuerdo a lo observado antes de esta definicién, una
representacién (m, X)) de un grupo topoldgico G es irreducible si y sélo si X no
posee subespacios cerrados no triviales que sean w(G)-invariantes.

Definicién 2.16. Sea (m, X) una representacion de un grupo topoldgico G.
Diremos que 1 € X es un vector ciclico si y sélo si el subespacio generado por
{m(z)n : x € G} es denso en X, y diremos que (7, X) es una representacion
ciclica si posee algiun vector ciclico.

Notar que si (m, X) es una representacién de un grupo topolégico G y 0 #
n € X, si lamamos Y C X a la clausura de span{n(z)n : € G}, entonces
(7]y,Y) es una subrepresentacion de (7, X) que es trivial si y sélo si 7 es ciclico.
Luego, una representacion es irreducible si y sélo si todos los vectores no nulos
son ciclicos.

Ahora queremos definir mapas entre nuestras representaciones.

Definicién 2.17. Sean (w,X) y (0,Y) representaciones de un grupo topoldgi-
co G. Diremos que un operador continuo T : X — Y es un operador de
intercambio si para todo x € G se tiene:

Tr(x) =o(x)T

Definicién 2.18. Sean (7,Hr) y (0, H,) representaciones unitarias de un gru-
po localmente compacto G. Diremos que son unitariamente equivalentes si
existe un operador de intercambio T : H, — H, unitario, y diremos que son
disjuntas si no existe un operador de intercambio no nulo en ninguna direccion.

La relacion (7, Hr) ~ (0, H,) si y s6lo si son representaciones unitariamente
equivalentes es una relacién de equivalencia. Para probar que la relacién es
simétrica observamos que si T : H, —> H, es un operador de intercambio
unitario entre (m,Hr) y (0,H,), entonces T* : H, —> H, es un operador
de intercambio unitario en la direcciéon contraria. Basta notar que para todo
NEHm ¢ €Heyx e G se tiene:

(0, T"o(x)p) = (o(a™")Tn, ) = (Tr(@"")n, ¢) = (n,7(2)T"p)

Teorema 2.19 (Lema de Schur). Sea (7, Hr) una representacidn unitaria de
un grupo localmente compacto G. Entonces las siguientes afirmaciones son equi-
valentes:

1. (w,Hy) es irreducible.
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2. 81T € B(Hxn) satisface que Tw(x) = w(x)T para todo x € G, entonces
T € Cldyy, .

Demostracion. Es sencillo ver que la segunda afirmacién implica la primera.
Para ello, supongamos que la segunda afirmacién es cierta y que (7, H,) no es
irreducible. Entonces existe un subespacio no trivial  C H, que es cerrado y
7(G)-invariante. Como K es 7(G)-invariante, la proyeccién ortogonal P : H, —
K conmuta con 7(x) para todo x € G. Entonces P € CIdy_ y esto nos lleva a
una contradiccién pues habiamos supuesto que K era no trivial.

Para probar la otra implicancia, supongamos que se satisface la primera
afirmacién y consideremos un operador T' € B(H,) que conmute con 7(x) para
todo x € G.

Como 7(x)* = w(x~!) para todo z € G, se deduce que T* también conmuta
con 7(x) para todo z € G como se verfica a continuacién:

T*r(z) = (n(aHT)* = (Tr(z™ )" = n(x)T*

Por lo tanto, las partes real e imaginaria de T' también conmutan con 7(x)
para todo x € GG. Las mismas se definen del siguiente modo:

T+T*
R(T) = —5

T_T*
ST = —;

Como R(T') +i3(T) = T, entonces si probamos que R(T') y I(T') son multi-
plos de la identidad habremos probado que T lo es. Dado que la parte real y
la parte imaginaria de un operador son operadores autoadjuntos, alcanza con
probar que la segunda afirmacién es cierta cuando el operador considerado es
autoadjunto. Por lo tanto, podemos suponer que T es autoadjunto.

Supongamos que el espectro de T tiene un tnico punto « (el espectro o(T)
y el radio espectral 7(T") de un operador se definen en la Definicién 4.9 del
Apéndice). El Teorema 4.10 indica que el espectro de T" tiene al menos un punto.
Como T es autoadjunto el Teorema 4.11 implica que a € R. Por lo tanto, T — «
es un operador autoadjunto y su espectro es:

o(T—a)=0(T)—a={0}

Ademas, el Teorema 4.11 implica que:

IT—al|=r(T—a)=0
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Entonces, en este caso T' = aldy .

Ahora supongamos que el espectro de T tiene al menos dos puntos. Es claro
que o(T) es normal, por lo tanto, el lema de Urysohn nos permite hallar dos
funciones reales f,g € C(o(T')) no nulas que satisfagan:

fg=0

El Teorema 4.12 implica que f(T),g(T) € B(H,) son operadores no nulos y
que:

f(M)g(T) = fg(T) =0

Ademds, como f y g toman valores reales, entonces f(T) y g(T') son auto-
adjuntos. Por ejemplo, en el caso de f tenemos por el Teorema 4.12 que:

Ty = F(T) = f(T)

Llamemos Ky y Ky a f(T)Hr v g(T)Hy, respectivamente. Entonces Ky
y K4 son subespacios cerrados y no nulos de H,. Ademas, Ky # H, pues
{0} #K, C ICj; como se ve a continuacién:

(f(T)n,g(T)p) = (n, f(T)g(T)p) =0V 0,0 € Hy

Dado que f(T) y w(x) conmutan, como puede deducirse de la observacién
siguiente al Teorema 4.12, entonces K; es m(G)-invariante. Como Ky es no
trivial, lo anterior es una contradiccion.

Entonces el espectro de T tiene un unico punto, pero ya vimos que esto
implica que T' € Cldy,, . O

Definicién 2.20. Dadas dos representaciones unitarias (m,H) y (0, H,) de
un grupo localmente compacto G y un subespacio vectorial D C H,, diremos
que un operador T : D — H, es un operador de intercambio si D es
7m(G)-invariante y para cada x € G se cumple:

La definicién anterior generaliza nuestra primera definicién de operador de
intercambio.

Definiciéon 2.21. Dados dos espacios de Banach X eY , un subespacio vectorial
D C X y un operador T : D — Y, diremos que T es un operador cerrado si
G, (T) es cerrado en X @Y.

Mas adelante necesitaremos el siguiente corolario del lema de Schur para
operadores densamente definidos.
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Corolario 2.22. Sean (m,H) y (0,Hs) dos representaciones unitarias de un
grupo localmente compacto G, con (7, Hr) trreducible. Supongamos que {0} #
D C H, es un subespacio vectorial w(G)-invariante y T : D — H, es un
operador de intercambio cerrado. Entonces D = H, y existen o > 0 y una
isometria S : H, — Ho tales que T = .S.

Demostracion. Supongamos que T # 0, en caso contrario la prueba es inmedia-
ta.

Vamos a definir un producto interno en G, (1) que es la restriccién del pro-
ducto interno de H, ® H,:

<<(7],T’I7), (€7T£)>> = <77»§>H1 + <T,’77T£>Ho

Como G,(T) es cerrado en H, & H, entonces (G,(T),{(,))) es un espacio
de Hilbert.

Llamemos P : G,.(T) — H. a la proyeccién sobre la primera coordenada.
Entonces es claro que PP* € B(H,). Ademas, el operador anterior es un opera-
dor de intercambio entre (7, H,) y s{ misma. En efecto, supongamos que ¢ € D,
x € Gy P*np=(&TE) para cierto £ € D, entonces se tiene:

((x(2)¢, Tr(x)C), Prm(2)n)) = (P(m(2)C, Tr(2)C), m(2)m) .,
(@), m(@)n) .,
MM

¢,
(¢, T¢), >
= ({(¢, TC) )
= {((¢.TQ), (&, T¢€)))
G &), +(TCTEn,

()¢, m(2)€) 3, + (0(2)TC, 0(2)TE) 2,
()¢, m(@) ), + (Tm(2)C, T (2)E) 2,

((m(2)¢, T (2)C), (m(2)€, Tm(2)E)))

(
= {
={
= (P
(
(
={
(
={
(

Como D es 7(G)-invariante entonces D = {m(x)¢ : ¢ € D}, por lo tanto lo
anterior implica que P*m(x)n = (w(x)¢, Tw(x)E). Luego, se tiene:

m(x)PPn = m(x)P(§,TE) = m(x)§ = P(n(2)S, Tr(x)§) = PP n(x)n

Como PP* es un operador de intercambio entre (7, H, ) y si misma, entonces
el lema de Schur asegura que existe A € C tal que PP* = Aldy_ y como T # 0
debe ser A # 0.
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Supongamos que n € H, y P*n = (£, T¢) para cierto £ € D; entonces
tenemos:
§=PP'n= Ay

Por lo tanto D = H, y por el teorema del grafico cerrado sabemos que
T € B(Hx).
Ahora, T*T € B(H), y dados 7, € H, v « € G se tiene:

(T Tr(x)n, ), = (Tr(x)n, T,
= (o(x)Tn, TE)n,
= (Tn,Tr(x"")E) 2, = (m(x)T*Tn, &),

Sigue que T*T es un operador de intercambio entre (m,H.) y si misma.
Luego, por el lema de Schur sabemos que existe 8 € C tal que T*T = SIdy,.

Dado n € H, se tiene que:

Blnll> = (T*Tn, )2, = (Tn,Tn)xn,

Por lo tanto, 8 > 0 y podemos tomar o = /B. Si ademds definimos S =
a T entonces S es la isometria buscada, ya que si 0, € H, entonces:

! <T*Tna§>7'l-;r = <na§>7'[7r

(57, €)= (575, E)n, = —
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3. Las transformadas wavelet continuas

3.1. Sistemas de estados coherentes

Comenzaremos definiendo qué es un sistema de estados coherentes. Para
ello fijaremos un espacio de Hilbert H, un espacio topologico X y un espacio de
medida (X, B, 1), donde B es la sigma algebra de Borel de X.

Definicién 3.1. Sea n = (n;)zex una familia de elementos de H.

1. Diremos que 1 es un sistema de estados coherentes si ¥V ¢ € H la
funcion de coeficientes Vo : X — C es medible.

Vap(x) = (¢ 1)

2. Sin es un sistema de estados coherentes definimos D,y ={p € H: V,p €
L*(X,u)} y llamamos operador de coeficientes al mapa V,, : D,, —
L2(X, i) tal que:

o Vhp

3. Decimos que un sistema de estados coherentes n es admisible si D, = H
y el operador de coeficientes V, : H — L2(X, ;1) es una isometria.

Dada una base ortonormal n = (1;);cr de H sabemos que existe una isometria
de H — [%(I) dada por:
© — ({0, mi))ier

La isometria anterior se llama transformada de Fourier abstracta y la nocién
de sistema de estados coherente puede verse como una extension de esta misma
idea. En los términos de la definicién anterior, la base ortonormal elegida seria un
sistema de estados coherentes indexado en I para el que consideramos la medida
de conteo. La transformada de Fourier abstracta corresponderia al operador de
coeficientes y se trataria de un sistema de estados coherentes admisible ya que
la misma es una isometria.

En general el operador de coeficientes asociado a un sistema de estados
coherentes no estara definido en todo el espacio H. Sin embargo, siempre es un
operador cerrado, lo que quiere decir que, en los casos en que si esté definido en
todo el espacio, serd acotado como consecuencia del teorema del grafico cerrado.

Proposicion 3.2. Sin es un sistema de estados coherentes entonces el operador
de coeficientes V,, es cerrado.

22



Demostracién. Vamos a ver que G,(V;) es un subespacio cerrado de H®L? (X, ).

Sea (¢n)n>1 una sucesién en D, tal que ¢, — p en Hy Vyp, — f en
L?(X, p). Queremos ver que ¢ € D, y Vo = f en L*(X, u); en realidad basta
probar lo segundo ya que implica lo primero.

Por un resultado de teoria de la medida sabemos que existe una subsucesién
de (Vyon)n>1 que converge a f en casi todo punto, asi que sin pérdida de
generalidad podemos suponer que V¢, (x) — f(z) para casi todo z € X.

Por otro lado si z € X entonces:

[Vap(x) — Vion ()] = @ — @, n2)| < Ml — @nlll|nel

Es decir que V z € X se tiene que V,p,(z) — V().
Por lo tanto V,p(z) = f(x) para casi todo z € X implicando que V¢ = f
en L2(X, ). O

A continuacién definiremos el concepto de integral débil, que nos proveera
de una notacién mas cémoda para los siguientes resultados de esta seccién.

Definicién 3.3. Sea n un sistema de estados coherentes tal que ¥ ¢ € H la
stquiente integral converge absolutamente:

[ oy

Entonces queda definida una funcional lineal de H — C dada por:

wﬁ/ (@, 1) dx
X

Si dicha funcional es continua, se llama integral débil de n al elemento
de H correspondiente por el teorema de representacion de Riesz; la denotamos

mediante:
/ Nedx
X

Cabe observar que la integral débil de n queda definida por la siguiente
relacion:

(%/ nzdx) = / (@, neydx ¥V o € H
X X

Ahora utilizaremos la notacién de integral débil para definir el operador de
sintesis asociado a un sistema de estados coherentes para el que el operador de
coeficientes estd definido en todo el espacio H.
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Proposicién 3.4. Sea n un sistema de estados coherentes tal que D, = H.
Entonces V;, es acotado y se cumple que:

Vif = /X F(@)nads ¥ f € L3(X, 1)

Llamamos a V,* operador de sintesis.

Demostracion. La primera afirmacién se debe a que V;, es cerrado, luego por el
teorema del gréfico cerrado sabemos que V;, es acotado.

Para la segunda afirmacién vemos que V ¢ € H se cumple que:

(Vi f) = (Vi ) = /X (o, 1) F @) = /X (o2 £ ()12 da

Luego V' f es la integral débil siguiente:

Vi = /X f(@)nada

Cabe observar que la integral débil estd bien definida, para ello hay que
verificar los siguientes dos puntos:

1. La siguiente integral converge absolutamente V f € L?(X,u) y V ¢ € H:
[ o t@mds
X
2. La siguiente funcional es continua V f € L*(X, u):

90%/)(<s0,f(x)nz>dx

En efecto, el siguiente cdlculo verifica ambas afirmaciones:

/ (s, £(@)12) | de =/ [Vap()[[f(2)|de < [[Vaell2ll flla < IVallllelll fll2
X X

O

En el caso de los sistemas de estados coherentes admisibles puede obtenerse
una férmula de reconstruccion de los elementos de H a partir de los coeficien-
tes obtenidos al aplicar el operador de coeficientes. Esta férmula también la
expresaremos en la forma de una integral débil.
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Proposicion 3.5. Sea n un sistema de estados coherentes admisible. Entonces
YV @ € H se tiene la siguiente formula de reconstruccion:

@z/ Vap(x)n.de
X

Demostracion. Como n es admisible V,*V,) = Idy y entonces la Proposicién 3.4
implica que V ¢ € H se tiene:

o=V Vyp= /X Vosp(z)n.dx

O

Terminamos esta seccién dando una férmula explicita para la proyeccion
ortogonal de L?(X, u) sobre la imagen del operador de coeficientes, en el caso
de un sistema de estados coherentes admisible.

Proposicion 3.6. Sea n un sistema de estados coherentes admisible. Entonces
ranV, C L?(X,p) es un subespacio cerrado y la proyeccion P : L*(X, u) —
ranV, estd dada por:

Pf(z) = /X £y )y

Demostracion. Como V;, es una isometria sabemos que ranV, es cerrado en
2
L2(X, p).

Observamos que P = V,V,* porque si f € L?(X, i) entonces V ¢ € H se
cumple:

<f - V”]Vn*fa VWSO> = <Vn*f - Vn*fv QD> =0
Por lo tanto:

Pi(e) = V,V f(a) = (V2 foa) = /X F(0) 710y

3.2. Definiciones y primeras propiedades

Ahora vamos a usar el concepto de sistema de estados coherentes para definir
las transformadas wavelet continuas. A partir de ahora nuestro espacio topoldgi-
co serd un grupo localmente compacto de Hausdorff GG, con una base numerable
y el espacio de medida elegido (G, B, i) estard dado por una medida de Haar.
Fijaremos ademds una representacién unitaria (7, H,) de G, con H, un espacio
de Hilbert.
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Definicién 3.7. Dado n € H, le asociamos un sistema de estados coherentes
(77<33)77)zec;-

1. Diremos que 1 es un vector cuadrado integrable si D, = Hr.

2. Llamaremos Dy = {n € Hy : D,y = Hx} y diremos que (7,H) es una
representacion cuadrado integrable si D, = H,.

3. Diremos que 1 es un vector admasible si el sistema de estados coherentes
asociado a n es admisible.

4. Sin es admisible llamaremos transformada wavelet continua al ope-
rador de coeficientes V,, : H — L*(G).

En primer lugar observemos que el operador de coeficientes siempre toma
valores en Cp(G) pues:

Vo) = [(p, w(@)m)| < [lellnl

También se deduce del célculo anterior que V,, : H — C(G) es continuo
segun la norma infinito.

Podemos ver ademés que V;, es un operador de intercambio entre (m, H.) y
(L, L?*(Q)) pues ¥V ¢ € D, se cumple:

Vo (@)e(y) = (n(x)e, m(y)n) = (@, m(z~ y)n) = L Vye(y)

El mismo célculo implica que D, es m(G)-invariante. También podemos ver
que D, es 7m(G)-invariante porque si ¢ € G y n € D, entonces V ¢ € H, se
tiene:

Va@melle = /G<<p,7r(yx)n>dy =A@ /G<s077r(y)77>dy =A@ Vaell2

En este trabajo nos interesaremos por hallar vectores admisibles, en parti-
cular la transformada wavelet debera ser invertible para estos vectores y esto
implicara que los vectores admisibles son ciclicos. Lo anterior se debe a que 7 es
un vector ciclico de (7, H,) si y solo si el operador de coeficientes es inyectivo.
Esto es porque si K = span{w(x)n : © € G} entonces 1 es ciclico si y sélo si
K+ = {0} pero:

Kt ={peH,: {p,n(x)n) =0V x G} =kerV,

En el caso de un vector admisible  sabemos que podemos dar una férmula
de reconstruccién para la transformada wavelet. Para ello recordamos la Propo-
sicién 3.5.

p= / Vyp(x)m(z)ndx ¥V o € Hr
G
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También dimos una expresion para la proyeccién ortogonal sobre el rango
de la transformada wavelet continua que en este caso admite una formulacion
distinta como vemos en la siguiente proposicion.

Proposicién 3.8. Supongamos que n es admisible, entonces ranV, C L*(G) es
un subespacio cerrado y la proyeccion P : L*(G) — ranV,, estd dada por:

Pi(z) = (f * Vi) (x) = /G F@)Vn(y™)dy

Demostracion. Lo unico que resta probar es que esta férmula para la proyeccion
coincide con la que habiamos propuesto en la Proposicién 3.6, la cual recordamos
a continuacion:

Pf(x) = /G F)m(y)n, w(@)n)dz

Efectivamente:
(f * Vim) () =/Gf(y)wm(y‘lx)n)dy:/Gf(y)<7r(y)nm(x)n>dy

O

Las siguientes dos proposiciones explican como se traducen las propiedades
de ser ciclico, cuadrado integrable o admisible de una representaciéon unitaria
a sus subrepresentaciones, y cémo se traducen las mismas propiedades entre
representaciones unitarias que son unitariamente equivalentes.

Proposicién 3.9. Sean n € H, y T € n(G) = {S € B(H,) : Sn(z) =
m(z)S V x € G}, entonces:
Vry =V, T

En particular, si KK C Hy es un subespacio cerrado y w(G)-invariante con
proyeccidon ortogonal P : H, — K, y sin es ciclico/cuadrado integrable /admisible
para (w,H,), entonces Pn tiene la misma propiedad para ()i, KC).

Demostracion. La primera observacién se debe a que si ¢ € H, y = € G enton-
ces:

Vrpp(a) = (@, m(2)Tn) = (@, Tm(x)n) = (T"p,m(z)n) = VyT"¢(x)

Para probar la segunda afirmacion observamos que como P es una proyeccion
ortogonal entonces P* = i, con i : K — H, la inclusién. Usando lo anterior

obtenemos que:
Vey = Vi = Vil
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Como la restriccién de un operador que toma valores en L%(G) es un operador
que toma valores en L?(G) entonces si 1) es cuadrado integrable Pr también lo es.
Ademas, como la restriccién de un operador inyectivo/isométrico es un operador
con la misma propiedad, sigue que si 7 es ciclico/admisible entonces P tiene
la misma propiedad. O

Proposicién 3.10. Si T es una equivalencia unitaria entre (m,H,) y (0, Ho),
entonces ) € H, es ciclico/cuadrado integrable/admisible si y sélo si Tn € H,
tiene la misma propiedad.

Demostracion. Al igual que en la proposicién anterior se tiene que si T (z) =
o(x)T para cada x € G entonces:

Vorn = Ve IT*

Como T es unitario también se tiene que:

VTF,’V] = U,T’r/T

Por lo tanto, razonando igual que en la proposicién previa, se prueba el
directo con la primera igualdad y el reciproco con la segunda igualdad. O

Ahora veremos qué podemos decir en el caso de una suma directa de re-
presentaciones. Supongamos una familia representaciones unitarias (m;, Hx, )icr
y definamos H, = ®;erHr,. Podemos definir, para cada x € G, un operador
m(x) : Hy — Hn tal que sin € H, con n = (n;)ier entonces:

m(x)n = (mi(z)m)ier

Es claro que el operador anterior es unitario para cada x € G.

Para probar que (7, H) es una representacién unitaria de G vamos a recurrir
al Corolario 2.13. Para ello podemos ver que si ¢ y n cumplen que ;,n; = 0
salvo para finitos indices entonces el mapa mencionado es continuo ya que es
una suma finita de mapas continuos:

(p,m(2)) =Y (i mi(x)mi)i

(2

Luego, usando que {n € H : n; = 0 salvo para finitos i} es denso en H, se
deduce que (m,Hr) es una representacién unitaria de G.
Proposicién 3.11. Supongamos que P; : Hr — Hr, es la proyeccion ortogonal

y n; = Pin. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:
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1. n es admisible para (w, Hy).

2. m; es admisible para (7, Hr,) Vi € I y ademds ranVy, L ranV,, sii# j.

Demostracion. Supongamos que la primera afirmacién es cierta.

Dado ¢ € I, como 7; es la proyeccion de n sobre un subespacio cerrado y
7(G)-invariante, entonces sabemos que 7; es admisible para (m;, H,,). Ademds,

(3
si pt; 1 Hx, — Hr es la inclusién candnica, entonces V;;, = V,u; y por lo tanto
se tiene que para i # j se cumple que:

V;}Vm = u}‘Vn*V,,ui = Pj,ui =0

El célculo anterior implica que ranV,, L ranV,, .

Para el reciproco observamos que si ¢ € H, y F C I es finito entonces:

Vap(@) =Y Vipi(@)| = [, m(@)m) = D (i mi(@)ns)il

i€F icF
= [{p,m(z)n) = _{pipi, (@)n)]
i€F
=[({¢p - Zui%, m(x)n)|
i€F
< e - Zm%””ﬁ”
i€F

Luego la suma converge puntualmente a V.

Por otro lado tenemos que:

1D Vawills = Y IVaswills = D lleall® < llel®

icF icF ieF

En el célculo anterior hemos utilizado el teorema de Pitagoras, dado que por
hipétesis ranV;, L ranV,, sii # j. A su vez, la peniltima igualdad es cierta
porque por hipétesis V7, es una isometria V i € I.

Hemos probado que la suma converge a cierta f € L?*(G) y tomando sub-
sucesiones podemos asumir que la convergencia es puntual en casi todo punto.
Como la suma también converge puntalmente a V¢, se deduce que V;,o = f en
L*(G), en particular V,p € L?(G). Sigue que D, = H, y como V;, es cerrado el
teorema del grafico cerrado implica que V;, es acotado. Por lo tanto si ¢ € H,
se tiene:

IVaells = IVa (D i)z = 1> Vawslls = Y leill? = el

i€l el iel
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Donde nuevamente estamos usando el teorema de Pitagoras. O

Proposicién 3.12. Sean (m1,Hr,) y (72, Hr,) Tepresentaciones unitarias dis-
Juntas. Sin1 € Hxr, yn2 € Hx, son vectores cuadrado integrables con operadores
de coeficientes acotados, entonces se cumple que ranVy, L ranV,, en L%(G).

Demostracion. Observamos que ViV, @ Hxy —> Hr, es un operador de in-
tercambio entre (m1,Hr,) ¥ (M2, Hr,) Pues si ¢ € Hyy, ¥ € Hyp, vy & € G se
tiene:

(Vi Vnmi(@)e, ¢) = Vmﬂ'l( )es Vi)
m®s Vi)
771503 z— 1Vn2 >
s Vo (27 )h)
Vm%ﬂz( D)

2(2) Vi, Vinps )

(
= (Lo
=V
=V
vy
=(r

Como las representaciones son disjuntas sabemos que V' V;,, =0

Luego si ¢ € Hr,, ¥ € H,, entonces:

<V7]1(pﬂ Vn2w> = <Vn*2v771§07w> = O

3.3. La serie discreta de representaciones

En general nos interesara el problema de averiguar qué representaciones
unitarias admiten un vector admisible.

Es fécil ver que una tal representacion serd necesariamente cuadrado inte-
grable. Un vector admisible sera, como ya hemos observado, ciclico y cuadrado
integrable. Ahora, la existencia de un vector ciclico y cuadrado integrable n
implica que la representacion es cuadrado integrable. Esto es porque 1 € D,
y D, es 7(G)-invariante, de modo que {7 (z)n : * € G} C Dy, y como 7 es
ciclico sigue que D, contiene un subespacio denso de H,. Por lo tanto, debemos
concentrarnos en las representaciones unitarias y cuadrado integrables.

En esta seccién veremos que cualquier representacion unitaria, irreducible
y cuadrado integrable admite un vector admisible. Més atn, veremos que las
representaciones anteriores siempre son unitariamente equivalentes a una subre-
presentacién irreducible de la representacion regular izquierda, la colecciéon de
estas representaciones se conoce como la serie discreta.
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En funcién de lo que hemos visto, lo anterior quiere decir que las repre-
sentaciones unitarias, irreducibles y cuadrado integrables son esencialmente las
representaciones de la serie discreta. Esto es porque las equivalencias unitarias
mandan vectores ciclicos, cuadrado integrables o admisibles en vectores con la
misma propiedad.

Comenzamos viendo que, en general, el hecho de que una representacién
unitaria cualquiera admita un vector admisible implica que la misma es uni-
tariamente equivalente a una subrepresentacién de la representaciéon regular
izquierda.

Proposicién 3.13. Si existe n € H, admisible, entonces (7, Hr) es unitaria-
mente equivalente a una subrepresentacion de (L, L?*(Q)).

Demostracion. Como V,, : Hr — L*(G) es una isometria entonces ranV, C
L?*(G) es un subespacio cerrado. Ademés, sabemos que V,m(z) = L,V,, V z €
G por lo que ranV; es L(G)-invariante. Por lo tanto, (L|rqny, ,ranV;) es una
subrepresentacién de (L, L?(Q)).

Dado que V;, : Hr — ranV}, es unitario sigue que (7, H) es unitariamente
equivalente a (Ll|yanv,,ranVy). O

Fl siguiente lema nos sera util mas adelante para probar el resultado anun-
ciado al comienzo de esta seccion.

Lema 3.14. Supongamos que (m,H,) es irreducible y 0 # n € H,. Entonces
las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. Exziste 0 # ¢ € Hn tal que Vo € L*(G).
2. n es cuadrado integrable.

3. Eziste X > 0 tal que A\n es admaisible.

Ademas, si las anteriores son ciertas entonces puede tomarse:

il
Vol

Demostracion. Es claro que la tercera afirmacion implica la segunda y que esta
implica la primera, por lo tanto sélo resta probar que la primera afirmacién
implica la tercera.

Supongamos que existe 0 # ¢ € H, tal que V¢ € L?(G), entonces D,, #
{0}. Ademés, sabemos que D, es m(G)-invariante.
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Por otra parte, V;, : D,, — L?*(G) es un operador de intercambio cerrado
entre (m,H,) y (L, L?(G)). Entonces por el Corolario 2.22 del Lema de Schur
D,, = H, y existe @ > 0 tal que V;, = aS para una isometria S : H, — L*(G).

Como V;n(e) = (n,n) # 0y V,n es una funcién continua, sigue que V,n # 0
en L?(G). Por lo tanto se tiene que a # 0, mds atin:

2”77”2 \Z n'l 7777> = ann”2

Tomemos A tal que:
I O

o [Vl

Luego se tiene que:

Se(x) = AVpp(x) = Mo, m(2)n) = (@, m(x)An) = Vige(z)
Por lo tanto, V), es una isometria. O

A continuacién queremos probar que las funciones continuas de soporte com-
pacto son cuadrado integrables para la representacion regular izquierda, para lo
cual nos sera 1til la siguiente observacién.

Dada f € L'(G) podemos definir una forma sesquilineal de H, x H, — C
tal que:

(0, ) —> /G f(@) (), o)da

Ademiés, podemos ver que se trata de una forma acotada porque:

’/f D), @) <

Luego, por una aplicacién del teorema de representacién de Riesz, sabemos
que existe un uinico operador acotado 7 : Hy — H, tal que:

/|f e (@) )ldz < | fllnlle]

Y R ——

En el siguiente lema emplearemos esta idea considerando como representa-
ci6n unitaria de G a la representacién regular derecha (R, L?(G)).

Lema 3.15. Toda g € C.(G) es cuadrado integrable para (L, L*(G)).
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Demostracion. Fijemos g € C.(G) y consideremos la funcién h : G — C tal
que:

Entonces h € C.(G), en particular h € L(G).

Por otra parte tenemos que si f € L? (@) entonces:

G
=/ f(y)g(z=ty)dy

G
= / a(y) f(zy)dy

G PR
B a(y) .
—A VA )y
:/h@mu@My

G

Queremos ver que la tltima integral es Ry f(z) y para ello basta verificar
que:

</Gh(y)Ryf(.)dy,p> = /Gh(x)(wa,pr Vpe L*(G)

Efectivamente:
(Leamtons) - samsnf
= /G /G h(y p(2)dyda
_ / / @) dzdy
/ h(y / R, f(z)p(z)dxdy
=LMMRL>

Para justificar el uso del teorema de Fubini observamos que por el teorema
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de Tonelli (z,y) — h(y) R, f(z)p(z) estd en L' (u x u) pues:
| mwr,s@p@dn < e = [ [ 11@IR,5@) by
GxG GJG
- /G Ih(y) /G IRy £ (2)[[p(@)dedy
- /G @) 1Ry £1, Ip)dy < Al ]1 2ol

Hemos probado que V, = Ry, y como rank, C L?(G) entonces g es cuadrado
integrable. O

Cabe observar que, como las funciones continuas de soporte compacto son
densas en L?(G), entonces la proposicién anterior implica que (L, L*(G)) es
siempre cuadrado integrable.

Finalmente, a partir de los resultados anteriores probaremos que las repre-
sentaciones unitarias, irreducibles y cuadrado integrables de G son unitaria-
mente equivalentes a representaciones de la serie discreta y que ademaés siempre
admiten un vector admisible.

Teorema 3.16. Supongamos que (m,H) es irreducible. Entonces las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

1. (7, H,) es cuadrado integrable.

2. Existe n € H, admisible.

3. (m, Hx) es unitariamente equivalente a una subrepresentacion de (L, L*(G)).
Demostracion. Ya hemos probado que la primera afirmacion implica la segunda

vy que esta implica la tercera, luego sélo resta probar que la tercera afirmacién
implica la primera.

Supongamos entonces que existe un operador de intercambio isométrico 7" :
H, — L*(Q) y lamemos P : L?(G) — ranT a la proyeccién ortogonal.

Como C.(G) es denso en L?(G) entonces P(C.(G)) es denso en ranT, luego
D =T71P(C.(G)) es denso en H.

Supongamos que f € L2(G) y 7 € Hy. Como f — Pf 1 ranT entonces
tenemos que:

(Lof = Lo Pf,Tn) = (f = Pf, Ly Tn) = (f = Pf,Tn(z™")n) =0
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Lo anterior quiere decir que PL, = L, P.

Ahora consideremos n € D tal que Ty = Pg para cierta g € C.(G).

<9077r(x)77> = <T503L:6T77> - <T(p,Lng> = <T§07PL19> = <P*T90ang>

Como g € C.(G) es cuadrado integrable sigue que V;,p = V,P*Tp € L*(G).

Por lo tanto, n es cuadrado integrable V n € Dy como D C D, es denso en
H . entonces D, es denso en H. O

3.4. El operador de Duflo-Moore

Dada una representacién unitaria, irreducible y cuadrado integrable hemos
visto que la misma es unitariamente equivalente a una subrepresentacion de
la serie discreta y que siempre admite algin vector admisible. A estas repre-
sentaciones se les puede asociar un operador, el operador de Duflo-Moore, que
permite dar una caracterizacién de los vectores admisibles de la representacién.
Antes de definir este operador debemos introducir algunas herramientas que nos
seran ttiles.

Vamos a considerar un espacio de Hilbert #, un subespacio vectorial D C H
denso y una forma sesquilineal @ : D x D — C (es decir que es lineal en la
primera variable y antilineal en la segunda). Supondremos ademds que @ es
simétrica y definida positiva, de acuerdo a las definiciones siguientes:

1. @ es simétrica si Q(p,¥) = Q(,p) ¥V v, € D.
2. @ es definida positiva si Q(¢, ) >0V 0# ¢ € D.

También pediremos que @ sea cerrada.

Definicién 3.17. Diremos que Q es cerrada si para cada sucesion (pp)n>1 €n
D tal que v, — ¢ en H y Q(@m — ©n, Pm — Pn) —> 0 se cumple que ¢ € D
Yy Qe — ¢n,p — on) — 0.

Podemos definir un producto interno ({,)) en D tal que (D,((,))) sea un
espacio de Hilbert si @ es cerrada.

{p, 1)) = Qp,¥) + (p,9) V o, €D

Si (¢n)n>1 es una sucesiéon de Cauchy segun ((,)) entonces es de Cauchy
segin (,) y por lo tanto ¢, — ¢ en H. Ademds, Q(¥m — On, ©m — Pn) — 0
por loque ¢ € Dy Q¢ — pn, p —n) — 0. Por lo tanto ¢,, — ¢ segtin ((, )).
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Llamaremos K = D al espacio de Hilbert (K, ((,))) resultante de dotar a D
del producto interno definido.

El teorema siguiente nos permite asociar a () un operador autoadjunto den-
samente definido.

Teorema 3.18. Eziste un operador A : Dy — H densamente definido en H
y autoadjunto tal que:

Qp, ) = (p, AY) V ¢ € DV ) € Dy

Ademds, D4 es un subespacio denso de D segin ({,)).

Demostracion. Comencemos observando que la restricciéon a D de una funcional
lineal y continua de H es una funcional lineal y continua de K, es decir que es
continua respecto de ((,)). En efecto, si ¢ € H* y el elemento de H asociado a
¢ por el teorema de representacion de Riesz es ¢, entonces se tiene que:

o)l = [(n, o) < lInllullelln < lnlcllellx ¥ neD

Sean Ry : H — H* y R : K — K* los anti isomorfismos dados por el
teorema de representacion de Riesz y r : H* — K* la restriccién de dominio.
Llamamos j : H — K al mapa lineal definido por:

j=Rg'rRy

Cabe observar que el calculo realizado para ver que la restricciéon de una
funcional continua de H es una funcional continua de K, permite ver también
que el mapa r es acotado. En consecuencia, se deduce que el mapa j es acotado.

Llamemos i : K — H a la inclusion natural y notemos quesin € Hy ¢ € K
entonces se tiene:

(ip,n) = (Ryn)ip = (rRyn)yp = (Rejn)e = (@, jn))

Como D es denso en H lo anterior implica que j es inyectivo.
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Sea C' : H — H el mapa definido por:
C=ij

N A

K

Es claro que C' es acotado e inyectivo ya que es la composicién de operadores
con estas propiedades. Ademads, C' es autoadjunto porque si 7, ¢ € H, entonces:

(Cn,0) = ((gm, 4)) = (G, 3m)) = (Cp,n) = (n,Cop)

Sean Dp = CH y B : Dp — H tal que BCn = n para todo n € H. A
continuacién veremos que Dp es denso en D segin ((,)). Cabe observar que
como D es denso en H y || ||x < || llx, entonces lo que vamos a probar implica
que Dp es denso en H segin (, ).

Primero veremos que rRyH es denso en K*. Para ello, supongamos por
absurdo que esto no es cierto, entonces existe 0 # A € ** tal que:

A(rRyh) =0V ¢ € H

Sabemos que los espacios de Hilbert son reflexivos, luego existe ¢y € K tal
que Ao = ¢y, para todo ¢ € K*. Ademds, como A # 0, entonces ¢y # 0. Por lo
tanto, se tiene que:

0=ArRuyv) = (rRuyv)ex = (ipa, ) YV € H

Lo anterior es absurdo porque implica que ¢, = 0. En consecuencia, se
deduce que rRyH es denso en C*.

Como Ry es una isometria, entonces se tiene que jH es denso en K. En otras
palabras, hemos probado que Dp es denso en D segiin {{(,)).

Supongamos que ¢ € D y 1) € Dg. Sabemos que existe ¥’ € H tal que
1 = C)’, entonces se cumple que:

(@, BY) = ((@,iBY)) = Q(p,ijB) + (p,ijBY)
o, CBY) + (p, CBY)
@, CY") + (0, CY’)



Es sencillo ver que B es simétrico. Si 7, ¢ € Dp, entonces existen 1, ¢’ € H
tales que Cn' = ny C¢' = ¢, luego el siguiente cdlculo muestra que B es
simétrico:

(Bn, ) = (Bn,C¢") = (n,¢") = (n, BCY') = (n, By)

Ademds, B es un operador cerrado. Para probar esto, supongamos que
(Mn)n>1 €s una sucesién en Dp tal que n,, — nen H y Bn, — ¢ en H. Como
C' es acotado entonces 7, = CBn, — Cp y esto implica que n = Cp € Dp.
Luego, Bn = BC¢ = ¢ lo que prueba que B es cerrado.

Por 1ultimo, podemos ver que B es autoadjunto. Como B es simétrico ya
sabemos que B* extiende a B, por lo tanto sélo resta ver que si ¢ € Dp«
entonces ¢ € Dp. En efecto, si ¢ € Dp+ entonces para todo n € Dp se tiene
que:

(Bn, ) = (n, B*p) = (CBn, B*p) = (Bn,CB"p)

Como BDp = H lo anterior implica que ¢ = CB*p, y por lo tanto ¢ € Dp.

Para finalizar la demostracién, tomamos Dy = Dpy A : Dy — H tal que
A =B — Idp,. Entonces se tiene que A es un operador densamente definido y
autoadjunto tal que:

(@, AY) = (p, BY) — (p,¥) = Q(p, ) V9 €D, YV ¢p € Da
O

Corolario 3.19. Eziste un operador T : D — H cerrado, inyectivo y positivo
tal que:

Q(p,¥) = (T, TY) ¥V ¢, € D

Demostracion. Como @ es definida positiva, el operador A hallado en el teorema
anterior es definido positivo. Entonces, usando el Teorema 4.25, se obtiene un
operador T' densamente definido, autoadjunto y positivo que cumple que T? =

A.

Luego si ¢, € D4 se tiene que:
Q(p,¥) = (p, AY) = {p, T*Y) = (Tp, T)

Observamos que T es acotado segin ((,)) ya que:

ITel? = Q(w, ) < ({0, 9)) V ¢ € Da

Como D =Dy C D es denso segin ((,)), entonces existe una unica exten-
sién continua segin ((,)) de T'a D, y como @ y (,) son acotados segin ((,)),
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sigue cumpliéndose que:
Qe ¥) = (T'e, TY) ¥V p,1) € D
Para ver que T es inyectivo simplemente observamos que como @ es definida

positiva entonces:
ITel? = Q(p,9) =0 <= ¢ =0

Para probar que T' es cerrado supongamos que (¢, ),>1 €S una sucesion en
D tal que ¢, — ¢ y T, — 1 en H. Entonces se tiene que (Tpy)n>1 €S
de Cauchy en H, por lo tanto Q(¢m — ©n, Pm — ¢n) = |Ten — Tml||> — 0.
Luego, ¢ € D y ademas:

ITe = Tenl* = Q(e = ¢n, ¢ — ) — 0
Por lo tanto Ty = 9 en H y sigue que T es cerrado. O

Ahora podemos definir el operador de Duflo-Moore asociado a una represen-
tacion unitaria, irreducible y cuadrado integrable.

Teorema 3.20. Supongamos (w,H,) es irreducible y cuadrado integrable. En-
tonces:

1. Existe un operador densamente definido, cerrado e inyectivo Cr : Dy —
Hr tal que:
(Crnr, Came) (1, 02) = (Vi1 Vinp2) Y mi,m2 € D, Vo o1,902 € He
2. n € Hn es admisible si y sdlo sin € Dy y ||Crn|| = 1.

8. Si G es unimodular entonces Dy = H, y existe cx > 0 tal que puede

tomarse:
Cﬂr = Cﬂ-Idf;.[7r

Demostracion. Comencemos por la primera afirmacion.

Fijemos ¢ € H, con ||¢|| =1y definamos B, : Dy x D, — C tal que:

B, 12) = (Vi Vi ) = /G (oo (@) (@), o)

Es claro que B, es una forma sesquilineal simétrica; queremos ver que
ademads es definida positiva y cerrada para luego aplicar el Corolario 3.19.
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Como 7 es irreducible, si 7 # 0 entonces 7 es ciclico, y por lo tanto {m(x)n :
x € G} = {0}. Luego existe x € G tal que (¢, m(z)n) # 0.

Dado que V,¢ es continua, lo anterior implica que V,p # 0 en L?(G) y por
lo tanto:

B, (n,n) = /G (o, m (@) (m (), ) dr = /G V() Pda = V|2 > 0

Luego B, es definida positiva.

Para ver que es cerrada supongamos que (7, ),>1 €8 una sucesién en D tal
que 7, — 1 en M, y satisface que By (Mm — My B — ) — 0.

Entonces (V;,, ¢)n>1 es de Cauchy en L?(G) pues:
Bsa(nm — s Tim — nn) = ||Vm<)0 - VMLSOHQ
Luego existe f € L?(G) tal que V,,, o — f en L?(G). Por un resultado de
teoria de la medida sabemos que existe una subsucesién que converge puntual-

mente a f en casi todo punto, luego podemos suponer sin pérdida de generalidad
que V,, o(x) — f(x) para casi todo z € G.

Por otro lado tenemos:
Vap(x) = Vi, (@) = (o, (@) (11— 1)) < [llllin —nall = In —nall

Sigue que V;,, p(x) — Vyp(x) ¥V « € G. Esto implica que V,¢(z) = f(x) en
casi todo z € G y por lo tanto V, ¢ = f en L*(G).

Gracias al Lema 3.14, lo anterior prueba que n € D, y también implica que:

By (1 = 1,0 = 10) = Vo = Vo 0ll” = |If = Vi, 0l” — 0

Por lo tanto B, es cerrada.

Como B, es una forma sesquilineal, simérica, definida positiva y cerrada,
entonces sabemos que existe un operador C; : D, — H, cerrado e inyectivo
tal que:

Btp(nly 7]2) = <Cﬂ—7]1, 077772> v m,n2 € DTr

Ahora supongamos que & € H, con ||£|| = 1. Como (7, H,) es cuadrado
integrable entonces, por el Lema 3.14, si 0 # n € D, existe A > 0 tal que An
es admisible. Lo anterior equivale a decir que existe una isometria S : H, —
L?(G) tal que AV, =Sy por lo tanto:

1 1
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La tltima expresién vale para cualquier § € H, con |£|| = 1. Luego B¢(n,n) =
B,(n,m) ¥V n € Dy. Entonces, usando la identidad de polarizacién, se obtiene
que Be = B, para £ € H, con ||]| =1y sigue que si £ # 0 entonces:

V,, &V,
<n2<§§>nf> - Bﬁ (11,m2) = By(n1,m2) = (Cam, Comp2) ¥ 111,12 € Dy

Mas en general, si & € H, es cualquiera, entonces:

<C‘ﬂ'7717 C‘n'772><£a§> = <V772€a V’r]1£> v UIRKIPRS D7T

Supongamos que (Crn1,Cr12) # 0 para ciertos 71,72 € Dy, entonces tene-
mos la siguiente forma sesquilineal simétrica de H, x H, — C:

<V772 Y1, Vm 902>

b) }H
(1. ¢2) (Crxm, Crma2)

Conocemos el valor de esta forma cuando ¢ = ps; luego usando la identidad
de polarizacion se tiene que:

<V7I29017V771<p?> _
(Cami, Crm2) (o1 02)

Esto prueba la primera afirmacién cuando (Crny,Crn2) # 0, mientras que
si (Crm1,Crn2) = 0, entonces consideramos la forma sesquilineal simétrica de
Hr x Hr — C tal que:

(p1,02) = (Vi 01, Vi 2)

Como la misma vale cero siempre que ¢, = o, sigue por la identidad de
polarizacién que si (Crn1, Crn2) = 0 entonces:

<V772<p1, V:fh 902) =0

Para la segunda afirmacion observamos que 1 € H, es admisible si y sélo si
n € Dy y V, es una isometria. Lo 1ltimo es equivalente a que:

(Crn, Cen) (1, 02) = (Vo1 Vypa) = (@1,02) ¥V 1,902 € Hy

Lo anterior es cierto si y sélo si ||Crn| = 1.

Para probar la tercera afirmacién supongamos que G es unimodular.

41



Dada f € L?(G) definimos f* : G — C tal que f*(x) = f(z~1). Observe-
mos que f* € L?(G) ya que, como G es unimodular, usando el Teorema 2.8, se

tiene:
“(2)|Pdz = z HPA(@@ Ndz = 2)|2dz
/|f()|d /|f( )| ( )d /G|f( )|d

Ademsés se cumple que:

(f*. 9"y = (9. /) ¥ f,g € L*(G)

Esto es porque:

| Faata e = [ Fa o)A e = [ F@ltede

Sin,p € Hy se tiene que:

Vo™ () = (o, m(a= ")) = (n,m(2)p) = Ven(x)

Entonces si 71,12, ¢1, 92 € Dy se tiene que:

Vi1, Vi 2)
= (Vi 95, Vi, 1)
= (Vooamn1, Voou 12)
< TP1, 7r902><771,772>

(Crni, Crm2) (@1, 2) =

Si fijamos 0 # @1 = o € D, entonces lo anterior implica que existe ¢; > 0
tal que:

<C7r7717 C7T772> = C?r<771, 772>

Ahora consideremos 7, ¢ € H, arbitrarios y una sucesién (1, ),>1 en D, tal
que 7, — nen H,.

Vo @ = Vi @l? = 1V = lI> = (0, 0){Cx (110 — Mm) Cx (11 — 0im))
Elell*mn — nml?

Entonces (V;,,¢)n>1 es de Cauchy en L?(G) y por lo tanto converge a cierta
f € L*(G). Tomando una subsucesién si fuera necesario, podemos suponer que
la convergencia es puntual en casi todo punto.

Por otra parte, (V;), ¢)n>1 converge puntualmente a V; ¢ pues:

Vae(@) = Vi, o(@)| = Ko, m(@)(n = nn)) < [ln —mllll]l
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Luego V¢ = f en L*(G) y por lo tanto € D,. Es decir que si G es
unimodular entonces D, = H.,.

Por 1ltimo notamos que:

<C7T771a CTFT]2> = <C7T771; Oﬂ'”2>

Por lo tanto podemos tomar C = c Idy._. O

3.5. Las transformadas wavelet continuas del grupo afin

En esta seccién emplearemos las herramientas que hemos desarrollado para
hallar las transformadas wavelet continuas del grupo afin cuando consideramos
la representacion unitaria (7, L?(R)) que hemos introducido en los preliminares:

o)) = = (127)

Serd conveniente trabajar con la transformada de Fourier, de cuya teoria los
principales resultados pueden encontrarse en el apéndice.

Observamos que:
(w(b,0) ) (@) = V/[ale ™™ f(aw)

Proposicién 3.21. Seann € L%(R) y la siguiente constante no necesariamente

finita:
S0o(2
4= [ bk,
R |al

Entonces para cada g € L*(R) se cumple que:

Vagllz = eyllglle

En particular n es cuadrado integrable si y sélo si c, < 0o y es admisible si
y solo sic, = 1.
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Demostracion. Vamos a usar el teorema de Plancherel:

Hmﬂﬁ:iLK%W@ﬂMH%MQQ
=/K@ﬂﬂ%Www@

2
— dbd
lale®h(aw)dw —Qa
RX |al
2
; dbd
w)7 aw)elb“dw’ a
RX |al

Definimos ¢, (w) = §(w)7j(aw), entonces tenemos:

mw@:/'/wa 2%7

Ahora aplicamos nuevamente el teorema de Plancherel:

Hwﬂﬁ::/ /Wg ﬁawlmﬁ|
5da
N(aw)|* —dw
= [ [t i
. R da
:/mwwf|mWW—m
R RX \a|

Observamos que |a|~!da es una medida de Haar bi invariante para (R*, x):
esto puede probarse en forma idéntica a como se probé que |a|~2dbda es una
medida de Haar para el grupo afin. Por lo tanto tenemos que:

. R da
nwﬂﬁ::/WMwn{/ (@)[2 2 g
R RX \a|
. . da
=/mwwg/me—=ﬁw@
R RX |a|

Por el Teorema 4.8, lo anterior se cumple atin cuando ¢, no es finito. O

La proposicién anterior también implica que, si 7 es no nulo, entonces V;,
es inyectivo, en particular, n es un vector ciclico. Luego, todos los vectores no
nulos de L?(R) son ciclicos y esto implica que (7, L?(R)) es irreducible. Ademas,
como es irreducible y posee vectores admisible entonces (7, L?(R)) es también
cuadrado integrable por el Teorema 3.16.

Ahora que sabemos que (7, L?(R)) es irreducible y cuadrado integrable pue-

de interesarnos hallar el operador de Duflo-Moore. Como el grupo afin no es
unimodular no cabe esperar que este operador sea un multiplo de la identidad.
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Proposicién 3.22. El operador de Duflo-Moore asociado a (7, L?(R)) es Cy
D, — L?(R) tal que:

Demostracion. Llamemos T al operador propuesto en el enunciado de la pro-
posicién, es decir que T : D, — L?(R) es el operador dado por la siguiente
expresion:

Consideremos 7 € D, y g € L*(R), entonces por el teorema de Plancherel
tenemos que:

mw
(Tn, Tn)lg, 9) = (T, Ti)g, g / B Gogll = c2llgl2

Por lo tanto, la Proposicién 3.21 implica que:

(Va9 Vi 9) = (T, Tn2){9,9) Vi =2 € Dx

En efecto, en cada lado de la igualdad tenemos una forma sesquilineal simétri-
ca definida en D, x D,.. Como la igualdad es cierto cuando n; = 175, entonces la
identidad de polarizaciéon implica que la igualdad vale siempre.

Ahora, fijados 11,72 € D, tales que (T'n1,Tn2) # 0 tenemos:

(Viog1, Vi g2) = (Tn1, Tnz) (g1, 92) ¥V g1 = g2 € L*(R)

En efecto, esta vez en cada lado de la igualdad tenemos una forma sesquili-
neal simétrica definida en L?(R) x L?(R) que coinciden cuando g; = g»; entonces
nuevamente por la identidad de polarizacién son iguales.

Finalmente, si fijamos 11,72 € D tales que (T'n1,Tn2) = 0 entonces:

(Vi 91, Ving2) =0V g1 = g2 € L*(R)

Nuevamente razonando en la misma forma se concluye que en este caso la
igualdad vale cualesquiera sean g;, go € L*(R).

Por lo tanto:

(Vi 91, Vi g2) = (T, Tnz){g1, 92) ¥ m1,m2 € D ¥ g1, 92 € L*(R)
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3.6. Idempotentes de convolucion

Recordamos que, tal como lo hicimos en la demostraciéon del Teorema 3.20,
dada una funcién f : G — C podemos definir otra funciéon f* : G — C
mediante:

fr(@) = fz=1)

Ademis, dadas f,g : G — C medibles, se define su convolucién f * g en los
puntos en los que la siguiente integral converge:

(f*9)(x) = /G gy z)dy

Nos interesard lo que ocurre cuando consideramos funciones en L?(Q)
Proposicién 3.23. 1. Si f,g € L*(G) entonces g * f* € Co(G).

2. Si(gx* f)(x) estd definido entonces:

(g% f)" (@) = (f**g")(x)
Demostracion. En primer lugar observamos que:

(9% /) (@) = /G o F@TG)dy = (g, Lo f) = Vyg(x)

Por lo tanto la integral converge absolutamente en cada x € G y también
sabemos que g * f* € Cp(G).

Supongamos ahora que f,g € C.(G). Entonces si (g % f*)(x) # 0 debe
cumplirse que exista y € G tal que y~ 1z € sop(f)~! e y € sop(g). Por lo tanto
sop(g* f*) C sop(g)sop(f)~! y es compacto por ser un subconjunto cerrado de
un compacto. Entonces en este caso g * f* € C.(G) C Co(G).

Si f,g € L?(G) son funciones cualesquiera entonces podemos tomar sucesio-
nes (fn)nZl y (gn)n21 en CC(G) tales que fn — f Ygn — gen Lz(G)

(g % f*) (@) = (gn * Fr) (@) = [(g; La f) = (gn, La fn)]
= |<g - gn;wa> + <gn7wa - La:fn>|
< llg = gnll2llfll2 + lgnll2l f = frll2

Como g, — g en L?(G), entonces ||g,||2 estd acotada y lo anterior implica
que (gn * fX)() — (g * f*)(z) uniformemente. Dado que Cy(G) es cerrado
seglin la norma infinito sigue que g * f* € Cy(G).
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Para probar la segunda afirmacién alcanza con hacer el siguiente calculo:

(g% 1) (@) = /G o(0) f(y=1z-1)dy
=/g*(y‘1)f*(xy)dy
G

O

Cabe observar que, tal como se vio en la proposicién anterior, se cumple
que si f € L?(G) entonces el operador de coeficientes asociado a f, cuando
consideramos la representacién regular izquierda, estd dado por:

Vig=gx*[*V g€ L*G)

Ahora podemos definir los idempotentes de convolucion.

Definicién 3.24. Decimos que S € L*(G) es un idempotente de convolu-
cion si cumple que:
S=5%5"=5"

Al comienzo de la seccién anterior vimos que si una representacién unita-
ria admite un vector asmisible entonces dicha representacién es unitariamente
equivalente a una subrepresentacién de la representacion regular izquierda. Los
idempotentes de convolucién nos permitiran caracterizar las subrepresentaciones
anteriores.

Proposicién 3.25. 1. Sean S € L*(G) un idempotente de convolucion y
H = span(L(G)S). Entonces la proyeccién ortogonal P : L*(G) — H
estd dada por:

Pf=fxS=Vsf

2. Si T € L*(G) es otro idempotente de convolucion tal que L*(G) * T = H,
entonces T = S.

3. S € L*(G) es un idempotente de convolucion si y sélo si evisten una
representacion unitaria (7, H,) y un vector admisible n € H, tales que
S=Vmn.

Demostracion. Supongamos que f € span(L(G)S); podemos suponer sin pérdi-
da de generalidad que existe z € G tal que f = L,.S, el argumento siguiente no
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se modifica al tomar combinaciones lineales finitas de funciones como la anterior.

(f *9)(y) = (LaS * S)(y)

/s 12 Yy)dz
_ / S(2)S(z21y)dz

/ S(2)S(y T2z T)d=
- /G S(y=) Sz T)d=
- /G S(y2)S(z=")dz

_ / S(zly2)S(z")dz

/s ly12)S(2)dz

=(S*S)(y o) = (S*x9)* (7 y) = L.(S+ 9)*(y) = f(y)

Es decir que (f *S) = f V f € span(L(G)S), mientras que si f € H* se
tiene que (f * S) = 0 pues:

s y)z/Gf(x) . yda:—/f S0 T2)de = (f, L,S) = 0

Por lo tanto P = Vi en un subespacio denso de L?(G). Ahora, si f € L?(G)
podemos tomar una sucesién (fy)n>1 en dicho subespacio tal que f, — f en
L?(G). Como P es acotado y Vsf, = Pf, V n > 1 lo anterior implica que
Vsfn — Pf en L*(G), y como Vs es un operador cerrado sigue que f € Dg y
Vsf = Pf. Esto prueba la primera afirmacién.

Para probar la segunda afirmacién observemos que, como Vp = P = Vg,
entonces:

T=T =(VsT) = (T+S) =8 +T*=S+«T=VpS=8

Ahora probemos el reciproco de la tercera afirmacién. Para ello notemos que:

Von(z) = (n,w(x)n) = (x(z~")n,n) = Vyn(z=1) = (Vyn)*(z)

Ademis, de acuerdo a la Proposicion 3.8, como la proyeccién ortogonal sobre
ranV;, estd dada por convolucién a derecha con V,n sigue que:

Vi = Vo x Vg = Viym x (Vyn)*
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Por lo tanto V;;n es un idempotente de convolucién.

Para el directo definamos H, = L?(G)*S y tomemos 7 : G — U(H,) como
la restriccion de L a H . Sabemos que H, = span(L(G)S) es cerrado e invariante
a izquierda, por lo que (7, H,) es una subrepresentacién de la representacién
regular izquierda. Ademds, si n = S entonces V,, : H, — L*(G) es la proyeccién
sobre H, y por lo tanto es una isometria.

Finalmente observemos que:
Vin=mnxn*=5%5" =5

O

Dada una representacién unitaria (m, H,) con un vector admisible n vi-
mos que V; : Hr — ranV, es una equivalencia unitaria entre (m,H.) y
(Llranv,, ranVy).

Segun la proposicién anterior S = V;n es un idempotente de convolucién,
y sabemos, por la Proposicién 3.8, que la proyeccién sobre ranV;, estd dada
por convolucién a derecha con V7, por lo que ranV,, = L?(G) x S. Ademas, la
proposicién anterior prueba que S es el Unico idempotente de convolucién que
cumple lo anterior.

Reciprocamente, si S € L?(G) es un idempotente de convolucién entonces
L?(G) * S es un subespacio cerrado e invariante a izquierda y S es un vector
admisible para (L|12(g)xs, L*(G) * S).

Por lo tanto, para conocer, a menos de equivalencias unitarias, las represen-
taciones que poseen vectores admisibles, nos alcanza con conocer los subespacios
L?(G) * S con S € L?(G) un idempotente de convolucién.

3.7. Un ejemplo sencillo

Hemos visto que si una representaciéon unitaria posee un vector admisible,
entonces es unitariamente equivalente a una subrepresentacién de la represen-
tacién regular izquierda. Ademds, en la seccién anterior vimos que las subre-
presentaciones anteriores corresponden a los subespacios de la forma L?(G) * S,
con S un idempotente de convolucién.

En esta seccion estudiaremos el caso en que G = R con la suma, que es llama-
do toy example en [2], comenzando por el problema de caracterizar los subespa-
cios cerrados e invariantes a izquierda de L?(R). Una vez que hayamos resuelto
el problema anterior, fijaremos un tal subespacio y daremos una condicién de
admisibilidad, respecto de la subrepresentacién asociada, para los vectores del
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subespacio considerado. Finalmente, caracterizaremos aquellos subespacios ce-
rrados e invariantes a izquierda en los que la condicién se satisface en algun
vector.

En varias oportunidades recurriremos al anélisis de Fourier y nos seran ttiles
las siguientes notaciones. Dado 7 € R definiremos e, : R — R tal que e, (w) =
e~ ™%, Ademds, para cada f € L?*(R) definiremos su trasladada a izquierda por
7 como la funcién f; : R — R tal que f,(¢) = f(t — 7).

Observemos que H C L?(R) es un subespacio cerrado e invariante a izquierda
si y s6lo si su imagen por la transformada de Fourier H C L2(R) es un subes-
pacio cerrado e invariante por multiplicacién por exponenciales. La observacién
anterior se debe a que la transformada de Fourier es un isomorfismo isométrico
de L*(R) — L%*(R) y a la siguiente propiedad:

~ ~

fr = e'rf

Dado U C R medible definiremos el siguiente subespacio de L?(R):
Ho ={f € L*(R) : m(sopf \ U) = 0}

Proposicion 3.26. Sea U C R medible. Entonces Hy es un subespacio cerrado
e invariante a izquierda de L*(R).

Demostracion. Sea Hy la imagen de Hy por la transformada de Fourier. Nos
alcanza probar que Hy es un subespacio cerrado e invariante por multiplicacion
por exponenciales.

Como Hy = {f € L3(R) : m(sopf \ U) = 0}, entonces es claro que Hy es
un subespacio de L?(R) invariante por multiplicacién por exponenciales.

Para ver que Hy es cerrado alcanza probar que Hy = 7—1# La inclusién
Hy C 7-2; es inmediata. Para probar la igualdad observamos que si f ¢ Hy
entonces existe V C U de medida positiva tal que f no se anula en V. Luego,
como vemos a continuacién, fy, es un elemento de Hye que no es ortogonal a
f, es decir que f ¢ Hi..

Notar que:

V=|JVn{weR:|f(w)>1/n}

n>1

Como la unién es numerable y V' tiene medida positiva, existe n > 1 tal que
VNn{weR:|f(w)] >1/n} tiene medida positiva, y por lo tanto:

(o) = [ 1@ = Sm(V 0w € R (@) > 1/n}) >0
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A continuacién veremos que todos los subespacios cerrados e invariantes a
izquierda de L?(R) son de la forma Hy para algin conjunto U C R medible.

Teorema 3.27. Todo subespacio cerrado e invariante a izquierda de L*(R) es
de la forma Hy para algin U C R medible. Ademds, si U,V C R son medibles,
entonces Hy = Hy si y solo si UAV tiene medida nula.

Demostracion. Supongamos que H C L?(R) es un subespacio cerrado e inva-
riante a izquierda. Llamemos H C L?(R) a la imagen de H por la transformada
de Fourier y P : L?(R) — H a la proyeccién ortogonal.

Dadas g, h € L?(R) sabemos que g — Pg 1. Ph y, como # es invariante por
multiplicacién por exponenciales, entonces también se cumple que g — Pg L
e-Ph para todo 7 € R, esto es:

/(g — Pg)Phe_,dm =0
R

Estamos considerando la medida de Lebesgue normalizada por v/27.

Lo anterior quiere decir que la transformada de Fourier de (g — Pg)Ph es
nula. La funcién anterior es el producto de dos funciones de L?(R) por lo que,
por la desigualdad de Minkowski, se trata de una funcién que estd en L'(R).
Entonces, el teorema de inversién implica que (g — Pg)Ph = 0.

Como (g — Pg)Ph = 0 se tiene que (g — Pg)Ph = 0. Hemos probado que:
gPh = PgPhV g,h € L*(R)

La expresién anterior implica, cambiando g por h, que:

gPh=hPgV g,h € L*(R)

Fijemos h € L2(R) tal que h(t) > 0 V t € R. Por ejemplo, podemos tomar
h(t) = e~ !"l. Lo anterior nos permite definir en casi todo punto una funcién
¢ : R — C dada por:

o(t) = T

Ahora, sabemos que se cumple lo siguiente:

Pg =gV ge L*R)

Observemos que como P? = P se cumple que para toda g € L?(R) vale la
siguiente igualdad:

pg = Pg=P?g=¢pPg=¢’g
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Por lo tanto ¢® = ¢ y esto implica que o(t) € {0,1} para casi todo t € R.
Como g € H si y slo si Pg = g, se deduce que H = {g € L2(R) : m(supg \

supp) = 0}.

Luego, si definimos U = {t € R : ¢(t) = 1}, entonces H = Hy y esto prueba
la primera afirmacion.

Para probar la segunda afirmacién supongamos que U,V C R son medibles.
Observemos que basta probar que Hy = Hy si y sélo si UAV tiene medida
nula.

Si UAV tiene medida positiva podemos suponer, sin pérdida de generalidad,
que U \ V tiene medida positiva. Luego si A C U\ V es un conjunto de medida
positiva y finita, se cumple que x, € 7:lU pero x, ¢ 7-2\/. Es decir que si UAV
no tiene medida nula entonces Hy # Hy .

Reciprocamente, si existe § € 7:[U tal que § ¢ 7:[V entonces existe un subcon-
junto de medida positiva A C V¢ donde § no se anula, y este conjunto cumple
que A\ U tiene medida nula. Por lo tanto:

m(UAV) > m(A) >0

Antes de continuar probaremos el siguiente lema.

Lema 3.28. Sean f,g € L2(R). Entonces f+g* € L*(R) siy sélo si f§ € L2(R).
Ademds, si lo anterior ocurre se cumple que:

Demostracion. En primer lugar observamos que:

(f*g") /f @ —B)dz = (f. g1)

Como g € L%(R) es claro que g; € L?*(R) para cualquier ¢ € R. Por el teorema
de Plancherel aplicado a f y g; tenemos que:

(f ") /f ae)e ™ duw

Consideremos la funcién h(t) = (f % g*)(—t). Observamos que f§ € L'(R)
por ser el producto de dos funciones que estén en L2(R) y h es su transformada
de Fourier pues:

ht) = / F(@)g@)e it du
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Ahora podemos aplicar el Teorema 4.8: h € L*(R) si y s6lo si fg e L?(R).
Como h € L3(R) si y sélo si f * g* € L?(R), entonces fg € L%(R) si y sélo si
f*g* € L?(R).

Finalmente, si f? € L*(R), entonces existe su preimagen por la transformada
de Fourier. Como ademés f§ € L'(R), entonces el Teorema 4.7 y la siguiente
igualdad prueban que dicha preimagen es f * g*.

(F*g)(®) = / f(@)g@)edw

O

Dado un subespacio H C L?(R) cerrado e invariante a izquierda sabemos
que existe un conjunto medible U C R tal que H = Hy. Ahora queremos
caracterizar a los vectores admisibles de (L|3, H).

Teorema 3.29. Sean U C R un conjunto medible y f € Hy. Entonces f es un
vector admisible de Hy si y sélo si |f(w)| = 1 para casi todo w € U.

Demostracion. Si g € Dy sabemos que:

Vig=gx* f~

Entonces el Lema 3.28 implica que:

Vig=gf

Llamemos M al operador de multiplicaciéon por ? Queremos definir M de
modo que tome valores en L?(R). El Lema 3.28 nos permite afirmar que el

dominio natural para que esto ocurra es {j € L*(R) : §f € L*(R)} = Dy.
Entonces lo anterior implica que:

Vi =F 'MF

Como F : L*(R) — L?(R) es una isometria, su restriccién a Dy también lo
es. Entonces f serd admisible si y sélo si M es una isometria.

Sigue que f es un vector admisible de Hy si y sélo si |f(w)| =1 para casi
todow e U O

También podemos ver que f es un vector ciclico de Hy si y sélo si f(w) # 0
en casi todo w € U. En este caso se tiene que f es ciclico si y sélo si el operador

de multiplicacién por f es inyectivo, de donde deriva la condicién planteada.
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Usando el resultado anterior podemos caracterizar los subespacios cerrados
e invariantes a izquierda que admiten vectores admisibles, asi como los idempo-
tentes de convolucién de L?(R).

Teorema 3.30. Sean U C R un conjunto medible y S € L*(R).

1. Hy admite vectores admisibles si y sélo si U tiene medida finita.

2. S es un idempotente de convolucion si y sdlo si S = Xv en L2(R) para
cierto V.C R de medida finita.

Demostracion. Para la primera afirmaciéon observamos si f € Hy es un vector
admisible, entonces |f(w)| = 1 en casi todo w € U. Como f € L%(R) nece-
sariamente U tiene medida finita. Reciprocamente, si U tiene medida finita,
entonces su funcién caracterfstica estd en L?(R) y la preimagen de la misma por
la transformada de Fourier es un vector admisible de Hy .

Para el directo de la segunda afirmaciéon comenzamos recordando que si S es
un idempotente de convolucién entonces es un vector admisible para L?(R)  S.
Ademds, como L?(R) x S es un subespacio cerrado e invariante a izquierda,
sabemos que existe V' C R medible tal que Hy = L?(R) * S y esto implica que
|S(w)| =1 en casi todo w € V.

Es facil verificar que si f € L?(R) entonces F = f por lo que se tiene que:

N —

S =(5*5%) =88% = &2

Es decir que S =52 y esto implica que S(w) =1 en casi todow € V. Por lo
tanto S = x,, en L?(R), y necesariamente V es de medida finita.

Para el reciproco supongamos que S = X, Dara cierto V' C R de medida
finita.

Como S* = § = § y la transformada de Fourier es una isometria de

L?(R) — L%*(R) entonces S* = S. Ademés como S5 e L?(R) entonces
S x S* € L?(R), y se cumple que:

S5 =85 =%

Por lo tanto también tenemos que S*S* = .9, y sigue que S es un idempotente
de convolucién. O
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4. Apéndice

4.1. Transformada de Fourier

En esta seccién se recogen los enunciados de algunos resultados importantes
sobre la transformada de Fourier, la mayor parte de los cuales fueron tomados

de [3].

Vamos a considerar una medida yu, definida a partir de la medida de Lebesgue
sobre los reales, de modo que v2wdu = dm y trabajaremos con los espacios
L? = LP(u). Emplearemos la normalizacién anterior tan sélo para simplificar la
notacién.

Definicién 4.1. Dada f € L' definimos su transformada de Fourierf
mediante:

flw) = / f(tye—“tdt

Cabe observar que, como f € L', entonces la integral anterior converge para
cualquier w € R.

Proposicién 4.2. Si f € L', entonces f € Cy y se cumple la siguiente de-
sigualdad:

1 lloo < I1£11

A continuacién se listan algunas de las propiedades béasicas que cumple la
transformada de Fourier.

Proposicién 4.3. Sean g,h € L' y a € R.

1. i f(t) = g(t)e™™, entonces f(w) = j(w — a).
2. Si f(t) = g(t — @), entonces f(w) = §(w)e i,
Si f = gxh, entonces f = gh.

Si f(t) = g(=1), entonces f(w) = §(w).

Si f(t) = g(a™t) y a > 0, entonces f(w) = aglow).

AR

6. Si f es tal que —itf(t) = g(t), entonces f es diferenciable y f' = §.

Una de las principales propiedades de la transformada de Fourier es que
existe una féormula de inversion.
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Teorema 4.4 (Teorema de Inversién). Sean f € L, tal que f el yg:R—
C dada por:

olt) = / F(w)etdu

Entonces g € Cy y f(t) = g(t) en casi todo punto.

Corolario 4.5 (Teorema de Unicidad). Si f € L' y f(w) = 0 en casi todo
w € R, entonces f(t) =0 en casi todo t € R.

Hasta ahora hemos definido un operador F : L' — Cy, podemos restringir
el dominio de este operador a L' NL? y extender su codominio a L?. El operador
resultante de la restriccién anterior puede extenderse por continuidad a L?, esta
extensién se llama transformada de Plancherel, o transformada de Fourier al
igual que el mapa original.

Teorema 4.6 (Teorema de Plancherel). Puede asociarse a cada f € L? una
funcién f € L? de modo que se cumplan las siguientes propiedades:

1. Si f € L' N L2, entonces f es la transformada de Fourier de f que se
definio previamente, es decir:

flw) = [ st

2. El mapa F : L? — L? tal que f — f es unitario.

3. Dada f € L?, definimos para cada A € R las siguiente funciones:

A
valw) = /_A f(t)ei“tdt

A
Pa(t) :/ flw)e™tdw
—A
Entonces ||f — alla, |f — pallz — 0 cuando A — .

La tltima afirmacién se conoce como el teorema de inversién para L? y
permite obtener el siguiente resultado.

Teorema 4.7. Si f € L? y f € L', entonces para casi todo t € R se cumple
que:

£(t) = / f(w)etdw
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Segtin el teorema de Plancherel si f € L? entonces || f||2 = || f||2. Esto tltimo
se generaliza a funciones en L' como puede verse en el ejemplo 2.28 de [2].

Teorema 4.8. Si f € L', entonces f € L? si y solo si f € L.

En particular, si f € L' entonces también se cumple que || f]l2 = || f]|2.

4.2. Teoria espectral
4.2.1. Operadores acotados

En esta seccién se incluyen las definiciones y resultados fundamentales para
poder enunciar el teorema de cdlculo funcional continuo para operadores acota-
dos. Por més detalles puede consultarse [4].

Vamos a considerar operadores acotados sobre un espacio de Hilbert H

Definicién 4.9. El espectro de un operador T € B(H) es:
o(T)={Ae€C:T — X no es invertible}

El radio espectral de T se define como:

r(T) = sup{|\| : A € o(T)}

Puede decirse lo siguiente acerca del espectro y el radio espectral de un
operador acotado.

Teorema 4.10. Si T € B(H), entonces o(T) es un subconjunto compacto y no
vacto de C. Ademds, r(T) < ||T]|.

En el caso de que el operador sea autoadjunto el espectro estd contenido en
R y el radio espectral es exactamente la norma del operador.

Teorema 4.11. Si T € B(H) es autoadjunto, entonces o(T) C R yr(T) = ||T|.

Ahora podemos enunciar el teorema de célculo funcional para un operador
acotado y autoadjunto.

Teorema 4.12 (Célculo funcional continuo). Sea T' € B(H) un operador auto-
adjunto. Entonces existe un unico mapa ¢ : C(o(T)) — B(H), con las siguien-
tes propiedades:

1. ¢ es un x-homomorfismo algebraico, es decir que es un homomorfismo que
cumple que ¢(h) = ¢(h)* para toda funcién de Borel acotada h.
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2. ¢ es continuo y [|p(h)| = [|h]|-

3. Sih(\) =AY X € o(T), entonces ¢(h) =T.

4. 8i Ty = \p para cierto A € o(T), entonces d(h)p = h(\)p.
5. 0((h) = {h(X) : A € o(T)}.

Cabe observar que es comun emplear la notacién h(T) para ¢(h) y que
emplearemos indistintamente ambas notaciones.

El célculo funcional en el caso de polinomios corresponde a lo esperado, si
p= Z?:o a;x" es un polinomio y T € B(H) es autoadjunto, entonces:

p(T) = Z a;T"
i=0

Como T es autoadjunto o(T') C R, entonces si p € C'(o(T)) es un polinomio
su conjugado también es un polinomio perteneciente a C'(o(7")). Por lo tanto, los
polinomios de C(o(T')) forman una subdlgebra autoadjunta que separa puntos
(si o, B € o(T) son distintos existe un polinomio p tal que p(a) # p(5)) y no se
anula (si @ € o(T') existe un polinomio p tal que p(a) # 0). Luego, el teorema de
Stone-Weierstrass implica que los polinomios de C'(o(T')) son densos en C'(o(T)).

Si S € B(H) es un operador que conmuta con T, entonces es claro que
también conmuta con p(T') para cualquier polinomio p € C(o(T)). Ahora, si
f € C(o(T)), podemos tomar una sucesién de polinomios (py,),>1 que converja
a fen C(o(T)) y el Teorema 4.12 implica que p,(T) — f(T) en B(H). Luego
se deduce que:

FM)S=Sf(T)V feCla(T))

4.2.2. Operadores no acotados

En esta seccién se incluyen las definiciones y resultados fundamentales para
poder enunciar dos versiones del teorema espectral para operadores no acotados:
la de operador de multiplicacién (sélo vélida para espacios de Hilbert separables)
y la de calculo funcional. Por més detalles puede consultarse [4].

Un operador densamente definido en un espacio de Hilbert H es un mapa
lineal T : Dy — H definido en un subespacio vectorial denso de H. El subes-
pacio Dr en el que estd definido el operador se llama dominio del operador.

Definicién 4.13. FEl grdfico de un operador T densamente definido sobre
H es el subespacio G.(T) = {(n,Tn) : n € Dr} de H D H. Diremos que T es un
operador cerrado si su grifico es cerrado.
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Definicién 4.14. Sean Ty y Ty operadores densamente definidos sobre H. Di-
remos que Ty es una extension de Ty si se cumple que G.(T1) C G.(Tz),
denotaremos lo anterior mediante T, C T5.

Definicién 4.15. Diremos que un operador T densamente definido sobre H es
clausurable si admite una extension cerrada. En tal caso, existe una extension
cerrada T de T tal que cualquier otra extension cerrada de T es una extension
de T: llamamos a T clausura de T.

Existe la siguiente relacién entre los graficos de un operador clausurable y
su clausura.

Proposicién 4.16. Si T es clausurable entonces G,.(T) = G,(T).

A continuacion se define el adjunto de un operador.

Definicién 4.17. Sea T' un operador densamente definido sobre H. Definimos
Dr- como el conjunto de los 1 € H para los que existe p € H tal que:

También definimos T*n = ¢. El operador resultante T* se llama adjunto
de T.

Cabe observar que como T' es densamente definido si n € D~ entonces 19
queda definido en forma tnica por la relacién anterior:

También observamos que si S C T son operadores densamente definidos
sobre H, entonces T* C S*.

En general, no es cierto que Dr« es denso en H. Sin embargo, si T* es
un operador densamente definido, entonces puede definirse T** y se tiene la
siguiente relacion entre el operador adjunto y la clausura.

Teorema 4.18. Sea T' un operador densamente definido sobre H. Entonces:

1. T* es cerrado.
2. T es clausurable si y solo si Dr~ es denso y en ese caso T = T**.

3. Si T es clausurable, entonces T =T,

Ahora definiremos los operadores simétricos y autoadjuntos.
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Definicién 4.19. Diremos que un operador T densamente definido sobre H es
simétrico si T C T*.

Notar que T' es simétrico si y s6lo si Dy C D} y se cumple que:

(T,¥) = (¢, TY) V p,¢ € Dp

Los operadores simétricos son siempre clausurables porque Dy C Dp« y esto
implica que Dy~ es denso. Ademads, como T* es una extensién cerrada de T', se
tiene que:

Tcr=crTr

Si ademads se tiene que T es cerrado entonces:
T=T"CT"

Definicién 4.20. Diremos que un operador T densamente definido sobre H es
autoadjunto si T =T*.

En el caso de operadores autoadjuntos se cumple que:

Teorema 4.21. Sea T un operador densamente definido sobre H. Entonces las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. T es autoadjunto.
2. T es cerrado y ker(T* + i) = {0}.
3. ran(T £1i) =H.

A continuacién veremos una clase especial de operadores densamente defini-
dos y autoadjuntos. En realidad, veremos mas adelante que todos los operadores
densamente definidos y autoadjuntos, en espacios separables, son de esta forma.

Proposicién 4.22. Sean (X, A, n) un espacio de medida, con p una medida
finita, y f : X — R una funcién medible y finita en casi todo punto. Definimos
un operador My en Dy, = {g € L*(u) : fg € L*(p)} mediante:

Mg = fg

Entonces My es un operador densamente definido sobre L?(u) que es auto-
adjunto.

Ademas, My es acotado sty solo si f es esencialmente acotada y en tal caso
se cumple que:

Mgl = [[flless = inf{a>0: p({z € X :[f(x)] > a}) =0}
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La siguiente versién del teorema espectral para operadores no acotados nos
dice que todos los operadores densamente definidos y autoadjuntos son de la
forma anterior, a menos de una conjugacién por una isometria.

Teorema 4.23 (Teorema Espectral - operador de multiplicacién). Sea T un
operador densamente definido sobre el espacio de Hilbert separable H y auto-
adjunto. Entonces existen un espacio de medida (X, A, pn), con p una medida
finita, un operador unitario U : H — L*(u), y una funcion f : X — R
medible y finita en casi todo punto, tales que:

1. n € Dr siy sélo si Un € Dy,
2. Si g€ U(Dr), entonces UTU 1g = M;g.

Dada una funcién de Borel i : R — R podemos definir un operador Mpq¢ :
L?(X,p) — L*(X, u) tal que:

Mporg(t) = h(f(t))g(t)

Supongamos que T es el operador del teorema anterior, entonces para cada
funcién funcién de Borel h : R — R podemos definir un operador h(T") : H —
‘H del siguiente modo:

T) = U Mo U

Usando esta definiciéon puede probarse la siguiente versién del teorema es-
pectral para operadores no acotados.

Teorema 4.24 (Teorema Espectral - célculo funcional). Sea T' un operador
autoadjunto densamente definido sobre un espacio de Hilbert H. Entonces existe
un unico mapa ¢, de las funciones de Borel acotadas de R en los operadores
acotados de H, con las siguientes propiedades:

~

. ¢ es un x-homomorfismo algebraico.

NS}

. ¢ es continuo y ||o(h)|| < ||h]lco-

3. 8 (hn)n>1 es una sucesion de funciones de Borel acotadas tal que para
todo x € R se cumple que |hp(z)| < |z| V n > 1y h,(x) — x, entonces
si @ € Dy se tiene que ¢(hy)p — Tep.

4. Si hp(z) — h(z) para cada © € R y ||h]lo es una sucesion acotada,
entonces ¢(hn) — ¢(h) segin la norma de los operadores.

5. Si Ty = \p para cierto A € R, entonces ¢(h)o = h(A)p.
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Con més trabajo y recurriendo a medidas espectrales puede probarse el si-
guiente resultado, por mds detalles puede consultarse [4].

Teorema 4.25. Si T es un operador autoadjunto y positivo ((Tn,n) >0V n €
Dr), densamente definido sobre un espacio de Hilbert H. Entonces existe un
unico operador positivo S tal que:

T = §?
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