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Resumen

El objetivo de ésta monografia es presentar un método para estimar el con-
tenido de Minkowski de un subconjunto G de R¢ (donde G serd un subconjunto
compacto, igual a la clausura de su interior), asi como de mostrar resultados
concernientes a la consistencia de dicho método. Si G es un subconjunto de
R? su contenido de Minkowski respresenta su longitud y en R3 el drea de su
superficie. Para dicha estimacion nos basaremos en una muestra de n puntos
distribuidos uniformemente en un rectdangulo que contenga a G. La monografia
esta basada en [1].

Usaremos la siguiente notacion para el contenido de Minkowski: Lo (G).

Palabras Claves: Contenido de Minkowski, Estimaciéon no paramétrica.

Abstract

The aim of this monography is to introduce a method to estimate the Minkows-
ki content of a subset G of R" (where G will be a compact subset, equal to
the closure of its interior) and to show results regarding the consistency of such
methods. If G is a subset of R? its Minkoski content represents its length, and
in R3 the area of its surface. The estimation will be based on a sample of n
point uniformly distributed on a rectangle which includes G. The monography
is based on [1].
We will use the following notation for the Minkowski content: Ly(G).

Keywords: Minkoski content, Non parametric estmation.
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Introduccion

Motivacion

El problema de la estimaciéon de longitudes y areas de la frontera de un con-
junto tiene numerosas aplicaciones, y ha sido desarrollado en varios trabajos en
el area de esterologia relacionado con el andlisis de imagenes. En esta mono-
grafia consideraremos este problema desde un punto de vista diferente, usando
herramientas de la estimacién no paramétrica de conjuntos. En este sentido, se
puede considerar la estimacion de longitudes y areas de la frontera como una
etapa posterior a la estimacién del volumen de un conjunto, la estimacién del
propio conjunto y la estimacién de su frontera. Desde el punto de vista de las
aplicaciones, en el analisis de imdgenes en medicina, la longitud de la frontera
aparece en la definicién del “Contour Index”, una medida de forma utilizada
como herramienta adicional de diagnodstico. Esté capitulo presenta alguno de
esos trabajos, en el siguiente presentamos algunas definiciones y conceptos que
seran necesarios para leer el capitulo referente a los resultados tedricos, y final-
mente, en el capitulo 4, mostramos los resultados de una simulacién hecha para
calcular la longitud y el darea del cubo de Tschirnhausen.

Sobre la estimacién de conjuntos

Existen varios trabajos, (ver [2], [3]), donde se presentan métodos para la
estimacion de conjuntos. Es de particular interés el caso en que el conjunto es el
soporte de una densidad f, o un conjunto de nivel {x : f(z) > A} donde X es un
nimero real, (ver también [8]). En dichos casos, se parte de una cantidad finita
de puntos {X1,..., X, } y se construye un conjunto que, bajo ciertas hipétesis,
converge al conjunto deseado. Un criterio adecuado para medir la proximidad
entre dos conjuntos es:

dga(T,S) = LUTAS),

donde A denota la diferencia simétrica y .£¢ la medida de Lebesgue en R
Otra forma es considerar la distancia de Hausdorff entre ellos, definida como:

dy(T,S)=inf{le>0:TCS®eB y SCT®eB},



Introduccién

donde S @eB denota la unién de bolas cerradas de radio € con centro en puntos
de S.

Estimacion de S y de su frontera 05

En [10] se considera el siguiente estimador de S C R%:
Si {Xi,...,X,} son puntos al azar correspondientes a una distribucién cuyo
soporte es S, se define el estimador:

n

Su(en) = |J B(Xi,2n),

=1

donde €,, es una sucesion de nimeros reales. Este estimador, fue propuesto por
Devroye, L. y Wise, G.L. en 1980, en relacion con un problema de control, donde
se obtienen condiciones necesarias y suficientes para la convergencia casi segura
en la métrica de Haussdorf de S,, a S - para més detalles, ver [10]. Cuevas y
Rodriguez-Casal [2] estudian el problema de la convergencia de las frontera 05,
del estimador de Devroye y Wise a la frontera del conjunto 9S. En particular,
se demuestra en [2] el siguiente teorema:

Teorema Sea S C RY compacto. Sean X1, ..., X, ... observaciones independi-
entes de una distribucién Px con soporte S. €, una sucesion de niimeros reales.

Si:
i) S C S,(e,) a partir de un cierto n, c.s.
i) e, — 0

entonces

dy(85,,08) — 0 c.s..

Una demostracién de este teorema se encuentra en la segunda seccién del
Apéndice, o en [2]. En dicho trabajo, se prueban resultados relativos a la veloci-
dad de convergencia del estimador, bajo ciertas hipdtesis en S. Observemos que
la condicién i) del Teorema es consecuencia de la convergencia en la métrica de

Haussdorf del conjunto S’N(En) a S, que se verifica bajo las hipétesis de [10],

para n — o0.
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Estimacion del soporte de una densidad

En [3] se demuestran resultados sobre la estimacion del soporte de una den-
sidad f (es decir el menor cerrado con f-probabilidad 1) y en [8] resultados
relativos a la estimacion de conjuntos de nivel de f. Se parte del estimador de
densidad basado en ntcleos f,, que se define como:

) 1 <& z— X, 1<
= Sk = - Ku(z - X,
fn nhd p ( h ) n - h(x 1)7

donde h = h, es una sucesion de paramétros, K es una funcién nicleo, y
Ki(t) = qa K (t/h).
En [3] se estima S por:

Sp={fu >},

donde a, es una sucesién que tiende a 0.

En ese mismo trabajo se demuestra que bajo ciertas hipdtesis sobre K y sobre S
hay convergencia de S, hacia S en los dos sentidos mencionados anteriormente,
casi seguramente.

En [8] se busca estimar L(\) = {x: f(x) > A}

Se definen:

2, = {X1,..., Xn}
2N = {X € 2 fu(X0) = A,
Z-(\) = Z\NZ TN,
y se estima L(\) por
L,(\) =%, N)@r,B)NZ,(\)®r,B,

donde r,, es una sucesiéon de numeros reales (hemos usado la misma notacién que
al definir dg). En dicho trabajo se demuestra que el estimador L, (\) converge
a L()\) c.s bajo ciertas hipdtesis en K, en el pardmetro h, y en la densidad f.
En ambos trabajos se llega a ordenes distintos, los dos son de la forma (n/log(n))“
donde « depende de d. (En el caso de [8] puede depender del orden de K).

Sobre la estimacién de Ly(G)

Como se dijo anteriormente, lo que se hara sera presentar un método para
aproximar Ly(G), (asumiremos sin perdida de generalidad que G C [0,1]9), a
partir de una cantidad finita de puntos con distribucién uniforme en [0, 1]%.
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Supondremos en este marco que ademas, disponemos de informacién para de-
terminar si un cierto punto X estd o no en G. En particular en aquellos puntos
tal que la bola de radio epsilon centrada en ellos intersecta a G'y a G°.




Capitulo 1

Definiciones y resultados previos

1.1. Notacion

De aqui en adelante, salvo que se especifique lo contrario, vamos a trabajar

en R? usaremos la notacién usual (-, -) para el producto interno, y || - || para
la norma Euclideana. Para z € RY\{0} escribiremos e(z) := z/|z|. B(z,r)
denotard la bola cerrada de centro en el punto x y radio r, y B := B(0,1).

Si A C RY entonces A°, A, int(A), OA y conv(A) denotan complemento,
clausura, interior, borde, y envolvente convexa de A, respectivamente. Defin-
imos diam(A) := sup, e 4 ||z — y|| el didmetro de A. Para A,C CR*y A € R
escribiremos:

M :={)la:a € A},
AdC :={a+c:a € A, ce C} para la suma de Minkowski, y
Ao C :={z:xz+ C C A} para la diferencia de Minkowski.

1.2. Medidas de conjuntos

Definicién 1.1 (Conjunto Rectificable). Sea £ C X donde X es un espacio
métrico, decimos que E es m-rectificable si existe una funcién de Lipschitz de
un subconjunto acotado de R™ sobre E.

Definicién 1.2 (Medida de Hausdorff de un conjunto). Sean X un espacio
métrico, p > 0, 6 > 0 nuimeros reales, y A C X definimos:

A) = inf {Z(dz’am( A C UB diam(B;) < (5}
=1
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donde convenimos en que inf) = oco. Es claro que H,s(A) decrece cuando ¢
tiende a 0.
El ntimero

H,(A) = Jh’mo H,s(A),
se denomina medida de Hausdorff p-dimensional de A

Definicién 1.3 (Contenido de Minskowski). Sean S C R? no vacfo y aco-
tado, y € > 0 un nimero real. Definimos el contenido inferior de Minkowski, de
dimensién m (m < d) , de S como:

() = lim inf A2 5) = e}

e—0 ed=ma(d — m)

Y

y el superior como:

om Iy LUxd(x,S) < e}
ATS)) = lu?jélp gd=ma(d —m)

)

donde #? es la medida de Lebesgue en R? y a(d —m) es la medida de Lebesgue
de la bola de centro cero y radio 1 en R?™™. Si ambos valores coinciden, dicho
valor se denomina contenido de Minkowski de dimensién m de S y se anota
AM™(S). Si G es un subconjunto compacto de R? e igual a la clausura de su
interior, anotaremos Lo(G) al contenido de Minkowski de dimensién d — 1 de
0G en caso de que éste exista. Es decir:

Lo(G) = lim d(2,06) < e} (1.1)

A =B

G R)

En [5] se encuentra una prueba del siguiente teorema:
Teorema 1.4. Si E es un conjunto cerrado de R? m-rectificable entonces:
MM(E) = Hy(E).

Proposicién 1.5. Si H,(A) < oo entonces Hy(A) = 0 para todo ¢ > p, y si
H,(A) > 0 entonces Hy(A) = oo para todo q < p.
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Demostracion. Es suficiente demostrar la primera afirmacién. Si H,(A) < oo,
para todo 0 > 0 existe B; tal que A C U;B; y diamB; <0y

> (diamB;)P < Hy(A) + 1.
J
Por otro lado, tenemos que (diamB;)?? < §7°P y por lo tanto
> (diamB;)* < 67 (diamB;)” < 59 (H,(A) + 1),
J J
es decir
Hys < 67P(Hy(A) +1),

finalmente, como ¢ > p y H,(A) < oo, §27P(H,(A) + 1) tiende a 0 cuando ¢
tiende a 0. [

De la definicién de .#™(S) se sigue que una proposicién idéntica es valida
para el contenido de Minkowski. Sobre propiedades y ejemplos de los conceptos
introducidos anteriormente se puede ver [6] y [5].

1.3. Sobre los conjuntos que estudiaremos

Nos van a interesar los conjuntos G tales que para ellos podamos definir
Lo(G). En esta seccién vamos a introducir un concepto que sera equivalente a
la condicion de Lipschitz necesaria para que sea valido el teorema anterior.

Definicién 1.6 (Rodamiento libre de una bola). Sean S un subconjunto
compacto de R? y 7 > 0 un nimero real, decimos que una bola de radio r rueda
libremente por fuera de S si para todo x € dS existe ¢ € R? tal que:

x € Ble,r) C S,

andlogamente decimos que rueda libremente por dentro de S si para todo x € 05
existe ¢ € R? tal que:
x € B(e,r) C S.

Definicién 1.7 (Conjunto parcialmente expandible). Sea S C R? un
conjunto de Borel, acotado. Decimos que S es parcialmente expandible si existen
una constantes r > 0y C(S) > 1 tal que:

dp(0S,0(S®eB)) <C(S)e, 0<e<r. (1.2)

Para el caso en que (1.2) se cumple para todo € > 0 decimos que S es expandible.
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En [2] se demuestra la siguiente proposicién:

Proposicién S C R? es parcialmente expandible con constante C'(S) = 1
si y solo si para algin r > 0 la bola de radio r rueda libremente por fuera de S.

En [7] y en el apéndice del presente trabajo se puede encontrar una prueba
de un teorema del cual en particular nos interesan las siguientes equivalencias:

Teorema 1.8. Sean S # 0 un subconjunto de R% compacto y conexo por
caminos, y ro > 0 un numero real dado. Son equivalentes:

i) Una bola de radio r rueda libremente por dentro de S y de S¢ para todo
0<r <.

i) 0S es una d-1 subvariedad de R? de clase C' cuyo vector normal saliente
n(s) en s € 0S satisface la siguiente condicion de Lipschitz:

1
IIn(s) —n(t)|| < —|ls—t| para todo s,t € dS.
To

Observacién 1.9. Por el teorema anterior, tenemos que si se cumple i), 0S
es localmente difeomorfo a un subconjunto abierto de R, en la demostracion
del teorema se ve que dicho difeomorfismo es de Lipschitz, y que la union de los
dominios de todos los difeomorfismos que permiten cubrir S son un conjunto
acotado, luego si se cumple i) tenemos que S es rectificable.

Definicién 1.10 (Conjunto Estandar). Sea S C R? de Borel, decimos que
S es estandar respecto a una medida de Borel p si existen A > 0y § > 0 tales
que:

w(B(z,e)NS) > ou(B(x,e)), paratodo ze€S, 0<e<A

Ejemplo 1.11. Para el caso en que S es un cuadrado en R? es claro que basta
tomar § = 1/4, y para el circulo, 1/4 < § < 1/2.

Definicién 1.12 (Alcance de un conjunto). Se define el alcance de un
conjunto G C R4 como el supremo de los € > 0 (posiblemente infinito) tal que
si z € R? y la distancia de z a G (definida como inf,c¢ d(z,a)) es menor que ¢
existe un unico a € G que esta a esa distancia.

Ejemplo 1.13. Un ejemplo de un conjunto que no es parcialmente expandible,
no es estandar, ni rueda libremente por fuera de el, una bola de radio € para
ningun &, es el siguiente (extraido de [2]):

Consideremos S; = {(z,y): —1 <2 <0,0<y <1} U{(z,y): 0 <z < 1,23 <
y <1} y S; la simetria de S; respecto del eje y = 0.

10
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En [4] se demuestra que si G es un conjunto con alcance o positivo la medida
de Lebesgue de G @ B coincide localmente (¢ € (0,79)) con un polinomio de
grado a lo sumo d, cuyo término independiente es la medida de Lebesgue de G.

11



Capitulo 2

El estimador

Vamos a considerar de aqui en adelante un subconjunto G de [0, 1]¢ tal que
su contenido de Minkowski esta bien definido, es estrictamente positivo y finito,
y observaciones independientes identicamente distribuidas (Z1,d1), ..., (Zn, 0n)
de una variable aleatoria (Z,d) con distribucién uniforme en [0, 1]¢, donde § =
1siZ e G, 6=0siZ € [0,1]\G. De aqui en adelante denotaremos por
R =[0,1)\G, Px y Py la distribucién condicional de G' y R respectivamente,
es decir, la distribucion de Z5—1} y Z|{5=0}. Observemos que tanto Px como
Py son uniformes en Gy R respectivamente. Dado un z € [0,1]¢ y ¢ > 0
denotaremos por G,(g) el nimero de observaciones que pertenecen a la bola
B(z,¢)

G.(e) = Gp.le) = Zﬂ{aiﬂ,nzfzngs},
=1

y analogamente R, (¢)

R.(e) = R,.(c) = Z [i5,=0,12:—2l|<c} -
=1

Observacién 2.1. G, (¢) tiene distribucion binomial con pardmetrosn ypx(z,€) =
P(|Z —z|| €¢&,6 =1) = L4YG)Px(B(z,¢)). Asimismo R.(¢) tiene distribu-
cion binomial con pardmetros n y py(z,€) = (1 — L4Q))Py(B(z,¢)).

Definicién 2.2 (El estimador). Tomemos {e,} una sucesién de nimeros
reales positivos, que converja a 0 cuando n tiende a infinito. Sea T' = 9G. El
estimador que usaremos para T' @ €, B sera:

T,={2€[0,1]": R.(e,) >1 y G.(g,) > 1}.

Como se dijo anteriormente, para el estimador propuesto nos interesan aquellos
puntos tales que un entorno de radio ¢, interceptan a G y a R. Y para estimar

12



Capitulo 2. El estimador

LO = LO(G) ;
LT,
L, =2 n)
2e,
Es claro que la convergencia de L,, a Ly dependera de una “buena” eleccion de
€, asi como también, de imponerle a G cierta regularidad.

13



Capitulo 3

Resultados Tedricos

3.1. Primer Resultado

En este capitulo presentaremos los resultados concernientes a la convergencia
de L, hacia Lg, que fueron definidos en el capitulo anterior, ambos resultados
refieren a convergencia casi segura.

Teorema 3.1. Supongamos que:

a) G y R son estandar en T, es decir, existe una constante C' > 0 tales que,
para € suficientemente pequeno:

Px(B(t,e)) > CL4B(t,e)) y Py(B(t,e)) > CLB(tc)) para todo

b) La sucesion {e,} cumple que:

ned
en— 0 gy — 00,
log(n)
entonces i
Ty
L, = # — Ly, c.s..
2¢e,,

Demostracion. La demostraciéon es consecuencia de las siguientes afirmaciones:

Afirmaciéon 1.7, C T ®¢,B c.s..

Afirmacion 2. Para todo 0 < a < 1 tenemos que c.s., a partir de un cierto

T®e BCT,,

14

tefT.



Capitulo 3. Resultados Teéricos

donde €/, = ag,, 0<a<l.

Demostracién de la afirmacién 1. Si z € T, entonces B(z, ¢,) intersecta
a Gy a su complemento R, por lo tanto B(z,¢&,) intercecta el borde de G, T,
por lo tanto z € T' @& ¢, B, lo cual concluye la prueba de la afirmacion 1.

Demostracién de la afirmaciéon 2. Por el Lema de Borel-Cantelli es
suficiente demostrar que:

Y P(T®e,BYET,) < .

n=1
Como
P(T®e B Q T, < PEzeT®e,B:G,.(e,)=0)
(3.1)
+P3zeT®e B: R,(e,) =0),

intentaremos encontrar cotas para las probabilidades del lado derecho de la
ultima desigualdad. Si z € T' @ €, B existe un t € T para el cual B(t,3,) C
B(z,e,) donde 3, = (1 — a)e,. Por lo tanto:

P(R:€T@®E B:G.(e,) =0) < P(3t € T: Gy(By) = 0).

Denotemos T'(3,) el conjunto (con cardinal D(f3,)) de los centros corre-
spondientes a un cubrimiento minimal de 7" por bolas de radio £, /2. Es decir,
consideraremos el conjunto {B(s, 3,/2) : s € T(5,) C T} tal que:

T C B (3, %) .
(Bn)

seT

Como {3t € T : G¢(6,) =0} C {3s € T(B,) : Gs(B5,/2) = 0} tenemos:

15
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PBteT:Gy(B8,)=0) < P (35 e T(3,) : G, (% = 0)

VAN
A
=g

~
—

!
—
o | &
~

I

=
~

VAN
w
M
=l\g
>
S
>
o]
/'|\\
3
s
b
A~
®
NS
~__
~__

En la tltima desigualdad hemos usado que (1 — z) < e @ para 0 < z < 1.
El lado derecho de la desigualdad anterior puede ser facilmente acotado usando
la hipétesis de que G y R son estandar, para n suficientemente grande tenemos

que:
) > Ca(d)24(6) 2 = Kt
Px 5,? = Oé() <)§_ 1€,

donde a(d) = £%4(B(0,1)) y K, es una constante que depende de d, o, Z%(G)
y C. Por lo tanto:

P3:eT®e B:G.(,) =0) < D(B,) exp(—nkKie?).

Para acotar D(e) recordemos que éste representa el cardinal de un cubrimiento
minimo % (¢/2) de T por bolas de radio €/2. Observar que las bolas de radio
/4 con los mismos centros que en %’ (¢/2) son disjuntas, (de lo contrario €(¢/2)
no seria minimal). Entonces su medida de Lebesgue debe ser menor o igual que
LUT & (¢/4)B), luego:

D(e)(e/4)a(d) < LNT @ (c/4)B).

Como estamos suponiendo que existe el contenido de Minkowski de 0G y es
finito, tenemos que D(g) < Ae!'~9¢ para alguna constante A y por lo tanto:

PEzeT®e B:G.(s,) =0) < Kyl @ exp(—Knet),

donde Ky = (1 — a)7?A. La condicién ne? /log(n) — oo nos asegura la con-
vergencia de la serie > 2 el ~?exp(—Kjne?). La otra probabilidad en (3.1) se
acota de forma analoga, lo que concluye la prueba de la afirmacién 2. El teo-

rema 1, es consecuencia directa de las afirmaciones 1 y 2, tenemos que, con

16
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probabilidad 1,

LY T ®e B LY ® e, B
alo = lim M < liminf L,, < limsup L,, < lim w = Lg.
n 2e, n n n 2en
Como se cumple para todo a € (0, 1) se sigue la conclusién del teorema. O

3.2. Segundo Resultado

3.2.1. Una cota para E(L,)

Consideremos la funcién L(e) = LT @ eB)/(2¢), la cual es una aproxi-
macion de Ly. Mostraremos que bajo ciertas condiciones de regularidad en G'y
R se cumple que |L(e) — Lo| = O(e). Observemos que:

T®eB=(GdeB)N(RDeB),
de donde:
LUT @ eB) = UG ®eB) + LY R®eB) — 240,11 © B).

De esta ultima identidad, y por lo expuesto en el capitulo 1, sabemos que si G
tiene alcance positivo, la medida de Lebesgue de T'@e B coincide localmente (& €
(0,79)) con P(e) un polinomio de grado a lo sumo d con término independiente
igual a 0. Observemos que ( en vistas de que asumimos que el Ly es finito)
el coeficiente en ¢ de P(g) coincide con 2Ly, por lo tanto L(g) — Ly es un
polinomio en ¢ con termino independiente nulo. En particular obtenemos que
L(e) es diferenciable en € = 0.

Como se ve en la prueba del teorema 3.1, tenemos, con probabilidad 1, que
T, CT & eB a partir de un cierto n y por lo tanto:

L, < L(e,) c.s.. (3.2)

Lo cual significa que L,, aproxima a Lg inferiormente, cuando el valor de L(¢)
es proximo a L(0) = Ly.

Teorema 3.2. Supongamos que se cumplen la condicion a) del teorema ante-
rior, que la funcion F () := LT ®eB) es diferenciable en un entorno de 0y
su derivada es continua en 0. Entonces

E(Ly) > L(e,) — I, (3.3)

donde )
I, =— exp (—Kn(e, — d(2,T))?) dz,
€n JToe,B
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siendo K una constante positiva y d(z,T) = inf{||z — t|| : t € T'}.
Ademds
I, = O((ned)=1/4).

Observacién 3.3. De acuerdo a lo comentado anteriormente es suficiente que
G tenga alcance positivo para que se cumpla la condicidn sobre F(g).

Demostracion. La esperanza de L, puede ser escrita como:

py = BEED L p( [y 2t = o [ Beny2a

2e, 2en 2e,
1

_ b d _ b d
= P(z € T,)Z%dz) = 2 /T@gnB P(z € T,)Z(dz),

donde hemos usado en la ultima igualdad que, con probabilidad 1, 7}, C T'®¢e, B.
Es claro que:

P(2 ¢ T,) < P(G.(c,) = 0) + P(R.(c,) = 0). (3.4)

Como G, (e,) tiene distribucién binomial con parametros n y px(z,€,) tenemos
que
P(G.(en) =0) = (1 —px(2,en))" < exp(—npx(2,&n)).

Tomemos Prz € T la proyeccion de z sobre T'. Entonces, para todo z € T'®e, B
B(Prz,e, —d(z,T)) C B(z,e,).

Usando la condicién a) del teorema 3.1 tenemos que para ¢, suficientemente
pequeno,

px(B(z,e4)) = Ca(d)(en — d(2,T))",

y por lo tanto
P(G. = 0) < exp(—Kyn(s, — d(2,T))?),

donde K es una constante positiva que depende solamente de £%(G), C vy d.
Analogamente obtenemos que P(R, = 0) < exp(—Kayn(e, — d(z,T))?), para
cierta constante positiva K que solo depende de Z%(R), C' y d. Usando estas
dos acotaciones y (3.4) obtenemos:

P(Z S Tn) >1- 2exp(—Kn(5n - d(sz))d>7

donde K = min(K;, K5), finalmente
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1
BE(L,) = — P(z € T,)dz
2en Jrge, B
1
> — (1 —2exp(—Kn(e, —d(z,T))")dz
2en Jrge, B
1
R / exp(— Kn(e, — d(z, T))dz = L(e,) — I,
€n JT®e,B
si escribimos )
I, = — gn(d(z,T)dz,
En T@enB

siendo g, (w) = exp(—Kn(e, —w)?). Haciendo un cambio de variable obtenemos

1 en
I, = — gn (W) F (dw),
en Jo

donde F(w) = £z : d(z,T) < w}. Como supusimos que F es diferenciable
en 0 y que Ly existe y es finito, tenemos que F’(0) = 2L,, ademds, como

F’(0) es continua, para w suficientemente pequeno se cumple que F’(w) < 3Ly.
Finalmente para n suficientemente grande,

3Ly [° s 3L [Hren 1
? . eXp(—Knt )dt = ? . eXp(—U/)W
S R ), o =

1, u @D/ gy,

en la primera desigualdad hemos usado F'(w) < 3Ly y el cambio de variable
t = &, —w, en la primera igualdad el cambio de variable u = Knt?, finalmente,
la segunda desigualdad se debe a que el integrando es positivo. O

Corolario 3.4. FEl siguiente corolario refiere a la convergencia en Ly de L.

a) En las mismas hipdtesis que en el teorema anterior, tenemos que:
E|Ln_L0| SIn+|L(5n)_LO|7 (35)

es decir, si e, — 0 yne? — oo se cumple E|L, — Lo| — 0.
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b) Si ademds asumimos que G tiene alcance positivo, tenemos que |L(e,) —
Lo| = O(g) y por lo tanto el orden éptimo para (3.5) es O(n="/29) que se
obtiene si e, = n~ /2

Demostracion.  a) Aplicando la desigualdad triangular tenemos que
E(|Ln = Lo|) < E(|Ln — L(n)]) + | L(en) — Lo| < In + [L(en) — Lol,

donde acotamos el primer sumando usando (3.2) y (3.3).
[l

Como consecuencia del corolario anterior, tenemos que, en las hipotesis del
Corolario parte b)

E|Ly = E(Ly)| < E(|Ln — L(en)|) + [L(en) = E(Ln)|
< 21, = O((ney) ™),
Lo — E(Ly) < (L(2a) — E(Ly)) + (Lo — L(z2))

< O((neg) ™) + O(en).

3.3. Tercer Resultado

Los estimadores L, v T;, deben ser calculados para cada eleccién de g, lo
cual supone un problema practico importante. La idea de la presente seccion
es presentar un resultado teérico en el cual, el calculo de £4(T;,) se realiza
aplicando el método de Monte Carlo. Tomemos Z7, ..., Z} una muestra aleato-
ria, (independiente de Zi,...,Z,) con distribucién uniforme en el cuadrado
unitario [0,1]¢. Como T,, C [0,1]¢ a partir de un cierto n c.s., tenemos que
LUT,) = P(Z; €T,), y para B suficientemente grande,

il Lizser,y
pp(Ty) = Z=1 LT,
es una buena aproximacién de .Z%(T;,). Observar que es facil chequear cuando
un punto Z* pertenece a T),. A partir de esta aplicacién del método de Monte

Carlo construimos el estimador

n,B 2€n :
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La pregunta que surge naturalmente, es cémo elegir B (como funcién de n) para
asegurar que L} 5 es un estimador consistente de Ly, el siguiente teorema provee
una respuesta a esa pregunta.

Teorema 3.5. Ademds de las hipdtesis del teorema 3.1 supongamos que

Be,
log(n)

— o0, (3.6)

entonces
*
Ly g — Lo cs.

Demostracion. Es suficiente demostrar que Ly, p — L,, — 0. Para eso, en virtud
de Lemma de Borel-Cantelli, bastara probar que para todo nimero real p > 0
se verifica que

ST (L5 — Lal) > p) < . (3.7)

Para mostrar (3.7) acotaremos el término general de la serie.

P(|Ly g — Lu| > p) = E(P(|L,, 5 — Ln| > p| 21, ..., Zn))

= E(P(|up(T,) — LUT)| > 2pen| 21, ..., Z0))

<E (2 exp (— ST _ﬁffﬁ)) T (4/3);)5”)) '

En la utlima desigualdad hemos usado la siguiente desigualdad de Bernstein:

Sean X1, Xo, ..., X, variables aleatorias tal que F(X;) =0y |X;| < M para
1 =1,...,m, donde M es un nimero real. Entonces

= t2/2
P X;>t| <exp <— — ) para todo t > 0.
(Z ) ST B(XD) + Mt/3

En nuestro caso aplicamos la desigualdad anterior con X; = Iy Z7eT,} — LUT)
y t = 2Bpe,. Para una prueba de esta y otras desigualdades de tipo Bernstein
ver el Apéndice. Vamos a acotar £4(T,,), sabemos, por el teorema 3.1 que (con
probabilidad 1) T, C T @ ¢, B y por lo tanto Z4(T;,) < LT & ¢,B). Como
L(g,) — Lo tenemos que para n suficientemente grande 4T ®e,, B) < 4Loe,.
Por lo tanto

r (2 o (‘wdm)(l —%55?;;)) T <4/3>pen)>

21



Capitulo 3. Resultados Teéricos

< E(2 ire,B
ex —
= P\ " 8Lven + (4/3)pen

= 2exp(—K, r,enB),

donde K, es una constante positiva. La condicién Be,/log(n) — 0o nos
asegura, para todo p > 0

Z exp(—K, ,enB) < 00

y por lo tanto, se cumple (3.7) de donde se sigue la conclusion del teorema.

[]
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Capitulo 4

Aplicacion a casos concretos

4.1. El cubo de Tschirnhausen

La idea del presente capitulo es mostrar los resultados (tomados de [1]) de
una simulacién hecha para el caso particular en que G es el subconjunto de R?
dado en cordenadas polares por (ver imagen).

r = asec®*(0/3) sife(0,m),
r = asec®((2m — 0)/3) sif e (m,2m).

N
</

La razon para la eleccién de esta curva es la existencia de una expresion sim-
ple para su contenido de Minkowski (Ly = 12a+y/3) y su area (A = 72a%v/3/5).
Vamos a usar el estimador L; 5 para el caso a = 1, en el cual Lo=20.7846 y
A=24.9415. Tomaremos dos valores de n, n = 3000 y n = 10000, los puntos se
tomaran en el cuadrado [-9,2]x[-5.5,5.5] que contiene a toda la figura.

Los resultados de la simulacion, que se muestran en las tablas, corresponden
a 500 realizaciones de la simulacion, para los valores de n mencionados ante-
riormente, donde el pardmetro B usado para calcular £?(T;,) fue B = 1500
en ambos casos. A partir de los datos de la tabla se calculan el promedio, la
desviacion estandar y la mediana. El area fue calculada por el método de Monte
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Carlo. El promedio, la desviacién estandar y la mediana obtenidas para ésta
simulacion fueron respectivamente 24.9196, 0.4458 y 24.9125 para n = 30000 y
24.9485, 0.7842 y 24.9889 para n = 10000.

Tabla 1

Promedio, desviacién estandar y medianas de L, calculadas para 500 repeticiones, con n = 30000

En 0.76 0.78 0.80 0.82 0.84 0.86 0.88
Promedio 19.7301 19.7416 19.7621 19.7644 19.7818 19.7918 19.7859
Dv. Stan. 1.3940 1.3935 1.3793 1.3448 1.3470 1.3200 1.3072
Mediana  19.7548 19.7920 —— 19.7576 19.8930 19.8249 19.8081
En 0.90 0.92 0.94 0.96 0.98 1.0 1.2
Promedio 19.7901 19.7949 19.8109 19.8208 19.8290 19.8230 19.8237
Dv. Stan  1.2952 1.2917 1.2636 1.2331 1.2159 1.2031 1.0666
Mediana  19.8863 19.9150 19.8522 19.8804 19.8209 19.8804 19.8627
Tabla 2

Promedio, desviacién estandar y medianas de L,, calculadas para 500 repeticiones, con n = 10000

En 0.76 0.78 0.80 0.82 0.84 0.86 0.88
Promedio 19.0026 18.8594 18.9512 18.9370 18.9507 19.0806 19.1083
Dv. Stan. 1.3908 1.3586 1.3260 1.2627 1.3075 1.3398  1.2467
Mediana  18.9736 18.9221 18.9791 18.9300 18.9842 19.0359 19.0852
En 0.90 0.92 0.94 0.96 0.98 1.0 1.2
Promedio 19.0492 19.1409 19.1408 19.2057 19.2134 19.2384 19.3679
Dv. Stan  1.2956 1.1936 1.1599 1.2460 1.2157 1.1777 1.0394
Mediana ~ 19.0381 19.1774 19.1303 19.1735 19.2150 19.2548 19.3679

Algunas observaciones sobre la simulacion:

a) El valor real Ly=20.7846 es sistematicamente subestimado con un error
relativo de alrededor de 4.7% para el caso n = 30000 y 8.1% para n =
10000. El promedio (sobre todos los valores de ¢,) de los promedios es
19.0890 para n = 10000 y 19.7900 para n = 30000.

b) La simulacién muestra una considerable estabilidad respecto de los val-
ores del parametro ¢,. Esta estabilidad se mantiene incluso para valores
pequenos de &, (no incluidos en la tabla).
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c)

La distribucion de la muestra es casi simétrica, con la mediana muy cerca
del promedio, en todos los casos.

Hay una leve, pero consistente, disminucion de la variabilidad alrededor
del promedio, a medida que el pardmetro aumenta.

Como era de esperarse, los resultados mejoran al aumentar el valor de B.
Por ejemplo, los valores obtenidos del promedio, la desviacién estandar,
y la mediana de L, para €,=0.92, n = 30000 y B = 2000 son 19.8341.
1.0790 y 19.8458 respectivamente. Para n = 10000, con el mismo valor
de ¢, los correspondientes valores para B = 3000 son 19.2229, 0.8490 y
19.1774.

En este ejemplo hemos implementado el método en un caso donde cono-
clamos exactamente la ecuacién del borde del conjunto. Es decir, no hay
un proceso de digitalizacién. Si hicieramos un proceso de digitalizacién
del conjunto G obteniendo un G", unién de pixeles, a distancia h fija,
y si consideraramos la distancia L" del borde de la imagen digitalizada,
como el nimero de pixeles que separan regiones de diferentes colores, se
puede ver que L" no necesariamente tiene que tender a la longitud real,
cuando h tiende a 0. Lo cual resulta razonable si pensamos que si el borde
del conjunto contiene un segmento paralelo a la diagonal x = y estamos
sobrestimando su distancia en un factor de v/2 cuando aproximamos G
por G". El uso de més pixeles no mejora el resultado, por ejemplo para el
caso anterior, a 600x600 L" =26.5, v a 1024x1024 pixeles, se obtiene un
resultado aun peor, L"=28.1875. Es importante observar que estd limitado
por la cantidad de pixeles empleados, es decir, si usamos 1024x1024 pixeles,
el minimo razonable para ¢, serd 1/1024=0.000976.

Es importante observar que tanto el estimador L, como L;, 5 pueden ser
usados en el caso en que sélo se dispone de informacién incompleta (Los
puntos que caen en T,,), en algun sentido, el método propuesto, puede ser
pensado como una refinacién del método estudiado en [2].
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Apéndice A

Apéndice

A.1. Desigualdades de tipo Bernstein

En el presente capitulo, vamos a suponer que tenemos Xy, ..., X, variables
aleatorias independientes tales que E(X;) = 0, F(X?) = b; para todo i =
1,...,n donde b; son numeros reales, y supondremos que existe ¢ > 0 tal que si

h > 2 se cumple:
h!
E<|X2|) S Ebich_2 1= 17...,TL.

A.1.1. Primera desigualdad

En las hipotesis antes mencionadas, se cumple que:

donde ¢ es un numero real positivo, menor que uno, y € es un nimero positivo,
tal que ec < ¢

Demostracion. Sabemos que

oo ci A
exp(eX;) < T+eX;+ ) 1%l
i=2
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y por lo tanto

E(exp(eX;)) < Z E(1X,]) <1+Zeb—c 2

.72'

@lm

=1+ 62ﬁ i(sc)i < exp bie”
2 21-0) )

=0

donde, en la ultima desigualdad hemos usado que 1/(1 —ec) < 1/(1 — §),
finalmente, el resultado se sigue de la desigualdad anterior ya que, por la inde-

pendencia:
(exp ( ZX)) = HE(EeXp(X

A.1.2. Segunda desigualdad

Vamos a introducir la siguiente notacion:

En las mismas hipdtesis que antes:

B€ t2 42
Q= P(ZX> (1_5>+E>§e .

Demostracion. Sabemos por la desigualdad de Chebishev que

1 o
(exp( E X>A€ >)§_Aet2A:€ta
ademas

- B,e t? B,e? 2
Q:P(;Xi>2(1—_6)+g> (exp(ZX>>exp(2(1_6)+t>)>

si ahora usamos la primer desigualdad tenemos que:

Q<P (exp <5iXi > Aet2>> .
i=1
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A.1.3. Tercera desigualdad

En las mismas hipotesis que antes, se cumple que:

= w
P Xl < >1-2 -,
<| Z < w> P ( 2B, —|—20w)

i=1
donde w es un ntmero real positivo.

Demostracion. Tenemos un minimo de

Bne t? ty/2(1 —0)
F(E)—2(1—_5>+E en £ = —— B_n,

y luego despejando en F'(g) obtenemos

2B, ) 2B,
F(t)=t s si hacemos F=w=t 4
resulta w w
t= t = —(1-9).
5 y entonces ¢ Bn( )
1-5

Como ec < 9, debe ser
@(1 —0§) < 4§ y tomamos ¢ tal que @(1 —0)—6=0,

n n

cw w

es declr (5 — B tew’ ﬁnalmente t = \/m

Si aplicamos la segunda desigualdad, tenemos que

P(Xn: X; > w) < exp(—w/(2B, + 2cw)).

i=1
La otra desigualdad es analoga, con lo que se concluye la prueba. En el caso
particular en que | X;| < M para M constante, tenemos que si h > 2

M2
E(X;|") < Th! (M/3)" 2,

y tomando ¢ = M/3 resulta la desigualdad usada en el teorema 3.3.1:

Ny t2/2
P Xi>t | < exp (— ™ ) para todo ¢ > 0.
(zzl ) S E(X?) 4+ Mt/3

Sobre otras desigualdades de Bernstein, se puede ver [9]. O
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A.2. Consistencia de la frontera del estimador de Devroye-
Wise a la frontera del conjunto

Recordemos que en la introducciéon introdujimos el siguiente estimador de
S c R? compacto:

n
Sn<8n) = U B(Xza 5n)7
i=1
donde como se dijo {X7,...,X,} son puntos al azar correspondientes a una
distribucién cuyo soporte es S. Vamos a demostrar el siguiente teorema:

Teorema A.1. Sea S C R? compacto y X1, Xo, ..., Xp, .. . observaciones in-
dependientes de una distribucion Px con soporte S. Sea S, el estimador de
Devroye- Wise. Supongamos que

i) S C gn a partir de un cierto n, c.s.
ii) €, — 0,

entonces A
dy(0S,,08) — 0 c.s.. (A1)

Demostracion. Supongamos por absurdo que no se cumple la tesis, luego, ten-
emos dos casos:

Caso 1. Con probabilidad positiva, existe un € > 0 y una sucesiéon {y,, }, que
denotaremos {y,} por simplicidad, y, € S, y tal que

d(yn,0S) = yie%fs |lyn, — yll > ¢ para todo n. (A.2)

A

Es claro que y,, € 0S y que y, ¢ int(S) (ya que int(S) C int(S,)), por lo
tanto v, € S°. Como y, € S, v X; € S c.s. entonces B(yn,e)NS # (. Esto,
junto con y,, € S implica (ya que B(yn, €,) es conexa) que B(yy, ,)NIS #
(. Luego dg(yn, dS) < e,, pero, como por hipétesis £, — 0 esto tltimo
contradice (A.2).

Caso 2. Con probabilidad positiva existe € > 0 y una subsucesion, que denotaremos
{yn}, con y, € S tal que

d(yn, 3S,) = inf |y, —yl| > 2 para todo n.
yeaSn

Como {y,} € S y 0S es compacto, existe una subsucesién convergente,
(que denotaremos {y,}), tal que y, — y € 0S. Por la desigualdad
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triangular, esto implica que, con probabilidad positiva se cumple que
d(y,0S,) > € a partir de un cierto n. Entonces:

B(y,e)NdS, =0 a partir de un cierto n, c.s.. (A.3)

Como los sucesos Iy = {X; € B(y,e)} son independientes y P(l;) =
Px(B(y,¢e)) > 0, por el Lema de Borel-Cantelli tenemos que , con probabil-
idad 1 existe una subsucesiéon X,,, € B(y.), por lo tanto B(y,e)N S'Hk # .
Como B(y,¢e) es conexa, por (A.3) tenemos que B(y,e) C mt(S’nk) Co-
mo y € 05 existe yo € S° tal que ||y — yol| < £/2. Més aun, como S°
es abierto, existe un r € (0,e/2) tal que B(yo,r) C S°y B(yo,r) C

~

B(y,e) C int(Sy, ). Para k suficientemente grande, tal que ¢, < r implica

A

que yo ¢ Sy,. Lo cual contradice que B(y,r) C int(Sy,).

En ambos casos llegamos a una contradiccién, lo cual prueba (A.1). Observemos
que la hipotesis S C S, s6lo se uso en 1. n

A.3. Demostracion del Teorema 1.8

El objetivo de la presente seccion es demostrar un teorema debido a Walther.
G (ver [7]), en el cual se prueba en particular, el teorema 1.8 enunciado en el
capitulo 1 de este trabajo.

A.3.1. Definiciones previas

Definicién A.2. Sea A C R% y X\ > 0 se define la granulometria del conjunto
A respecto de B = B(0,1) como la funcién A — ¥,(A) con A > 0 tal que:

Ya(A) = (AeAB)@AB= | ] B(xN.

B(z,\)CA

La granulometria representa la “distribucion de tamano”de A, en el sentido de
que el mapa A — Z%(15(A)) da el volumen ocupado por los trasladados de A\B
incluidos en A. Extenderemos la definicion anterior de la siguiente manera:

b_\(A) = (A®IB)SAB A > 0.

Definicién A.3. Sea A C R? decimos que a es r—convezo (r > 0)si A = C,(A)

donde
Co(A)= ) (intB.(x)).

intB(z,r)NA=0
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A.3.2. La demostracién

Teorema. Sea S # () un subconjunto de R? compacto y conexo por caminos
y o > 0, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) ¥x(S) = S para A € (—ro, o).
ii) Sy S¢son ry — convexros y int(S) # ()

iii) Una bola de radio r rueda libremente dentro de S y fuera de S¢ para todo
0<r<m

iv) Para todo 7, € [0,70], y o € [0,79) existen A, D C R? tales que S =
A®drB=DonrB.

v) 05 es una subvariedad de R? de dimensién (d-1) y clase C?, cuyo vector
normal saliente n(s) en s € 0S5 satisface la condicién de Lipschitz:

1
In(s) —n(t)]| < —|ls —t|| paratodo s,t € 0S
To

Demostracion. Vamos a usar el siguiente Lema, cuya demostracion se omite.
Lema. Sea A € R? y 7,75 > 0. Supongamos que existen s,z € R? y suce-
siones {s,},{z,} C R? con s, — s tal que s, € B(x,,71) C S para todo n
y s € B(x,r9) C S° Entonces x, — s+ (r1/r2)(s — x). Esto contintia siendo
valido si intercambiamos Sy S¢.

i) = iv): Basta tomar A:=SorBy D :=S®nrB.

iv) = v): La demostracion estd basada en las siguientes afirmaciones:

Afirmacién 1: Para todo s € 05 existe un unico vector n(s) tal que

B(s —ron(s),m0) C S, y int(B(s+ron(s),rg)) C S
Afirmacion 2: Para todo s,u € 985,
1
In(s) = n(w) < —lls - u].
0

Fijemos s € 99, definamos el hiperplano H, := s + (n(s))* donde L denota
el complemento ortogonal, el entorno U! := {z € H; : ||z — s|| < ro/4}, y el
entorno Uy de s como Uy :={z: x = + an(s),v € U,,a e R, |a| < 19/4}.
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Afirmacién 3: Para todo u € U, NS, (n(s),n(u)) > 2
Afirmacién 4: Sea u € S N U;. El segmento g,(a) := u + an(s), a € R,
corta a 0S5 N Ug unicamente en u.

Afirmacién 5: Si xz € U. entonces g,(-) NS NUs # 0.

Las afirmaciones 4 y 5 muestran que en U, 05 es el grafico de una funcién f;
a valores reales, definida en U] C Hj graficada con el eje de las ordenadas en la
direccién de n(s): fs estd dada en o € U, por el unico valor a € (—r¢/4,70/4)
que satisface g,(«) € 0S.

Afirmacién 6: Sea v’ € Ul y u:=u'+ f,(uv')n(s) € U;NOS. Entonces, para
todo z € U

N
(n(s),n(u))

De esta tltima afirmacién obtenemos que f, es de clase C! en U/, siempre
que el mapa v — (1/(n(s),n(u))) sea continuo, pero esto es consecuencia de
las afirmaciones 2 y 3, y del hecho de que el mapa v’ — u es continuo, por la
continuidad de fs. Si usamos el Teorema 2.1.2 en [11], concluimos que 05 es una
subvariedad de R?, de dimensién d-1, y de clase C'. La condicién de Lipschitz
sobre el vector normal saliente se sigue de la afirmacién 2. Resta probar las
afirmaciones 1 a 6.

La afirmacién 1 es una consecuencia inmediata de iv) y el lema anterior.

Para ver la afirmacion 2, observemos que la 1 implica que para s,u € 9S :

fi(z) = fo(u') - (n(u),z — ') + O([|lz — u'||*).

I(s = ron(s)) = (u+ ron(w))|| = 2ro,

[(w = ron(u)) = (s +ron(s))|| = 2ro.

La primera desigualdad es equivalente a:

Is = ull® + r5lln(s) + n(w)|* = 2ro(s — u,n(s) + n(u)) > 4rg,
y la segunda a:

Is = ull* + r5lln(s) + n(W)|* + 2ro(s — u, n(s) + n(u)) > 4rg.

Sumando estas dos desigualdades y usando que ||n(s) + n(u)|* = 4 — ||n(s) —
n(u)||?, obtenemos la afirmacién 2. La afirmacién 3 se sigue de la 2, usando que
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|s — u||*> < r2/8 para u € U,. Para demostrar la afirmacién 4, sea u € U, N IS
y anotemos por u' € U la proyeccion ortogonal de u sobre H,. Para un x € U]
un calculo elemental, junto con la afirmacion 1 y 3 muestran que:

gz() € intB(u+ ron(u),ry) C S¢ para a(z) < a < ry/4,

gz(@) € ntB(u —ron(u),ro) Cint(S) para —ry/d < a < a(x), (A-4)

5@%=m&%wﬂ0+mm@%nw»—¢%m®%nw»”+%MHWLx—UW—Hﬁ—wW

a(z) = (n(s), u—u')—ro(n(s), n(w))+/ra(n(s), n(w)? - 2re(n(u), x — ') — ||z — o]}

Para demostrar la afirmacion 4 tomemos x = v'. Entonces @(z) = a(x)
(n(s),u —u'), luego, g (:) corta S N U, sélamente en g, ((n(s),n(u))) = uy
lo mismo sucede con g,(+).

Para probar la afirmacién 5, tomemos u = s. Entonces v’ = s, para z € UL,
tenemos que —r/4 < a(x) y a(x) < ro/4 y por lo tanto g,(a) € Us N IS para
algin « € (—ro/4,70/4).

Tomemos u y ¢’ como en la afirmacién 6, u’ es la proyeccién de u sobre H,,
fs(u') = (n(s),u —u') y para x € U, a(x) < fs(x) < a(x), por A.4. Usando el
desarrollo de Taylor: v/1+x =1+ 1/2x + O(|z|?) tenemos que:

o
(n(s),n(w))

el mismo desarrollo es valido para @(z) lo cual prueba la afirmacion 6.

(n(u), — ') + O([|z — /%),

v) = iii) Tomemos s € 95, la demostracién estd basada en las siguientes
afirmaciones:

Afirmacion 1: Existe algun 0 < 7 < ! <1y tal que
conv({s} UB(s —In(s),7)) C S
Afirmacién 2: Si0 <r <[ <ryy conv({s}UB(s—In(s),r) C S entonces

B(s —lIn(s),l) C S
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Supongamos que dichas afirmaciones son validas, tomemos 7, [ como en la
aﬁrmamon 1, luego por la afirmacién 2 tenemos que para todo l’ € (1,2l) ex-
iste 0 < 1 < [ tal que se cumple la afirmacion 1 para 7’y I'. Tterando este
procedimiento tantas veces como sea necesario vemos que la afirmacion 1 se
cumple para [ = ro, v algin 0 < 7 < [. Si usamos ahora la afirmacién 2,
tenemos que B(s — rn(s),r) C S para todo 0 < r < ry. Para demostrar que
S & rB es conexo para 0 < r < rg, tomemos a,b € S & rB. Anotemos 7,
el méximo 7 tal que B(a,7) C S, tenemos que r, > r, tomemos ahora un
s, € 0S N B(a,r,). El hiperplano tangente a 95 en s, debe ser necesariamente
tangente a B(a,r,) en s,, y por lo tanto a = s —r,n(s,). Como r, > r, el mapa
Fp:=te|0,ra—1] = 54— (ras —t)n(s,) es un camino en S & rB que conecta a
Y Sq — 11n(8,). Tomemos I', un camino para b, de forma andloga, y I' C 9S un
camino que conecte s, vy $p. Luego 'y, := {s — rn(s),s € I'} es un subconjunto
de SerB ya que B(s—n(s),r) C S. Como n(s) es continua, I'y, es un camino
que conecta s, — 11(s,) ¥ Sp — rn(sp). Luego, una bola de radio r < ry rueda
libremente en S. De forma analoga se demuestra que una bola de radio rg rueda
libremente en S¢ usando que 95¢ C 0S. Resta probar las afirmaciones 1 y 2.

El teorema 2.1.2 en [11] y un argumento de diferenciabilidad estandar mues-
tran que para toda eleccién de 0 < r < [, existe un entorno N,; de s tal que
conv({s} U B(s — In(s),r)) N N, s C S. La afirmacién 1 es una consecuencia
directa de esto. Para demostrar la afirmacién 2, sean r y [ como estan ahi, defi-
namos C,; := conv({s} U B(s — In(s),r)). Se sigue de la compacidad de S que
existe un 7 < [ maximal, tal que C5; C S. Supongamos que 7 < [. Entonces
0C%,; debe cortar a 0S en algun punto ¢ # s.

Como C,; C S tenemos que el hiperplano tangente a 95 en t debe coincidir
con algun hiperplano de C,; en t. Luego (n(t),t — s)Te) para algin a € [0,1)
y algin e € 9B. Argumentos estandar de geometria convexa muestran que
e = n(t), luego t — s = (1 — a)(Fn(t) — In(s)) para algin a € [0,1). De ésta
igualdad y la condicion de Lipschitz resulta que:

(1= F) tulshn) = 5 (2 ln(s) = nl0)?) = Fn(s). o)
1 T
> 52— Zlls— ) = F{ahn(0)
-1 (2—i(-2+12—2rz< (hn(t)) ) = Fn(s) (o)

7”0
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si ahora usamos que ry > [ obtenemos:

(n(s),n(t)) > 5(1 =717

~| 3
DN | —

1 (2 — iz 7+ 12— 2?l<n(s),n(t)>)) -

2 Ty

si ahora usamos que 1(1 — 2?) > (1 — )z tenemos que:

(-2 (-7 0-1) ([ o)

donde hemos usado que 7 < [ y que (n(t),t —s) > 0. Este dltimo termino es
igual a (1 —1)(n(s),n(t)) ya que t —s = (1 —a)(Tn(t) — In(s)). Esta contradic-
ciéon prueba que 7 > .

iii) = 1i) De el hecho de que S sea abierto, junto con iii) tenemos que:
0S¢ = 0S y int(S¢) = S°. (A.5)
Para demostrar i) veamos primero que:
s € int(S) = s € int(B(z,7)) C int(S) para algin z € R%. (A.6)

Como 05 es compacto existe t € 95 tal que ry == ||s—t|| = inf cos ||s—y|| >
0.. Si ry < 7g se sigue de iii), A5y el lema anterior que existe z € R? tal que
t € B(s,7s) C B(x,79) C S lo cual demuestra A.5. Haciendo lo mismo con S¢
llegamos a que A.5 se cumple para S€. De éstas dos versiones de A,5 se sigue
que:
int(S) = U int(B(x, 1)),

int(B(z,ro))Cint(S)

5¢ = U int(B(a.r0)).
int(B(z,r0))CSe

Por iii) sabemos que int(S) # (). Luego ii) es consecuencia de que int(S) = (5¢)°
que es cierto en general.

1) = 1). Si S es rg — convero tenemos que para todo 0 < A < 7¢:

S = U int(B(z,19) C U B(z,\) C S

int(B(z,rg))CSe B(z,\)CS*

Y por lo tanto ¥, (S) = S para A € (—r,0).
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De el hecho de que S¢ es rg — convezo, que intS = (S¢)¢ y que S es cerrado
tenemos:

int(S) = U int(B(z,r0)) € | J Bla,r). (A7)

int(B(z,r0))Cint(S) B(z,rg)CS
Sea s € 0S. Veremos mas adelante que:

mf ||s -yl (A.8)

y€int(S)

Esta dltima afirmacién junto con A.7 muestran que existe una sucesion
{sn} C int(S) que converge a s y una sucesién {z, } tal que s,, C int(B(x,, 1)) C
int(S). Sea T un punto de acumulacién de la sucesiéon {x,}. Concluimos que
s € B(T,ry) C S ya que S es cerrado, y por lo tanto:

osc | J Bz ).

B(z,r0)CS

Considerando A.7 obtenemos que

S C U B(x,r) C U B(z,)\), para todo A € [0,7¢].
B(z,ro)C B(z,\)CS

Es decir 1(S) = S para todo A € [0, 7).

Nos queda por probar A.8. Supongamos que no es cierto. Como int(S) # ()
y S es conexo por caminos podemos encontrar t € 0.5 tal que:

d .= inf con 0 < d < r9/10.
yeint(S)[[t—yll

De A.5 tenemos que existe = tal que:
O0<|le—t| <rog+d yint(B(z,r9)) C int(S). (A.9)

Sea b:=t+ [d/(2||x — t||)](xz —t), observemos que Infyc;n(s) |0 =yl > 0, ¥
por lo tanto podemos tomar una sucesién {b,} € S tal que lim,, . b, = b, y
una sucesiéon {¢,} de modo que

b, € int(B(c,,rg)) C S°. (A.10)
Como t € S se cumple que para todo n

len — ) > T(2J > [len = ball” = llen — t||2 + It - bn||2 +2(c, —t,t = by). (A11)
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Si usamos la definicion de b tenemos que

lim sup(c,—t, t—x) = limsup(c,—t,t—b)2||x—t||/d = lim sup({c,,—t, t—b,)2||x—t|| /d.

De A.11, como {c, —t} es acotada tenemos que (¢, —t,t—b,) = —||t—b,[|*/2,
finalmente
lim sup{c,—t, t—x) < —limsup(||t—b,||*/2)(2||z—t||/d) = —||t—b|]*||z—t||/d < 0.

Junto con A.9, y A.10, llegamos a que
limsup [|c, — ||* <Umsup(|le, = bl + {6 = 0l + [|b = ¢[)* + ||t — ||
<(7’0 + d/2)2 + (To + d)2 < 37’3

En la ultima desigualdad usamos que d < ry/10, éste iltimo resultado contradice
que ||¢, — z|| > 2r¢ para todo n, que se sigue inmediantamente de A.9; y A.10.
m
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