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Resumen

En esta monografia estudiamos algunas condiciones topolégicas que debe
cumplir una variedad que admite difeomorfismos de Anosov. Estas relacio-
nan la dindmica de un difeomorfismo de Anosov con la topologia algebraica
de la variedad en la que actia.

Usamos estas condiciones para descartar la existencia de difeomorfismos
de Anosov en determinadas variedades, a partir del calculo de la accién
inducida por un difeomorfismo en sus anillos de cohomologia. Para algunos
de estos célculos, se aprovecha la estructura de producto en cohomologia.

Por ejemplo, probamos un teorema debido a A. Gogolev y F. Rodriguez
Hertz ([GRH]) que descarta la existencia de difeomorfismos de Anosov tran-
sitivos en ciertos fibrados por esferas. Para esto, estudiamos la cohomologia
de fibrados por esferas, pasando por la cohomologia de fibrados vectoriales,
el isomorfismo de Thom y la clase de Euler.

Abstract

In this monograph, we study some necessary topological conditions for a
manifold to support an Anosov diffeomorphism. These conditions link the
dynamics of an Anosov diffeomorphism with the algebraic topology of the
manifold on which it acts.

We use these conditions to show certain manifolds do not support Anosov
diffeomorphisms by means of the calculation of the action induced by a dif-
feomorphism on their cohomology rings. Some of these calculations exploit
the product structure on the cohomology of said manifolds.

For example, we prove a theorem by A. Gogolev and F. Rodriguez Hertz
([GRH]) which shows that certain sphere bundles do not support transitive
Anosov diffeomorphisms. In order to do this, we study the cohomology of
sphere bundles via the cohomology of vector bundles, the Thom isomorphism
and the Euler class.
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1 Introduccién

En muchas situaciones, la topologia de un espacio impone restricciones a la dinamica
de una transformacién actuando en él.

Un ejemplo clésico de esto es el teorema del punto fijo de Brouwer: toda
transformacién del disco en si mismo debe tener un punto fijo.

Otro ejemplo es el teorema de Poincaré-Hopf, que implica que no puede haber
un campo vectorial sin singularidades en una variedad con caracteristica de Euler
no nula. Esto nos dice, entonces, que la caracteristica de Euler de una variedad es
una obstruccién a la existencia de un flujo sin singularidades en ella. Por ejemplo,
la tinica superficie cerrada y orientable que admite un tal flujo es el toro.

En esta monografia, veremos obstrucciones topoldgicas a la existencia de ciertas
transformaciones en variedades compactas, los difeomorfismos de Anosov. Asoci-
ada a un difeomorfismo de Anosov se tiene una descomposicion del fibrado tangente
como suma directa de los subfibrados estable e inestable. Estos subfibrados se con-
traen y expanden uniformemente, respectivamente, bajo la accién del diferencial
del difeomorfismo.

Los ejemplos cléasicos de difeomorfismos de Anosov ocurren en toros. Se les
llama Anosov lineales, y provienen de matrices hiperbdlicas con coeficientes en-
teros. La accion de estas en el espacio euclideo pasa al cociente como una accién
en el toro. La hiperbolicidad de la matriz es lo que nos da la expansion y con-
traccién uniformes.

Esta expansién y contraccion uniforme tiene como consecuencia que no to-
das las variedades puedan admitir difeomorfismos de Anosov. Por ejemplo, en
[Sma] se conjetura que toda variedad que admite un difeomorfismo de Anosov
debe tener como cubrimiento universal el espacio euclideo (la conjetura es de hecho
mas precisa, dice que tinicamente las infranilvariedades admiten difeomorfismos de
Anosov). En particular, segin la conjetura, ninguna variedad cerrada y simple-
mente conexa deberfa admitir un difeomorfismo de Anosov, ni ninguna variedad
cerrada con grupos de homotopia superiores no triviales.

Trataremos exclusivamente con variedades cerradas.

En el caso de codimensién uno (decimos que un difeomorfismo de Anosov
M — M es de codimensién uno si el subfibrado estable o inestable tiene di-
mensién 1), Newhouse probé en [New| que deben ser transitivos. En [Fra2|, Franks
habia probado anteriormente que un difeomorfismo de Anosov transitivo y de codi-
mension 1 solo es posible en un toro (de hecho, probd que debe ser conjugado a un
Anosov lineal). Luego, para variedades de dimensién hasta tres, se sabe que solo
hay difeomorfismos de Anosov en toros.

Hay varios resultados que restringen la topologia de una variedad que admite un
difeomorfismo de Anosov. Por ejemplo, Shiraiwa prueba en [Shi] que una variedad



orientable M con dimH?(M) < 1 para cada ¢ no puede admitir un difeomorfismo
de Anosov con fibrado inestable orientable, donde H?(M) es el g-ésimo grupo de
cohomologia de M. Otro resultado de este tipo es la prueba de Ruelle y Sullivan
en [RS] de que si existe un difeomorfismo de Anosov transitivo con fibrados estable
e inestable orientable en una variedad M, entonces dim HY™E* (M), HEmE* (M) >
2. En este segundo ejemplo se da informacién més precisa acerca de la topologia
de la variedad agregando la hipdtesis de transitividad.

Dado un difeomorfismo de Anosov f : M — M, la descomposicion de T'M
en subfibrados expandidos y contraidos uniformemente por df impone condiciones
fuertes a la dinamica de f, que a su vez imponen condiciones a la accién de f
en el anillo de cohomologia H*(M). Dado un isomorfismo de H*(M), no siem-
pre existe un difeomorfismo que lo realice. Por otra parte, no todo anillo de
cohomologia soporta los tipos de acciones que debe inducir un difeomorfismo de
Anosov en cohomologia. En este sentido, parte de lo que haremos sera investigar
cémo es la posible accion de difeomorfismos en los anillos de cohomologia de cier-
tas variedades, y averiguar si se pueden corresponder a la accién inducida por un
difeomorfismo de Anosov.

Nos centraremos en particular en productos y fibrados por esferas. La mayor
parte de las ideas para estos casos provienen de [GRH|. En dicho articulo se
prueba que S? x S? no admite difeomorfismos de Anosov, a partir del célculo de
su cohomologia, y de la accién alli del mapa inducido por un difeomorfismo, que
se puede calcular gracias a la existencia de un producto en cohomologia. Esto es
luego generalizado a otros productos, y a fibrados por esferas.

Antes de calcular la accién de un difeomorfismo en los anillos de cohomologia
de productos y fibrados, tendremos en primer lugar que poder calcular, u obtener
informacion sobre estos a partir de la cohomologia de la base y la fibra.

Para el caso de un producto, probamos la formula de Kiinneth, que nos da
explicitamente la cohomologia de un producto a partir de la de sus factores.

En el caso de un fibrado por esferas, el objetivo es probar la existencia de
una sucesion exacta llamada sucesion de Gysin, que en ciertos casos nos permitira
calcular completamente la cohomologia del fibrado a partir de la de la base. Para
probar la existencia de esta sucesion, tendremos que ver primero la topologia de
fibrados por discos, donde aparecen el isomorfismo de Thom y la clase de Fuler.
Vemos en detalle el caso de fibrados vectoriales y cohomologia de de Rham, ya que
en este habra interpretaciones mas claras de algunos objetos. El caso general es
analogo, sustituyendo cohomologia de de Rham por cohomologia singular.

1.1 Enunciados de los resultados

En esta seccién, enunciamos con precisién los principales resultados que probare-
mos como conclusién de este trabajo.



Comenzamos definiendo los objetos centrales: los difeomorfismos de Anosov.

Definicién 1.1. Un difeomorfismo f : M — M es un difeomorfismo de Anosov si
el fibrado tangente a M se descompone como T'M = E* @ E*, donde E°, E* son
subfibrados continuos de T'M, llamados estable e inestable respectivamente, que
cumplen lo siguiente:

1. Son df-invariantes, es decir, df (E*) = E" y df (E*) = E*.
2. Existen C) X reales tales que C' > 0, 0 < A < 1 de forma que:

(a) |df*(v)| < CA¥||v|| para todo v e E*.
(b) |df ~*(v)| < CX*|jv| para todo v e E™.

Notacion. Dado x en M, a los subespacios de T, M asociados a los fibrados E* y
E? los denotamos por EY y E7. v les llamamos espacio inestable y espacio estable
de z, respectivamente. Luego, se tiene T,M = E'® FE vy d,f(EY) = E%
df (E3) = E} ) para todo z en M.

Luego, estudiamos la accion de un difeomorfismo de Anosov en los grupos de
cohomologia de una variedad. Relacionamos ademads, en el capitulo 5, esta accién
con el nimero de Lefschetz del difeomorfismo, que es un conteo “signado” de sus
puntos fijos!. Ademds, vemos en el capitulo 2 la relacién entre el crecimiento de la
cantidad de érbitas periédicas y la entropia? del difeomorfismo. Asi, en obtenemos
el siguiente resultado, que sera la herramienta principal para conseguir muchos
de los otros. La prueba aparece en [KH]|, y originalmente el resultado aparece en
[Bow]. Se usa en [Shi] y en [GRH] para obtener obstrucciones a la existencia de
difeomorfismos de Anosov.

Teorema 1.2. Sea M una variedad orientable, y f : M — M un difeomorfismo
de Anosov tal que el fibrado inestable E" es orientable. Entonces tenemos, si f es
transitivo:

Z(_l)qtr(f*l : HQ(M) N HQ(M»‘ _ #le(fl) _ elhtop(f) + O(elhtop(f))

q

y en el caso en que f no sea transitivo, se tiene

2 (=D r(fR s HI(M) — HI(M))

q

_ #FiX(le) _ pethtop(f) + 0(€thtop(f))

Lver capitulo 5
2ver capitulo 2



siendo K > 1 un entero, p la cantidad de piezas subbdsicas en la descomposicion
espectral de f correspondientes a piezas bdsicas con entropia topoldogica mdxima

(igual a hioy(f)).

En el enunciado de este teorema, aparece la hipétesis de que el fibrado inestable
sea orientable. Esta sera una hipotesis que precisaremos en varias oportunidades,
ya que es necesaria para poder relacionar el conteo de puntos fijos para un difeo-
morfismo de Anosov con su accién en cohomologia. Es cierto que siempre es posible
tomar un cubrimiento doble de la variedad que oriente al fibrado inestable. Sin
embargo, no se tiene un buen control sobre la cohomologia de este cubrimiento, y
por esto no siempre serd tutil tomarlo.

El teorema 1.2 restringe las clases de isotopia en Diffeo(M) en las que podemos
encontrar difeomorfismos de Anosov. Por ejemplo, el siguiente corolario nos dice
que no puede existir ninguno isotopico a la identidad. Este resultado fue probado
por Shiraiwa en [Shi], aunque daremos una prueba distinta.

Corolario 1.3. Sea M una variedad orientable, y f : M — M wun difeomorfismo
de Anosov tal que el fibrado inestable E* es orientable. Entonces, el mapa inducido
por f en la cohomologia de M no es el mapa identidad.

Por otro lado, el teorema también restringe los grupos de cohomologia de las
variedades que admiten difeomorfismos de Anosov. Esto se usa también en [Shi]
para dar ejemplos de variedades que no admiten difeomorfismos de Anosov.

Corolario 1.4. Sea M cerrada y orientable. Entonces, si dimH?(M) < 1 para
todo q = 0, M no admite difeomorfismos de Anosov con fibrado inestable E*
orientable.

Ejemplo 1.5. El corolario anterior se aplica en los siguientes casos.

1. Para cualquier n > 0, la esfera S™ no admite difeomorfismos de Anosov.

2. Ninguna variedad que sea cohomolégicamente una esfera admite difeomor-
fismos de Anosov con fibrado inestable orientable. Por ejemplo, los espacios
lente.

3. Los espacios proyectivos complejos no admiten difeomorfismos de Anosov.

4. Un producto de esferas de distintas dimensiones no admite difeomorfismos
de Anosov.

5. Un fibrado con base una esfera S™ y fibra una esfera S™ no admite difeo-
morfismos de Anosov si m > n.



En el caso de los ejemplos 4 y 5 que acabamos de mencionar, es necesario hacer
el calculo de grupos de cohomologia de productos y fibrados por esferas para ver
que el corolario 1.4 se aplica. Esto lo hacemos usando la férmula de Kiinneth y la
sucesion de Gysin.

También basandonos en el Teorema 1.2, y en célculos de los grupos de co-
homologia de fibrados por esferas, se obtiene el siguiente resultado, que aparece
originalmente en [GRH].

Teorema 1.6 (Gogolev-Rodriguez Hertz). Sea M cerrada de dimension 2n, y
S — M un fibrado con fibra S*™. Luego, S no admite difeomorfismos de Anosov
transitivos.

Ademdas, si M es orientable con dim H1(M) < 1 para todo ¢ =0y S — M es
un fibrado orientable, entonces S no admite difeomorfismos de Anosov con fibrado
inestable orientable.

Esto se aplica en el caso de S? x S? que ya mencionamos. El teorema es mucho
mas general y en este caso se puede dar una prueba més simple como la que se da
en [GRH], que luego presentaremos.

Ejemplo 1.7. No existen en S? x S? difeomorfismos de Anosov.

La prueba dada en [GRH]| del ejemplo anterior se puede generalizar para
obtener:

Ejemplo 1.8. Si n es par, no existen difeomorfismos de Anosov en ningin pro-
ducto de la forma S™ x S™ x --- x S™.

En el caso de un fibrado por esferas en el que la dimensién de la fibra es mayor
que la de la base, tenemos:

Teorema 1.9 (Gogolev-Rodriguez Hertz). Sea M cerrada de dimensionn, y S —
M un fibrado con fibra S™, con m > n. Entonces, S no admite difeomorfismos de
Anosov transitivos.

Mads aun, si m es impar, S no admite difeomorfismos de Anosov.

Por 1ltimo, como se dijo antes, tenemos un resultado que se basa en una
obstruccién a la descomposicion del tangente de una variedad como suma directa
de dos subfibrados.

Proposicién 1.10. Sea M es orientable con x(M) # 0. Si M admite difeomor-
fismos de Anosov de codimension k, entonces k debe ser par. Ademds, si E" es
orientable, debe ser también H*(M) # 0.

Esto se puede usar para descartar difeomorfismos de Anosov de determinadas
codimensiones.



1.2 Discusion de las demostraciones

Damos en esta seccion un breve resumen de las principales ideas que aparecen en
las demostraciones de los resultados enunciados en la seccién anterior.

1.2.1 Accién de un difeomorfismo de Anosov en H*(M)

Para ver cémo es la accién en H*(M) de un difeomorfismo de Anosov con fibrado
inestable orientable en una variedad orientable, usamos lo siguiente:

e La equivalencia entre las distintas definiciones del indice de Lefschetz. Por
un lado, tenemos L(f) = 3 o o(—1)%r(f* : HY(M) — H?(M)). Por el otro,
L(f) = I(I'(f),A), donde I'(f), A = M x M son el gréifico de f y la diagonal
en M x M respectivamente.

e El niimero de Lefschetz para un mapa f con grafico transversal a la diagonal
se calcula como suma de los nimeros de interseccion locales para cada punto
fijo, y estos coinciden con L, f = sgndet(id — d, f).

e El grafico de un difeomorfismo de Anosov siempre es transversal a la diagonal,
y ademas L, f siempre vale lo mismo para cada punto fijo z de f, cuando
E* es orientable. Luego, #Fix(f!) = |L(fY)].

e Si f es un difeomorfismo de Anosov, la cantidad de puntos fijos para f! crece
exponencialmente, con tasa exponencial hy,(f), la entropia topolégica de
f. Si f es transitivo, tenemos #Fix(f!) = elrerlf) 4 o(ehtor(1)). Si no es
transitivo, a partir de la descomposicion espectral para f, obtenemos que
existe K > 1 tal que #Fix(f&") = pelthor(f) 4 o(eKthwr(£)) donde p es la
cantidad de piezas subbdsicas para f correspondientes a piezas basicas con
entropia topolégica hyp(f).

Para probar que las definiciones del indice de Lefschetz coinciden, usamos dual-
idad de Poincaré, que nos sirve para plantear el problema en términos de integrales
de formas diferenciales. Ademads, nos ayuda a tomar una base particular de H* (M)
que facilite los calculos.

La independencia del signo de L, f del punto fijo z que se tome sale de como
es la accion de d, f en T, M: este actiia como una matriz hiperbdlica. Hacemos el
calculo en el caso de una matriz de esa forma, y vemos que el signo solo depende
de la dimension del espacio inestable. Por lo tanto, como los espacios inestables
forman un fibrado vectorial continuo, esta dimensién es la misma en cada punto,
y luego el signo de L, f no cambia al tomar distintos puntos.

Finalmente, para estimar precisamente el crecimiento asintotico de la cantidad
de puntos fijos para potencias de f, asumimos un teorema que aparece en [KH],
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que da una estimativa de esto para el caso de un conjunto hiperbdlico compacto,
localmente maximal y topoldgicamente mixing. Aplicamos el teorema de descom-
posicién espectral, y obtenemos lo mencionado para el caso transitivo y el caso
general.

Conocer la tasa exponencial de este crecimiento es necesario para parte de
los teoremas 1.6 y 1.9. Para el resto de los resultados, alcanza con saber que el
crecimiento de la cantidad de puntos fijos para f (o un iterado de f) es exponencial.
Esto es mas sencillo de probar.

1.2.2 La férmula de Kiinneth y la cohomologia de un producto

Nos va a interesar calcular la cohomologia de un producto a partir de la coho-
mologia de los factores. Esto nos permitird, entre otras cosas, construir ejemp-
los de variedades que no admiten difeomorfismos de Anosov, dado que podremos
obtener informacién sobre la acciéon de un difeomorfismo de un producto en co-
homologia, y su nimero de Lefschetz. Vale aclarar que esto no dependera de la
dindmica del difeomorfismo, sino que es un resultado sobre las clases de isotopia
de difeomorfismos de estas variedades, y cémo actiian en cohomologia. Veremos
que no cualquier morfismo en cohomologia es realizable como el morfismo inducido
por un difeomorfismo. El ejemplo mds simple de esto serd en S? x S2,

Podriamos trabajar con homologia, pero el producto en cohomologia (ya sea el
producto cup de la cohomologia singular o el producto exterior de la cohomologia
de de Rham) simplifica los cdlculos, y a la vez tiene una relacién interesante con la
interseccion de subvariedades y la dualidad de Poincaré que podemos aprovechar
en otros contextos.

Dadas variedades M, N, con sus respectivos anillos de cohomologia H*(M) y
H*(N), queremos ver cémo es H*(M x N). Tenemos proyecciones py, po desde M x
N hacia M y N respectivamente. Para toda clase de cohomologia [w] en H*(M),
tenemos su pullback pi[w], que es una clase en H*(M x N), y andlogamente para
clases en N. Luego, podemos definir un producto entre clases en M y clases en
N: el producto de [w] en H*(M) y [n] € H*(N) sera pi[w] A p3[n] (si estamos
tratando cohomologia singular, se reemplaza el producto exterior por el producto
cup). Lo que veremos es que toda clase en H*(M x N) es combinacién lineal de
clases de este tipo.

Maés precisamente, podemos definir un morfismo K : H*(M) ® H*(N) —
H*(M x N), dado por K(w®mn) = pf(w) A p5(n). Probaremos en la seccién 4.1
que este es un isomorfismo.

Para esto, la estrategia es hacer una especie de induccién en un buen cubrim-
iento finito de M (nos interesa probarlo para variedades compactas). Un buen
cubrimiento es un cubrimiento por abiertos difeomorfos a R", tales que sus inter-
secciones finitas son difeomorfas a R". Esta estrategia la usaremos también en
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otras ocasiones.
Veremos que, para probar que una propiedad se cumple para M, alcanza con
probar que:

e Se cumple para abiertos difeomorfos a R".
e Sise cumple para U, V y U nV, se cumple para U U V.

Para abiertos U difeomorfos a R", tendremos H*(U x N) =~ H*(R" x N). El
lema de Poincaré nos dara el isomorfismo en este caso. Para pasar del isomorfismo
para U,V y U n V al isomorfismo para U u V, usaremos la sucesion de Mayer-
Vietoris.

Finalmente, para calcular la accion de un difeomorfismo en la cohomologia
de un producto, usaremos que los morfismos inducidos respetan el producto en
cohomologia. De esta forma es que se prueba en [GRH] la no existencia de difeo-
morfismos de Anosov en S? x S2?, y es una de las ideas centrales detras de las
demostraciones en dicho articulo. Esto también aparecera cuando trabajemos con
cohomologia de fibrados.

1.2.3 La sucesién de Gysin y la cohomologia de un fibrado por esferas

Por 1ltimo, en la seccién 4.3 vemos una forma de calcular la cohomologia de un
fibrado por esferas, conociendo cierta informacién sobre él. Luego la aplicaremos
a fibrados que son cohomoldégicamente un producto, para en ese caso hacer un
calculo explicito del nimero de Lefschetz de un difeomorfismo. Esto es una gen-
eralizacion de lo que se explic en la seccién anterior, ya que un fibrado es una
generalizacién de un producto. Vale aclarar que no todos los fibrados por esferas
son cohomologicamente un producto. Impondremos condiciones para que esto sea
asi.

Para hacer esto, tendremos que pasar primero por el isomorfismo de Thom.
Esto lo haremos en la secciéon 3. Dado un fibrado por esferas, existe un fibrado por
discos que lo tiene como borde. Consideraremos en primer lugar el caso en el que
el fibrado por esferas viene de un fibrado vectorial, donde usaremos cohomologia
de de Rham. Este caso contiene todas las ideas necesarias para el caso general,
pero al mismo tiempo nos permite ver las cosas con més claridad. Discutimos
ahora las ideas en este caso, aunque luego las pruebas estén hechas en el contexto
mas general.

En el caso de un fibrado vectorial 7 : £ — M, se puede ver que al considerar el
subconjunto E’ de los vectores con norma mayor o igual a 1 (para alguna métrica
en el fibrado), se obtiene un espacio que se retrae por deformacion al fibrado por
esferas asociado al fibrado vectorial. Por lo tanto, es equivalente estudiar la coho-
mologia de esta subvariedad E' < E a estudiar la cohomologia de dicho fibrado
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por esferas. Luego, es natural intentar relacionar la cohomologia de E’ con la
cohomologia de E (que es la de M, dado que estos espacios son homotépicamente
equivalentes) y la cohomologia relativa de E respecto a E’. En esta ultima con-
sideramos unicamente formas diferenciales que se anulan en E’. Para evitar tener
que fijar una métrica en F, y depender de esta, trabajamos con formas de soporte
vertical compacto, que tienen soporte compacto en cada fibra. La clase de Thom,
que existe siempre que el fibrado sea orientable, serda una de estas formas.

A partir de la clase de Thom, podremos definir la clase de Euler de un fibrado,
una generalizacion importante de la caracteristica de Euler de una variedad. La
clase de Euler e(F) asociada a un fibrado vectorial orientable £ — M es una clase
de cohomologia en M, que tiene como una de sus propiedades que se anula cuando
existe una seccién de F que no se anula. A un fibrado por esferas asociado a un
fibrado vectorial le asignaremos también una clase de Euler, que sera la del fibrado
vectorial del que proviene.

La sucesién de Gysin, que conseguimos a partir de todo lo anterior, nos permi-
tird relacionar la cohomologia de un fibrado por esferas S — M, con fibra S*~1,
con su clase de Euler y la cohomologia de M. En particular, nos diré que si la clase
de Euler se anula, entonces el fibrado S tiene grupos de cohomologia isomorfos a
los del producto M x S*~!'. En particular, veremos que esto sucede cuando existe
una seccién M — S.

A partir de esto, se obtienen pruebas de los Teoremas 1.6 y 1.9, procediendo de
forma similar que en el caso de un producto de espacios, ya que las hipdtesis de los
teoremas garantizan, como veremos, la existencia de secciones para los fibrados.

1.3 Organizacion de la monografia

En el apéndice a la monografia se encuentran la mayoria de los prerrequisitos.

En el capitulo 2, presentamos propiedades basicas de los difeomorfismos de
Anosov.

En el capitulo 3 estudiamos fibrados, mayormente fibrados vectoriales orienta-
dos. Probamos el teorema del isomorfismo de Thom, definimos la clase de Euler
de un fibrado vectorial y probamos varias de sus propiedades. Al final del capitulo,
mencionamos el teorema andlogo para fibrados por discos, y definimos también la
clase de Euler en este caso.

En el capitulo 4, usamos lo visto en el capitulo 3 para probar la existencia
de la sucesiéon de Gysin para un fibrado por esferas (proveniente o no de un fi-
brado vectorial), a partir de la definicién de la clase de Euler de un tal fibrado.
Damos también una prueba del teorema de Kiinneth, que nos permite calcular la
cohomologia de un producto de espacios.

En el capitulo 5, definimos el indice de Lefschetz de un mapa f : M — M de
dos maneras: como el nimero de interseccién del grafico de f con la diagonal en
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M x M,y como la suma alternada de las trazas de los morfismos inducidos por f
en cohomologia. Vemos que las definiciones coinciden, y estudiamos el indice de
Lefschetz de un difeomorfismo de Anosov.

En el capitulo 6, damos pruebas de los resultados que fueron enunciados en el
capitulo 1.

2 Difeomorfismos de Anosov

Ahora definimos los difeomorfismos de Anosov, y vemos propiedades dinamicas
que seran importantes a la hora de entender su accién en el anillo de cohomologia
de una variedad.

En particular, definiremos la entropia topoldgica de un mapa, y mostramos su
relacién con el crecimiento de los puntos fijos de potencias de f (es decir, puntos
periédicos para f) cuando f es un difeomorfismo de Anosov.

2.1 Definicion y primeras propiedades

Una referencia para esta seccién es el capitulo 6 de [KH].

Definicién 2.1. Sea f: M — M un difeomorfismo. Decimos que un subconjunto
A © M es un conjunto hiperbdlico para f si es compacto, f-invariante, y para
cada x en A se tiene que 1, M se descompone como 1T, M = E¥ ® E3, donde E,
E? varian continuamente con x y ademés cumplen que:

1. El diferencial df de f respeta esta descomposicién, es decir, df (E?) = E;(x)
y df (Ey) = Ef -

2. Existen C, X € R tales que C' > 0, 0 < A < 1 tales que:

(a) | dpf¥(v)| < CA¥|v| para todo v € ES.
(b) |def*(v)|| < CA¥|v| para todo v e E“.

Definicién 2.2. Decimos que un difeomorfismo f : M — M es un difeomorfismo
de Anosov si toda la variedad es un conjunto hiperbdlico para f.

Vemos ahora como ejemplo los Anosov lineales.

Ejemplo 2.3. Sea A € GL(n,Z) una matriz n x n con coeficientes enteros e
invertible, tal que su inversa también tiene coeficientes enteros. Llamamos también
A :R™ - R" a la transformacién lineal dada por la multiplicacion por A.
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Figure 1: La accién del diferencial de un difeomorfismo de Anosov en el espacio
tangente a un punto

Recordamos que existe un cubrimiento 7 : R® — T" = S! x ... x St dado
por w(z1,....x,) = (r1 mod 1,...,z, mod 1). Luego, por ser A de coeficientes
enteros, A induce un mapa f4 : T" — T", dado por fa(mw(x)) = 7(Ax).

Ahora, tomamos A hiperbdlica, es decir, tal que ninguno de sus valores propios
A1y, Ay (posiblemente con multiplicidad) tiene médulo 1.

Suponemos ahora que estos valores propios son reales. En ese caso, si lla-
mamos F al subespacio propio generalizado correspondiente al valor propio A\ de
A, tenemos que R" se descompone como R” = E*@® E*, donde E* = IS
Es = @ja<1£x. La norma de los vectores en E* crece exponencialmente al iterar
A, mientras que la de los vectores en E* decrece exponencialmente (puede que este
crecimiento y decrecimiento no se dé en los primeros iterados, pero a partir de un
momento si sucederd). En el caso en que A tiene valores propios complejos, se
tiene también la descomposicién R” = E*@® E* con esta caracteristica, aunque no
se pueda hablar de subespacios propios generalizados.

Para cada punto Z en R™ tenemos entonces subespacios afines T + E“, T+ E’s,
paralelos a Ev y Es respectivamente. Observamos que estos se proyectan al toro
T™ como subvariedades inmersas. Ademads, dado x € T™ con un levantado = € R™,
estén bien definidos los espacios tangentes T,7 (% + E*), T,m (% + E%) < T,T".

A partir de esta descomposicién podemos entonces definir los fibrados estable
e inestable en T". Para cada punto x € T", definimos E? = T,n(i + E*), E* =
T,m(% + E*).

Vemos automaticamente que estos espacios varian continuamente y que los
fibrados que determinan son df 4-invariantes. Para chequear la condicién de ex-
pansion y contraccién uniforme en E* y E® respectivamente, alcanza con observar
que f4 se comporta localmente como A, y usar la expansion y contraccion de los
vectores en E* y Es.

No todos los ejemplos de difeomorfismos de Anosov son de esta forma. Lo que
si sucede es que todos los ejemplos en toros son conjugados a ejemplos de esta
forma. En [Man], Manning prueba que todo difeomorfismo de Anosov en un toro
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es conjugado a uno lineal, a partir de trabajo previo de Franks, que prob6 en [Fral]
que todo difeomorfismo de Anosov transitivo en un toro T" con accién hiperbdlica
en Hi(T") es de esta forma. Manning prueba entonces que todo difeomorfismo de
Anosov en un toro es transitivo y tiene accién hiperbélica en H'(T™).

Un ejemplo de un difeomorfismo de Anosov en una variedad compacta que no
es un toro se puede encontrar en la seccién 1.3 de [Smal.

Veamos ahora algunas propiedades de los difeomorfismos de Anosov:

Proposicién 2.4. Si f : M — M es Anosov, entonces es expansivo.

Definicién 2.5. Dado un homeomorfismo f : M — M, decimos que un punto x
en M es errante si existe U entorno de x tal que f(U) nU # .

Definimos el conjunto no errante de f : M — M como Q(f) = {z € M :
x no es errante}.

Definicién 2.6. Si f : M — M es un homeomorfismo, llamaremos Fix(f) al
conjunto de puntos fijos de f.
Llamamos ademds Per(f) al conjunto de puntos periédicos de f.

Observacion. Tenemos Fix(f) < Q(f). Més en general, Per(f) < Q(f).

Los difeomorfismos de Anosov tienen la propiedad de sombreado, es decir,
cumplen que toda “aproximacién”, en cierto sentido, a una Orbita, esta cerca
de una verdadera orbita (ver [KH], capitulo 18).

Esto tiene como consecuencia lo siguiente:

Proposicién 2.7. Si f : M — M es un difeomorfismo de Anosov, entonces

Per(f) = Q(f).

Bajo ciertas condiciones, se puede ver cierta estructura en el conjunto no er-
rante de un difeomorfismo. No explicitaremos cudles son estas condiciones, ya que
nos alcanzard con tener el resultado para los difeomorfismos de Anosov, que las
cumplen. Este es el llamado teorema de descomposicion espectral. Recordamos
que un mapa f : M — M es transitivo si la érbita de algin punto en M es densa.

Teorema 2.8. Si f : M — M es un difeomorfismo de Anosov, entonces Q(f) =
AU~ UAg, con A; cerrado, invariante y transitivo para f para cadat =1,...,n.

Ademds, para cadai = 1,...,n se tiene A; = N;1U---UA;,, donde los A; j son
cerrados permutados ciclicamente por f, es decir, son tales que f(N; ;) = A; j+1 Si
J<liy f(Nyg) = N1 Ademds, f Ay ¢ Ny — Aij oes topoldgicamente mixing
para cada v, 7.

A los conjuntos A; dados por el teorema los llamamos piezas bdsicas, y a los
A; j piezas subbdsicas.
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Corolario 2.9. Sea f : M — M wun difeomorfismo de Anosov. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

e f es transitivo.

e [ es topologicamente mizing.
e Q(f) =M.

o Per(f) =M.

Los ejemplos de difeomorfismos de Anosov conocidos hasta ahora cumplen las
propiedades mencionadas en el corolario. En [Smal, Smale plantea la pregunta de
si necesariamente se deben cumplir.

2.2 Entropia

En esta seccién, damos una definicion y enunciamos algunas propiedades de la
entropia topolégica de un mapa continuo f : M — M. Estas se pueden encontrar,
junto con sus demostraciones, en el capitulo 3 de [KH].

Definicién 2.10. Sea f : M — M continua, con M compacta y d una métrica en
M.

Entonces, definimos

d{(z,y) = max d(f(z),f(y))

0<j<k—1
Proposicién 2.11. Las funciones d£ son métricas en M.

Dado z en M, e > 0y k > 0, llamamos By(x,¢, k) ala bola de centro z y radio
€ con la métrica di, es decir, By(z,e,k) = {ye M : dg(x,y) <e}.

Definicién 2.12. Decimos que un conjunto A < M es (k,e)-generador si M <

UreA Bf<x7 = k)
Llamamos Sy(f, €, k) ala cantidad de elementos de un conjunto (k, £)-generador
minimal.

Definimos ahora la entropia de un mapa f.

Definicién 2.13. Si f : M — M es continuo, entonces definimos hy(f, &) =

lim sup,,_, ., = log Su(f, £, k).
Definimos la entropia topolégica de f como hy,,(f) = lime_o ha(f, €).

Proposicion 2.14. La definicion hecha de la entropia topoldgica de un mapa con-
tinuo no depende de la métrica d : M x M — M que se tome.
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Ahora vemos propiedades que nos seran ttiles en el caso particular de los
difeomorfismos de Anosov.

Proposicién 2.15. Sea f: M — M continuo. Entonces, se cumplen:

1. Si g : N — N es (topoldgicamente) conjugado a f, entonces hip(f) =
htop(g)'

2. 8i A c M es cerrado e invariante, hiop(fla) < hiop(f)-

3. Se tiene hiop(flacr)) = iop(f)

4. 81 QM) = Ui=1 A;, con A; cerrado e invariante para cada i, entonces

htop(f) = MmaX;=1,..1 htop(f|/\i)-
5. Para todo entero my, hiop(f™) = |[m|hiop(f)-

A partir de 2,3 y 4 obtenemos directamente:

Corolario 2.16. Si f : M — M es un difeomorfismo de Anosov, entonces
hiop(f) = hiop(fla;), donde A; es una pieza bdsica para f de entropia mdzima
entre las piezas bdsicas.

2.3 Conteo de d6rbitas periddicas

En esta seccién, vemos una forma de cuantificar el crecimiento de la cantidad de
orbitas periédicas de un mapa f : M — M segun su periodo, y la relacién de este
crecimiento con la entropia topoldgica de f.

Nos interesa el caso de los difeomorfismos de Anosov en particular. En este
caso, siempre hay crecimiento exponencial de érbitas periddicas, como veremos.
Entonces, tiene sentido considerar la tasa de crecimiento exponencial de esta can-
tidad. Esa sera nuestra primera definicion.

Un detalle a considerar es que vamos a fijarnos cémo crece #Fix(f!) cuando I
crece, en lugar de en el crecimiento de la cantidad de puntos peridédicos de periodo
estrictamente [.

Definicién 2.17. Llamamos p(f) a la tasa de crecimiento exponencial de #Fix(f!).
Es decir, p(f) = lirln sup 7 log #Fix(f").
—00
De hecho, esta cantidad coincide con la entropia de f en ciertos casos. Por

ejemplo, tenemos el siguiente resultado, tomado del capitulo 18 de [KH].

Teorema 2.18. Sea M compacta y f : M — M difeomorfismo, con A < M
un conjunto hiperbélico compacto y localmente mazximal. Entonces, p(f|x) =

hiop(f)-
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Corolario 2.19. Si f : M — M es Anosov, entonces p(f) = hop(f).
Para que todo esto sea 1til, precisamos:

Proposiciéon 2.20. Si f : M — M es un difeomorfismo de Anosov, entonces
hiop(f) > 0.

Se puede probar esto de varias formas. Por ejemplo, alcanza con encontrar
una interseccién homoclinica (ver [KH], capitulo 0) transversal, lo que nos da un
subconjunto hiperbdlico y topolégicamente mixing A para f, tal que f|5 es un
subshift de tipo finito, o cadena de Markov topoldgica ([KH], capitulo 1), lo que
facilita el calculo de la entropia, y se puede ver en ese caso que esta es positiva.
Esto se puede encontrar, por ejemplo, en el capitulo 4 de [Mn].

Figure 2: Intersecciéon homoclinica transversal.

Esto ya nos da informacién importante:

Proposicion 2.21. Si f : M — M es un difeomorfismo de Anosov, entonces
#Fix(f') crece exponencialmente con .

Vamos a ver ahora un resultado mas general, que nos da una estimativa mas
precisa para #Fix(f!).

La prueba se puede encontrar en el capitulo 20 de [KH], en el capitulo 20. Para
varios de los resultados que probaremos sera fundamental. Originalmente proviene
de [Bow].

Teorema 2.22 (Bowen). Sea f : M — M wun difeomorfismo, con A conjunto
hiperbdlico compacto y localmente mazximal tal que f|x es topoldgicamente mizing.
Entonces, existen a > 0 y A < eler(F18) tales que

|4 Fix(f!) — eherIV)| < g \!
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En el caso transitivo, tenemos como consecuencia:

Corolario 2.23. Sea f : M — M un difeomorfismo de Anosov transitivo. FEn-

tonces, se tiene
#le(fl) — elhtop(f) + O(elhtop(f)>

Y, en el caso general:

Corolario 2.24. Sea f : M — M un difeomorfismo de Anosov, y sea p € N
la cantidad de piezas subbdsicas A correspondientes a piezas bdsicas con entropia
mazima (es decir, igual a hy,,(f)). Entonces, existe K > 0 tal que se tiene

#Fix(fm) _ pemhwp(f) + 0<€thtop(f))

3 Isomorfismo de Thom y clase de Euler

En este capitulo, estudiamos en detalle la relacién entre la cohomologia del espacio
total de un fibrado vectorial y la cohomologia de la base.

En la seccion 3.1, estudiamos la dualidad de Poincaré en cohomologia de de
Rham y definimos el dual de Poincaré a una subvariedad, que nos sera ttil en la
segunda seccion.

La seccién 3.2 es la parte central del capitulo, en la que probamos el teorema
del isomorfismo de Thom, definimos y damos propiedades importantes de la clase
de Euler de un fibrado vectorial.

Por 1ultimo, en la seccién 3.3 presentamos el caso de los fibrados por discos,
usando cohomologia singular. Un fibrado vectorial se puede pensar como un caso
particular de un fibrado por discos, y por lo tanto el isomorfismo de Thom en este
caso serda una generalizacion del caso visto en la seccion 3.2.

3.1 Dualidad de Poincaré en cohomologia de de Rham

Sea M una variedad diferenciable orientada, de dimension n.

Si M es compacta, entonces toda forma diferencial en M tiene soporte com-
pacto, por lo tanto su cohomologia de de Rham y su cohomologia con soporte
compacto coinciden. Sin embargo, en el caso no compacto pueden diferir, como en
M = R™ (ver Apéndice). Veremos en esta seccién que, no obstante, existe cierta
relacion entre ellas. Ademads, como producto de esta relacion, podremos asociar
a cada subvariedad orientada N* < M su dual de Poincaré. Veremos més ade-
lante que esta construccién nos permitira, en ciertos casos, describir el producto
en cohomologia en términos de interseccién de subvariedades.

En esta seccién, seguimos el capitulo 1 de [BT], méds especificamente la seccién
5.
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3.1.1 Pairings y dualidad en espacios vectoriales

Vamos a recordar, en primer lugar, ciertas nociones de algebra lineal.

Definicién 3.1. Dados dos espacios vectoriales reales V' y W, a un funcional lineal
¢ : VW — R le llamaremos pairing entre V.y W .

Decimos que un pairing es no degenerado si p(v,w) = 0 para todo w € W
implica v = 0, y ¢(v,w) = 0 para todo v € V' implica w = 0.

Observacion. Dados dos espacios vectoriales V y W, y un pairing ¢ : VW — R
entre ellos, se tiene un mapa lineal V' — W* dado por v — ¢(v, —), y andlogamente
un mapa W — V* dado por w — ¢(—, w).

Ademas, el pairing ¢ es no degenerado si y solo si ambos mapas son inyectivos.

Vamos a usar la siguiente proposicion elemental de algebra lineal.

Proposicién 3.2. Si V y W son espacios vectoriales de dimension finita y ¢ :
VW — R es un pairing entre ellos, entonces ¢ es no degenerado si y solamente
si el mapa V-— W* dado por v — @(v,—) es un isomorfismo.

Por tltimo, damos una definiciéon y un lema que precisaremos mas adelante.

Definicién 3.3. Sean p : VW — R, ¢ : V' ® W' — R pairings entre espacios
vectoriales V., W y V' W' respectivamente. Sean ademés f : V — V' g : W' - W
transformaciones lineales.

Decimos que el diagrama

v Loy
® ®
W - W'
oL
R R

conmuta si y solamente si para todos v e V, w' € W’ se cumple

plv®@g(w)) = ¢(f(v) ®@w')

Ademas, decimos que conmuta a menos de un signo si la igualdad que se da para
todos v eV, w' € W’ es

plv®@g(w)) = +y(f(v) ®@u')

Lema 3.4. Sean ¢ : VW — R, ¢ : V'Q W' — R pairings, y f : V — V/,
g : W' — W transformaciones lineales.
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Llamemos ¢ : V. — W™ al mapa inducido por o, y 1/; V= W™ al mapa
inducido por ).
Entonces, el cuadrado

v —L vy

bk

W* 9 W'

conmuta (a menos de un signo) si y solamente si el diagrama

vLew
® ®
WTW’
[
R R

conmuta (a menos de un signo).

Proof. La condicion necesaria y suficiente para que el cuadrado conmute es que
sea g*(@(v)) = Y(f(v)) : W' — R para todo v € V. Pero se tiene, dado w' en W'

g (@) (w') = F(v)(g(w))
i

y por otro lado

Luego, el cuadrado conmuta si y solamente si ¢(v ® g(w')) = ¥ (f(v) ® w’) para
todosv e V, w' € W', y eso define la conmutatividad del otro diagrama. La prueba
es analoga para el caso de la conmutatividad a menos de un signo.

O
3.1.2 La dualidad de Poincaré
Nuestro primer objetivo en esta seccion es el siguiente teorema.

Teorema 3.5 (Dualidad de Poincaré). Sea M wuna variedad orientable de di-
mension n, que admite un buen cubrimiento finito. Entonces, para todo k € 7,

HY(M) = (H™H (M)
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La definicién de buen cubrimiento se encuentra en el Apéndice, en la seccién
A.1.6.

Dado el enunciado de la Proposicion 1.1, cabe esperar que consigamos probar
el teorema definiendo un pairing no degenerado H*(M)® H"*(M) — R.

Empezamos definiendo un mapa bilineal a nivel de las formas diferenciales.
Recordamos que toda n-forma con soporte compacto puede ser integrada en M,
ya que M es una variedad orientada. Luego, se obtiene lo siguiente:

Observacion. Para todo k = 0, el mapa QF(M) x Q"~*(M) — R dado por (w,n) —
§,;w A 1 estd bien definido, y es bilineal.

Maés atn, gracias al teorema de Stokes, tenemos un mapa bilineal inducido en
HY(M) x HYF(M).

Proposicién 3.6. Para todo k = 0, se tiene un mapa bilineal H*(M)x H**(M) —
R, definido por ([w],[n]) — §,,w A 7.

Siempre que se tiene un mapa bilineal B : V x W — R, este induce un pairing
en el producto tensorial de V' 'y W, es decir, un mapa lineal V ® W — R. Este
estd definido en V. ® W como el tinico mapa lineal que extiende v ® w — B(v, w).
En nuestro caso particular, obtenemos:

Definicién 3.7. Llamamos { : H*(M) ® H**(M) — R al pairing dado por
(W@ [n] = Sy @A

Para completar la prueba del teorema, resta ver que el pairing definido es
no degenerado. Lo probamos primero para el caso M =~ R", y luego usamos el
Teorema 1.1, asumiendo que M tiene un buen cubrimiento finito.

Lema 3.8. Para todo k > 0, el pairing § : H*(R") @ H' *(R") — R es no
degenerado.

Proof. Debido a los lemas de Poincaré, solo es necesario tratar el caso k = 0 (un
pairing ¢ entre espacios vectoriales de dimensién 0 es trivialmente no degenerado).

En ese caso, recordamos que H°(R") = ([1]) y HX(R") = {[fdt; A -+ A dl,]),
donde 1 es la funciéon constante 1 y f es una funcién diferenciable con soporte
compacto e integral 1 en R"™.

Luego, vemos que el mapa ¢ : H*(R™) — (H*(R"))* dado por ¥ ([w])([n]) =
§gn w A 1 es inyectivo, ya que Y ([1])([fdty A -+ A dty]) = Sz f =1,y por lo tanto
»([1]) # 0, lo que implica Ker(y) = {0}. Concluimos que ¢ es un isomorfismo, y
por la Proposicién 1.1, el pairing { es no degenerado. O]

Teorema 3.9. Si M es una variedad diferenciable de dimension n, entonces el
pairing § : H*(M)® H? (M) — R es no degenerado para todo k = 0.
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Proof. Sea P la propiedad tal que se cumple P(U) si y solo si el pairing {: H*(U)®
H"*(U) — R es no degenerado para todo k = 0.

En el lema anterior vimos que se cumple cuando U =~ R". Ahora, alcanza con
probar (esto se ve en el Apéndice, en la secciéon A.1.6.) que si se cumplen P(U),
P(V)y P(U V) entonces se cumple P(U u V).

Probemos entonces esto. Consideramos las dos sucesiones de Mayer Vietoris,
para cohomologia de de Rham y para cohomologia con soporte compacto:

S HYU O V) —E s HYU) @ HYV) —L s HYU A V) - B U O V) —

— HE MU O V) — HEHU) @ HEH(V) = HE MU A V) - HEHH(U 0 V)

Luego, podemos aplicar el pairing a las sucesiones, obteniendo el siguiente dia-
grama.

S HNU OV) T HRU) @ HYV) —L s HRU A V) - B U O V) —
® ® ® ®
— HI7HU O V) s HEHU) @ HPHV) 6o HETHU A V) - B0 O V)

J*
lsuuv lsu +5y lsUr\V l Uov
R

R R R

Afirmacion. FEl diagrama de arriba es conmutativo a menos de un signo.

Asumiendo la afirmacién, por el Lema 1.7 tenemos un diagrama conmutativo
a menos de un signo de la forma

— S HYUOUV)———— S HYU) @ HYV) ———— S HY U A V) ——

| | |

— (H U o V) — (HH0)* @ (HHV)* — (HTHU A V) —

donde ademés sabemos que los mapas H*(U V) — (H* (U~ V))* y (H*(U)®
HY(V)) — (H*U))*@ (H**(V))* son isomorfismos para todo k = 0, dado que
eso es equivalente (ver Proposicién 1.6) a que se cumplan P(U), P(V)y P(UNV).
Pero entonces, por el lema de los cinco, los mapas H*(UuV) — (H» *(UUV))*
son también isomorfismos, y por lo tanto se cumple P(U u V). Esto concluye la
prueba del teorema.
Demostramos ahora la afirmacion:
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Para los cuadrados de la forma

HYU O V) —2 HYU) @ H*(V)
® ®
HP MU O V) < Hp MU) @ HP (V)

lgUuV lgU + SV

R R

tenemos, dadas [w] e H*(U u V) y ([n],[7]) € H>*(U) @ H*(V),

w A (Tysn + ty«T) (1)
UuV

f W A ysn + J W A TysT (2)
UuV UuV

:fUWAn+JVWAT (3)

donde en (1) usamos la definicién de i, y en (3) que iy, es una forma que extiende
a ny estd soportada en U (andlogamente con iy,7). Por otro lado,

(L ' L) (Fw®@.m) = <L + L) (5w, iw) ® (n,7)
= Li?}w AN+ Lz’%‘,w AT

=Jw/\17+fw/\7'
U v

ya que ij;w es solamente la restricciéon de w a U, y es analogo para ij,w. Por lo
tanto el cuadrado conmuta. Para los cuadrados en los que aparecen j* y j,, la
discusion es similar. Veamos los cuadrados que involucran a d y d*:

Dada [w] € H*(U n V), recordemos que d*[w] = [n] € H**Y(U u V), donde
Ny = —d(pv) A wy nly = d(py) A w, siendo {py, pv} una particién de la unidad
subordinada al cubrimiento {U,V} de U u V.

Por otro lado, si [7] € HY *(U 0 V), di[7] = [0] € H» * (U n V), donde

f w A ([, 7))
UuVv
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ip«d = —d(py) AT (en U) y iy.0 = d(py) A T (en V). Por lo tanto, tenemos

|| Blaali=| wadpas

(D[ dlp)nwar )

=—PNLVfMAM
:eNHLVfMAm 2)

donde en (1) usamos que w es una k-forma, y en (2) que d*[w] estd soportada en
U u V. Concluimos que el cuadrado conmuta, y esto termina con la prueba de la
afirmacion. ]

3.1.3 El dual de Poincaré a una subvariedad

Veamos ahora como asociamos a cada subvariedad X < M (encajada como un
conjunto cerrado) una clase de cohomologia, llamada su dual de Poincaré.

Si X es de dimensién k, entonces se tiene un funcional lineal Iy : QF(M) — R,
dado por

Ix(w) = J i*w
X
siendo 7 : X — M la inclusion.

Proposicién 3.10. El funcional Iy induce un funcional en H¥(M), dado por

[w] — §yi*w.

La independencia del representante de la clase [w] sale del hecho de que X no
tiene borde, y del teorema de Stokes.

Ahora, por el isomorfismo (H*(M))* ~ H*(M) que vimos en la parte anterior,
debe existir en H"*(M) una tnica clase nx tal que Ix([w]) = §,,w A nx para
toda clase [w] en H¥(M). Es decir, existe nx tal que

fi*wzj W AN
X M

para toda [w] en HE(M). A nx la llamamos dual de Poincaré a X. Cuando sea
necesario tomar un representante de nx, también le llamaremos 7x.
En resumen,
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Teorema 3.11. Si X¥ ¢ M™ es una subvariedad encajada como un subconjunto
cerrado, entonces existe una tnica clase de cohomologia nx en H" *(M) tal que,
para toda forma cerrada w en QF(M), se tiene

Ji*wzj WA Nx
X M

3.2 Isomorfismo de Thom y clase de Euler: fibrados vec-
toriales

Ahora vamos en camino a ver el isomorfismo de Thom para un fibrado vectorial
orientable £ — M, y definir su clase de Euler.

El isomorfismo de Thom nos dard una relacion entre la cohomologia de M y
la cohomologia con soporte vertical compacto de F. Esta ultima es equivalente a
la cohomologia relativa de F respecto al complemento de un entorno tubular de
la seccion nula. Es decir, es la cohomologia que resulta de considerar las formas
diferenciales que se anulan lejos de 0 en cada fibra.

En el caso mas simple posible, un fibrado trivial {z} x R¥ (que es nada mds que
un espacio vectorial), esta cohomologia coincide con la cohomologia con soporte
compacto de R¥, que esta generada por una forma w de integral 1. Esta forma nos
da una orientacién de R*.

La clase de Thom de un fibrado vectorial de rango k sera andloga a la forma
w € H¥(RF). Restringida a cada fibra F', nos dara un generador de H*(F), y por
lo tanto una orientacion de la fibra.

A partir de la clase de Thom, definiremos la clase de Euler, que es una ob-
struccién a la existencia de una seccion M — E del fibrado que no se anule. Esta
es una generalizacion de la caracteristica de Euler de una variedad.

3.2.1 Fibrados vectoriales

Definicién 3.12. Un fibrado vectorial de rango k£ sobre una variedad M es un
fibrado £ — M con proyeccién diferenciable, fibra R* y grupo de estructura
GL(k,R).

En el apéndice se detalla la nociéon de un fibrado con un cierto grupo de es-
tructura.
Vemos también la nocion de equivalencia de fibrados en este caso:

Definiciéon 3.13. Dados fibrados vectoriales 7 : E — M, n' : ' — M,
mapa de fibrados vectoriales del prlmero al segundo consiste de un par de mapas
f:E>E,g:M— M talesque ®’of=for (es decir, f preserva fibras) y f
es lineal en cada fibra.

En ese caso, decimos que f cubre a f.
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Observamos que f : M — M’ es continuo, y queda determinado por f. Esto
nos permite decir cuando dos fibrados vectoriales son equivalentes, es decir, cuando
existe entre ellos una equivalencia de fibrados vectoriales.

Definicién 3.14. Una equivalencia entre fibrados vectoriales es un mapa de fibra-
dos vectoriales invertible, y cuya inversa es un mapa de fibrados vectoriales.

En particular, si dos fibrados vectoriales son equivalentes, entonces sus espacios
totales son homeomorfos, pero lo segundo no necesariamente implica lo primero.

Veamos ahora una nocién de “descomposicion” de un fibrado: asi como un
espacio vectorial se puede descomponer como suma directa de subespacios, en

algunas oportunidades un fibrado vectorial se descompone como suma directa de
subfibrados.

Definicién 3.15. Dado un fibrado vectorial = : E — M, un subfibrado de este es
un fibrado vectorial con espacio total un subconjunto £’ de E, base M y proyeccién
™ | B > M.

Es decir, asi como un fibrado vectorial sobre M es una coleccién de espacios
vectoriales [, parametrizados por los puntos de M, un subfibrado vectorial es
una coleccion de subespacios de los F,, con la parametrizaciéon por puntos de M
que tienen como subconjuntos de ellos. En particular, estos subespacios varian
continuamente.

Decimos entonces que un fibrado E es suma directa de subfibrados F; y Fs
si para cada x en M se tiene que la fibra de E sobre x se descompone como
E, = F, ® E,,. También tenemos una nociéon de “suma directa externa” para
fibrados vectoriales. Esta es la llamada suma de Whitney. La fibra de la suma
directa de E, E' sobre cada x en M serd la suma directa de £, y E!. Damos una
definicién que formaliza esto:

Definicién 3.16. Dados fibrados vectoriales 7 : E — M, ©’ : B/ — M, tenemos
un fibrado vectorial producto @ x 7’ : E x B/ — M x M. Llamamos ahora
A: M — M x M al mapa diagonal.

Definimos la suma de Whitney E@® E’ de E'y E' como E® E' = A*(E x E').

En el pullback f*E de un fibrado E por un mapa f, la fibra sobre un punto
x es la fibra sobre f(x). Luego, vemos que la fibra para E @ E’ sobre cada punto
x es B, ® E!. Luego, se puede ver que tanto £ como E’ son, de forma natural,
subfibrados de F @ E’, y este se descompone como suma directa de ellos (con la
nocién de suma directa “interna” que dimos antes).

De la misma forma que una variedad es orientable si podemos elegir una ori-
entacion del espacio tangente en cada punto de forma que varie continuamente, un
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fibrado sobre M serd orientable si para cada x en M podemos elegir una orientacién
de la fibra E, sobre z, de forma que estas orientaciones varien continuamente.

De hecho, como quedara claro a partir de la definicion que daremos ahora,
una variedad es orientable si y solamente si su fibrado tangente TM — M es
orientable como fibrado vectorial (esto no es lo mismo que pedir que su espacio
total sea orientable como variedad, de hecho, T'M como variedad siempre es una
variedad orientable aunque M no lo sea).

Definicién 3.17. Decimos que un fibrado vectorial de rango k es orientable si
existe una trivializacion {(Us,, ©u)}aer tal que gop5(z) estd en GL* (K, R).

Figure 3: La banda de Mobius es el espacio total de un fibrado vectorial no ori-
entable sobre el circulo.

Luego, si tenemos una trivializacion de este tipo, definimos mediante los mapas
¢, una orientaciéon de cada fibra a partir de una orientacién de R*, y esto estars
bien definido por la condicién de que g,5(z) tenga determinante positivo para cada
x en Upyg.

De forma similar a la construccién del cubrimiento doble orientable de una var-
iedad no orientable, dado un fibrado 7w : £ — M no orientable, se puede construir
una variedad N y un cubrimiento doble no trivial A : N — M de forma que h*(E)
sea un fibrado orientable sobre N. Si el cubrimiento N — M resultara ser trivial,
entonces E seria orientable (la construccién del cubrimiento doble orientable de
una variedad es en realidad un caso particular de esto).

Por lo tanto, se tiene:

Proposicién 3.18. Un fibrado vectorial sobre un espacio simplemente conexo es
orientable.

Muchas veces nos interesara descomponer un fibrado vectorial como la unién de
fibrados triviales, de la misma forma que para variedades nos interesa considerar
un buen cubrimiento, en el que cada abierto es difeomorfo a R™. De hecho, estas
ideas estan relacionadas: un fibrado vectorial sobre un punto es siempre trivial, y
los abiertos que forman un buen cubrimiento son contractibles y por lo tanto “a
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menos de homotopia” son un punto. En el apéndice (seccién A.1) mencionamos
que un fibrado sobre un espacio contractible es trivial.

Por lo tanto, si tenemos un buen cubrimiento {U,}aer de una variedad M, y
un fibrado vectorial E — M, la restricciéon de E a cada abierto U, es un fibrado
trivial, al que denotamos E|y, .

Un ejemplo muy comun es el fibrado tangente a una variedad.

Definicién 3.19. Si M" es una variedad diferenciable, entonces su fibrado tangente
TM es un fibrado vectorial sobre M de rango n tal que la fibra sobre cada x en
M es T, M, el espacio tangente a M en x.

Si asumimos M < R¥ para algtin natural N, entonces podemos definir TM =
{(x,v) e M xRN : v e T,M = R¥} (pensando T, M como velocidades de curvas
contenidas en M, en el punto x).

Dado que toda variedad se encaja en RY para N suficientemente grande, esta
no es una restriccién importante. Para ver una definicién intrinseca de 7'M (y una
prueba de que efectivamente es un fibrado vectorial) se puede consultar el capitulo
3 de [Lee].

Para terminar, damos una definicién del fibrado normal a una subvariedad X
encajada en M.

Definicién 3.20. Si X* — M™ es una subvariedad de una variedad riemanniana,
entonces el fibrado normal de X en M es un fibrado vectorial de rango n — k sobre
X, cuyo espacio total se puede definir de la siguiente manera:

N(X,M) = {(z,v) € TM : v € T,X*}, donde pensamos a T, X como sube-
spacio de T, M. Es decir, N(X, M) consiste en los vectores perpendiculares al
tangente de X en M.

Si esta claro que estamos pensando a X como una subvariedad de M, entonces
escribimos NX = N (X, M).

3.2.2 Cohomologia con soporte vertical compacto

Sea M una variedad diferenciable, no necesariamente compacta. Definimos ahora
la cohomologia con soporte vertical compacto, para un fibrado £ — M (se puede
definir en general, pero lo haremos para fibrados vectoriales).

Sea EF — M un fibrado vectorial real, con fibra de dimensién m.

Definicién 3.21. Decimos que una forma diferencial w en E tiene soporte com-
pacto en la direccion vertical si p~'(K) n sop(w) es compacto para todo K < M
compacto.

Llamamos Q% (E) al subconjunto de Q*(E) dado por las formas con soporte
compacto en la direccién vertical, y QF (E) al subconjunto de las formas de di-
mension k de este tipo.
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Hacemos ahora algunas observaciones sobre la definicion.

Observacion. 1. Si M no es compacta, QF (F) difiere de Q*(E), las formas
diferenciales con soporte compacto.

2. Toda forma w en QF (E) tiene soporte compacto cuando se la restringe a
cada fibra. Esto mo es equivalente a que w tenga soporte compacto en la
direccién vertical, y no nos alcanzaria con pedir solo esta condicién para lo
que haremos.

3. Para cada k, QF (E) es un subespacio vectorial de Q%(E). Ademds, Q (F) es
una subalgebra de Q*(E), ya que el producto exterior de formas con soporte
compacto vertical también tiene soporte compacto vertical.

4. Dada w en % (E), se tiene que dw también esta en 2% (E). Luego, se sigue
de la observacién anterior que (QF (E),d*) es un complejo de cocadenas.

Gracias a las observaciones de arriba, podemos hacer la siguiente definicion.

Definicién 3.22. Llamamos cohomologia con soporte compacto en la direccion
vertical, o cohomologia vertical compacta de E a la cohomologia del complejo
(QF (E),d*). La denotamos H* (E).

Observacion. La cohomologia con soporte vertical compacto es equivalente a la
cohomologia relativa de F respecto al complemento de un entorno tubular de la
seccion nula.

Dada la observacion que acabamos de hacer, podriamos trabajar con coho-
mologia relativa y dejar de lado la definicién de cohomologia con soporte vertical
compacto. Por ahora no haremos esto, para evitar tener que hacer la elecciéon de
un entorno tubular de la seccion nula, o de una métrica en E. Luego si nos serd
util.

Por 1ltimo, vemos que tenemos una sucesion de Mayer-Vietoris para coho-
mologia con soporte vertical compacto.

Proposicion 3.23. Siw: E — M es un fibrado vectorial, y W < M es un abierto,
llamamos E|w al fibrado sobre W que es la restriccion del fibrado original sobre
M.

St U,V < M son abiertos, existe una sucesion exacta de la siguiente forma:

. — H(Elyoy) — HEL(Ely) @ HE(Elv) — HE (Eluav) — HETY(Eluoy) — -

Los mapas son andlogos a los que se tiene en la sucesion de Mayer-Vietoris
para cohomologia de de Rham.
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3.2.3 Isomorfismo de Thom

Dado un fibrado vectorial 7 : E — M de rango k, nos interesa conocer la estructura
de H} (F), y como se relaciona con la de H*(M). Vamos a definir una operacién
Q¥ (E) — Q**(M) que las relacionard® . Esto lleva cierto trabajo, pero la idea
es la siguiente:

Localmente, E es de la forma U x R*, con U un abierto de M. Examinemos
entonces en primer lugar el caso en el que E = M x R*.

Observacion. Tomemos E = M x RF. Entonces:

e Toda r-forma diferencial en E es combinacién lineal de formas del tipo
(o) A f(x,t1,... tg)dt;, ... dt;, con ¢ una forma en M, y ty,..., tx co-
ordenadas en RF.

e Cuando r = k y nuestra forma tiene soporte compacto en la direccion ver-
tical, entonces la forma f(x,t,...,tx)dt;, ..., dt;, puede ser integrada “a lo
largo de la fibra”, es decir, la integral

f f(l',tl,...,tk>dtil dtlk
m—1(z)=RFk

tiene sentido, ya que f tiene soporte compacto en cada fibra 71 (x).

Con la notacion de la observacion, llamamos de tipo 1 a las formas diferenciales
en E del tipo 7*(¢) A f(x,ty,... tg)dt;, ... dt;, en las que r = k, y de tipo 2 a
aquellas en las que r < k. Como se dijo, toda forma diferencial en E es combinacion
lineal de formas de tipo 1 y de tipo 2. Por lo tanto, para definir la operacion
deseada, alcanza con hacerlo en estas formas.

Definicién 3.24. Si £ = M x R*, definimos 7, : QF (E) — Q* (M) como el

unico mapa lineal que extiende lo siguiente:
Lo (m* (@) A f(m by, ..o te)dty .. dty) = ¢ $op [, by, .. ty)dty .. dty,
2. Ty(w) = 0 si w es una forma del tipo 2.

Nos referimos a m, como “integracién a lo largo de las fibras”. Queda ahora
definir 7, para un fibrado vectorial £ — M posiblemente no trivial, aunque para
esto precisamos la hipotesis de orientabilidad de FE.

#(E) — Q*% sirve para mostrar que la operacién que definiremos manda
formas de grado ¢ + k en formas de grado ¢

3La notacién Q*
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Definicién 3.25. Sea E un fibrado vectorial real orientable cualquiera sobre M,
y sea w € Q (E).

Dada una trivializacion {(U,, ¢a)}aer de £, tenemos que w, = ¢}, |10, es
combinacién lineal de formas del tipo 1 y formas del tipo 2 en 7=(U,), a menos
de la identificacién 7—1(U,) = U, x R™. Alcanza entonces con hacer la definicién

en los casos en que w, es del tipo 1 o del tipo 2. Estas coinciden con la definicién
en el caso £ = M x R™.

1. Siw, es del tipo 1, es (nuevamente a menos de la mencionada identificacion)
Wo =75(0) A f(a1, ..., Tp,t1, ..., t)dly ... dtg, donde xq, . .., x, son coorde-
nadas en U,, t1,...,t; coordenadas en R* y ¢ es una forma diferencial en
U,. En ese caso,

(@)l = Ta(wa) = gzbf F@aee a0l dty € FF(UL)
()

2. Si w, es del tipo 2,
o (W)|v, = Mo (wa) =0

Haciendo esto para todo « € I, tenemos definida 7, (w) en todo U, < M, y por
lo tanto, en toda M.

Proposicién 3.26. La definicion hecha tiene sentido, es decir, si U, N Ug # &,
entonces Ty (wa) = Tx(wpg) en Uy n Ug (esto implica ademds que la definicion no
depende de la trivializacion utilizada).

Proof. Sean (U,, ¢a), (Us, pp) en una trivializacién de F, tales que U, n Ug # .
Llamamos p a la proyeccién p : U, n Uz x R¥ — U, n Ug sobre el primer factor.
Tenemos wy = Piwlr-1(w,) ¥ W = @hwlr—1(uy). Por lo tanto, en U, n Up x R,
se tiene
wa = ¢4 0 (p5")"ws
y por lo tanto
Wa = (05" © @a)*wg
Esto ya nos dice (dado que ¢,, ¢3 preservan las fibras y son isomorfismos lineales
allf) que si w, es de tipo 1, entonces wg también lo es, y viceversa. Luego alcanza
con probar la afirmacién en el caso en que son de tipo 1.
En ese caso, tenemos w, = p*(¢) A fdty...dty, wg = p*(7) A gdt; ...dt,. Por
lo tanto,
Wo = (gp/gl 0 ©a)*(P*(T) A gdty ... dty)
y entonces
Wa = (Po @' 0@a)*(T) A (05" 0 @a)*(gdty ... dty)
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Pero sabemos que p o %1 =T,y oY, =p, por lo tanto tenemos

wa = P*(7) A (05" 0 @a)*(gdty . .. diy)

Luego, por un lado tenemos

W*wﬁzTJ gdty...dt,
p~1(z)

y por el otro,

TxWo = TJ (Spgl o @a)*(gdtl ce dtk)
p~'(z)

y entonces

Telg = TJ gdty .. .dt,
¢5'opal(p~(x))

y acéd es donde usamos que F es orientable: como E' es orientable, gogl 0(p, preserva
la orientacién de las fibras, y por lo tanto 4,051 0a(p~t(z)) es p~H(z) y no —p~1(2)
(recordamos que, si M es una variedad orientada, llamamos —M a M con la
orientacion opuesta). Luego, concluimos

[]

Ahora que tenemos definida m, en Q* (F), damos un paso mas y vemos que
induce un mapa en la cohomologia vertical compacta de E. Para esto, usamos lo
siguiente.

Proposicion 3.27. La derivada exterior y la integracion a lo largo de las fibras
conmutan. Es decir, m,d = dm,.

Proof. Alcanza con probarlo para formas soportadas en entornos en los que el
fibrado es trivial. Por lo tanto, alcanza con probarlo para el caso del fibrado
trivial £ = R" x R*. Lo vemos para formas del tipo 1 y del tipo 2.

Si w es una forma del tipo 1, entonces w = 7*(¢) A f(x,t)dt; ... dtx. Llamamos
[ al grado de ¢. Tenemos:

n

odw = T (75 (dd) A fdty ... dby + ( Z

1

= (do) ffdtl Lty + (— Z(ﬁAdsza dt; ..

dty ... dty,)
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Por otro lado,

dmw = d(¢f Fdty ... dty)

i=1 0
— (dgb)ffdtl...dtk + (=)' d A dxijgdtl...dtk
i=1 ¢

Luego, si w es del tipo 1, tenemos lo que queremos.
Si w es del tipo 2, entonces w = 7*(¢) A f(z,t)dt;, ...dt;, con r < k. Por un
lado,

dm.w =0

Por el otro, es inmediato que m,dw = 0 a menos que sea r = k — 1. En ese caso,
se tiene

k
medw = (—=1)' Y (7% (9) A %dtidtil Cdt)
i=1 v

El iinico sumando no nulo en la expresion de la derecha se da cuando dt;dt;, ... dt; =
+dty ... dt,. En ese caso,

el (@) A Lty dty) = ¢J%dt1 Lty

ot;
+00 +00 +00
—0 —0 —0 i

=0
ya que, al tener f soporte compacto, SJ_F;O %dti = 0 (por el teorema fundamental
del célculo). O

Corolario 3.28. El mapa 7, induce un mapa en cohomologia, 7, : HY(E) —

H**(M). , dado por m.([w]) = [ms(w)].

Ahora veremos que 7, es de hecho un isomorfismo, cuya inversa llamaremos
tsomorfismo de Thom. Comenzamos nuevamente por el caso de un fibrado trivial.

Proposicién 3.29. Si E = M x R*, entonces m, : H*,(E) — H* *(M) es un
isomorfismo.
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Proof. Sea g : R¥ — R una funcién diferenciable y con soporte compacto tal que
SRk g = 1. Observamos que ® = gdt; A - -- A dt;, es una forma cerrada en R¥, y por
lo tanto en E. Luego, definimos T : Q*(M) — Q%(E) como T(w) = p*(w) A ®.
Por ser ® cerrada, dT = Td, y por lo tanto T induce T : H*(M) — H*(E).
Veamos que esta es la inversa de m,: Por un lado, si w € Q*(M), se tiene

T (T(w)) = me (7% (w) A D)
= (7% (W) A gdty ... dty)

Rk
= W

Vemos entonces que T es inversa a derecha de 7, por lo tanto 7' también lo es
a nivel de la cohomologia. No es verdad que T'y 7, : Q5 (E) — Q*(M) sean
verdaderamente inversas, sin embargo Ty 7, : H:™(E) — H*(M) sf lo son.
Esto se prueba mediante el mismo procedimiento que el lema de Poincaré para
cohomologia con soporte compacto. Para ver los detalles de la prueba, se puede
consultar el capitulo 1 de [BT].
O

Antes de pasar al caso general, vemos que la integracion a lo largo de las fibras
se comporta de manera intuitiva en dos aspectos. Esto nos ayudara al generalizar
lo que acabamos de probar.

Proposicién 3.30. Sea m : E — M wun fibrado vectorial real de rango k, n €
Q(M) yw e Q (FE). Entonces:

1. Se da la igualdad m,(7*(n) A w) =N A Te(w).

2. Si ademas M es orientable, de dimension n, E — M es orientable y se tiene
w e N (E), n e Q¥n=4(M), entonces dindole a E la orientacion como
producto local, se cumple que

JE(w*(n)) AW = J n A Te(w)

M

Proof. Probamos el item 1:

Alcanza con probarlo en el caso de un fibrado trivial £ = M x RF, y para
formas del tipo 1 y del tipo 2.

Siw =7*"(p) A fdty...dt, es una forma de tipo 1, entonces

T (T*(M) A w) = (T (M A D) A fdty ... dl)
znA(bedtl...dtk
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Y por otro lado,

77/\7r*w=77/\¢ffdt1...dtk

Luego en ese caso se cumple.

Siw =7*(p) A fdt ...dt; conr <k esde tipo 2, entonces m,(7*(n) Aw) =0
(porque r < k), y myw = 0, por lo tanto también n A m,(w) = 0. Queda entonces
probado 1.

Para probar el item 2, tomamos una particion de la unidad de M. Luego,
alcanza con probarlo para un fibrado trivial R” x R¥, y en este caso se cumple por
el teorema de Fubini. O]

Ahora, procedemos como en la demostracién del teorema de dualidad de Poincaré,
y aplicamos la sucesiéon de Mayer-Vietoris junto con el lema de los cinco para de-
ducir el isomorfismo en el caso general, por induccién en un buen cubrimiento.

Teorema 3.31. Sea w : E — M wun fibrado orientable, donde M admite un buen

cubrimiento finito. Entonces, m, : HX (E) — H*“*(M) es un isomorfismo.

Proof. Lo hacemos por induccién en un buen cubrimiento finito. Alcanza con ver
que, dados abiertos U,V de forma que m, : HY (E|y) — H*(U), s : H: (E|y) —
H*(V)yme: H: (Elunv) — H*(UNV) son isomorfismos, entonces m, : H: (Elpov) —
H*(U u V) también es un isomorfismo.

Consideramos el siguiente diagrama, cuyas filas son las sucesiones de Mayer-
Vietoris para cohomologia con soporte vertical compacto y cohomologia de de

Rham.
— H} (Elyov) — HE(E|ly) @ HE(Ely) — H*(Eluav) — HE (Eluoy) —

| | | |

— H**UuV)— H**U)® H* *V) — H**(U V) — H*""Y(M) —

Si probamos que el diagrama es conmutativo, entonces por ser 7, un isomorfismo
en el caso de un fibrado trivial, y por el lema de los cinco, tenemos lo que buscamos.
Alcanza con probar entonces que es conmutativo. Para los primeros dos cuadrados,
es inmediato, y para el segundo, sale de la parte 1 de la proposicién anterior:

Tomamos una particién de la unidad {py, pv} de U u V asociada al cubrim-
iento {U, V'}. Entonces, {7*(py),7*(pv)} es una particién de la unidad de E|y v
asociada al cubrimiento {E|y, El|y}.
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Entonces, en U, tenemos

T (d*[w]) = T (d(7* (pr)w))
= m((dm*(pv)) A w)
= m (7" (dpy) A w)
= dpy N Tyw
= d*(mw)

Y analogamente en V. Por lo tanto, el diagrama conmuta y tenemos lo que
queriamos.

]

Ahora estamos en condiciones de definir el isomorfismo de Thom y la clase de
Thom de E.

Definicién 3.32. Llamamos isomorfismo de Thom a ()™ =T : H*(M) —
H:M™(E),y clase de Thom de E ala clase de cohomologia ®(E) = T(1) € HI'(E),
donde 1 € H°(M) es la clase correspondiente a la funcién constante 1.

Se puede dar una férmula explicita para 7', en términos de la clase de Thom.
A su vez, esta puede ser caracterizada de la siguiente formas:

Proposicién 3.33. Sea E un fibrado vectorial orientado, y ® = ®(F) su clase de
Thom. Entonces,

1. Elisomorfismo T : H*(M) — HX'(E) estd dado por
T(w)=7"(w) AP

2. La clase ® € HI'(FE) estd univocamente caracterizada por ser la clase en
H™(E) que se restringe al generador de H™(F'), para toda fibra F. Es decir,
es la unica para la que se cumple SF i*(®) = 1 para toda F.

Proof. Dada w en H*(M), tenemos 7, (7*(w) A @) = w A m,(P) = w, por lo tanto
debe ser T'(w) = 7*(w) A @, y 1 queda probado.

Supongamos ahora que existe ®’ cerrada, de soporte vertical compacto tal que
su restriccién a cada fibra integra 1. Entonces, para toda w en H*(M), tenemos
Tu (7% (W) A D) = w A T, P = w. Pero entonces, el mapa w — 7*(w) A &’ coincide
con el isomorfismo de Thom, por lo tanto sus imdgenes de la clase 1 en H°(M)
coinciden, y luego ® = @'

O

Por ltimo, veamos como es la clase de Thom de la suma de Whitney de dos
fibrados vectoriales.
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Proposicion 3.34. Dados dos fibrados vectoriales orientados Fy y Fs, la clase de
Thom de E1 ® E, es

O(EL @ Ez) = pi®(Er) A p3R(Es)
donde p; : By ® Ey — E; es la proyeccion canonica, para 1 = 1,2.

Proof. Llamamos F' = F; ® Ey, n = rango F; y m = rango FEs.

Usamos la proposicion anterior: alcanza con probar que la restriccién de pf®(E;) A
P3P (Es) a cada fibra F, de F' es un generador de HI ™ (F).

Veamos esto:

Dada una fibra F, = (E; @ Es), de F, tenemos F, = (F1), X
tanto, por la férmula de Kiinneth, se tiene H?((E1),) ® H™((E2).)
donde el isomorfismo esta dado por w ® n — pi(w) A p5(n).

Tenemos que pf®(E1) ApsP(Es) es una clase en HI' " (E1 @ Es) que se restringe
a su generador, ya que ®(E), ®(E») se restringen a los generadores de H((E1):)
y H™((Ey),) respectivamente.

Alternativamente, podriamos observar que

[ o) - f( . B(ED ( j( N so(E)) - f( ) =

que se deduce del teorema de Fubini, donde 71, 75 son las respectivas inclusiones
de las fibras (E4)., (E2), en By y Es.

(E2)a, por lo
~ Hn-i—m(F )7

]

3.2.4 Dualidad de Poincaré e intersecciones transversales

En esta seccién veremos la relacion entre la interseccion transversal de subvar-
iedades y la dualidad de Poincaré. Ademds, vemos que el nimero de interseccién
de dos subvariedades coincide con la integral del dual de Poincaré de una en la
otra.

Para comenzar, consideramos la clase de Thom del fibrado normal Ng de una
subvariedad S de M (recordamos que este es difeomorfo a un entorno tubular 7'
de S), y probamos lo siguiente:

Proposicién 3.35. El dual de Poincaréng € H" *(M) de una subvariedad S = M
cerrada y orientada de dimension k y la clase de Thom ®(Ng) del fibrado normal
a S en M pueden ser representados por la misma forma.

Mas precisamente, si j : T — M es la inclusion de un entorno tubular de S,
entonces

ns = Jj«+®(Ns)
donde ®(Ng) € HY *(T) es la clase de Thom de Ng, y j, : H% *(T) — H" *(M)
estd inducida por la inclusion.
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Proof. Recordemos que el dual de Poincaré de S es la tinica clase ng € H" *(M)
tal que, para toda [w] € H*(M), se tiene

J’é*wzf W A1
S M

Alcanza entonce con probar que, para toda [w] € H*(M) se cumple que

J iw = f w A Jj«P(Ns)
S M

Llamamos ® = ®(Ng). Dada una tal [w], tenemos:
J w A J® = f w AP
M T

porque 7, P coincide con ® en T, y es nula en su complemento. Observamos ahora
que, si fuera w = 7*1*w, es decir, si w fuera igual a la “extension trivial” a T de
su restriccion a S, tendriamos:

JWA®:JW*i*wA¢
T T
zji*wAﬂ*Cb
s

=Ji*w
s

donde la segunda igualdad fue probada en la seccién anterior.
Por supuesto que no necesariamente se cumplird w = 7*i*w, pero lo que si debe
de cumplirse es que w = 7¥i*w + d7 (en T) para alguna 7 € Q*1(T), ya que a
nivel de la cohomologia, 7* : H*(S) — H*(T) e i* : H*(T) — H*(S) son inversas.
Luego, en el caso general lo que se tiene es

Jw/\ézf(ﬂ*i*w—l—ch)/\q)
T T

Iji*w/\ﬂ*q)-i-fd(T/\q))
S

T

=Ji*w+f TAD
S =g
zjz’*w

S

donde la segunda igualdad sale de que ® es cerrada, y en la tercera usamos el
teorema de Stokes.
]

39



Recordamos que siempre podemos tomar entornos tubulares arbitrariamente
chicos de una subvariedad. Por lo tanto, tenemos:

Corolario 3.36. Dada X = M una subvariedad de dimension k, ynx € H**(M)
su dual de Poincaré, siempre es posible tomar una representante de nx soportada
en un entorno arbitrariamente pequeno de X.

Figure 4: Podemos tomar el soporte del dual de Poincaré a la curva tan pequeno
COMO Ueramos.

Ahora hacemos una observacion sobre el fibrado normal de una interseccion
transversal de subvariedades:

Observacion. Si R, S < M son subvariedades cerradas que se intersectan transver-
salmente, entonces Nr~s = Ngr @ Ng.

Para probar la afirmacién alcanza con considerar el caso local, en el que
M = R" y R,S son subespacios de R" tales que R + S = R". En este caso,
es geométricamente claro que todo vector normal a R n S se puede escribir como
suma de vectores normales a R y a S de forma tunica (ademéds se puede probar
facilmente tomando coordenadas).

Como consecuencia, y usando la Proposicién 3.34 junto con la proposicién
anterior, tenemos:

Teorema 3.37. Si R, S son subvariedades cerradas y orientadas de M que se
intersectan transversalmente, entonces
RS = TR N T]S

Proof. La Proposicién 3.34 implica que ®(Ng~g) = P(Ng@®Ng) = ®(Ng) AP(Ng).
Por la proposicién anterior, debe ser entonces ng~s = j+®(Nr~s) = 7 (P(Ng) A
®(Ns)) = nr A s

]
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Esto nos permite obtener informacién acerca del producto en el anillo de coho-
mologia de la variedad a partir de conocer las intersecciones de sus subvariedades,
que es algo geométrico.

Figure 5: El producto de los duales de Poincaré de las curvas en la superficie da
el dual de Poincaré a un punto.

Vemos ahora un ejemplo sencillo pero importante: el dual de Poincaré de una
subvariedad compacta y orientada de dimensién 0 (es decir, una unién finita de
puntos con una eleccién de orientacién para cada uno).

Cuando esta consista de un tnico punto (como en la figura 5), su dual de
Poincaré sera un generador del grupo de cohomologia de dimensién superior de la
variedad.

Ejemplo 3.38. Si X = {z} ¢ M" estd orientada (es decir, x tiene asociado un
signo o = +1), entonces ny = o[7], donde 7 € H"(M) es una forma con soporte
compacto e integral 1. Esto es porque el fibrado normal de X en M podemos
tomarlo como una bola abierta centrada en x, y en este caso la integral de una
forma sobre la fibra coincide con su integral en la bola.

Si X = {xy,...,2,} © M estd orientada (es decir, para cada x; tenemos un
signo o; € {1, —1}), entonces nxy = > 0;7;, donde 7; son formas como la forma 7
que se describe arriba.

Como consecuencia, vemos como expresar el nimero de interseccion de dos
subvariedades.

Corolario 3.39. Dadas X*,Y" % < M cerradas y orientadas, se tiene

Y

donde 1:Y — M es la inclusion de'Y en M.
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Proof. Asumimos primero que X e Y se intersectan transversalmente. En ese caso,
tenemos

I(X,)Y)= ) 0,(X.Y)

peXnY

B pe;y L(p) e
-
JM Z T{p}

peXNY

r

= NXxnYy
JPM

= nx NNy
Jﬁ”

= *nx
Y

Si X e Y no se intersectan transversalmente, tomamos 7; : Y — M homotodpica
a la inclusion ¢ : Y — M y suficientemente cerca de esta, de manera que sea un
encaje y su imagen Y intersecte transversalmente a X.

Se tiene entonces I(X,Y) = I(X,Y") = {,,j*nx, donde j : Y/ — M es la
inclusién de Y en M. Pero §,, j*nx = §, i¥j*nx = §, i*nx, lo que concluye la
prueba en el caso general.

O

El Teorema 3.37 es un caso particular del siguiente, cuando se considera la
inclusién ¢ : X — M de una subvariedad X.

Teorema 3.40. Si f : M™ — N™ es un mapa diferenciable transversal a una sub-
variedad cerrada y orientada Y < N de codimension k, que preserva orientacion,
entonces ny-1(yy = [*ny € H*(M).

Proof. Tomamos W un entorno tubular de Y en N. Podemos suponer (posible-
mente tomando W més chico), perturbando f dentro de su clase de homotopfa,
que f es transversal a Y y a W. Luego, f~}(W) es un entorno tubular de f~1(Y)
en M.
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Consideramos el diagrama

HO(Y) — T g (W) —2— H*N)

| e

1%
HOF1(¥)) Lo HE(FW)) 2 HE(M)

El primer cuadrado es conmutativo por la caracterizacion que vimos de la clase
de Thom como la clase que integra 1 en cada fibra, y por lo tanto f*(®(W)) =
(f1(T)).

El segundo cuadrado es conmutativo porque j, solo extiende a las formas a M
y N como la forma nula fuera de Wy f~!(W) respectivamente.

Luego, tenemos f*ny = f*j.2(W) = j . 2(f 1 (W)) = np-1(y).

Si f no es transversal a W, tomamos f que si lo sea y sea homotopica a f.
Luego, Ni-1(yy = f*ny = f*ny, y queda probado.

m

De la demostracién, deducimos ademés lo siguiente.

Observacion. Si f,g : M — N son homotopicas y transversales a una subvariedad
Y < N, entonces ny-1yy = ng-1(y)-

3.2.5 La clase de Euler de un fibrado vectorial

Puede ser interesante pensar en cuando un fibrado vectorial admite una seccién
no nula.

Por ejemplo, cuando consideramos el fibrado tangente a una variedad cerrada y
orientable M, una secciéon no nula corresponde a un campo sin singularidades. En
este caso, el teorema de Poincaré-Hopf nos dice que, para que exista un tal campo,
la caracteristica de Euler de M debe ser nula. Por otro lado, esta condicién es
suficiente: una variedad cerrada y orientable admite un campo sin singularidades
si y solamente si y(M) = 0 (ver [GP], capitulo 3).

Ahora miramos esto desde otro punto de vista, que se preste mas a ser gener-
alizado a un fibrado vectorial que no sea necesariamente el fibrado tangente a una
variedad.

Un campo sin singularidades se corresponde con una seccion s : M — TM
del fibrado tangente cuya imagen no intersecta a la seccién nula ¢ : M — T'M.
Esto implica que I(s,i(M)) = 0. Pero, como sabemos, dos secciones de un fibrado
vectorial son siempre homotépicas, y por lo tanto la existencia de un campo sin
singularidades implica que I(i,i(M)) = I(i(M),i(M)) = 0. Es decir, solo es
posible que exista un tal campo si el niimero de interseccién de la secciéon nula
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consigo misma es 0. Luego, para una variedad M, I(i(M),i(M)) mide qué tan
lejos se estd de tener secciones de T'M que no se anulan.

Para un fibrado vectorial £ — M™ de rango k cualquiera, no hay en general
un nimero de autointerseccién de la seccién nula, ya que i(M) no necesariamente
tiene dimensién 2%, Esto sucede solamente para k = n. No podemos hablar
entonces del niimero de autointerseccion de la seccion nula, pero si podemos hablar
de su autointerseccién como una subvariedad de E. Al perturbar la seccién nula
para obtener una seccién s : M — E que sea transversal a ella, conseguimos que
s(M) ni(M) sea una subvariedad de E. Ahora, si existiese una seccién que no se
anula en ningtin punto, tendriamos que s(M) n i(M) seria vacia, o, lo que es lo
mismo, s~ (i(M)) = . Ahora, podria suceder que existiera una seccién con ceros
y aun asf se tuviera s 71 (i(M)) # &, de la misma forma que podemos tener campos
con finitas singularidades aunque sea (M) = 0. Esto no deberia depender de la
seccién s que tomemos. Lo podemos solucionar asi: si s7!(i(M)) = ¢, entonces
su dual de Poincaré ns-1((ar)) € H*(M) es nulo. Y esto no depende de qué seccién
s tomemos, ya que 1713y = S i), Y, como sabemos, todas las secciones son
homotépicas entre si. Luego, tiene sentido que nuestra obstruccién a la existencia
de una seccién sin ceros de un fibrado F de rango k sea una clase de cohomologia
e(E) en H*(M), dada por e(E) = i*ni(ar).

Esta clase de cohomologia e(E) € H*(M) es la clase de Euler de E. Es claro
que esta deberia estar directamente relacionada con la caracteristica de Euler de
M en el caso E = T'M. Veremos que esto es asi: e(T'M) = x(M)[w], donde [w] es
un generador de H"(M) que integra 1 en M.

Vamos ahora a definir la clase de Euler. Daremos una definicion distinta a
la idea intuitiva que dimos en esta introduccién, pero probaremos que coinciden.
Luego, veremos algunas propiedades de la clase de Euler, que nos serviran ademés
para dar obstrucciones a la existencia de determinados subfibrados en el tangente
a una variedad.

Definicién 3.41. Dado un fibrado vectorial orientado 7 : E — M de rango k,
definimos su clase de Euler como e(E) := i*j,®(E) € H*(M), donde ®(E) es la
clase de Thom de F, i : M — F es la inclusion de M en E como la seccion nula,
y jx : H: (F) — H*(E) esta inducida por la inclusién.

Ccv

En la definicién es necesario incluir el mapa j, para poder tomar el pullback
por 7. Mas alld de ese detalle técnico, lo que podemos pensar es que la clase de
Euler e(FE) esta representada en M por el pullback de ®(FE) mediante la seccién
cero del fibrado.

Hay una caracterizaciéon mas intuitiva de la clase de Euler, basada en lo visto
en la secciéon anterior:

Proposicién 3.42. Dada una seccion s : M — E transversal a la imagen de la
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seccion nula i : M — E, se tiene que la clase de Euler de E es dual de Poincaré

a s Hi(M)).

La prueba se basa en la siguiente:

Observacion. La clase de Thom de un fibrado vectorial £ — M puede ser rep-
resentada por la misma forma que el dual de Poincaré 7,y correspondiente a la
seccién nula 7 : M — E.

Esto es porque el dual de Poincaré a i(M) es la clase de Thom del fibrado
normal de ¢(M) en E, pero este fibrado normal se puede tomar como siendo el
mismo F.

Vemos ahora la prueba de la proposicion.
Proof. Tenemos j,®(E) = n;r). Ahora, si s : M — E es una seccién transversal

a la seccién nula y homotépica a ella, tenemos i*j, ®(E) = s* 5. P(E) = ns-13(m)),
y eso es lo que queriamos. O

Corolario 3.43. St E — M es un fibrado vectorial orientado de rangon = dim M,
donde M es una variedad cerrada, entonces e(E) = a|w] , donde a € Z es el
numero de autointerseccion de la seccion.

Corolario 3.44. Si X* < M™ es una subvariedad tal que k = 5, entonces la clase

de Euler del fibrado normal Nx de X en M es (X, X)[wx], siendo [wx] € H*(X)
un generador que integra 1 en X.

De esta forma, vemos que la clase de Euler es una obstruccion a la existencia
de secciones no nulas, ya que si s es una seccién no nula, s~ (i(M)) = &, y por lo
tanto e(E) = ng = 0.

Vemos algunas de las propiedades bésicas de la clase de Euler.

Proposicién 3.45. Sea 7 : E — M un fibrado vectorial orientado de rango k. Se
cumplen las siguientes:

1. Si E' — M’ es otro fibrado de rango k, y (f,f) : (E,M) — (E', M) es un
mapa que preserva orientacion, entonces

e(E) = f*e(E)
2. Dado otro fibrado E' — M, se tiene

e(E@FE") =e(E) ne(E)
3. Si existe una seccion no nula s : M — E, entonces e(E) = 0.
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4. Si llamamos E a E con la orientacion opuesta, entonces e(E) = —e(E).

Proof. Primero, tenemos que si ( f , f) es un mapa de fibrados entre £ y E’, en-
tonces f*®(E’) = ®(F), y por lo tanto f*e(E’) = e(F), ya que el siguiente
diagrama conmuta:

Luego, sabemos que si F, E’ son fibrados sobre M, entonces ®(E @ E') =
O(E) A ®(E'), y entonces e(E®D E') = e(E) A e(E').
Sis: M — E es una seccién no nula e 7 : M — FE es la seccion cero, como ya
vimos, se tiene e(E) = ns-1;my)Ng = 0.
Por 1ltimo, si E es E con la orientacién opuesta, tenemos ®(E) = —®(E), y
por lo tanto e(E) = —e(E).
]

Veamos ahora algunas de las consecuencias de la proposicion.
La clase de Euler es un invariante de fibrados vectoriales. Es decir:

Corolario 3.46. Si E, E' son fibrados orientados isomorfos sobre M, entonces
e(E) = te(E'), donde el signo es positivo si existe un isomorfismo entre ellos que
preserva orientacion, y es negativo si existe uno que la revierte.

Observacion. Si E ~ M x RF es trivial, e(E) = 0.
Corolario 3.47. Si E — M tiene rango impar, entonces e(E) = 0.

Proof. Si E es de dimensién impar, entonces el isomorfismo £ — E dado por
v — —v en cada fibra es un isomorfismo que revierte orientacién. Por lo tanto,
e(E) = —e(F), y luego e(E) = 0.

m

Observamos que lo anterior sucede porque estamos usando cohomologia de de
Rham, en la que los coeficientes son ntimeros reales. Se puede definir la clase de
Euler para cohomologia singular (con coeficientes enteros), por ejemplo, y en ese
caso lo que tenemos es que si E es de dimensién impar, entonces e(E) + e(E) = 0.
Es decir, para fibrados vectoriales de rango impar, la clase de Euler con coeficientes
enteros es un elemento de torsion.
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Corolario 3.48. Sie(E) #0, y E = E; @ Es, entonces e(Ey),e(Ey) # 0.

Esto es directo del punto 2 de la proposiciéon. Como consecuencia de esto,
tenemos:

Corolario 3.49. Un fibrado vectorial orientable E con clase de Euler no nula no
tiene subfibrados de rango impar.

Proof. Vemos primero que F no puede tener un subfibrado orientable de rango
impar. En este caso el resultado se deduce directamente de lo anterior: si F < E
es un subfibrado, podemos tomar F’ complemento directo de F' (por ejemplo,
poniendo una métrica en E y tomando F’ como el complemento ortogonal de F').
Luego E = F@F', y por ser E y F orientables tenemos que F’ es orientable. Pero
entonces, 0 # e(E) = e(F) A e(F’). Luego, no puede existir un subfibrado F' de
rango impar y orientable, ya que este tendria e(F') = 0.

Ahora, si E tiene un subfibrado F' de rango impar que no es orientable,
tomamos un cubrimiento doble de M tal que f*F < f*FE es orientable. Por
ser e(E) # 0, debe ser e(f*E) # 0. Ahora estamos en el caso de un subfibrado
orientable, y queda probado el corolario. O

Veamos ahora que, como dijimos, en el caso del fibrado tangente T'M a una
variedad M, la clase de Euler e(T'M) es un elemento de H" (M), por lo tanto es
un miultiplo de un generador de este. Recordemos que, como dicho generador,
podemos tomar una clase que integre 1.

Proposicion 3.50. Si M es una variedad cerrada y orientada, entonces

| ewan = xon

y por lo tanto e(TM) = x(M)[w], donde w € Q"(M) es como arriba.

Proof. Tenemos §, e(TM) = {, e(Ta), donde A es la diagonal en M x M.
Por otro lado, observamos que Th = Na, va que Ta @ Na = Tyrem|a =
TM @TM, y TA = TM Luego,

JM e(Ty) = JA e(Th)
J e(Na)
(NA

(

A

J,¢
J

R
I(A,A)
xX(M)

)

A
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Esto nos da ciertas obstrucciones a la existencia de una descomposicion del
fibrado tangente a una variedad como T'M = E| @ Fj.
Por ejemplo:

Proposicién 3.51. Si M es cerrada y orientable con x(M) # 0, entonces T M no
se descompone como T'M = E; @ Ey con Ey, Fy de dimension impar y alguno de
ellos orientable.

Sabemos que x(S**) = 2 para todo n = 1, y por lo tanto por el Teorema
de Poincaré-Hopf, no existen campos sin singularidades en S?*. En términos de
fibrados, esto equivale a decir que no existen subfibrados triviales de dimension 1
de T'S?". Ahora podemos decir un poco més:

Proposicién 3.52. No existen subfibrados vectoriales de T'S*™ con rango 0 < k <
2n.

Si existiese un tal subfibrado £ < T'M, seria orientable por ser S?" simplemente
conexa y luego deberfa ser, por lo que vimos, 0 # e(E) € H*(S?") = 0, luego no
es posible que exista.

Vale la pena aclarar que, si bien la existencia de una secciéon de un fibrado
implica que la clase de Euler se anula, el reciproco no se cumple: existen fibrados
vectoriales E con e(E) = 0, que no admiten secciones no nulas. Para un ejemplo,
se puede ver el capitulo 4, seccién 23 de [BT].

Es importante mencionar que hay otras definiciones posibles de la clase de Euler
de un fibrado vectorial. Mediante el procedimiento que se describe en la seccién
A.1.1 del Apéndice y se detalla en el capitulo 29 de [Ste|, uno puede intentar
construir una seccion no nula de un fibrado vectorial de rango k construyendo una
seccién del fibrado por esferas con fibra S*~! asociado a este (es decir, el fibrado
con espacio total los vectores de norma 1). La seccién se construye primero en
el 0-esqueleto M° (pensando a M como un complejo CW), y se va extendiendo
desde el g-esqueleto al (¢ + 1)-esqueleto. Esto se puede hacer sin problemas hasta
llegar a una seccién definida en el (k — 1)-esqueleto. En ese momento aparece una
obstruccién a extender la seccion al k-esqueleto, y esa obstruccién es justamente la
clase de Euler (en cohomologia singular). Este punto de vista se puede encontrar
en la parte 3 de [Ste].

3.3 Isomorfismo de Thom y clase de Euler: fibrados por
discos

Vemos ahora resultados analogos a los anteriores para el caso de fibrados por discos
D — M. Estos seran de hecho una generalizacion de los que ya vimos, dado que
todo fibrado vectorial es un fibrado por discos.
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Veremos una version del isomorfismo de Thom para fibrados por discos, y luego
la definicion de la clase de Euler para un fibrado por esferas asociado a un fibrado
por discos (de hecho, como veremos, todo fibrado por esferas sobre una variedad
sin borde es isomorfo al borde de un fibrado por discos).

3.3.1 Fibrados por discos

Damos primero una definicion de lo que es ser orientable para un fibrado por
discos. La definicién es analoga a la definicion para fibrados vectoriales.

Definicién 3.53. Un fibrado por discos D — M con fibra D¥ es orientable si
existe una trivializacién {(U,pa)} tal que los mapas de transicién gns : Usp —
Homeo(D¥) tienen su imagen contenida en Homeo™ (D).

Una vez mas, esto significa que se le puede asignar de manera coherente una
orientacion a las fibras de D. Nos va a interesar una condicion que es equivalente
a esta definicién.

Proposicién 3.54. Un fibrado por discos D — M con fibra D* es orientable
si y solamente si existe un cubrimiento {Uy}aer y clases de cohomologia [o,] €
HY(D|y,,,0D|y,) tales que:

1. La restriccion de [04] a D, es un generador de H*(D,,dD,) para cada x en
U,.

2. Siempre que sea U, n Uz # J, se tiene que las clases [0,], [0g] coinciden.

Lo que usaremos en realidad es que nuestra definiciéon de orientabilidad im-
plica la condicién de arriba. Eso se puede ver definiendo las clases [o,] medi-

ante una trivializacion {(U,, ¢)} dada por la orientacion, ya que un elemento de
Homeo™ (D¥) actiia como la identidad en H*(DF dDF).

3.3.2 El isomorfismo de Thom en un fibrado por discos
El teorema del isomorfismo de Thom para fibrados por discos es:

Teorema 3.55. Dado un fibrado por discos orientado D — M con fibra D*, existe
una nica clase de cohomologia ®(D) € H*(D, 0D) tal que su restriccion a (D, D,)
es un generador de H*(D,,0D,) para toda fibra D,.

Ademds, se tiene un isomorfismo T : H*(M) — H***(D,0D) dado por T(c) =
™o — ®(D).

Como en el caso de fibrados vectoriales, llamamos a ®(D) clase de Thom de
D,y a T isomorfismo de Thom.
De la misma forma, definimos la clase de Euler para un fibrado por discos:
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Definicién 3.56. Dado un fibrado orientable D — M con fibra D¥, la clase de
Euler de D es e(D) = i*j,®(D) € H*(M), donde j, : H*(D,0D) — H*(D) esté
inducido por la inclusién (D,0D) — (D, ) y * : H*(D) — H*(M) por una
seccion continua ¢ : M — D.

Para la definicion, se usa una seccion continua ¢ : M — D. En la seccién 1 del
Apéndice (por ejemplo, en A.11) se da una explicacién de la existencia de dicha
seccién continua. Argumentos similares (consultar [Ste], parte 3) permiten ver que
la definicién no depende de la seccién escogida, dada que son todas homotdpicas
entre sf).

La prueba del teorema del isomorfismo de Thom para fibrados por discos es
muy similar a la que vimos para fibrados vectoriales: primero se prueba en el caso
de un producto, y luego se hace induccién en un buen cubrimiento, usando Mayer-
Vietoris y la condicién de orientabilidad para el caso general. Para ver una prueba,
se puede consultar el capitulo 10 de [MS], donde se da una prueba para fibrados
vectoriales pero que se generaliza sin ningin cambio para fibrados por discos.

4 Cohomologia de un fibrado por esferas

4.1 La cohomologia de un producto: la féormula de Kiinneth

En esta seccién, probamos la formula de Kiinneth, que nos da la cohomologia de
un producto de variedades en términos de la cohomologia de los factores. Nos
interesara en particular el caso del producto de una variedad con una esfera, pero
lo probaremos en general dado que es interesante por si mismo, y no agrega mas
dificultades.

También vale el resultado para cohomologia singular, para ese caso se puede
obtener con una prueba analoga a la que haremos, o mediante el isomorfismo de
de Rham.

La prueba que hacemos se puede encontrar en [BT], capitulo 1.

Teorema 4.1 (Férmula de Kiinneth). Sean M, N wariedades. Llamamos p; :
Mx N — M, py: M x N — N a las proyecciones sobre M y N respectivamente.
Entonces, se tiene un isomorfismo

K : H*(M)® H*(N) — H*(M x N)

dado por K(w®n) = pi(w) A pi(n).

En particular, tenemos

HY M x N)= (P H'(M)® H’(N)

i+j=q
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La prueba sera por induccién en los abiertos de M. Primero vemos el caso
particular en que M =~ R™:

Lema 4.2. Sea N una variedad. Luego, K : H*(R") ® H*(N) — H*(R™ x N) es
un isomorfismo.

Proof. Recordamos que py : R x N — N es una equivalencia homotépica, y por
lo tanto induce un isomorfismo en cohomologia.

Ademsds, sabemos que H*(R™") =~ H°(R™) = (1), donde 1 € H°(R") es la
clase correspondiente a la funcién constante 1. Luego, tenemos un isomorfismo
p: H*(R")® H*(N) — H*(N), con p(a®w) = aw.

Observamos ahora que el diagrama

H*(R") @ H*(N) K > H*(R" x N)

conmuta, y con eso concluimos que K es un isomorfismo. n
Ahora, probamos el caso general:

Demostracion (Teorema 4.1). Alcanza con probar que si U,V < M son abiertos
tales que el teorema se cumple para U x N, V x Ny (U n V) x N, entonces se
cumple para (U u V) x N.

Consideramos el cubrimiento {U,V} de U u V. Luego, llamando U’ = U x N,
V' =V x N, tenemos que {U’, V'} es un cubrimiento de (U u V) x N =U"u V".
Aplicando Mayer-Vietoris, obtenemos la sucesién exacta larga

e HY U OV DS AU @ HA(V) S HA(U A V) S (U O V)

donde i es i"* = (if,,1%,), v 77 = ji — g, siendo iy : W — U’ 0 V' la inclusién
para W =U" V', y jw : U n V' — W también la inclusion, para W = U’, V.
Ahora, usamos Mayer-Vietoris para U u V', y hacemos el producto tensorial
con H*(N) en cada término. La sucesién sigue siendo exacta, ya que es exacta en
cada dimensién (hacer el producto tensorial con un espacio vectorial preserva la
exactitud). Usamos ademas que (A®@ B)®C = (AR ()@ (B® C). Obtenemos

entonces la sucesién exacta
S HAU V)@ H(N) B H*(U) @ H*(N)) @ (H*(V) @ H*(N)) -2

7*®id

U A V)@ HE(N) 20

H**' (UL V)® H*(N) ——
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donde i* = (if,i%), v 7% = j — j¥, siendo estos inducidos por inclusiones
analogamente a lo que ya vimos antes.

Luego, tenemos el morfismo K entre ambas sucesiones, y sabemos que es un
isomorfismo en los casos K : H*(U nV)® H*(N) — H*(U' n V') = H*((U n
V)x N),y K : (H*(U)® H*(N))® (H*(V)® H*(N)) - H*(U")® H*(V') =
H*(U x N)® H*(V x N). Luego, si probamos que el diagrama cuyas filas son las
sucesiones exactas y mapas verticales los morfismos de Kiinneth es conmutativo,
quedaria probado, por el lema de los cinco, que K : H*(U u V) ® H*(N) —
H*((U v V) x N) es un isomorfismo, y esto es lo que buscamos.

Alcanza con chequear que, para cada ¢, los siguientes cuadrados son conmuta-
tivos:

* HI(U V)@ HH(N) S84 @ (H/(U) @ H(N)) @ (HI(V) © H(N))
Kl l(K,K)
HY(UuV)xN) y H1(U x N)® HY(V x N)
(HI(U) ® HH(N)) @ (H(V) @ Hi7(N)) Z2% @1 HI(U V) @ HT7(N)
(K,K)l lK
HY(U x N)® H1(V x N) = » HI((U V) xN)

Lo HI(U A V)@ HIZH(N) S5 @I H(U U V) @ HIH ()

l |

HY(UNV)xN) » HPY((U V) x N)

6*

Para los dos primeros cuadrados, la conmutatividad sale directamente de la definicion
de los morfismos.

Para el tercer cuadrado, la prueba es muy similar a la prueba de la conmuta-
tividad del diagrama en la demostracion del Teorema 3.31: hay que considerar el
cubrimiento {U’,V'} de (U u V) x N, y a partir de una particién de la unidad
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{pu,pv} de U UV se consigue, tomando pullback por las proyecciones, una par-
ticion de la unidad de (U u V') x N. A partir de esto, solamente queda aplicar la
definicion de los morfismos, y del mapa 0*.

m

4.2 La clase de Euler de un fibrado por esferas

4.2.1 Clase de Euler del fibrado por esferas asociado a un fibrado vec-
torial

Si £ — M es un fibrado vectorial, podemos poner en E una métrica, es decir, un
producto interno en cada fibra que varie continuamente. Esto nos permite medir
distancias en las fibras. El fibrado por esferas asociado a un fibrado vectorial E
de rango k es S(E) ={ve E: |v| = 1}.

Vemos que, efectivamente, es un fibrado por esferas sobre M, con fibra S*!.
Este fibrado admite una seccion si y solamente si £ admite una seccién no nula.
Por lo tanto, podemos pensar la clase de Euler de £ como una obstruccién a la
existencia de una seccién de S(FE).

Definicién 4.3. Si S — M es un fibrado por esferas con fibra S* isomorfo a S(F)
para un fibrado vectorial £ — M de rango k + 1, definimos la clase de Euler de S
como ¢(S) = e(E) € H*1(M).

4.2.2 Clase de Euler de un fibrado topoldégico por esferas

Proposicién 4.4. Sea 7 : S — M con fibra S*. Eziste un fibrado D(S) — M por
discos, con fibra D*1, tal que dD(S) = S.

Proof. Consideramos el mapping cylinder de la proyeccion 7 : S — M, Mn, que
es el espacio que se obtiene a partir de S x [0, 1] al identificar los puntos (z,t) en
S x 1 con 7(x) en M. Es decir,

Mr = (8 % [0,1])/ ~

donde (z,1) ~ 7(x).
Luego, D(S) = M es el fibrado por discos que queremos, con la proyeccién
7(x,t) = w(x).
[

Esto nos permite definir la clase de Fuler de un fibrado por esferas:

Definicién 4.5. Si S — M es un fibrado por esferas con fibra S*, definimos la
clase de Euler de S como e(S) = e(D(S)) € H-1(M).
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Figure 6: El toro es un fibrado por circulos. Tomando el mapping cylinder de la
proyeccion, obtenemos el toro sélido, un fibrado por discos con borde el toro.

4.3 La sucesion de Gysin

Vamos a estudiar ahora la cohomologia de un fibrado por esferas sobre una variedad
cerrada M.

Para esto, nos vamos a basar en lo que hemos visto acerca de la cohomologia
de fibrados vectoriales o fibrados por discos. Dado un fibrado vectorial £ —
M equipado con una métrica riemanniana, llamamos D(FE) al subconjunto de E
formado por los vectores en E con norma menor o igual a 1, y S(FE) al subconjunto
de los vectores en E de norma 1, es decir, S(E) = 0D(F).

Observamos que si £ — M es un fibrado vectorial de rango k, entonces S(F) —
M es un fibrado por esferas sobre M con fibra S¥~!. Esta construccién nos da
muchos ejemplos de fibrados por esferas. Sin embargo, no todos los fibrados por
esferas se obtienen de este modo.

Para tratar al mismo tiempo los casos en los que el fibrado por esferas viene
de un fibrado por discos y de un fibrado vectorial, usamos escision:

Observacion. Si E — M es un fibrado vectorial, entonces H*(E, D(E)¢) =~ H*(D(FE), S(F))
mediante el mapa inducido por la inclusién.

Como consecuencia de este isomorfismo, podemos considerar la clase de Thom
®(F) de un fibrado vectorial como un elemento de H*(D(E),S(F)). Esto es
analogo al caso de un fibrado por discos, en el que la clase de Thom es un elemento
de H*(D, dD).

Vemos ahora la sucesiéon de Gysin de un fibrado por esferas:

Teorema 4.6 (Sucesién de Gysin). Si S — M es un fibrado por esferas orientable,
con fibra S*, entonces existe una sucesion exacta larga de la siquiente forma:

S —— HIRY(M) =% HI(M) —— H(S) — HIF(M) — ...
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donde e = e(S) es la clase de Euler de S, y ademds en el caso de cohomologia
de de Rham, 7, : H*™*1(S) — H*TL(M) es integrar en las fibras de S (esto es
andlogo a la integracion en las fibras de un fibrado vectorial).

Esta sucesiéon nos ayudard a obtener informacion sobre la cohomologia de un
fibrado por esferas.

Por ejemplo, vemos que si la clase de Euler e(S) se anula, entonces los grupos
de cohomologfa de S coinciden con los de un producto M x S*.

La prueba del teorema se basa en usar la sucesién exacta larga del par (D, S),
y el isomorfismo de Thom para hacer aparecer la cohomologia de M y la clase de
Euler del fibrado.

Proof. Sea 7w : D — M fibrado por discos tal que dD = S. Consideramos el par
(D, S). Tenemos la sucesién exacta larga del par:

. —— HYD,S) 2 HYD) 5 HY(S) X H(D,S) —— ...

Ahora, tomamos el isomorfismo de Thom T' : H*(M) — H****1(D,S). Recor-
damos que es T'(w) = 7*(w) U @, donde ® € H*™1(D, S) es la clase de Thom de
D. Llamamos 7, = T—!. Mediante este isomorfismo, reemplazamos los grupos de
cohomologia del par (D, .S) por los de M, y obtenemos

. —— HRY M) =2 HY(D) S HI(S) — HIF(M) — .

donde a* = j* o T, y m, = T, o d*. Ahora, recordamos que 7 : D — M es una
equivalencia homotépica, y por lo tanto 7* : H*(M) — H*(D) es un isomorfismo,
con inversa s* : H*(D) — H*(M), donde s : M — D es una secciéon. Luego,
reemplazamos H?(D) por H?(M) en la sucesién:

s HoR L) L Ho(M) s H(S) s HOR(M) —— ..
donde ahora * = s* o j* o T, y el mapa entre HY(M) y H(S) es m* ya que
To11=m.

Falta ver entonces que s* o j* o T'(w) = w — €(5). Recordamos que e(S) =
5*7.P, donde P es la clase de Thom de D.

Se tiene s*j*(pi (w) — @) = s*(7*(w) — j*(®)) = s*4*(w) — 5*j*(P) = w —
e(S).

Por lo tanto, llegamos a la sucesion exacta larga

S HURY(M) —= HI(M) —= H(S) —= HIR(M) — ...
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5 Indice de Lefschetz

5.1 Idea

Sea M una variedad diferenciable, cerrada, de dimension n. Dado un mapa f :
M — M diferenciable, nos puede interesar saber si f tiene puntos fijos, y en caso
de que los tenga, cuantos tiene, y qué sucede con los mapas que son perturbaciones
de f.

En general, un mapa f podria tener tener infinitos puntos fijos, sin embargo,
siempre existe una perturbacion de f con finitos puntos fijos. A su vez, dado un
mapa [ con #Fix(f) < 40, es posible que haya una perturbacién g de f con un
ntimero (finito) distinto de puntos fijos. Esto se puede observar facilmente, por
ejemplo, en funciones reales (aunque la recta real no sea una variedad cerrada, se
puede adaptar ese ejemplo para que suceda lo mismo en S, por ejemplo). Por
estos motivos no vamos a contar los puntos fijos de la manera mas ingenua, sino
que haremos una especie de conteo “signado” de puntos fijos. Al nimero obtenido
mediante este conteo, lo llamaremos indice de Lefschetz de f.

Daremos dos definiciones del indice de Lefschetz, una utilizando teoria de in-
terseccion, que puede resultar més clara conceptualmente, y luego otra utilizando
la accion inducida por f en la cohomologia de M. Esta ultima resultard de gran
utilidad en las siguientes secciones.

Para la primera definicion del indice de Lefschetz, seguimos el capitulo 3 de
[GP]. Usando ideas de la secciéon 12 de [BT], vemos que esta coincide con la
segunda definicion, que también se encuentra alli.

5.2 Primera definicion

Contar puntos fijos de f equivale a contar intersecciones del gréfico I'(f) < M x M
de f con la diagonal A ¢ M x M.

Recordamos que si N, S < M son subvariedades de dimension complementaria
que se cortan transversalmente, entonces su nimero de interseccién es (NN, S),

donde
I(N,S) = Z e(z)

zeNNS

siendo €(z) = £1 el nimero de orientacién de x en N n S.

Si Ny S no se cortan transversalmente, I (N, S) = I(iy(N),S), donde iy : N —
M es un encaje homotdpico a la inclusion ¢ : N — M, y que es transversal a S.
Por més detalles, ver las secciones A.1.2 y A.1.4 del Apéndice.

Definicién 5.1. Si I'(f) y A son transversales, decimos que f es un mapa de
Lefschetz.
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Si f es de Lefschetz, I'(f) n A consiste de finitos puntos, por lo tanto Fix(f) <
+00.
No todos los mapas son de Lefschetz. Sin embargo, tenemos lo siguiente:

Lema 5.2. Todo mapa f: M — M es homotopico a un mapa de Lefschetz.

En general puede no ser tan facil ver si, dado un mapa con finitos puntos
fijos, este es de Lefschetz o no usando tunicamente la definicién. Sin embargo, la
pregunta de si la interseccién de I'(f) y A en un punto (z,z) € M x M (con x €
Fix(f)) es transversal es una pregunta que equivale a conocer el comportamiento
de d,f : T,M — T,M. Mas precisamente, se tiene:

Lema 5.3. Dada f : M — M y un punto z € Fix(f), la interseccion de A con
U(f) es transversal en (x,x) si y solo si dpf : T,M — T, M no tiene a 1 como
valor propio, es decir, si y solo si la transformacion lineal Id — d, f es invertible.

Cuando se cumple esta condicién para x € Fix(f), decimos que x es un punto
fijo de Lefschetz (luego, f es un mapa de Lefschetz si y solo si todos sus puntos
fijos son de Lefschetz). Como ejemplo de esto, notamos que si f : M — M es un
difeomorfismo con z € Fix(f) un punto fijo hiperbdlico, entonces x es un punto
fijo de Lefschetz, ya que en ese caso d,f : T,M — T,M no tiene valores propios
de modulo 1.

Podemos extraer aiin mas informacién de d, f en el caso en que x es un punto
fijo de Lefschetz. Pensando en el caso de funciones f : R — R, podemos ver
que dado x € Fix(f), e(x,z) = sgn(1 — f'(x)). Esto se generaliza de la siguiente
manera.

Lema 5.4. SiI'(f) y A son transversales, entonces dado x € Fix(f) se tiene que
e(z,x) = sgndet(Id—d,f), donde e(x, ) es el nimero de orientacion de (z,x) en

L(f)nA.

Definicién 5.5. SiI'(f) y A son transversales, dado z € Fix(f) llamamos nimero
local de Lefschetz en x al nimero de orientacién e(z, ) = sgndet(/d — d, f) recién
mencionado, y lo denotamos L, f.

Damos entonces nuestra primera definicién del indice de Lefschetz:
Definicién 5.6. El indice de Lefschetz de f: M — M es L(f) = I(T'(f), A).

Proposicién 5.7 (Propiedades de L(f)). Se cumplen las siguientes:

1. L(f) es invariante por homotopias.
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Figure 7: Un mapa del circulo. Vemos que L,f coincide con €(z,x) para cada
punto fijo z.

2. St Ay T'(f) son transversales, entonces

L(f)= Y, L.f

zeFix(f)

3. 81 L(f) # 0, entonces Fix(f) # .

Utilizando el item 2 de la proposicién anterior, podemos ver que es posible
calcular L(f) conociendo tnicamente el comportamiento local de f alrededor de
sus puntos fijos.

5.3 Calculo de ejemplos

Veamos ahora algunos ejemplos simples, con transformaciones lineales hiperbélicas.

Ejemplo 5.8. Sea A € GL(n,R) una matriz hiperbdlica, es decir, que no tenga
valores propios de médulo 1 (que pueden ser reales o complejos). El tinico punto
fijo del mapa fs : R" — R"™ dado por multiplicar por A es el 0, luego se tiene
Lofa = sgndet(Id — A), dado que f4 es lineal y A es hiperbdlica. Separamos en
tres casos segun los valores propios de A.

1. Tomemos A con valores propios de médulo menor a 1. Por ser A una matriz
real, sus valores propios deben ser de la forma {\y,..., A\;, 1, @1 - -, fhry fir }
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donde [ +2r =n, ;e Rparai=1,...,lyu;€e C—Rparaj=1,...,2r.
Se tiene

det(Id — A) = Ty (1 = AT, (1 — i) (1 — 75)
Como (1 —p;) = (1 — 7z;) para todo j, tenemos ITj_; (1 — p;)(1 — 17) =
Iy [1 = py[? > 0.

Ademis, |\;| < 1 para todo i, luego 1 — A; > 0 para todo i, y por lo tanto

Concluimos entonces que det(/d — A) > 0, y por lo tanto Lo(fa) = 1.
. Ahora consideramos A con valores propios de médulo mayor a 1. Una vez

mas, sus valores propios son de la forma {Ay, ..., Ag, 1, 1 - - -, ts, fir} CON
k+2s =n,ylos \;, nj como arriba.

También analogamente, tenemos
det(Id — A) = T, (1 = M), (1 — p5) (1 — 75)

con H§:1(1 — 1)1 —15) = H§:1’1 — ;> > 0.

Luego, queda ver qué sucede con IT¥_;(1 — );). Recordamos que \; € R, con
|Ai] > 1. Si A preserva orientacién, entonces una cantidad par de los \; es
menor a cero. Ordendndolos a todos de menor a mayor, se tiene \; < ... <
Aop <0< Agppq < ... < A, con 2t < k. En ese caso,

sgndet(Id — A) = sgnII¥ (1 —\)
= sgn I, (1 — Ai)Hf:2t+1<1 =)
= sghn H?:Qt-&-l(l — i)

(_1)k72t

- (D!

Pero se tiene 25+ k = n, y por lo tanto (—1)¥ = (—1)". Concluimos entonces
que, si A preserva orientacién, Lo(fa) = sgndet(/d — A) = (—=1)".

De forma anéloga, se prueba que si A revierte orientacion, entonces Ly(f4) =

sgndet(Id — A) = (—1)"*1.

. Ahora, si A € GL(n,R) es una matriz hiperbélica cualquiera, consideramos
E" la suma directa de todos los subespacios propios generalizados (para A)
correspondientes a valores propios de médulo mayor a 1, y E*® el andlogo
para valores propios de médulo menor a 1. Luego, R" = E* @ E°, y ademas
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A(E") = E*, A(E?®) = E*. Ademads, A|gs es una transformacién lineal como

en el caso 1, y A|g« como en el caso 2. Por lo tanto, tenemos

sgndet(/d — A) = sgndet(Id — A)|gusgndet(Id — A)

Es

Supongamos que A|gu preserva orientacién. Por los casos anteriores, Lo(fa) =
sgndet(ld — A) = (—1)4mE",

Analogamente, si A|gu revierte orientacién, entonces Lo(f4) = (—1)%mE*+1,

Ahora, usamos el ejemplo anterior para probar algo que sera 1til luego.

Ejemplo 5.9. Analicemos qué sucede en el caso en el que f : M — M es un
difeomorfismo de Anosov con fibrado inestable E* orientable, que preserva la
orientacién de E*. Observamos que f es un mapa de Lefschetz (en particular,
#Fix(f) < 4+0), porque todos sus puntos fijos son hiperbélicos. Luego, vale

L(f)= D>, Luf

zeFix(f)

Afirmamos que L, f = (—1)%mE" para todo x € Fix(f), de lo que se concluiria que
|L(f)| = #Fix(f). Verifiquemos que se cumple:

Sea x € Fix(f) arbitrario. Tenemos que L,f = sgndet(/d — d,f). Como
d, f es una transformacién lineal invertible e hiperbdlica, entonces podemos usar
el ejemplo anterior. Sabemos que T, M = E! @ EJ. Tenemos, por las condi-
ciones de expansion y contraccion en £° y E" que EY es la suma directa de todos
los subespacios propios generalizados para d, f correspondientes a valores propios
de médulo mayor a 1, y lo mismo para EJ con subespacios propios generaliza-
dos correspondientes a valores propios de médulo menor a 1. Luego, como en el
caso 3 del ejemplo anterior, usando que d, f|g« preserva orientacién, obtenemos
sgn det(Id — d,f) = (—1)%mFs = (—1)dimE"

Para este ejemplo fue importante tener espacios inestables definidos en toda
la variedad, y orientados coherentemente. De otro modo, se podria tener can-
celaciones de los indices de Lefschetz de distintos puntos. Por ejemplo, podemos
considerar la herradura de Smale (ver [Smal), un difeomorfismo de S? tal que la
cantidad de puntos periddicos hiperbdlicos crece exponencialmente, y sin embargo
el ntimero de Lefschetz L(f!) siempre es menor o igual a 2, debido a estas can-
celaciones: el diferencial de f preserva la orientacion del espacio inestable para
algunos puntos fijos, pero no para otros.

Proposiciéon 5.10. Si f : M — M es un difeomorfismo de Anosov con fibrado
iestable orientable, donde M es una variedad orientable, entonces

IL(f)] = #Fix(f)

Ahora podemos introducir la segunda definicién del indice de Lefschetz.
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5.4 Segunda definicién

Definicién 5.11. Sea M una variedad compacta, y f : M — M una funcién
continua. Para cada ¢ = 0, f induce un morfismo f*: HY(M) — H9(M).
Definimos el indice de Lefschetz de f como

L(f) = X (=)%r(f*: HY(M) — H'(M))

q=0

Observamos que por ser M una variedad compacta, hay tnicamente finitos
términos no nulos, y cada uno de ellos es un nimero entero?, por lo tanto L(f)
también lo es.

Teorema 5.12. Las definiciones presentadas del indice de Lefschetz coinciden, es
decir, st f: M — M es diferenciable, entonces

I(D(f), ) = Y tr(f*: HI(M) — H'(M))

q=0

Esta definicién nos permite relacionar el indice de Lefschetz como lo definimos
anteriormente con la acciéon en cohomologia de un mapa diferenciable. El indice
de Lefschetz condiciona como puede ser esta accién inducida, y viceversa.

Como corolario, tenemos el teorema del punto fijo de Brouwer.

Corolario 5.13. Si f : D™ — D" es continua, donde D" es un disco cerrado de
dimension n, entonces f tiene un punto fijo.

Proof. Supongamos que f : D™ — D" es continua y no tiene puntos fijos. Como
D™ es una variedad con borde, no podemos considerar inmediatamente el niimero
de Lefschetz de un mapa diferenciable y homotépico a f, que ya concluiria con la
prueba. Alternativamente, se podria ver una versién del indice de Lefschetz para
variedades con borde.

Podemos definir, a partir de f, un mapa f : S" — S™ sin puntos fijos, que
coincida con f en la clausura del hemisferio sur, y que se defina en cada el hemisferio
norte como f(azl,...,an) = f(x1,..., 2y, —Tpy1). Luego f es continua vy no
sobreyectiva, y no tiene puntos fijos. Pero esto no es posible, dado que si g :
S™ — S™ es diferenciable y no es sobreyectiva, se tiene deg(g) = 0, y por lo tanto
L(g) = 1, lo que implicaria que g si debe tener puntos fijos.

Por lo tanto, alcanza con tomar g diferenciable y homotépica a f suficiente-
mente cerca para ser también no sobreyectiva y no tener puntos fijos.

O

4para cohomologia singular con coeficientes en Z, esto es inmediato. Si cambiamos a coefi-
cientes en R, vale por el teorema del coeficiente universal. Para cohomologia de de Rham se
sigue del teorema de de Rham.
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5.5 Coincidencia de las definiciones

Probamos en esta seccion que las definiciones dadas del indice de Lefschetz coin-
ciden. Para esto, utilizamos lo discutido en la seccién 3.2.

Demostracion del Teorema 5.12. Recordamos que si X,Y < Z son subvariedades
cerradas y orientadas, se tiene I(X,Y) = {, nx.
Tomamos ahora Z = M x M, X =T(f), Y = A, y obtenemos

L(f) = I(T'(f), A)
)

I

nr
A

v | o

Ahora, podemos ver a I'( f) como la imagen del mapa ¢ : M — M x M dado por
x +— (x, f(z)). De ahi, tenemos

J A = f A
L(f) w5 (M)

= JM ©}(na)

Podemos calcular explicitamente w?(nA). Para esto, escribimos na de forma con-
veniente.

Lema. Sea {w;}ic; una base de H*(M), y sea {T;}ic; su base dual respecto a la
dualidad de Poincaré, es decir, tal que SM wi AT; = 0;5. Sean my,mg : M x M — M
las proyecciones al primer y sequndo factor respectivamente.

Entonces, se tiene

na = Z(—l)deg”iﬂwi A T T
el

Demostracion del Lema. Sabemos que {mfw; A m37; @ i,j € I} es una base de
H*(M x M). Luego, tenemos na = Zi’jd c;jTiw; A Ty T; para ciertos coeficientes
cij € R. Veamos que ¢ = (—1)%8“r gy, para todos k,[ € I.

Por un lado, se tiene A = i(M), donde i : M — M x M es el mapa diagonal.
Luego:
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* *
f Ty Tk A TaW *(wiTe) At (mhwy)
A

Tk N\ W

Il
Az ’: ’

1 (degwy)(degTy) 5kl

Por otro lado, podemos usar que na es dual de Poincaré a A:

f Wka/\ﬂ;wl:J Ty Te A Taw; A A
A M xM

= Zc”f T Tl A Towp A THW; A T5T;
Z]EI MxM

= 7 gy (1) o) e+ o) (dog) f @i A ) A T A T)
MxM

Esta tiltima expresion es, por el teorema de Fubini, igual a (—1)(degmwtdegwi)(degwi) ¢, )
Luego, tenemos que ¢y = (— 1)ng Yk, cOMO queriamos.
O

Ahora solo queda calcular ¢%(na).

Lema. Sea {w; : i € I} una base de H*(M), y {7; : i € I} su base dual mediante
dualidad de Poincaré, de forma tal que na = Y, (—1)%8“imfw; A T57;.
Se tiene entonces

P5(na) = Y (—1)*Ew; A 17y

iel

Asumiendo el lema, cuya prueba es elemental, solamente queda expresar f* en

las bases {w;}, {7} para terminar con la prueba del resultado.
[l

5.6 Difeomorfismos de Anosov y L(f)

Veremos ahora que, en el caso de un difeomorfismo de Anosov f : M — M, el
indice de Lefschetz nos da un conteo preciso de los puntos periédicos de f, en
términos de su acciéon en cohomologia.
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Ejemplo 5.14. Revisitemos el Ejemplo 1.2. En ese caso, obtuvimos que |L(f)| =
#Fix(f), cuando f : M — M es un difeomorfismo de Anosov que cumple ciertas
condiciones. Por lo tanto, tenemos que la cantidad de puntos fijos de f se relaciona
con su accién en cohomologia de la siguiente manera

#Fix(f) =

2 (D)% (fi s HI(M) — HY(M))

q=0 ‘

Como f' cumple las condiciones planteadas en el Ejemplo 1.2 para todo [ > 1
siempre que f las cumpla, se tiene

#Fix(f') =

D (=0 HO(M) — Hq(M))'

q=0

Veremos luego que el hecho de que f : M — M sea un difeomorfismo de Anosov
nos da ciertos estimativos del comportamiento de #Fix(f!) segin .

6 Pruebas de los resultados

Probamos ahora los resultados que se enunciaron en la seccién 1.2.

Empezamos con el Teorema 1.2. Recordamos que este nos dice que, en una
variedad orientable M y para un difeomorfismo de Anosov f : M — M con fibrado
inestable orientable, se tiene

Z(_Dqtr(f*l cHY(M) — Hq(M))‘ - #Fix(fl) = elhton(f) 4 O(emtop(f))

q

si f es transitivo, y

S (-1yr(fR (M) HQ<M>>| = HFix(f11) = peFihonld) 4 ofcKMen()
q
en el caso general, donde K > 0 es entero y p es la cantidad de piezas subbasicas

en la descomposicién espectral de f correspondientes a piezas basicas con entropia
topoldgica igual a hip(f).

Demostracion del teorema 1.2. En el capitulo 5 (teorema 5.12) probamos L(f') =
Zqzo(—l)qtr(f*l : H1i(M) — HY(M)). Por otro lado, en 5.10 probamos que

IL(f)] = #Fix(f').
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Entonces, concluimos el resultado gracias al corolario 2.23 en el caso transitivo,

y el corolario 2.24 en el caso general, que relacionan #Fix(f!) con la entropia
topoldgica de f.

m

Ahora probamos el corolario 1.3, que dice que, si M es orientable, el morfismo
inducido en H*(M) por un difeomorfismo de Anosov f : M — M con fibrado
inestable orientable no puede ser el morfismo identidad.

Demostracion del corolario 1.5. Sea f : M — M un difeomorfismo en una var-
iedad orientable que induce el morfismo identidad en cohomologia. Entonces, se
tiene

IL(Y] = | Y (=1)%r(f* - HY(M) — HY(M))|
= | > (~1)%dim HI(M)]

q=0

= [x(M)|

y por lo tanto |L(f!)| estd acotado. Pero, por lo visto en el capitulo 5, en el
caso de un difeomorfismo de Anosov con fibrado inestable orientable, se tiene que
L(F)] = #Fix( ).

Luego, como #Fix(f!) para un difeomorfismo de Anosov crece exponencial-

mente, no puede ser acotado, y por lo tanto f no es un difeomorfismo de Anosov.
]

Observamos que para este teorema no precisamos conocer la tasa de crecimiento
exponencial de la cantidad de puntos fijos para potencias de un difeomorfismo de
Anosov: nos alcanzd con saber que esta crece exponencialmente. Mas ain, nos
hubiera alcanzado con saber que no esta acotada.

Ahora vemos que no hay difeomorfismos de Anosov en S? x S? (ejemplo 1.7).
Esta prueba es la que aparece en [GRH], y es la que generalizan luego a fibrados.

1.7. Llamamos M = S? x S?. Primero, observamos que S? x S? es simplemente
conexa, y por lo tanto todo fibrado vectorial sobre M sera orientable. Luego, si f
es un difeomorfismo de Anosov en M, no puede inducir el morfismo identidad en
cohomologia, pero veremos que todo difeomorfismo en M tiene una potencia que
induce la identidad en H*(M).

Por el teorema de Kiinneth, tenemos

65



(1) sig=0

(e) sig=4
0 sig#0,2,4

donde ademéas podemos tomar a? = 2 =0, a — 3 = ¢.

Tomando posiblemente una potencia de f, podemos asumir que induce la iden-
tidad en H°(M) y H*(M), es decir, que f*c = . Queda entonces ver que alguna
potencia de f induce la identidad en H?(M).

Consideramos la matriz A asociada a f*|yz2n) : H*(M) — H?*(M). Tenemos

a b
= (0
con a, b, ¢, d enteros tales que ad —bc = +1. Tomando una potencia de f, podemos
suponer ad — bc = 1.

Ahora, sabemos que los morfismos inducidos en cohomologia respetan el pro-
ducto, por lo tanto:

o 0=f*(a?) = f*(a) — f*(a)
o 0= f*(8%) = f*(B) — f*(B)
o c=f*a—p)=f"(a) = [*(B)
Y obtenemos, por ejemplo de la primera:
0= f*(a) = f*(a)
= (aa + ¢f) — (aa + ¢f)
=aca— f+cafl —

=2aca — f

= 2ace

y por lo tanto 2ac = 0.
Analogamente, conseguimos relaciones usando las otras igualdades. Concluimos:

ac =10
bd =0
ad+ bc =1
ad —bc =1
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de esto se concluye a = d = +1, b = ¢ = 0. Pero entonces, una potencia de f
induce la identidad en cohomologia. Por lo tanto, f no puede ser un difeomorfismo
de Anosov.

O

Probamos ahora el corolario 1.4. Recordamos que este dice que toda variedad
orientable que admita difeomorfismos de Anosov con fibrado inestable orientable
debe tener algin grupo de cohomologia de dimensién mayor o igual a 2.

La prueba es directa a partir del corolario 1.3, que ya probamos.

Demostracion del corolario 1.4. Si fuera dim HY(M) < 1 para todo ¢ tendriamos
que, para todo mapa f : M — M, f? induce el morfismo identidad en cohomologia.
Por lo tanto, ningtiin mapa f : M — M puede ser un difeomorfismo de Anosov

con fibrado inestable orientable, por 1.3.
O

Usando ahora la sucesion de Gysin, probamos los resultados que involucran
fibrados por esferas:

Comenzamos por el teorema 1.6. Este nos dice que, si tenemos un fibrados por
esferas S — M, donde dimM = dimS = 2n, entonces S no admite difeomorfismos
de Anosov transitivos, y ademas si dimH?(M) < 1 para todo ¢ y el fibrado es ori-
entable, M no admite difeomorfismos de Anosov con fibrado inestable orientable.

Demostracion del teorema 1.6. Supongamos que existe un difeomorfismo de Anosov
f: S —S. Llamamos E" al fibrado inestable asociado a f.

Afirmacion. Para ver que S no admite difeomorfismos de Anosov transitivos,
alcanza con considerar el caso en que S — M es un fibrado orientable, S es una
variedad orientable y E* es orientable.

Si una de las hipdtesis en la afirmacion no se cumple, se toma un cubrimiento
finito y se levanta f a este cubrimiento de forma que se cumplan. La prueba de
que este levantado sigue siendo un difeomorfismo de Anosov, y de que es transitivo
si f es transitivo se encuentra en [GRH].

Probamos entonces el resultado asumiendo las hipdtesis en la afirmacion.

Resumimos ahora la estrategia de la prueba:

e Usamos la sucesién de Gysin para relacionar H?(S) con H9(M) cuando g #
0,2n,4n y calcular H*(S).

e Damos generadores explicitos de H**(S) y calculamos la accién de f* alli.

Esto ya alcanza para probar que si dimH?(M) < 1 para todo ¢, S no admite
difeomorfismos de Anosov con fibrado inestable orientable.
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e Vemos que las trazas de f* : HY(S) — H(S) y f*: H?"(S) — HI?"(S)

coinciden para 0 < ¢ < 2n.

e Concluimos que f no puede ser un difeomorfismo de Anosov transitivo, ya
que veremos que los calculos hechos en el paso anterior implicaran que debe
tener mas de una pieza basica.

Empezamos entonces calculando H9(S) usando la sucesion de Gysin del fibrado
S — M.

Tenemos:

. —— HTMOL(M) =% HU(M) s HY(S) — HI2(M) —— ...

Dado que ¢(S) € H**1(M) = 0, tenemos e(S) = 0. Por lo tanto, la sucesién de
Gysin se parte en varias sucesiones exactas cortas, de la forma

0 —— HIY(M) = H9(S) -2 HT2"(M) — 0
para cada ¢ = 0. Podemos concluir entonces lo siguiente:
o Sig<2n,n*: HY(M)— H?S) es un isomorfismo.
e Siq>2n,m : HY(S) — HI?"(M) es un isomorfismo.
e H*™(S) ~R%

Veamos ahora cémo es la accién de f* en H*"(S). Para esto, tomamos gener-
adores explicitos de H?"(S).

Tomamos una fibra S** = 7~ !(z), donde = es un punto de M. Sabemos que
H?"(M) = {ng). Luego, podemos definir o = m*1)g5} = Nr-1(3) = Ng2n, que €s un
elemento de H?"(S).

Por otro lado sabemos (ver A.11), por ser dimM = 2n, que existe una seccién
s: M — S. Luego, s(M) es una subvariedad de S de dimensién 2n, y definimos
ﬁ = Ns(M) € HZn(S)

Veamos que H?"(S) = {a, 3). Alcanza con probar que o y 3 son linealmente
independientes. Pero tenemos aA 8 = ng2n ATgar) = Ng2nns(vr)- Porser s : M — S
una seccién del fibrado, la fibra S** = 771(x) y s(M) se intersectan en un tinico
punto y € S, luego o A B = nyyy = +7, siendo 7 € H*"(S) una forma de volumen
en S. Por lo tanto, tanto a como [ son no nulas, y no puede ser una multiplo de
la otra ya que ao A v = ngenng2n = 7 = 0, dado que siempre es posible perturbar
la inclusién de una fibra en S para que no se autointersecte.
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Probamos entonces que H**(S) = {a, ), donde a® = 0, a A3 = 7y % = kT,
para k = I(s(M),s(M)) € Z. Podemos suponer que a A = 7. Vemos ahora que
esto implica que f* acttia como la identidad en H*"(.S), a menos posiblemente de
tomar una potencia de f.

Llamamos A a la matriz asociada a f*|g2n(s) en la base {«, 8}. Entonces,

a b
A=
donde f*a = aa + ¢fB, f*B = ba + df. Las entradas de la matriz son nimeros
enteros, ya que las podemos calcular explicitamente como (sumas de) numeros
de interseccién de subvariedades. Podemos suponer ademds, tomando f? si es

necesario, que f*r = 7.
Sabemos que f* respeta el producto exterior, y por lo tanto, debe ser:

L (f*a)? = f*(a?)
2. f* (@) A f2(B) = [*(an f)
3. (f*B)? = (%)

A partir de 1,2 y 3, y porque A debe ser invertible (y su inversa de coeficientes
enteros), obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones:

2ac + k=0

ad +cb+cdk =1
2bd + d°k = k

ad —bc =1

Es importante observar que para obtener este sistema de ecuaciones se usa, como
en el caso de S? x 52, la paridad de 2n para ver que a A B = 3 A a.

Se puede ver que esto implica que a = d = +1, b = ¢ = 0. Una vez mas,
tomando una potencia de f tenemos f*|g2n(g) = id.

En el caso en que dimH?(M) < 1 para todo ¢, ya podemos ver que S no
admite difeomorfismos de Anosov ya que tenemos dimH?(S) < 1 para q # 2n, y
[*|#r2n(sy = id, por lo tanto si f fuera Anosov, se tendria que |L(f")] = #Fix(f!)
estd acotado, y esto no puede suceder.

Veamos ahora que f no puede ser un difeomorfismo de Anosov transitivo, sin
la restriccion en la cohomologia de M. Para esto, veremos cémo es la accion de
f* en HY(S), para q # 2n.

Primero, un lema que nos permitird dar un isomorfismo explicito entre H?(5)
y H7™2"(S), para 2n < q < 4n.
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Lema. Sea q entero tal que 2n < q < 4n. FEntonces, el diagrama

Hi2(D) —2 5 Ha-2(G)

oo s

Hqul(D, S) (5—* Hq(S)

conmuta a menos de un signo, donde i* : H?"(D) — HI?"(S) estd inducido
por la inclusion.

Demostracion (lema). Recordamos que, si j : (D" S?") — (D,S) es la in-
clusién de una fibra, entonces tenemos un cuadrado conmutativo dado por

H2n (SQn) — H2n (S)

B ” [+

H2n+1<D2n+1752n> ¢ — H2n+1(D, S)
J

donde H*"*1(D,S) estd generado por la clase de Thom del fibrado por discos
D — M. Ahora, j*B = j*n(ary) = mj-1(m)) = Ny, donde y es el punto de s(M) que
estd en la fibra. Pero entonces, j* genera H?"(5?") (dado que es dual de Poincaré
a un punto). Ademds sabemos que 0* : H?"(S*') — H?*"t1(D*"+1 §%") es un
isomorfismo (D?*" ! es contractible), y por lo tanto manda j*/3 en un generador de
H>""1(D,8S).

Pero también sabemos que j* : H*"*1(D,S) — H**1(D**1 §?") manda la
clase de Thom ®(D) en un generador de H*""!(D**! S2") Pero entonces, por
la conmutatividad del diagrama, §*3 = £®(D).

Para probar la conmutatividad del cuadrado en el lema, alcanza ahora con
usar la definicién de ¢*. Dada w € HI7*"(D), §*(i*(w) A B) € HIT(D,S) estd
representada por la derivada exterior de una extensiéon de i*(w) A 8 a D. Pero,
como 6*f = +®, sabemos que existe una extension 5’ de 5 a D que tiene como
derivada exterior una forma cohomdloga con +®. Luego, w A 8’ es una extensién
de *(w) A 5, y su derivada exterior es d(w A ') = tw A df’, que estd en la misma
clase que +®, pues w es cerrada.

Por lo tanto, el cuadrado conmuta. O

Ahora, un segundo lema, que nos permitira relacionar la traza de f*|ga-—2n(g) :

H®2(S) — H7(S) con la de f*|pyacs) : H1(S) — H(S).
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Lema. Si 2n < ¢ < 4n, entonces el morfismo H***(S) — HY(S) dado por
w— w A [ es un isomorfismo.

Demostracion del Lema. Alcanza con probar, por el lema anterior, que 6* : H(S) —
H?Y(D,S) e i*: H™2"(D) — HI7>"(S) son isomorfismos.

Sabemos que m, H1(S) — H?*"(M) es un isomorfismo, por ser ¢ > 2n. Recor-
dando la definicién de 7, tenemos que 7, = 6* o T~! donde T : HY™Y(D,E) —
H?2"(M) es el isomorfismo de Thom. Por lo tanto, 6* es un isomorfismo.

Ahora, vemos que i* : H17>"(D) — H??"(S) es un isomorfismo. Sabemos
que, si ™ : D — M es la proyeccién del fibrado por discos D, entonces 7 o1 = 7.
Por lo tanto, i* o 7* = 7*. Pero sabemos que 7* es un isomorfismo por ser 7 una
equivalencia homotépica, y 7% : H¥"**(M) — H972"(S) es un isomorfismo por ser
q — 2n < 2n. Esto termina de probar el lema.

O

Ahora, tenemos que el siguiente diagrama conmuta, dado que f*3 = :

g () L gan(s)

b

HY(S) — L Ha(s)

Pero entonces, por ser A3 : H72"(S) — H(S) un isomorfismo cuando 2n <
g < 4n, tenemos que tr(f*|ga-2n(s) : HI"(S) — HI"(S)) = tr(f*|mas) :
HY(S) — HI(S)).

Ahora, calculamos #Fix(f!) usando la férmula de Lefschetz:

HFix(f) = 1+ tr(d|gonge) + 1+ D (~1)%0(f* mags) - HUS) — HI(S))|

q#0,2n,4n

=212+ > (=D)%r(f*|mas) : HU(S) — HY(S))|

0<g<?2n
Pero entonces, tomando A como el valor propio de f* de mayor moédulo, tenemos
#Fix(f!) = 2N + o(\)

siendo k un entero. Esto nos dice que f no puede ser un difeomorfismo de Anosov

transitivo, por el corolario 2.23.
O]
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Observamos que fue fundamental en la prueba ver que una potencia de f induce
la identidad en H?"(S). Para esto, usamos que 2n es par, para ver que si «, 3 €
H?"(S) entonces a — 8 = (—1)*3 — «. Esto no funcionarfa asi si a y 3 tuvieran
grado 3, por ejemplo. Luego, este procedimiento no sirve para S® x S2.

Por 1ltimo, probamos el teorema 1.9. En este caso, tenemos un fibrado S —
M™ con fibra S™, siendo m > n. La prueba es un poco més simple que la del
teorema anterior, pero las ideas son similares.

Demostracion del teorema 1.9. Sea f : S — S un difeomorfismo. Supongamos
que es un difeomorfismo de Anosov.
Una vez mas, asumimos primero que S esta orientado y que M es orientable.
La estrategia de la prueba sera:

e Usamos la sucesion de Gysin para calcular H9(S) en términos de H9(M).

e Damos isomorfismos H?(S) — H?*™(S) que conjugan la accién de f* en
estos grupos. Luego, concluimos que las trazas de los morfismos inducidos
en estos coinciden.

e Concluimos el resultado mirando el indice de Lefschetz de f, y viendo qué
implica acerca de la cantidad de puntos peridédicos y de piezas basicas de f.

Por ser m > n, aplicando el teorema A.11 del Apéndice vemos que existe una
secciéon s : M — Sy por lo tanto la clase de Euler e = ¢(S) es 0. Entonces, la
sucesion de Gysin nos da sucesiones exactas cortas de la forma

0 —— HYM) —=— HYS) % HI™(M) — 0

y, por lo tanto, tenemos:

HY(M) siq=0,...,n
HY(S)=<0 sig=n+1,...,m—1
HT™™(M) sig=m,...,m+n

Por ser m > n, existe una secciéon s : M — S. Luego, i(M) < S es una
subvariedad encajada de dimensién n, y entonces tiene dual de Poincaré 7 =

Lema. Si 0 < ¢ < n, entonces el mapa HI(S) — H*™(S) dado por w — w A T
es un isomorfismo.
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Demostracion del lema. Consideramos el siguiente diagrama:

HO(S) —275 Ho+m(S)

”*T l”*

HY(M) —“—s H(M)

Este es conmutativo a menos de un signo si y solamente si m, (7% (w) A7) = tw
para toda w e H%(S).

En la proposicién 3.30 probamos (para fibrados vectoriales, la prueba en este
caso es analoga, dado que 7, es integrar en las fibras) que m, (7* (W) AT) = WAT(T).

Por lo tanto, alcanza con probar que m,(7) = +1. Pero para cada fibra F' =
771(z) tenemos i : F' — S la inclusién, tal que

J 1T = f 5 Ns(ar)
F F
= f Ti=1(s(M))
F

- J Ts(x)}
F=n—1(z)

— +1

donde 7(;) es el dual de Poincaré a la subvariedad {s(z)} < F de F', y por lo tanto
su integral en F' es +1.

Como 0 < g < n, tanto 7* : HY(M) — H?(S) como m, : HT"™(S) — HI(M)
son isomorfismos. Por lo tanto, como el diagrama conmuta a menos de un signo,
tenemos que el morfismo H9(S) — H?(S) dado por w — w A 7 también es un
isomorfismo.

]

Ahora vemos que f*7 = 7 (posiblemente cambiando f por un iterado). Esto
nos permitird, como en la prueba del teorema 1.6, comparar la acciéon de f* en
H(S) con su accién en H7™(S).

Lema. Se tiene f*1 = 7.

Demostracion del lema. Tenemos un isomorfismo m, : H™(S) — H°(M) ~ R
luego H™(S) = (1), y por lo tanto por ser f un difeomorfismo se tiene f*r
+7.

Ll

73



De estos lemas concluimos que tr(f* : H4(S) — HI(S)) = tr(f* : H*™(S) —
H*™(S)), paraq = 0, ...,n. Esto se cumple también para los morfismos inducidos
por potencias de f.

Por lo tanto, tenemos:

LU = D) (=1)%e(f™ s HY(S) — HY(S))
=) UGt HY(S) — HY(S)

= 2 (1) () HI(S) — HY(S))

0<q<n

Pero entonces, si m es impar tenemos |L(f!)| = 0, y por lo tanto f no puede ser
un difeomorfismo de Anosov.

Por otro lado, si m es par, obtenemos de la misma forma que en la prueba del
teorema 1.6 que f debe tener una cantidad par de piezas subbasicas contenidas en
piezas bésicas de entropia maxima, y por lo tanto f no puede ser un difeomorfismo
de Anosov transitivo.

]

Ahora probamos la proposicién 1.10. Tenemos que probar que si M es ori-
entable con x(M) # 0y f : M — M es un difeomorfismo de Anosov de codi-
mensién k, entonces k es par, y si ademés E" es orientable, entonces H*(M) # 0.

Demostracion de 1.10. Sea M cerrada y orientable de dimensién n, con x (M) # 0.
Tenemos w € H"(M) un generador que integra 1 en M.

Si f: M — M esun difeomorfismo de Anosov de codimension impar, entonces
dimE" es impar. Por 3.49, T'M no puede tener subfibrados de dimension impar,
y luego no puede existir un tal difeomorfismo.

Ahora, si k es par y E* es orientable, entonces E* también lo es. Luego, existen
las clases de Euler de E* y E?, y deben ser no nulas porque de lo contrario seria
X(M)w = e(TM) = e(E") A e(E®) = 0, pero por hipdtesis x(M) # 0. Por lo
tanto, e(E%) € H*(M) # 0.

O

Observamos que esto nos da otra prueba de que S? x S? no admite difeomorfis-
mos de Anosov. Por 1.10, un difeomorfismo de Anosov en dicha variedad deberia
ser de codimensién 2.

Por otro lado, la clase de Euler del fibrado inestable (orientable pues S? x S? es
simplemente conexa) e(E") serfa no nula y ademés cumplirfa f*e(E") = +e(E"),
luego f*|m2(s2xs2) tendria a +1 como valor propio, pero eso implicarfa que es, a
menos de un signo, el morfismo identidad.
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A Apéndice

A.1 Preliminares topolégicos

A.1.1 Fibrados

Las definiciones que damos en esta seccién se pueden encontrar en [Ste].

El concepto de fibrado por un espacio sobre otro es, en cierto sentido, una
generalizacion del concepto de producto de espacios.

Si M, F' son espacios topoldgicos y llamamos F = M x F', entonces tenemos las
proyecciones 7 : E — M, p: E — F sobre M y F respectivamente. Observamos
que, dado z € M, 7= !(z) = {z} x F, es decir, todas las fibras de la proyeccién 7
son homeomorfas a F. De este modo, el espacio F se puede descomponer como
una unién de copias de F' (las fibras de 7), parametrizadas por los puntos z en M.

Definicién A.1. Un fibrado topolégico con fibra F' y base M consiste en un
espacio F junto con un mapa continuo 7 : £ — M, de tal forma que:

e Existe un cubrimiento por abiertos {U, : a € I} de M, y homeomorfismos
0o : ™ Y Uy) — Uy x F que preservan fibras (es decir, tales que ¢, : 7 (z) —
{x} x F es un homeomorfismo).

e Las llamadas funciones de transicion g.p : U, n Ug — Homeo(F') dadas por
gaﬁ(x) = go;1g05|{x}xp son continuas.

En el producto £ = M x F', tenemos proyecciones tanto hacia M como hacia
F'| que actian como coordenadas globales en E.

Ademads, dado un punto (zg,yy) en E, tenemos “copias” de M y F en E que
lo contienen. Alcanza con tomar {xo} x F'y M x {yo}. Es decir, tenemos encajes
F —- FEy M — E, que a cada punto de M (resp. F') le asignan un punto en la
fibra de 7 (resp. p). Es decir, si s : M — E es un tal encaje, se tiene m o s = idy
(y andlogamente para F).

Definicién A.2. Una secciéon de un fibrado 7 : £ — M es un mapa continuo
s: M — FE tal que mo s = idy,.

En un fibrado, puede suceder que se pierdan ciertas propiedades: no necesari-
amente se tienen coordenadas globales bien definidas, o secciones M — E, o una
proyeccion p : E — F.

Localmente el fibrado es un producto, y por lo tanto si hay coordenadas locales
analogas al caso del producto. No necesariamente se podran extender coherente-
mente a coordenadas globales.

Necesitaremos también una nocién de equivalencia entre fibrados. Esto nos
lleva a definir lo que es un mapa entre dos fibrados.
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Definicién A.3. Dados dos fibrados m : £ — M, 7’ : E/ — M’, un mapa entre
ellos consiste en un par de mapas f: M — M’, f: E — E' talesque 'o f = fom.
En ese caso, decimos que f cubre a f.

Definicién A.4. Dados dos fibrados 7 : ' — M, ' : £/ — M’, decimos que
son equivalentes si existen mapas de fibrados (f, f) : (E, 7, M) — (£, 7', M') y
(g7g) : (E'/aMlaﬂ-/) - (Ev M, 7T) tales que (fogu fog) - (ldE’vldM') y (gof7gof) =
(idg, idas)-

En general, un fibrado puede tener mas estructura que la de un fibrado topolégico.
Por ejemplo, en el caso en el que la fibra F' es R¥, podemos querer darle a cada
fibra una estructura de espacio vectorial, de forma coherente.

Lo que haremos sera lo siguiente: si queremos darle cierta estructura al fibrado,
pediremos que la imagen de las funciones de transicién g,z esté contenida en un
subgrupo G < Homeo(F') que respete esa estructura.

Definicién A.5. Un fibrado con fibra F, base M y grupo de estructura G <
Homeo(F') es un fibrado topolégico m : E — M que ademds cumple que g,z(x) es
un elemento de G, para todos o, B € I, v € Uy n Ug.

Podemos definir también la nocién de mapa entre fibrados con el mismo grupo
de estructura. Solamente agregamos a la definicion que dimos la condicién de
que en cada fibra la accién sea (a menos de tomar trivializaciones locales) por
elementos de G.

Nuestro primer ejemplo de un fibrado con fibra F' y grupo de estructura G <
Homeo(F') sera el siguiente.

Ejemplo A.6. Un fibrado vectorial de rango k > 0 sobre una variedad M es un
fibrado con base M, fibra R* y grupo de estructura GL(k,R). Pediremos ademds
que la proyeccién 7 : E — M sea diferenciable.

Vemos que, para un fibrado vectorial, tiene sentido (es decir, queda bien
definido) definir una estructura de espacio vectorial en cada fibra mediante las
cartas locales y la estructura usual en RF.

Observacion. Si m: E — M es un fibrado vectorial, entonces existe una seccion
1M —>FE

Si tuviéramos simplemente un fibrado topoldgico con fibra R¥ e intentaramos
hacer la misma definicién, nos encontrariamos con ambigiiedades. Por ejemplo:
nada nos garantiza que si z estd en U, nUg, entonces se tenga ¢, (z,0) = gogl (x,0).
En cambio, si sabemos que gos(z) = ¢, ©pls3xrr €s un isomorfismo lineal, en-
tonces si lo tenemos asegurado.

Gran parte de lo que veremos serd en el contexto de fibrados vectoriales. Vemos
ahora uno de los ejemplos mas comunes de estos.
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Definicién A.7. Si M™ es una variedad diferenciable, entonces su fibrado tangente
TM es un fibrado vectorial sobre M de rango n tal que la fibra sobre cada x en
M es T, M, el espacio tangente a M en x.

Si asumimos M < R¥ para algtin natural N, entonces podemos definir TM =
{(x,v) e M xRN :v e T,M < RV},

Dado que toda variedad se encaja en RY para N suficientemente grande, esta
no es una restriccién importante. Para ver una definicién intrinseca de TM (y una
prueba de que efectivamente es un fibrado vectorial) se puede consultar [Lee].

Ahora vamos a ver una condicién para que un fibrado con fibra F' sobre M sea
equivalente al producto M x F'. En ese caso, decimos que el fibrado es trivial.

Primero, observamos que un fibrado sobre un punto siempre es trivial. Luego,
parece posible que si la base M de un fibrado es lo suficientemente similar a un
punto, entonces el fibrado tenga que ser trivial. Veremos que alcanza con que M
sea homotopicamente equivalente a un punto.

Primero, hacemos una definicién.

Definicién A.8 (Definicién/Proposicién). Si 7 : E — M es un fibrado con fibra
F y grupo de estructura G, y f : M’ — M es un mapa continuo, entonces existe
un unico (a menos de equivalencia de fibrados) fibrado p : f*E — M’ con fibra F'y
grupo de estructura G tal que el siguiente diagrama conmuta, para f f*E — E:

#E -1, F
/| l
M’ T) M

A este fibrado le llamamos pullback de E por f, o fibrado inducido por f.

Podemos tomar f*E = {(z,e) e M' x E : f(x) = w(e)}, con hatf : f*E — E
como la restriccién de la proyeccién al segundo factor M’ x E — F.
Por lo tanto, tenemos:

Observacion. Si f : M — M es un mapa constante, el fibrado f*FE es trivial.

Luego, la siguiente proposicion nos da lo que queriamos.

Proposiciéon A.9. Siw : E — M es un fibrado, y f,g : M' — M son mapas
continuos y homotopicos entre si, entonces f*E, g*E son fibrados equivalentes.

Corolario A.10. Si M es contractible, entonces todo fibrado sobre M es trivial.

Vamos a necesitar también, en ciertos casos, la existencia de secciones para
un fibrado. Ya vimos que para un fibrado vectorial se puede definir siempre una
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seccion. Podemos preguntarnos qué sucede en el caso de un fibrado por discos
que no sea equivalente a un fibrado vectorial. En este caso, si bien cada fibra es
homeomorfa a R™ para algtin n, no tenemos definido un origen en cada fibra de
forma consistente. Veremos que esto no es necesario para la existencia de una
seccion, gracias a un resultado general.

Teorema A.11. Sea m: E — M un fibrado con fibra F', siendo M una variedad
compacta de dimension dim(M) = n. Entonces, si m,(F') = 0 para todo q tal que
0 <qg<n-—1, ewiste una seccion continua s : M — FE.

La prueba se encuentra en [Ste], en la parte 3.

Esencialmente, el resultado se obtiene triangulando M con simplices suficiente-
mente pequenos para que el fibrado sea trivial sobre cada uno de ellos. Luego nos
queda M = U;L:O M4, siendo M9 la uniéon de los g-simplices de la triangulacion.
Siempre podemos definir una seccién en finitos puntos de M , y por lo tanto pode-
mos hacerlo en M°. Extender una seccién definida en M? a una definida en M?*+!
equivale a extender la seccién definida en el borde de cada (g + 1)-simplice a todo
el simplice. Pero, como el fibrado sobre cada simplice es trivial, esto equivale a
extender una funcién continua f : S = 0Dt — F a D"y esto se puede hacer
siempre que f sea homotdpicamente trivial. Eso debe suceder porque pedimos
me(X) = 0 para ¢ < n — 1. Luego, por induccién, la seccién se extiende hasta
M™= M.

A.1.2 Transversalidad

Vamos a ver ahora algunas nociones bésicas de transversalidad. Esta seccion se
basa en material de [GP].

Definicién A.12. Dadas X,Y < M, decimos que son transversales, o que se
intersectan transversalmente, si para todo p en X nY se cumple que 7, X +7,Y =
T,M.

Observamos que la definicion implica que dos subvariedades que se intersectan
lo pueden hacer transversalmente solamente si la suma de sus dimensiones es mayor
que la dimensién del espacio ambiente. Ademads, dos subvariedades disjuntas son
transversales.

Si pensamos en el ejemplo en que X%, Y~ = R™ son subespacios vectoriales,
que su interseccion sea transversal corresponde a que X + Y = R". En este caso,
su interseccién es un subespacio de dimensién n — k — [.

El ejemplo anterior es, en cierto sentido, el mas importante, porque asi es como
se ve localmente una interseccion transversal de subvariedades.

Mas en general, si N es otra variedad, podemos ver qué significa que un mapa
f: N — M sea transversal a una subvariedad de M.
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Figure 8: Interseccién transversal

Definiciéon A.13. Si f : N — M es diferenciable, entonces decimos que f es
transversal a X < Y si para todo ¢ en f71(X) se tiene que Imd,f + Ty X =
TygM.

Proposiciéon A.14. Sean N, M variedades, con X, Y < M subvariedades transver-
sales, y f : N — M diferenciable que suponemos transversal a X. Entonces:

1. X nY © M es una subvariedad de M, de codimension codim(X nY) =
codim(X) + codim(Y").

2. f7YX) = N es una subvariedad de N, de codimension codim(f~1(X), N) =
codim(X, M).

Vemos ahora dos propiedades de la transversalidad que usaremos constante-
mente: la estabilidad y la genericidad. Vemos versiones débiles de ambas propiedades,
pero que seran suficientes para lo que haremos.

Proposiciéon A.15. Sea f : N — M diferenciable, con N compacta, y sea X <
M una subvariedad. Entonces si f; : N — M con t € [0,1] es una homotopia
empezando en f (es decir, fo = ), existe € > 0 tal que f; es transversal a X para
todot < e.

Lo que podemos pensar (aunque no es exactamente eso lo que dice la proposicién)
es que, manteniéndonos cerca de un mapa transversal a una subvariedad, esa
transversalidad no se pierde, es decir, es estable por perturbaciones suficiente-
mente pequenas.

Veamos ahora un teorema sobre la genericidad de la transversalidad.

Teorema A.16. Sea F' : N x S — Y diferenciable y transversal a X < Y.
Entonces, para casi todo s en S, el mapa fs = F(—,s) es transversal a X.
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La condicién de que F': N x S — Y sea transversal a X es necesaria. Podria
pasar que, al tomar una funcién S — C*(N, M), obtengamos que f; no es transver-
sal a X para ningtin s en S. Sin embargo, tomando S de dimension suficientemente
grande, y eligiendo bien el mapa S — C*(N, M), esto no sucede.

Por ejemplo, el teorema de Whitney nos dice que podemos pensar en M como
una subvariedad de R?". En este caso, podemos tomar S = B.(0) para & > 0 chico,
y G : N x S — R? dada por G(z,s) = f(x) + s, siendo f: N — M algiin mapa
diferenciable. Ahora, si N(M) es un entorno tubular de radio § > ¢ (posiblemente
achicando ¢), definimos F': N x S — M como F' = w0 G, siendo 7 : N(M) — M
la proyeccion.

Obtenemos en este caso que, dada X < M, para casi todo s el mapa f, es
transversal a la subvariedad X.

Lo que usaremos en la practica sera el siguiente corolario.

Corolario A.17. Sea f : N — M diferenciable y X < M una subvariedad. Luego,
existe g : N — M diferenciablemente homotopica a f y transversal a X.

A.1.3 Orientacion

Si V' es un espacio vectorial de dimension n, podemos considerar una relacion de
equivalencia en el conjunto de las bases ordenadas de V': decimos que {vy, ..., v,} ~
{wy, ..., w,} si existe un isomorfismo lineal A : V' — V con determinante positivo
tal que A(v;) = w;, parai=1,...,n.

Mediante esta relacién de equivalencia, el conjunto de las bases ordenadas de
V' se parte en dos clases de equivalencia.

Definicién A.18. Una orientacion del espacio vectorial V' de dimensiéon n > 1
es una asignacion de un signo positivo a una de las clases de equivalencia men-
cionadas, y de un signo negativo a la otra.

Para un espacio vectorial V' de dimensién 0, una orientacion es una eleccién de
un signo positivo o negativo.

Observacion. Dado un espacio vectorial V' de dimensién finita, este tiene exacta-
mente dos orientaciones posibles.

Definicién A.19. Si la base ordenada {v,...,v,} pertenece a la clase de equiva-
lencia a la que le corresponde un signo positivo, decimos que es una base positiva,
y de lo contrario decimos que es una base negativa.

Definicién A.20. Si T : V — W es un isomorfismo lineal entre espacios vectori-
ales orientados, decimos que T" preserva orientacion si manda alguna base positiva
de V' en una base positiva de W. De lo contrario, decimos que revierte orientacion.
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Observacion. Si T : 'V — W es un isomorfismo lineal entre espacios vectoriales
orientados, entonces preserva orientacion si y solamente si manda cualquier base
positiva en una base positiva.

Analogamente, T revierte orientacién si y solamente si manda alguna base
positiva en una base negativa.

Definicién A.21. En R”, la orientacion estandar es aquella en la que la base
candnica {e,...,e,} es una base positiva.

Ahora, definimos la orientacién para una variedad. Esencialmente, una ori-
entacion de una variedad es una eleccién de orientacion para cada espacio tangente,
que varia diferenciablemente en cierto sentido.

Para lo siguiente, consideraremos a R™ con la orientacién estandar. Los espacios
T,R™ se identifican con R™ de forma canoénica asociando a cada v en R™ la velocidad
de la curva 7, (t) = z+tv en 0. Esta identificacién induce una orientacién en 7,R",
en la que {7, (0),...,7. (0)} es una base positiva.

Definicién A.22. Si M™ es una variedad diferenciable, posiblemente con borde,
entonces una orientaciéon de M es una elecciéon de una orientacién de T, M para
cada x en M, de forma tal que existen parametrizaciones ¢, : R* — U, < M tales
que d, 9o : R" — T, ()M preserva orientacion para cada .

Llamamos orientable a una variedad que admite una orientacion, y orientada
a una variedad junto con una eleccion de orientacién.

Proposicién A.23. Sea M una variedad diferenciable. Entonces M es orientable
si y solamente si existe un atlas {@, : Uy, — R"} tal que los cambios de cartas
00" 0a(Us 0 Ug) — @p(U, N Ug) preservan orientacion.

Observacion. Si M es una variedad orientable y conexa, determinar una orientacion
en M equivale a fijar una orientacién en 7T, M para algin x en M.
Si M y N son orientables, su producto M x N es también orientable.

Definicién A.24. Sean M y N variedades orientadas y conexas. Sean x en M e y
en N,y bases {vy...,v,}, {wr,...,w,} de T, M y T,N respectivamente. Definimos

la orientacién producto en M x N como aquella en que {(vq,0), ..., (v,,0), (0,w1), ...

es una base positiva de T, )M x N.

Veamos ahora cémo dar una orientacién natural a la interseccién de dos sub-
variedades orientadas X,Y < M, cuando estas son transversales.

Observacion. Si'V = Vi @ V,, entonces una orientacion en dos de los espacios
Vi, Vs, V3 determina una orientacion en el tercero.
Dadas bases ordenadas By, Bs, y la base B = (B, By), pedimos que se cumpla

sgn(B) = sgn(By) sgn(Bsy)
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Vamos a usar esa observacion. Recordamos que, si X < M es una subvar-
iedad de M, entonces el subespacio N,(X,M) < T,M consiste de los vectores
perpendiculares al tangente de X en el punto x.

Proposicion A.25. Sean X,Y < M subvariedades orientadas de la variedad ori-

entada M vy transversales entre si. Entonces X n'Y es una subvariedad orientable
de M.

Proof. Primero miramos el caso en el que X e Y tienen dimensiones complemen-
tarias, es decir, dim(X) +dim(Y) = dim(M). En este caso, X nY es una variedad
de dimensién 0, es decir, es una unién (a lo sumo) numerable de puntos en M.
Por ser X n'Y de dimension 0, los espacios tangentes T,.(X n Y) son también
de dimension 0, para cada x en X nY. Luego, dar una orientacion de X n'Y
equivale a asignar a cada x en X n'Y un signo positivo o negativo. Lo hacemos
de la siguiente manera: Dado x en X n'Y y bases positivas By, By de T, X y T,.Y
respectivamente, se tiene (por ser X e Y de dimensiones complementarias) que
B = (By,B;) es una base de T, X @ T,Y = T,M. Le asignamos a x un signo
positivo si y solo si B es una base positiva de T, M.

Ahora, miramos el caso en el que dim(X) + dim(Y’) > dim(M). En este caso,
la interseccién X Nn'Y tendra dimensiéon mayor a 0. Sea z en X n'Y. Hacemos la
siguientes observaciones:

L Ny XY, X)DT,(X nY) =T, X
2. Ny(X nY, X)®T,Y = T,M

Por el item 1, para dar una orientacién de T,(X nY’) alcanza con dar una ori-
entacién de N,(X n Y, X). Pero por el segundo item, se tiene una orientacién
natural de N,(X n Y, X), como describimos en la observacién anterior a esta
proposicién. Luego queda determinada una orientacién en 7T,(X nY), que de-
pende de las orientaciones de T, X, T,Y y T, M.

Resta ver que, al hacer esta definicién en todos los tangentes T,,(X nY') para
r en X Nn'Y queda una orientacion en X N Y, es decir, resta ver que lo que
definimos varia continuamente. Pero localmente la interseccion transversal de
subvariedades se ve como la interseccion de subespacios vectoriales U, V de R™ tales
que U +V = R". En ese caso, tenemos lo que queremos ya que las orientaciones
elegidas son “constantes” (a menos de la identificacién de T,,U con U y de T,V con
V', lo son). Luego, tomando cartas locales, tenemos que las orientaciones elegidas
varian continuamente. O]

Definicién A.26. Si M es una variedad orientada, llamamos —M a la variedad
orientada M con la orientaciéon opuesta.
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Si f: M — N es transversal a la subvariedad ¥ < N, entonces podemos
definir una orientacién natural en f~!(Y") Observamos que esto corresponde a lo
que vimos con la interseccién de subvariedades, tomando f : X — N la inclusion.

Proposiciéon A.27. Sean M, N wvariedades orientadas y f : M — N diferencia-
ble, y transversal a la subvariedad orientada Y < N. Entonces, f~1(Y) es una
subvariedad orientable de M.

Proof. La prueba es casi la misma que en el caso de la interseccion. Dado x en
YY), tenemos N, (f~1(Y), M)®T,f (V) = T, M, por lo tanto alcanza con dar
una orientacién a N, (f~1(Y), M).

Por ser f transversal a Y, d,f(ToM) + Tyw)Y = TN, luego debe ser
dof M (T)Y) = T, f~H(Y) (una inclusién es evidente, y la otra se debe cumplir
para que alcancen las dimensiones). Pero entonces, Ker(d,f) < T,f~'(Y). Por lo
tanto, d, f(NL(f~'(Y),M)) ® Ty»)Y = Ty N. Luego, tenemos una orientacion
para. d, f(N,(f 1 (¥), M)),

Por ser Ker(d,f) < T,f ' (Y), d,f es inyectivo en N,(f~'(Y), M), y por lo
tanto la orientacién en d, f(N,(f~'(Y), M)) induce una en N,(f~'(Y), M). Con
esta, obtenemos una orientacién en T, f~1(Y'), que era lo que querfamos.

[

A.1.4 Numero de interseccién

En esta seccién, nos basamos en el capitulo 3 de [GP].

Cuando dos subvariedades orientadas y compactas X,Y de una variedad ori-
entada M tienen dimensiones complementarias, su interseccién consiste en una
cantidad finita de puntos. Esta cantidad no es estable al perturbar las subvar-
iedades (por ejemplo, podrian dejar de intersectarse), pero ahora definiremos el
numero de interseccion de dos subvariedades, que es un conteo signado de sus
puntos de interseccién, tomando en cuenta las orientaciones de X e Y en los pun-
tos de interseccién. Esta cantidad si serd invariante bajo deformaciones de X e

Y.

Definicién A.28. Sean X, Y subvariedades compactas y orientadas de la variedad
orientada M, de dimensiones complementarias. Entonces el nimero de interseccién

de X eY es
I(XY)= ) oo

zeXNY

donde o, = +1, segun si la orientacién de {z} como interseccién de X e Y es de
signo positivo o negativo.

Recordando la seccion anterior, lo que debemos hacer para averiguar si o, es
positivo o negativo para un z en X n'Y es: tomamos bases By, By de T, X y T,Y
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respectivamente. Si (By, By) es una base positiva de T, M, entonces o, = 1. De lo
contrario, o, = —1.

Figure 9: Circulos transversales. Hay dos puntos de interseccién, pero el nimero
de interseccion es 0.

Para ver que se cumple lo que afirmamos sobre la invariancia de I(X,Y") por
deformaciones de X o Y, vamos a definir el nimero de interseccién entre un mapa
diferenciable transversal a una subvariedad y dicha subvariedad.

Recordamos que si f : M — N es transversal a la subvariedad ¥ < N, en-
tonces f~1(Y) es una subvariedad de M, de codimensién codim(f~'(Y), M) =
codim(Y, N). Luego, si dim(M) + dim(Y") = dim(N), f~*(Y) es de dimensién 0.

Definicién A.29. Sea f : M — N diferenciable, con M y N orientadas y com-
pactas. Si f es transversal a la subvariedad compacta y orientada Y < N tal que
dim(M) + dim(Y) = dim(N), definimos

I(f,Y)= ) o

aef1(Y)

donde o, = =1 tiene el signo que corresponde a la orientacién de {z} con la
orientacién preimagen.

Observacion. Si X, Y < M son transversales, y el mapa ¢ : X — M es la inclusion,
entonces 7 es transversal a Y, y se cumple I(X,Y) = I(:,Y).

Proposiciéon A.30. Si f : M — N es diferenciable, con M y N compactas y
orientadas, e Y < M es una subvariedad compacta y orientada, entonces I(f,Y)
es tnvariante por homotopias de f. Fs decir, si g : M — N es diferenciable y
homotdpica a f, y es transversal a Y, se tiene 1(g,Y) = I(f,Y).
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Esto nos permite extender la definicion del niimero de interseccién a subvar-
iedades que no sean transversales, y analogamente para mapas y subvariedades.

Definicién A.31. Si X,Y son subvariedades cerradas y orientadas de la subvar-
iedad cerrada y orientada M, definimos I(X,Y") como I(i;,Y") donde i; : X — M
es homotépico a la inclusién ¢ : X — M, y transversal a Y.

Figure 10: Circulos con nimero de interseccion +1. Al deformarlos, se siguen
intersectando, y el nimero de interseccion sigue siendo 1.

Observacion. Si x es un punto de N, entonces I(f, x) es el grado de f.
Proposicién A.32. [(X,Y) = (—1)dm()dm®) 1y, ).

Recordemos que la caracteristica de Euler de una variedad cerrada y M se
define como la suma de los indices de los ceros de un campo de vectores en M con
finitos ceros. El teorema de Poincaré-Hopf (ver [GP]) nos garantiza que esto estd
bien definido.

Podemos interpretar esta suma de indices como un conteo de la autointerseccion
de la seccién nula i(M) en T'M. De hecho, se tiene lo siguiente:

Proposicién A.33. Si M es cerrada y orientable, entonces x(M) = I1(i(M),i(M)) =
I(A,A) con A diagonal en M x M.
A.1.5 Cohomologia de de Rham

Ahora damos definiciones de cohomologia de de Rham, con soporte compacto y
cohomologia relativa, ademas de sus primeras propiedades. Todo lo que se ve esta
contenido en [God].

85



Dada una variedad (con borde) diferenciable M de dimensién n, llamamos
2*(M) al conjunto de las formas diferenciales en M. Es un espacio vectorial sobre
R, y ademés el producto exterior de formas diferenciales le da una estructura de
algebra sobre R.

Ademas, es un algebra graduada®, ya que Q*(M) = @,z (M), donde Q4(M)
es el conjunto de las g—formas en M, y n = dim(M) (recordemos que, si ¢ > n o
q<0,Q¢M)=0). Esto es porque, si w es una k—forma y 1 una [-forma, entonces
w A 1 es una (k + [)—forma.

Como d? = 0, se tiene el complejo de cocadenas® (Q7(M), d?), y podemos definir
su cohomologia, la cohomologia de de Rham.

Definicién A.34. Para cada ¢ = 0,...,n definimos el ¢g-ésimo grupo de coho-
mologfa de de Rham de M como Hj,(M) = 2L En esta seccién le llamare-

mos simplemente H?(M), mas adelante haremos la distincién cuando pueda causar
confusion.
El anillo de cohomologia de M es H*(M) = @uezHY(M). También es un

algebra graduada con el producto inducido por el producto exterior de formas.

Recordamos que si f : M — N es diferenciable, entonces induce un homomor-
fismo f*: Q*(N) — Q*(M), el pullback de f. Como ademads este conmuta con la
derivada exterior, induce un mapa en cohomologia f* : H*(N) — H*(M).

Recordamos algunas propiedades de este:

Proposiciéon A.35. Se cumplen:
e id*=1id
e Sif:M— N, g:N — P son diferenciables, entonces (go f)* = f* o g*.

e 5i f,g: M — N son diferenciables y homotopicos, entonces f* = g*.

Ademas, si f : M — N es continua, es homotdpica a un mapa diferenciable
f: M — N y por lo tanto podemos definir f* = f* : H*(N) — H*(M).

Obtenemos entonces, por la proposicién anterior, que dos espacios homotopicamente
equivalentes tienen anillos de cohomologia isomorfos. Como corolario, tenemos el
lema de Poincaré:

Teorema A.36. Si w es una g—forma cerrada en R™, con ¢ > 0, entonces es
ezacta. En otras palabras, HY(R™) = 0 para q¢ > 0.

5Esto se define en el apéndice
6También definido en el apéndice
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El teorema anterior junto con la siguiente proposiciéon nos termina de dar
H*(R™). Su prueba se basa en que si f : M — R cumple df = 0, entonces es
localmente constante.

Proposicion A.37. Si M es coneza, entonces H*(M) =~ R.

Una herramienta til para hacer calculos es la sucesién de Mayer-Vietoris. Esta
nos permite calcular la cohomologia de una variedad descomponiéndola como unién
de conjuntos abiertos y calculando la cohomologia de estos y de sus intersecciones,
que puede ser mas simple que la de M.

Sean U,V abiertos. Llamamos iy : U - U uV, iy : V. - UuV a las
respectivas inclusiones de U y V en U u V. Ademés, llamamos jy : U n'V — U,
Jv :UnV —V alas inclusiones de U "'V en U y V respectivamente.

Proposiciéon A.38. La siguiente sucesion es exacta para cada q:

Y
0—— QU L V) -2 QU @ QUV) 2% QU A V) —— 0

Para ver que jj; — ji es sobreyectiva, usamos una particién de la unidad de
U UV asociada al cubrimiento {U, V'}".

Ademsds, se puede ver que los mapas en la sucesion conmutan con la derivada
exterior, y por lo tanto se tiene una sucesion exacta corta de complejos de coca-
denas. Esta induce una sucesion exacta larga en cohomologia.

Proposicion A.39. Si U,V son abiertos de una variedad M, entonces existe una
sucesion exacta larga de la siguiente forma:

S HIU O V) S HOUY @ HUV) LS HOU A V) S HRU V) — L

donde i* = (ify, iy,) y J* = Jir — Jv-

Veamos explicitamente cémo es 6* : H(U N V) — HH (U u V).

Si [w] es un elemento de HY(U n' V), y w una forma cerrada en Q4(U n V)
que lo representa, entonces una preimagen de w por j* = jj — ji es (pyvw, —pyw).
Luego, un representante de 6*[w] en Q¢ (U U V) es una forma cerrada en U U V
cuya restriccion a U es d(pyw), y su restriccion a V' es d(—ppw).

Ahora introducimos la cohomologia con soporte compacto.

"Recordemos que si {py, py'} es una particién de la unidad de U U V asociada al cubrimiento
{U, V'}, entonces el soporte de py estd contenido en U, y andlogamente para py con V. Ademds,

pu+pv =1
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Definicion A.40. Dada una forma diferencial w en M, su soporte es sopw =
{peM:w(p) # 0}

Definicién A.41. Llamamos Q*(M) a las formas diferenciales en M con so-
porte compacto. Entonces, tenemos que d(Q4(M)) < QITY(M), por lo tanto al
restringir d a las formas de soporte compacto, obtenemos otro complejo de co-
cadenas (2¢(M),d?). El anillo de cohomologia con soporte compacto de M sera
entonces H* (M) = Ifrflr((;))? y una vez mas obtenemos H*(M) = ®,HJ(M), donde la
definicién de HZ(M) es anédloga a la de H1(M), para formas con soporte compacto.

No tenemos exactamente las mismas propiedades para la cohomologia con so-
porte compacto que las que vimos antes, debido justamente a la restriccién de
trabajar con formas con soporte compacto.

Por ejemplo, un mapa f : M — N no necesariamente define un homomorfismo
f* o QY(N) —» Q*(M) mediante el pullback de formas, dado que no hay ningin
motivo por el cual f*w deba tener soporte compacto aunque w si lo tenga. Por
ejemplo, si m: M xR es la proyeccién sobre M, y w es una forma en M con soporte
compacto, 7*w no tendra soporte compacto si w es no nula.

Si podemos definir un pullback para mapas propios, es decir, mapas tales que
la preimagen de un compacto es un compacto. Por el mismo motivo que en lo
anterior, este mapa tambien induce un homomorfismo f* : H*(N) — H*(M) en
cohomologia con soporte compacto.

Proposicion A.42. Sea f : M — N un mapa diferenciable y propio. Luego existe
un homomorfismo f* : H¥(N) — H*(N) inducido por el pulback de formas, tal
que:

e id*=1id
o Si f: M — N, g: N — P son diferenciables y propios, entonces

También nos va a interesar otro tipo de mapa inducido. Si U,V son abiertos
de una variedad tales que U < V', entonces una forma con soporte compacto en U
se puede extender a V, siendo la forma nula en V\U.

Proposicion A.43. Sii: U — V es la inclusion de un conjunto abierto en otro,
entonces induce un homomorfismo i, : H*(U) — HX*(V'), dado por i.|w] = [w'],
donde W' es la extension de w a 'V tal que W' es nula en V\U.

Ademas, se cumple id, =id, y siU < V < W son tres abiertos con inclusiones
i:U—->V,j: VoW, setiene (joi)s = ju Ois.

En el caso no compacto, la cohomologia con soporte compacto y la cohomologia
de de Rham difieren. Veamoslo en la recta real.

88



Ejemplo A.44.

R ¢g=1
HQ(R):{O g1

En particular, esto nos muestra que la cohomologia con soporte compacto no es
invariante por homotopfas, dado que H!({zo}) =~ H'({zo}) por ser {zy} compacto,
y esta iltima sabemos que se anula, por lo tanto H}(R) no es isomorfo a H!({zo}),
aunque estos espacios sean homotopicamente equivalentes.

Se tiene, para cohomologia con soporte compacto, una sucesion de Mayer-
Vietoris analoga a la que ya vimos. Consideramos una vez mas abiertos U,V y las
inclusiones iy : U - U UV, iy : V>UUV,juy:UnV >Uyjy:UnV V.

Proposiciéon A.45. La sucesion

0 —— QUU A VY 2228500 (1) @ Q1(V) 2% Q1 A V) —— 0

es una sucesion exacta corta para cada q.

Una vez mas, esto nos da una sucesion exacta corta de complejos de cocadenas,
y por lo tanto una sucesion exacta larga en cohomologia con soporte compacto.

Proposicion A.46. Si U,V son abiertos, se tiene una sucesion exacta larga de la
siguiente forma:

o HIU A V) HI(U)@ HY(V) 25 H(U 0 V) S HHY U AV) — ...

donde Z*([W], [77]) = iU*[W] + ZV*[U]} Y j* = (_jU*>jV>k)-
También consideraremos la cohomologia relativa respecto a una subvariedad.

Definicién A.47. Sea M una variedad diferenciable, posiblemente con borde, y
sea X < M una subvariedad (también posiblemente con borde) de M, encajada y
tal que es un subconjunto cerrado de M. Sea i : X — M la inclusién.

Llamamos Q4(M, X) < QM) al conjunto de las g—formas en M tales que
7w = 0.

Observacion. Si dim(X) = dim(M), entonces Q4(M, X) consiste de las g— formas
en M que son cero en X.

Como d o i* = i* od, tenemos que (Q29(M, X),d?) también es un complejo de
cocadenas, y por lo tanto podemos hacer la siguiente definicién:
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Definicién A.48. La cohomologia (de de Rham) relativa de M respecto a X es

Ker(d? : QI(M, X) — Qit1(M, X))
HT (M, X) = ’ ’
ar(M; X) Im(de—1: Q-1 (M, X) — Qi(M, X)
Llamamos a (M, X') donde X < M un par de espacios. Es de esperar que exista
una relacion entre la cohomologia relativa de M respecto a X, la cohomologia de
X y la de M. Esto queda explicito en la sucesion exacta larga del par (M, X).

Una referencia para este resultado, y para el resto de la seccién, es el capitulo 12

de [God].

Proposiciéon A.49. Si (M, X) es un par de espacios que satisface las hipdtesis
que dimos para definir H*(M, X), y los mapasi: X — M, j: (M,) — (M, X)
son inclusiones, entonces existe una sucesion exacta larga de la forma

L HYM, X) —Z s gy T He(X) T HY(M, X)) —— ..

Para probar la proposicién, alcanza con ver que la sucesién

0 — QI(M,X) —2 Qo(M) —" Qi(X) —— 0

es exacta para cada ¢.®
La exactitud de la sucesion se ve facilmente, a menos de ver que i* : Q4(M) —
Q9(X) es sobreyectivo, es decir, ver que toda forma en X se extiende a M.

Lema A.50. Sea X < M una subvariedad encajada como un subconjunto cerrado.
Entonces si w es una g—forma en X, existe w' q—forma en M tal que i*w' = w.

El lema se prueba usando cartas en las que X se vea como un hiperplano (o
un “semi-hiperplano”, si tiene borde) en R", y particién de la unidad.

Observacion. Como se ve en el Apéndice, §*[w] estd representada por la forma
cerrada dw’, donde w’ es una extensiéon a M de w.

Por 1ltimo, enunciamos el teorema de escision:

Teorema A.51. Si Z < X c M, con Z < int(X), entonces el homomorfismo
H*(M,X) > H*(M\Z, X\Z) inducido por la inclusion es un isomorfismo.

8ver Apéndice: Una sucesién exacta corta de complejos de cadenas induce una sucesién exacta
larga del tipo que se ve en la proposicién
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A.1.6 Induccion en los abiertos de una variedad

En esta seccién, presentamos un lema que nos sera util a la hora de probar
propiedades topolégicas de variedades.

Supongamos que queremos probar que se cumple una propiedad P (M), para
una variedad M. Podemos comenzar probando que se cumple P(U) cuando U =
R™ es un abierto de M, ya que en general esto puede ser mas simple. Siempre es
posible cubrir M con abiertos de ese tipo, y cuando P cumpla ciertas condiciones,
con esto alcanzard para probar P(M).

Vamos a considerar exclusivamente, a partir de ahora, variedades que admiten
buenos cubrimientos finitos.

Definicién A.52. Un cubrimiento {U,}aes €s un buen cubrimiento si U, es difeo-
morfo a R™ para todo o en I, y todas las intersecciones finitas no vacias U,, N
-+ n U,, también lo son.

Ahora, explicitamos lo que se mencioné antes:

Teorema A.53. Sea M una variedad de dimension n que admite un buen cubrim-
tento finito, y sea P una propiedad de subconjuntos abiertos de M, tal que:

1. Se cumple P(U) para todo U < M difeomorfo a R".
2. Si se cumplen P(U), P(V) y P(U V), entonces se cumple P(U v V).

3. S se cumplen P(U) y P(V) para U y V abiertos disjuntos, entonces se
cumple P(U v V).

Entonces, se cumple P(M).

Proof. Observamos que alcanza con probarlo para M conexa, ya que el caso general
se deduce de este usando la hipdtesis 3.

Hacemos la prueba por induccién en el cardinal de un buen cubrimiento de M.

Si M = U, con U; = R, entonces se cumple P(M) por 1.

Supongamos ahora que tenemos probado el resultado para todas las variedades
que admiten un buen cubrimiento de cardinal k. Entonces, si M es una variedad
con un buen cubrimiento U = {Uy, ..., Ugs1}, tenemos

(U1U"-UUk)ﬂUk+1=(UlﬂUk+1)U"'U(UkUUk+1)

Luego, si llamamos N = (Uy u---u Uy), entonces tanto N como N n Uy, admiten
buenos cubrimientos de cardinal k (estos son {Uy, ..., U} v {U1 0 Uy, ..., Up N
Uy41} respectivamente). Por lo tanto, por hipdtesis de induccién, se cumple P(N).
Como también se cumple P (U1 ), concluimos que se cumple P(N UUy41), es decir,
se cumple P(M). O
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Visualmente, la existencia de buenos cubrimientos resulta intuitiva. Sin em-
bargo, la prueba tiene ciertos detalles delicados.

Proposiciéon A.54. Toda variedad admite un buen cubrimiento.

Proof. Ponemos en M una métrica riemanniana. Se puede probar (ver [dC],
capitulo 3) que alrededor de cada punto x en M existe un entorno U, fuertemente
convezo, es decir, tal que para todo par de puntos y, z en U, existe una tnica
geodésica minimizante contenida en U, (salvo por sus extremos) que los une. Por
definicion, la interseccion de dos abiertos fuertemente convexos es también fuerte-
mente convexa.

Mediante el mapa exponencial, U, es difeomorfo (posiblemente tomandolo mas
pequeno), a un abierto tipo estrella (respecto a 0) de T, M =~ R", para cada x € M.
De la misma manera, todas las intersecciones finitas no vacias U,, n--- N Uy, son
difeomorfas a abiertos tipo estrella de R", para z;,...,z; € M, j > 1.

Luego, {U,}sens €s un cubrimiento por abiertos difeomorfos a abiertos tipo
estrella de R", tales que todas sus intersecciones finitas no vacias también lo son.
El siguiente lema termina la prueba:

Lema. Todo abierto tipo estrella de R™ es difeomorfo a R™.

La prueba de este lema se puede encontrar en [GT].

Corolario A.55. Toda variedad compacta admite un buen cubrimiento finito.

Claramente la condicion de ser compacta no es necesaria para admitir un buen
cubrimiento finito. Una condiciéon necesaria, y la primera aplicacion que podemos
darle al Teorema A.53 junto con la sucesién de Mayer-Vietoris es:

Proposiciéon A.56. Si una variedad admite un buen cubrimiento finito, entonces
su cohomologia (singular, de de Rham, con soporte compacto) tiene dimension
finita.

Un ejemplo, entonces, de una variedad que no admite un buen cubrimiento
finito puede ser una superficie de género infinito. Nosotros trabajamos tinicamente
con variedades que admitan buenos cubrimientos finitos.

A.1.7 Cohomologia singular

Definimos ahora la cohomologia singular de un espacio topoldgico. Esta nos sera
util cuando el espacio que estemos considerando no sea una variedad diferenciable,
ya que en ese caso no tenemos disponible la cohomologia de de Rham.

Veremos que se tiene un producto en el anillo de cohomologia singular H*(X),
analogo al producto exterior en el caso de la cohomologia de de Rham.
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Para esta seccién, la referencia es el capitulo 3 de [Hat]. Asumimos conocidas
definiciones bésicas del capitulo 2 de este libro, como la nocién de cadena singular,
borde de una cadena singular, complejo de cadenas singulares, etc.

Definicién A.57. Dado un espacio topologico X y un grupo abeliano G, defin-
imos el grupo de g-cocadenas singulares con coeficientes en R como C?(X; R) =
Hom(C,(X); R), donde C,(X) es el grupo de g-cadenas singulares en X.

Para nosotros, R sera Z o R.

Proposicién A.58. Se tiene un complejo de cocadenas (C4(X; R),d7), donde §9 =
0% 1 CUX;R) — CT (X R) es el dual al mapa borde 0yi1 : Cyy1(X) — Cy(X).

q+1

Esta proposicién nos permite definir la cohomologia singular de X con coefi-
cientes en R:

Definicién A.59. Dado q € Z, El ¢-ésimo grupo de cohomologia singular de X es

Lo siguiente es se prueba como en cohomologia de de Rham:

Proposiciéon A.60. Si f : X — Y es un mapa continuo, existe para cada q un
morfismo inducido en cohomologia f* : HI(Y; R) — HY(X; R), dado por f*[n] =
[nofl.

Ademas, estos morfismos cumplen:

e Sig:Y — Z es otro mapa continuo, se tiene (go f)* = f*og*: HI(Z) —
HY(X).

e El morfismo inducido por el mapa identidad es el morfismo identidad, es
decir, id* =id : HY(X) — HY(X).

De la misma forma que tenemos cohomologia relativa para cohomologia de de
Rham, podemos definir cohomologia relativa en este contexto.

Definicién A.61. Dado un subconjunto A < X, el grupo de g-cocadenas sin-
gulares relativas respecto a A (con coeficientes en R) es CUX,A;R) = {n €
CYX;R) :n(o) =0 para toda o con imagen en A}.

Observacion. El mapa coborde ¢ : HY(X; R) — HY™(X; R) cumple que §7(CY(X, A; R))
CTH X, A; R).

Definicién A.62. Definimos los grupos de cohomologia relativa de X respecto de

A como Ker(0?: C19(X,A; R CI Y X, A; R
HY(X,A;R) = er(67: C1(X, A R) — (X, A R))

~ Im(se1: CoY(X, A; R) — C1(X, A; R))
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Ahora vemos cémo es el producto en cohomologia singular analogo al producto
exterior en cohomologia de de Rham. Lo definimos primero a nivel de cocadenas
singulares.

Definicién A.63. Dadas cocadenas singulares 1,7 en C%(X;R), C'(X;R) re-
spectivamente, definimos su producto cup como la cocadena singular n — 7 en
C*Y(X; R) que en cada sfmplice singular o : A" — X vale

donde el producto a la derecha es el producto en R (recordamos que para nosotros
ResRoZ).

Recordamos que, para probar que el producto exterior de formas induce un
producto en cohomologia de de Rham, se usa que, si w,n son ¢- y [- formas difer-
enciales respectivamente, se tiene d(w A7) = (dw) A+ (—=1)%w A (dn). En este
caso, tenemos lo mismo.

Proposicién A.64. Sin, T son elementos de C(X; R), C'(X; R), entonces
6(n— 1) = (1) — 7+ (=1)"n — (47)
Entonces, podemos definir:

Proposicién A.65. Dados q,1, se tiene un producto HY(X;R) x H(X;R) —
HP(X; R) dado por [n] — [r] = [n— T].
Ademas, este cumple las siguientes propiedades:

e Fs asociativo y distributivo.

o [n] = [7] = (=1)7[r] — [n]
e Si f: X —Y es continua, entonces f*([n] — [7]) = f*[n] — f*[7]

Definicién A.66. Definimos el anillo de cohomologia singular de X con coefi-
cientes en R, H*(X; R), como H*(X; R) = @, H*(X; R), con el producto cup
como producto.

Observamos que H*(X; R) es un algebra graduada sobre R.

Por tltimo, enunciamos el teorema de de Rham, que nos dice que en el caso en
que X es una variedad, se tiene una equivalencia entre Hj,(X) y HY(X;R). Se
puede encontrar un enunciado més especifico (que en particular explicita cudl es
el isomorfismo) y su prueba en el capitulo 5 de [Bre].

Teorema A.67. Si M es una variedad diferenciable, existe un isomorfismo ® :
Hj,(M)— HY(M,R) para cada q.
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Maés atin, este isomorfismo manda el producto exterior de clases de cohomologia
de de Rham en el producto cup de clases de cohomologia singular, es decir, ®(w A
7) = ®(w) — &(7). Por lo tanto, se concluye:

Teorema A.68. Si M es una variedad diferenciable, existe un isomorfismo de
dlgebras ® : Hin(X) — H*(X,R).

Esto ultimo se puede encontrar en [BT], capitulos 2 y 3.

A.2 Preliminares algebraicos

Definicién A.69. Sea A un algebra sobre R, con R = Z,R. Decimos que es un
algebra graduada si es una suma directa de grupos abelianos {R;};>o tales que
R;R; © Ry, y aRR; © R; para o en R.

Un ejemplo de algebra graduada pueden ser los polinomios sobre R o Z, o las
formas multilineales en un espacio vectorial.

Los ejemplos mas importantes que usamos son las formas diferenciales en una
variedad, o las cocadenas singulares en un espacio topolédgico, y luego los anillos
de cohomologia correspondientes.

Lema A.70. Consideremos un diagrama conmutativo de grupos abelianos o espa-
ctos vectoriales de la siguiente forma, con filas exactas:

A > B s C s D s B
I
A’ s B s O s D/ s |/

Entonces, si a, 3,6 y e son isomorfismos, se tiene que v también es un isomor-
fismo.

Definicién A.71. Un complejo de cadenas es una sucesion de médulos {C,} ez
junto con homomorfismos d, : C;, — C,_1, tales que d,_; od, = 0 para cada entero
q. Lo denotamos (C.,,d,), o simplemente C'.

A un complejo de cadenas lo representamos de la siguiente forma:

dg+1 dg dg—1
— Ay > A, » Agr ——

Analogamente, tenemos la definicién de complejo de cocadenas.
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Definicién A.72. Un complejo de cocadenas es una sucesion de médulos {C'%} ez
junto con homomorfismos d? : C? — 97!, tales que d?*! od? = 0 para cada entero
q.

Lo denotamos (C*,d*), o C.

Ahora podemos definir los grupos de homologia (cohomologia) de un complejo
de cadenas (de cocadenas).

Definicién A.73. Dado un complejo de cadenas (C,,d.), su g—ésimo grupo de
homologia es

H,(C,,d.) = %

Anéalogamente, el g—ésimo grupo de cohomologia de un complejo de cocadenas
(C*,dJ) es
Ker(d")
HY(C) = ———~
(©) Im(dr—1)

Ahora definimos los mapas de cadenas, que son mapas entre complejos de ca-
denas. La definicién para complejos de cocadenas es analoga.

Definicién A.74. Dados complejos de cadenas (B,,d?) y (C,,dS), un mapa de
cadenas de B a C es una sucesién de mapas {«, : B, — C,} tales que dqC oy =
Qg1 0 df, es decir, que el siguiente diagrama conmuta:

dB dB
. —— By » B, B,y —— ...

laq-%—l laq l"‘q—l
q

d® d®
.—)Cq+1 > C >Cq,1—>...

~

Los mapas de cadenas (cocadenas) inducen mapas en homologia (cohomologia),
ya que la condicién de ser un mapa de cadenas implica que oy : B, — C, manda
Ker(d}) en Ker(dY), y ademas pasa al cociente.

Proposicion A.75. Dados complejos de cadenas B,C y un mapa de cadenas
a: B — C, para cada q se tiene un homomorfismo oy : Hy(B) — H,(C) dado

por ag«[b] = [ag ()]

Algo que usaremos repetidas veces sera la sucesién exacta larga en cohomologia
inducida por una sucesién exacta corta de complejos de cocadenas. Primero ten-
emos que definir esto 1ltimo.

La definicién para complejos de cadenas es analoga.
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Definicién A.76. Una sucesién exacta corta de complejos de cocadenas consiste
en:

e Complejos de cocadenas A, B, C.
e Mapas de cocadenas o : A —- B, : B — C

tales que la sucesion

es exacta para cada q.

Proposiciéon A.77. Dada una sucesion exacta corta de complejos de cadenas

0 s A2y B2, s 0

existe una sucesion exacta larga de la forma

No vamos a dar una prueba de la proposicion, que se puede encontrar en (), pero
sf vamos a ver cémo es 67 : H1(C') — H7(A) (ver que estd bien definida es parte
de la prueba, esto tampoco lo haremos) Se puede encontrar la prueba completa en
el capitulo 2 de [Hat]. Dada [¢] en H?(C'), tomamos un representante ¢ € C'9. Como
p%: B — (' es sobreyectiva, existe b € B? tal que 3(b) = ¢. Ahora, veremos que
existe un cociclo a € A% tal que a?"*(a) = d¥(b), y luego definiremos §9[c] = [a].
Como (3 es un mapa de cocadenas, tenemos que 37 1od?(b) = d?03%(b) = d?(c) = 0.
Luego, d?(b) € Ker(89™') = Im(a?™), y por lo tanto existe a € A9 tal que
a?(a) = d?(b). Para ver que a es un cociclo, se hace un argumento andlogo.
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