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Presentacion:

El siguiente trabajo estudia el problema de parada 6ptima bajo los supuestos
de ganancia no negativa y tiempo discreto. Esto es, dado un espacio de proba-
bilidad con filtracién (2, .Z, %, P), (véase una funcién g no negativa e
integrable y una sucesién adaptada {X,,} hallar:

sup E(g(X;)), (siendo 7 un tiempo de parada (Markov)),

y de ser posible encontrar el tiempo de parada (Markov) que lo realiza.

Este trabajo monografico consta de cuatro capitulos donde progresivamente
disminuyen las hip6tesis del problema (exceptuando el primero que es introduc-
torio).

En el primer capitulo se daran los resultados indispensables de anélisis que se
usaran en la monografia y se introducira el concepto de "mercado”.

En el segundo capitulo se tratara el caso de tiempo acotado con aplicaciones en
la teoria de mercado y ejemplos numéricos. Para esto se estudiara el método de
induccién inversa y la Envolvente de Snell. Para resolver el problema se usard
teoria de Martingalas, sin embargo en los siguientes capitulos sera con Cadenas
de Markov.

En el tercer capitulo se trabajard con Cadenas de Markov en espacio de estados
discretos. Aqui no se dardn muchas técnicas de resolucién del problema (se veran
en el capitulo 4). Se estudiard la teoria de funciones excesivas y potenciales.
En el cuarto capitulo se volvera a trabajar con Cadenas de Markov, pero en
este caso con espacio de estados continuo, se veran varios ejemplos y por ultimo
se expondran resultados que permiten aproximar el caso de tiempo no acotado
por tiempo acotado con ejemplos numéricos incluidos.



Capitulo 1

Introduccion

1.1. Herramientas de medida:

1.1.1. Definiciones basicas:

Definicién 1.1.1 (Filtracién). Sea (Q,.%#, P) un espacio de probabilidad. Lla-
mamos filtracion a una sucesion creciente de o-dlgebras contenidas en F, %y C
F1 C ... C.F denotindose (0, F,{F,}, P) al espacio de probabilidad con fil-
tracion F,,.

Definicién 1.1.2 (Sucesién adaptada). Dada una filtracion (2, o7, {F,}, P)
diremos que la sucesion {X,} es una sucesién adaptada a la filtracion si X,, es
Fn-medible ¥V n € N.

Definicién 1.1.3 (Esperanza condicional). Sea X wuna variable aleatoria en
(Q,.#,P) con E|X|< o0 y D una o-dlgebra contenida en % . Definimos E(X |
2) como una variable aleatoria que cumpla:

1) E(X | 2) es Z medible.
2) [LE(X|2)dP=[,X dP¥D € 2.

Denotaremos E(X |Y) a E(X | o(Y)).
Ver [1].

Definicién 1.1.4 (Martingalas). Dado un espcaio de probabilidad con filtracion
(Q, o, A, P), y una sucesién de variables aleatorias {X,} diremos que X es una
martingala si:

» BlX,|<ocoVn e N
n X, es o,-medible Y n € N.
» E(Xpi1 | ) =X, P—ctp.Vn € N,

Diremos que {X,,} es una submartingala (supermartingala) si en el tercer item
en vez de valer la igualdad vale > (<).



1.1.2. Herramientas de medida:

Lema de Fatou:
Si {f.} es una sucesién de funciones no negativas integrables que cumplen:

h'minf/ fn dP <
n Q

= dliminf f, para casi todo punto, es integrable como funcién y
n

/ liminf f,, dP < lim inf/ fn dP.
Q " n Q

Teorema 1.1.1 (Teorema de convergencia monétona). Bajo las mismas hipdte-
sis y st ademds la sucesion es creciente:

dlim f,,, es integrable y / lim f,, dP = h’m/ fn dP.

Teorema 1.1.2 (Teorema de convergencia dominada). Sea {f,} una sucesién
de funciones integrables que convergen puntualmente a una funcion medible f.
Si 3 g integrable tal que |f,|< g V n € N.Entonces:

f es integrable y / fdP = h’m/ fn dP.
Q n Ja

Teorema 1.1.3 (Teorema de Radon Nykodin). Dado un espacio medible (£, %)
con una medida o-finita P y v una medida absolutamente continua con respecto
a P, entonces existe a menos de conjunto de medida nula una unica funcion
integrable h que cumple para todo conjunto A € F:~(A) = [, h dP.

Existencia y unicidad de esperanza condicional:
Se deduce del teorema de Radon Nykodin tomando como y(A) := [, f dPy
E(f| %) :=h.
1.1.3. Lemas de convergencia para esperanza condicional:

Las notaciones son las mismas que cuando definimos esperanza condicional.
Supondremos que esta definida de forma unica.

Teorema 1.1.4 (Teorema de convergencia monétona). Sea {X,} C L' tal que X,, —
X € L', entonces:
E(X,|2) = E(X | 2) ctp.

Demostracion.
Como la sucesién {E(X,, | 2)} es ménotona creciente, converge a una funcién medible Y.
Luego,por teorema de convergencia monétona; para todo A € 2 :

E(Y]_A) = lf?lE(lAE(Xn | 9)) = E(].AX).

Por unicidad de la esperanza condicional se concluye que Y = E(X | 2). O



Lema de Fatou:
Sea la sucesién {Y,,} tal que Y;, = infy>,, Xj.
Notemos que Y,, — Y := liminf X,.

Como Y, <Xy Vk>n = EY,|2) gggf E(Xy | 2).

Usando el Teorema de convergencia monétona para esperanza condicional:

E(Y | 2) =lmE(Y, | 2) <liminf E(X,, | 2).

1.1.4. Tiempos de parada y Teorema del Muestreo opcio-
nal:

Siempre que se hable de tiempos de parada estaremos en un espacio con
filtracién (Q, #,{%,}, P).
Tiempo de parada:
Decimos que la funcién medible 7 : 2 — N es un tiempo de parada si
Vne N, {r=n}eZ,.
Teorema del Muestreo Opcional:
Sea {X,} una martingala, 7,0 dos tiempos de parada tal que 0 < o <7 < 0
y ademas se cumple:

E|X,|< 00, E|X;|< 00,

h'mninf E(|[Xn|1{75ny) =0,
entonces:
1) E(X, | H,) =X,.
it) E(Xo) = E(X;) = E(Xo).

Caso de supermartingalas y submartingalas:
Si {X,,} es supermartingala(submartingala), se sustituye el signo de igual por
< (>).

1.1.5. Integrabilidad uniforme:

Decimos que la sucesién de funciones {X,,} es uniformemente integrable si:

lim sup/ | X,| dP = 0.
| Xn|>H

H—oo p

Notar que si una sucesién de funciones integrables esta acotada por otra positiva
e integralbe, entonces es uniformemente integrable.

Teorema 1.1.5 (Teorema de Lévy). Sea Z definida en un espacio con filtracion
(Q,F,{Z.},P) tal que E(|Z]) < 0. Si{X,} =E(Z | %#,)Vne N conFy =
o(Une,), entonces:

E(Z | o) = HranX" ctp.



Teorema 1.1.6 (Teorema de separacién de Hanh-Banach). Sea X un espa-
cio vectorial topoldgico localmente convero, A, B C X convezos, disjuntos , no
vacios, con A compacto y B cerrado. Entonces 3o, 5 € R y ¢ lineal tal que:

Re(p(a)) <a< < Re(p(b))Vaec Abe B

Notar que si B es un espacio vectorial, entonces ¢(B) = 0 y multiplicando
por escalares negativos a ¢ podemos cambiar la desigualdad.

Ejemplo 1.1.1 (Barrera en paseo al azar:). Sea So =k, S, = X5 + ... +
X, con X1, Xs, ... variables aleatorias independientes idénticamente distribui-
das de Bernoulli simétrica con probabilidad p. Sea A un natural positivo y,

T4 =inf{n>0:5, =A}

, dntonces:

1

= Sip> 3,

entonces P(T4 < 00) = 1.

= Sip<1i, entonces P(ta <o) = (&)A
Teorema 1.1.7 (Teorema de extension de Carathéodory). Supongamos que o/
es una dlgebra o finita en el conjunto X, ug una pre-medida definida en <o y
M es la o-dlgebra generada por of . Entonces existe una unica medida j en M
que extiende a .



1.2. Mercados discretos y finitos:

1.2.1. Preliminares

En este modelo trabajamos con un espacio de probabilidad finito equipado
con una filtracién en la cual %, = {0,Q}, Fy ={Z(Q)} (NeN)y
VYweQ: P{w}) > 0.
A la sucesién de vectores aleatorios {S,,} de dimensién para la cual {S%} es una
sucesién adaptada a la filtracién V ¢ € {0,...,d} le llamamos vector de precios
a lo largo del tiempo (este depende de n).
Ademsés pediremos que 3 r > 0 tal que SO = (1+7)"Vn € {0,...,N}. Es por
esto que a la sucesion de variables aleatorias formadas por los precios del primer
activo le llamamos activo sin riesgo.
Por tltimo llamamos factor de descuento a (3, = Sig

1.2.2. Estrategia y valor de portfolio
Definicién 1.2.1 (Estrategia).
Decimos que ¢ = {(¢2, oL ..., ¢7dl)}o§n§N es una estrategia si:

o es Fo-medible
Vi e {0,..d} =
ol es Fn_1 medible para n > 1

Definicién 1.2.2 (Valor del portfolio). El valor del portfolio en el tiempo n
es:

d
Va(®) = ¢n.Sn = Y 645, 1 y su valor descontado es V;, = 3,V ()
=0

Definicién 1.2.3 (Estrategia autofinanciada). Decimos que una estrategia es
autofinanciada siV n € {0,1,...,N — 1} :

¢nSn = ¢n+1~Sn-

Observemos que estd definicion es equivalente a cualquiera de las dos si-
guientes ecuaciones:

Gnt1-(Sn+1 = Sn) = Pnt1.Sn41 — b5
Vat1(9) = V(@) = dns1.(Sng1 — Sn)-
Proposicion 1.2.1. Son equivalentes:
i) La estrategia ¢ es autofinanciada.
i) Vne{l,..,N}:
Vo(0) = Vo(o) + Y _ ¢;.A8;, donde AS; = S; — S;_1.

j=1



iii) Vne{l,..,N}:

‘Zl(d)) = V0(¢) + Z¢j'A§j’ donde Agj = §j — gj_l = ,Bij - ﬁj_lsj—l-

j=1

Demostracion. La equivalencia entre i) y ii) se desprende de la segunda equi-
valencia a la definicién de estrategia autofinanciada y la equivalencia entre i) y
iii) es consecuencia de despejar (3.

O

Proposicién 1.2.2. Para todo proceso predecible {(¢L, ..., 9% }o<n<n y Vo Fo-

medible (osea constante) existe un tinico proceso predecible {(¢2, ..., o) }o<n<n

tal que la estrategia que este define es autofinanciada y su valor inicial es V.
Demostracion. Usando la proposicién, anterior ser autofinanciado implica:
~ ~ ~ n ~
V(@) = ) + 655 + . + 015 = Vo + ) 6,.A5;
j=1

De esta manera queda unequivocamente definido ¢! . Basta ver que es predecible
lo cual se chequea si despejamos su valor con la ecuacién obtenida. O

Definicién 1.2.4 (Estrategia admisible). Una estrategia ¢ es admisible si es
autofinanciada y Vy,(¢) > 0 Vn € {0,1,...,N}

Decimos que la estrategia es de arbitrage si es admisible con valor inicial cero
y valor final distinto a cero (en un conjunto de probilidad no nula).

Proposicién 1.2.3. Sea {M, }o<n<n una martingala y {Hp}o<n<n una su-
cesidn predecible con respecto a la filtracién {Z,}o<n<n.Denotamos AM, =
M, — M,,_1.La sucesion {X, }o<n<n definida como:

Xo = HoM,

X, =HoMy+ HiAM, + ...+ H,AM, sin>1

es una martingala con respecto a la filtracion.

Demostracion. Obviamente esta adaptada a la filtraciéon. Por otro lado:

E(XnJrl | yn) - Xn = E(Xn+1 - Xn ‘ ngn) =
E(HnJrl(MnJrl - Mn) | ngn) = HnJrlE(MnJrl - M, | y’n) =0

Entonces:
EXpy1 | %) = X0



Proposicién 1.2.4. Una sucesién adaptada {M,}o<n<n es martingala si y
solo si para toda secuencia predecible {H,}1<n<n se cumple:

N
E(Y  H,AM,)=0
n=1

Demostracion. (=) Por teorema del muestreo opcional notemos que E(M,, —
M,_1) =0.

(&) Fijemos jy A € % ; tomemos H; =0sii#jy H;=14sii=j.Luego
E(1a(Mj41 — Mj)) = 0.

= E(Mj+1 ‘ fj) = Mj. ]

Definicién 1.2.5 (Mercado viable). Decimos que el mercado es viable si no
existen estrategias de arbitraje.

Lema 1.2.1. Supongamos que el mercado es viable.

Sean T el conjunto de variables aleatorias estrictamente positivas y ¢ = {¢', ..., ¢}
un procesos_predecible. _ B

Definimos G (¢) = 30_1 (]AS] + ... + ¢JASY).

Entonces:

Gu(¢) ¢ T

Demostracién. Supongamos que G, (¢) € T
Notemos primero que:

n d n
Gu(6) = DD 838) = #;8,0 = D_Vi(6) = Vi-a(8) = Va(9) = Vo(0).

j=1i=1

De esta manera si G, > 0V n € {0,...,N} el mercado es no viable llegando a
un absurdo y concluyendo la prueba.
Si no es asi, tomemos n := sup{k | P(Gx(¢) < 0) > 0)}.
Sea A := {G,(¢) < 0}. Notemos que A es %,-medible. Consideramos el proce-
so  definido como:

0 st j<n

pj(w) =
14(w)opj(w) sij >mn

Como ¢ es predecible, ¢ también lo es. De esta manera:

N 0 si j<n
Gi(p) = N N
14(G(¢) — Gn(9)) sij >n
Es asi que éj(cp) > 0 para todo j € {0,..,N} y Gn(p) > 0 en A. Esto
contradice la hipotesis de que el mercado es viable. O

10



Teorema 1.2.1. El mercado es viable si y solo si existe una medida de proba-
bilidad P* equivalente a P tal que los precios descontados son P* martingalas.

Demostracion. (<) :
Por la proposicoén [1,2,3

n

Vi (0) = V(o) + Z ¢j.A§j es una P* martingala.

j=1
Entonces, por el teorema del muestreo opcional:
E*(Viy(9)) = E*(Vo(9)).

Por ende si la estrategia es admisible con valor inicial cero: E*(Vn(¢)) = 0.Con
Vn () > 0. Luego V(@) = 0 P*-ctp.

= Vn(¢) = 0 P-ctp.

(=):
Para cualquier proceso admisible {gb}, wory @21 definimos én (¢) como en el lema
anterior. Por la proposicién existe un tinico proceso {¢2} tal que la estra-
tegia {(#2, oL, ...,#%)} es autofinanciada con valor inicial 0.
Luego, usando el lema deducimos que G ~(®) =0.
Por otro lado, podemos considerar al conjunto de variables aleatorias del merca-
do como R® ya que .# = 2(Q) (recordemos también que ) es finito). De esta

manera se puede ver que el conjunto de variables aleatorias de forma G ~(P)
, con ¢ un proceso predecible en R¢ es subespacio de R (y por ende cerra-
do). Por el lema este subespacio no intersecta a I' (definido como en
dicho lema). De esta manera no intersecta al conjunto compacto y convexo
K={X eI ), X(w) =1}

Luego por el teorema de separacién de Hanh-Banach 3 A € (R%)* ;)\ =
(Mw))wea tal que:.

e VX € K, ) AMw)X(w)>0.
e V¢ proceso predecible en R? 3" Mw)G () (w) = 0.
De esta manera podemos definir P* como:
AMw)
e MW)

La cual es equivalente a P. Finalmente, por como estd definido A y la proposicién
deducimos que los precios descontados son P* martingalas. O

Pr({w}) =

Definicién 1.2.6. Dada una variable aleatoria no negativa h que llamaremos
plan de contingencia, diremos que es alcanzable si existe una estrategia admisible
que valga h en el tiempo N (tiempo final).

Decimos que el mercado es completo si cada plan de contingencia es alcanzable.

11



Teorema 1.2.2. Un mercado viable es completo si y solo si existe una unica
medida de probabilidad P* equivalente a P donde los precios descontados son
martingalas.

Demostracion. (=)

Sean Py P? dos medidas de probabilidad equivalentes a P_donde los precios
descontados son martingalas. Dada h > 0 % n-medible. = I{Vn(¢)}o<n<n tal que V(o) =
&. Por la proposicion dicha sucesién es una P! y P? martingala. Luego

por el teorema del muestreo opcional:

Bi() = By (V0(0)) = Vo(6) = Ea(Vo(0)) = Ea( L),
’ 0

Como h es una variable aleatoria no negativa arbitraria concluimos que P; = Ps.
(<)

Supongamos que el mercado es viable pero no completo. Entonces existe una
variable aleatoria no negativa h que no es alcanzable. Consideremos el conjunto
de variables aleatorias de la forma:

N
Uo+ Y ¢n.AS,.

n=1

Donde Uy es Zo-medible y {(¢L, ..., #)o<n<n} es un proceso predecible. Por la
proposicién este subespacio esta contenido estrictamente en las variables
aleatorias de (92, .#). Podemos definir el producto interno (Y, Z) — E*(Y, Z).
Tomemos X no nula perteneciente al complemento ortogonal del subespacio.
De esta manera si P* es una medida de probabilidad equivalente a P donde los
precios descontados son una martingala; definimos P**:

X(w) | -, 1
S S

P (fw}) = (L+

notemos primero que la variable aleatoria constante 1 es perpendicular a X. Por
ende E*(X) =0.
Ademas E**(Zﬁ;l ¢n.ASy) = 0 para cualquier proceso predecible

{(¢L,...,9%) }o<n<n. De esta manera por la proposicién concluimos que
los precios descontados son P** martingalas.

O

12



1.3. Cadenas de Markov

Definicién 1.3.1 (Cadena de Markov). Sea {Q, %, P} un espacio de probabi-
lidad. Consideremos {X, : n € N} un proceso estocdstico cuya imagen es un
subconjunto de los naturales E al cual llamaremos espacio de estados.
Decimos que {X,,} es una cadena de Markov siV¥n,j € N:

P(Xp1 =7 X0, X)) = P(Xp1 = J | X)

Definicién 1.3.2 (Cadena homogenea). Supondremos aqui que E estd dotado
de una sigma algebra % la cual es dtomica Q0 = EYN con la sigma algebra
generada por productos finitos de conjuntos B medibles . Por el Teorema de
extension de Caratheodory, la medida de probabilidad queda unequivocamente
definida si la definimos para los conjuntos de la forma A = {wo} X {w1} x ... X
{wn} x EN

wi e EVi e {1,..,n}.

Para esto definimos :

La matriz de estados (con coordenadas nonegativas) P:

P(0,0) P(0,1) P(0,2)
P(1,0) P(1,1) P(1,2)
P(2,0) P(2,1) P(2,2)

> Pli,j) =1

jeE
La sucesion no negativa {P,}, ¢ g que cumple:
Y ¢n)=1
nek

De esta forma definimos
P(A) = @(wo)P(wo,wl). P(wn_l,wn)

Por dltimo a la sucesion {X,,} dada por la proyeccion Cadena de Markov.
De aqui en adelante en toda la tesis cada vez que mencionemos una Cadena de
Markov haremos referencia a una Cadena homogenea de Markov.

Observacion 1.3.1. = Toda cadena homogenea de Markov es una cadena
de Markov.

s Tomamos esta definicion de cadenas porque se podra relacionar con el
caso de estados no numerables y porque nos permite usar herramientas de
medida.

Proposicién 1.3.1. P(X,, 1, =j | X, =) =P™(i,5) Vi, € E, n,m € N

13



Demostracion. Lo probaremos por induccién fijando n € N:
P(X7L+1 :]|Xn:Z)ZP(lvj)v’L7] c E
H) P(Xn—‘rm =] | Xn :Z) :Pm(za]) Vij e FE
T) PXpimi1 =3 | Xp=14)=P""(i,j)Vij € E

Dem.:

P(Xn+m+1:j|Xn*Z ZPTJ Pm+1(l ])

Observacion 1.3.2. Vm,n € N, iy, ...,tp+m € E:
P(Xm+n = Z'm—ﬁ-naer+n—1 = i7n+n—17 ~-~7X1+n = i1+n | Xn = in) =
= P(Zn; in+1)P(in+1; in+2)-~-P(im+n71; Zern)
( Se desprende de la definicidn de esperanza condicional).

Proposicién 1.3.2. Dadon,m € N, f .F-medible y acotada, la cual solo depende de m+
1 wvariables, i € E.Entonces:

E(f(Xn, Xnt1seoos Xnnam) | Xon =4) = E(f(Xo, X1, ..., Xm) | Xo =1)

Demostracion.
E(f(Xna Xn+17 ~-~7Xn+m) | Xn = Z) =

Z Z fZZl,.. ) (Xl—lllXo—’L) P(Xm:im‘melzimfl)

i1 € B im € F

Por otro lado:

E(f(Xo,X1,.... Xm) | Xo=1) =

ST > flsiny e im) P(Xy =it | Xo =) P(Xpy = i | X1 = im-1)

i1 € B im € F
U

Corolario 1.3.1. Dadom € N.Sea f % -medible y acotada, tal que solo depende de m variables, w =
(wo, w1, -..), entonces:

E(f(X1, ., X14m) | 0(Xo, X1))(w) = E(f(Xo, -, Xim) | Xo = w1)

Demostracion. Por la proposicién y la unicidad de la esperanza condicional
basta probar quedados ag, a1:

/ J(X1,.., Xon) dP(w) = / E(f(X1,.., Xin) | X1 = w1) dP(w)
{ao}x{a1}x BN {ao}x{a1}x BN

14



Por un lado:

F(X1, o Xom) dP(w) =
s/{ao}X{al}XEN Z

i B i c E/{ao}><{a1}><{i2}..4><{im}><EN

Usando la observacion [1.3.2)
> > T(ag)P(ag, ar)Play,iz)...Plim-1,im) (a1, iz, ...y im)

ic € FE im € E

Por otro lado:

/ E(f(X1,.s X)) | X1 =w1) dP(w) =
{ao}X{al}XEN

/{ Z Z f(wi, i, i) P(Xo = g, .o, Xopy = iy | X1 = w1) dP(w) =

N
ao}X{al}XE is € E im € E

Z Z /{ (o) ENf(a1,i2,...,im)P(a1,ig)P(ig,ig)...P(z‘m_l,z‘m)dp(w):
io € E  in, € EJ1005X1015X

> Y M(ao)P(ag, ar)Play,in) Pliz,is)...P(im—1,im) f (1,2, .oy im)
io €EE iy €FE
Cumpliéndose la igualdad. Notar que usamos que la funcién era acotada cuando
intercambiamos la sumatoria con la integral.
O

Corolario 1.3.2. Sea {f,} una filtracion adaptada o {F,} (F, = 0(Xo, ..., Xn)),
creciente, no negativa de funciones integrables. Supongamos ademds que 3 g F -
medible y acotada: = E(g| o(Xo,X1))(w) =E(g| Xo =w1) Vw = (wo,w1,...) €
Q

Demostracion. Usando el teorema de convergencia monotona para esperanza
condicional y el teorema de convergencia dominada:

E(g | 0(Xo, X1))(w) = E(lim f,, [ 0(Xo, X1))(w) = lm E(f | Xo = w1) = E(g [ Xo = w1)
O

Definicién 1.3.3 (Clasificacién de estados). Un estado j es recurrente si
Pi(inf{n >0: X, =j} <o0)=1

Un conjunto de estados es cerrado si no se puede alcanzar desde uno del com-
plemento

Un conjunto de estados es irreducible si no tiene subconjuntos propios cerrados

Definicién 1.3.4 (Cadenas de Markov no discretas). En este caso la diferencia
es que cambiamos la medida de probabilidad P y agregamos un conjunto de
medidas indexados por E : {Py,}.cr que cumplen:

N AeZ xeE, lafuncién que asocia x a P,(A) es B-medible.

Nee E,Be#B, nmeN, wed:

Eo(1x, e | Fn)(w) = Ex,w)(1x,, ¢ ) -Pe(Xo=12) =1

15
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Capitulo 2

Problema de parada 6ptima
con horizonte finito

En esta seccion abordaremos el problema de parada éptima en el caso de
tiempo finito. Para resolver el problema veremos el metodo recursivo ,introdu-
ciremos las opciones americanas y veremos algunos ejemplos.

2.1. Introduccion

A menos que se diga lo contrario en todo el capitulo, el espacio muestral es
finito , trabajaremos en el espacio de probabilidad (£2,.%#,P) equipado con la
filtraciéon %, C F11 C ... CFn =2 ). M<Ek<NyPw)>0Vwe).

Definiciéon 2.1.1. Definimos el conjunto de tiempos de parada entre n y N

como:
RY ={re#:n<1<N}

De esta manera dada G = {Gj }n<r<n una secuencia adaptada ,para resolver
el problema hay que hallar:

VN = sup E(G,)

n
TERN

De aqui en adelante en esta seccién {G}n> r>n estard en las hipotesis recién
mencionadas.

Observacién 2.1.1. Como el espacio muestral es finito notemos que 3 E(G,)
vr € ZN ya que

E( swp |Gy |) < oo
n<k<N

16



2.2. Método de induccion inversa

Definicién 2.2.1 (Envolvente de Snell). Definimos la Envolvente de Snell
de {GrIN>k>n como la secuencia adaptada {Uy}N>k>n dada por:

GnN st k=N

méX(Gk,E(Gk+1 ‘ yk)) si n<k<N

Observacién 2.2.1. En las mismas hipdtesis {Uk}n>k>n €S una supermar-
tingala:

Demostracion. Simplemente notar que: max(Gg, E(Gr+1 | Fi)) > E(Gry1 |
Fr.). O

Definicién 2.2.2. Definimos el tiempo de parada 7 (entre n y N ) como:
N =if{n <k < N:U, =G}
Observacién 2.2.2. 7V es tiempo de parada.
Demostracion. Dado k € {n,n+1,...,N}
(TN =k} = {U). = G} th{Uh > Gp}.
Como son todos conjuntos .Z-medibles {7, = k} es Fi-medible.
O

Teorema 2.2.1 (Horizonte finito). 1. a) U, > E(G, | %,) ¥V 7€ %Y
b) U, = E(G.~ | Fn)

2. Fijadon € {0,...,N}

a) TV resuelve el problema de parada dptima.
b) siT. es otro tiempo de parada éptima = TV < T,
c) {Uitn<k<n esla supermartingala mds chica que domina a {G fn<k<n

d) La secuencia {Ugarn fn<k<n €s una martingala.
Dem. :

1. a) Demostracion. Lo probaremos por induccién en n:

Sin=N= U, =G,

H)U, > E(G, | Zx)V1 € ZNVEk € {n,n+1,..,N}
TUy > E(G, | F)V1 € ZNVk € {n—1,,..,N}

17



Dem. :

DadoT € #ZY ;. SeaT:=7Vn.

Observar que

7€ BN y{r > k}eF,_1.

Luego:

E(GT | ynfl) = E(I{'r:nfl}-anl | cﬁh’nfl) + E(I‘an~GT | cg-’nfl) =
I{‘r:nfl}-Gn—l —|—I{72n}.E(E(GT | ﬁn) | 97171) < I{T:nfl}.Un_l +
I{TZk}~Un—1 =Up-1 -

Quedando probada la tesis. O
Demostracion. Queremos probar que U, = E(G.~ | #,).
Repetimos la prueba anterior solo que cambiamos las desigualdades
por igualdades. O

Demostracion. E(U,) > E(E(G, | #,)) =E(G,) ¥V 7 € ZY =
EU,) > VN
Por otro lado:

E(Un) = E(E(GTfD’ | yn)) = E(GT,,JLV) = VnN = E(GTN)'

n

O

Demostracion. Probaremos que U,, = G,,. De esta manera al ser
7 la primera vez que se alcanza dicha igualdad,debe ser 7, > 7.V.
Supongamos por absurdo que U,, > G,  en un conjunto de prob.
positiva (notar que la otra desigualdad no se puede dar por como
definimos ambas variables aleatorias.

= E(G.,) < E(U,;, < E(U,) < E(G;) = E(G;,) llegando a una
contradiccion.

La dltima igualdad es porque ambos son tiempos de parada 6ptimos.
La segunda desigualdad es debido a que:

N N
EU,)=)_ UpdP < UndP = E(U,)
RN =k} R=n o =k}
Donde la desigualdad se da porque {U} es supermartingala. O

Demostracion. Es supermatingala:

E(Uk+1 | jk) < méX(E(Uk_H | fk),Gk) = U,.

Es la més chica que domina a {Gj}:

Sea {Aj tn<k<n otra supermartingala que domina a {Gy}.

Ay > Gy =Up.

H)A, >U, VY ke{hh+1,., N}

T)A, > U VY ke{h—-1,h,...,N}.

Dem:

Ap—1 > méx(Gp—1,E(Ap | Fh-1)) > max(Gr—_1, E(Up, | Fp-1)) =

18



Up_1.

d) Demostracion. Dado k € {n,n+1,..., N —1}.
E(UkJrl/\Tj,Y | Fk) =
E(In<iyUpnry | Fi) + E(Lrn sy Uk piney | Fi).
Como el primer termino y I (rN>k+1} SOL Z - medibles:
E(Uk+1AT}1V | Fk) =
Iy <iyUpney + Lipn sk 1y E(Uk 41 | Fi)-
Observamos que en {7 >k +1}, Uy = E(Ugs1 | F1)-
= EUgsiney | F) = Iy <iyUpary + I i1y Uk = Ugpey - O

Observacion 2.2.3. Consideremos el problema de encontrar el supremo de las

ganancias medias, esto es:

sup B(Gr | )

TERN
Razonemos como la proposiciéon 2a de el teorema de horizonte finito pero
cambiando esperanza por esperanza condicional:
E(U, | #,) > E(G, | F,)VT € ZY
= E(U,) > sup E(G; | %#,)
TERN

Por otro lado:
EU, | %, = E(GT;LV | Zn)
= E(U,)= sup E(G, | %,)

TERN

Observacién 2.2.4. v Si{Gp}tn<k<n es supermartingala estricta = ™ =
1.

Demostracion. Uy = Zy.
Un-1 =max(E(Uy | #n-1),Gn-1) = E(Un | FNn-1) > GNn_1.
Inductivamente obtenemos que Uy > Z, V k€ {n,...., N —1}.

= Demostracion. Si {Gy}n<r<n es subrmartingala = 7¥ = N.
La demostracién es andloga (notar que no es necesario pedir que sea es-
tricta). O
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2.3. Opciones americanas

Este es un modelo el cual se trabaja con un activo fijo cuyo precio varia a
lo largo del tiempo (S}) .Asociamos a cada unidad de tiempo en la cual cambia
el precio con los naturales {n,.., N} (siendo n el primero y N el tdltimo) Fijado
un real positivo K, un ente tiene el derecho de vender (comprar) en cualquier
momento entre n y N a precio K el activo. Por ende el problema es averiguar
en que momento debe ejercer la opcién para maxmizar su ganacia (K — S,i)+

(S} = K)q).
2.3.1. Hipdtesis adicionales
= El mercado es viable y completo.

= Las notaciones son las mismas que en la introduccién

= El modelo es discreto financiero con solamente dos activos (el sin riesgo y
el cual varfa en el tiempo).

s SO=(1+7r)"*F V¥ ke{n,., N}

Definicién 2.3.1. v Un call en el activo es la secuencia {Zx}n<k<n con
Zy=(St—K); ¥V ke{n,..,N}.

» Un put en el activo es la secuencia {Zy}n<p<n con Zy:= (S} —K)4+ V
ke{n,..,N}.

Tomando el activo sin riesgo que se interpeta como la devaluacion de la
moneda definimos para ambos casos:

Zy = 807,

Definicién 2.3.2. = Un tiempo de parada T, es dptimo para la secuencia
{Zk}ngng si:

E(Z'r* ﬁn) = Ssup E(Z'r ‘ <g\n)

TERN

» Un tiempo de parada T, es dptimo para la secuencia {Zy}n<ip<n Si:

E(Z,.

Fn) = sup E(Z; | F,).
TERY

Notar que con el metodo de induccién inversa podemos hayar dicho éptimo.

20



2.4. Ejemplos niimericos para ejercer la opcion
americana

En todos esta seccién:

n =0y 3 {Y} iid tq toman solo dos valores y %, = o{Y1,...,, Y%}
Fo =1{Q,0}.

= Diremos que estamos en el caso multiplicativo si: S} = K.Y7.Ys.....Y}.
= Diremos que estamos en el caso aditivo si: S§ = K + Y, + Y5 + ....Y%.

= En el caso aditivo(multiplicativo) los valores posibles son opuestos (inver-
S08).

= Se representa con un punto azul cuando se debe seguir y rojo cuando hay
que ejercer la opcion.

= D representa del descuento, K el capitital inicial y N el maximo indice
de la filtracién (por ende en el eje horizontal estardn puestos los perfodos
desde 0 hasta N los cuales llamaremos dias).

2.4.1. Caso aditivo sin descuento ,put :

21



0 20 40

Fosibles precios

40
|

Dias

Figura 2.1: Parada 6ptima en el caso K =5, N =50, P(Y, = 1) = 0,49

2.4.2. Caso aditivo sin descuento ,call :
K =5N =50,P(Y, =1) =051
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a0

40

30

20

10

Dias
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2.4.3. Caso multiplicativo sin descuento,put:

K =5,N =28, P(Y, =10/9) = 0,55

o
o
W Sy
o L] [}
[ ]
@ - [ ]
@ _
G o o o
@ s o o
Ry o — o o o o
e o by, o o
un S )
O o - o & o o @ &
L e R o o o
o ! o
> o e o
o
o4 — o
| | | | |
Dias

K =5N =9, P(Y, =10/9) = 0,6

24




o B @ 06 e

o Lo ] [ aTale]

o Lo o T o f N ol ]

soloald s8|qi1sod

Dias

10/9) = 0,6

5 N =15, P(Yy

K:

=] nleleen i

o0 ZaZeD

=] nleleee) ]

L e ]

=] mlelecn]

o0 ZaZe00

=] n el el

o0 ZeleD

= nReleel

0Dl

(=] =lele]

L=

= R

5¢ 02 65l

0l

_
G

solna.d s8|qIsod

15

10

Dias
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2.4.4. Caso multiplicativo con descuento,put:

K =5 N=09,P(Y; =10/9) = 0,6, D = 0,01

— o
L1} ]

0 O o]
= S % "

- e o
(a1 [ - = o o]
E o s O o

o o = o o o o)
7] 2 o L] ]

L e = = -~ B = — -
0. = =] ] ] 2 o ol
o o o o

C‘ 5 o & i
s & 2 o
o 8

| | | | |

Dias

K =5,N =8,P(Y, =10/9) = 0,55
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[T O T 6 T o =

Cl

aL 8 9 ¥ £

soloald s3|qIsod

Dias

10/9) = 0,55, D = 0,01

5,N = 157P(Yk?

K:

(=) o o L= = = R ] [ s e ]
=] =] (=) L= = T =] [elalam: o)
o = L= = = [ Dl )

=1 L= TN = I = T = ] [=l= o o

=] [=IN = =y =) = L e

[=I =« R e ]

O O O Pedeled

L=l =) L=L=1

¢ 02 5L 0L &

soloald sa|qisod

15

10

Dias
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2.5. Precio de la opcion americana

2.5.1. Introduccion

= Al ser un mercado viable y completo 3!'P* donde los precios descontados
son una martingala.

= Sea h una funcion %y medible no negativa y ¢ una estrategia admisible
que replique el plan de contingencia definido por Vy(¢) = h.

= Notar que {Vk} es una P* martingala y por ende
Vi(¢) = SYE* (& | F), Yk € {n,...,N}.

= En cualquier tiempo la estrategia admisible que replica a h esta comple-
tamente determinada por este. Por ende Vi(¢) es el dinero necesario para
replicar la opcién h en el tiempo k. De esta manera es natural tomarlo
como el valor de la opcién en el dia k.

= Notar que en la préictica no tiene por qué haber conocimiento de la ley de
P*.

2.5.2. Opcion americana

En este caso h = (K — S})+. El dueno de la opcién puede ejercerla en
cualquier momento , es por esto que el precio de la opcién no debe solamente
poder replicar (K — Sk )+ el dltimo dfa sino que también debe ser mayor o igual
a Zj, en el dia k. Por esto es natural ponerle precio:

Un=2n. _
UNfl = méX(ZN,l,S]OVflE*(ZN I nyl))-
Uy, = méx(Zx, SYE* (2542 | #1)) Vk € {n,...,N}.
k+1
Observacion 2.5.1. Notemos que la secuencia determinada por ﬁk = % es
~ k
la P*—envolvente de Snell de la secuencia dada por Zy,.
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Las siguientes proposiciones tienen el objetivo de demostrar que con el precio
puesto a la opcidn el vendedor tener ganancia no negativa sin importar el tiempo
en que se ejerza la opcion.

Proposicién 2.5.1. Con la notacion usada hasta ahora un tiempo de parada T
es optimo sii:
Z,=U;
UT := (Ur o) es martingala.
Demostracion. Solo probaremos el reciproco:
Uo = E(U; | o) = E(U,y) = E(Zx) el cual es un tiempo de parada éptimo

(Teorema de horizonte finito).
Notemos que sustituyendo 0 por n, 7 cumple en todo punto:

E(Zy- | %) < E(Z. | F,) VT* € #N

O

Proposicién 2.5.2 (Descomposicién de supermartingalas). Toda supermartin-
gala {U tn<k<n se descomopone de forma dnica como:

U, = M, — Ay,

Donde {My} es martingala y {Ax} es un proceso no decreciente,predecible y
nulo en 0.

Demostracion. Si n =0 tomamos My = Uy y Ag = 0.
Luego My41 y Ag+1 deben cumplir:

Ukt1 — Ug = Mpy1 — My, — (Agg1 — Ag)
Tomando esperanzas condicionales en .%:
—(Apt1 — Ap) = E(Ui41 | Fi) — Uk
De esta manera, usando las dos ecuaciones anteriores:
Myy1 — My = Upy1 — E(Uk11 | Fi)

Concluimos que {My} y {A4x} quedan determinados y son una martingala y un
proceso predecible respectivamente.
0

Proposicién 2.5.3. El tiempo de parada mdazimo Tma, para {Zy} estadado por:

N si AN =0

fnf(k,Ak+1 7é 0)) st AN 7é 0

Demostracion. Tmax es tiempo de parada ya que {Ay} es predecible.

Para probar que es 6ptimo probaremos que estamos en las hipdtesis del teorema
Por como definimos Tyax sitomon < N : U, . an = M; . an = Ur i rn
es martingala. Para ver optimalidad queda probar que U, , = Z., .-

max
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N-1 N-1
L Un =U.

Tméx —] 7'max
J=0 Jj=0

I

Tméx

Tmax Tméx =J maX Z Jo E(U]+1 | ‘gzj))

En el conjunto I, —;,A; =0y Aj41 > 0. Luego U; = M; y E(Uj4a1 | &) =
M; — A1 = U; > E(Uj | %) = U; = Zj. Sustltuyendo en la sumatoria
anterior obtenemos:

Uméx = Zméx
Si 7 > Tmax, este no puede ser éptimo ya que:

E(UT) = E(M‘r) - E(A‘r) = E(UO) - E(A‘r> < E(UO)

2.5.3. Conclusiéon

Tomemos el precio de la opcién definido al principio de la seccién. Con la
notacién la prop. [2.5.2] podemos definir las secuencias {M}}, {Ax} de manera
que:

Uy = My, — Ay,
Como el mercado es completo, hay una estrategia autofinanciada ¢ tal que:
V(o) = S?VMN
Definimos Vj, := My, v Ay, := Sggk.Luego:
Un = Va(¢) — An

Como el mercado es completo una vez que el vendedor reciba Uy = V() podra
generar una ganancia en el dia n mayor o igual a U, y por ende a Z,.

El que ejerza la opcién deberd hacerlo cuando U = Zi. Entonces los tiempos
de parada éptimos 7 deberan cumplir: Z, = U,.

Por otro lado el dueno de la opcién no le conviene ejerzerla luego de:

Tmax = ME{j, Aj 1 # 0} = inf{j, A;4, # 0}

Ya que el poseedor de la opcién también puede venderla y no debe hacerlo des-
pués de Tisx.
= los tiempos éptimos cumplen 7 < Ty4x, de esta manera Vn € {0,..., N} la

secuencia U;n, es P* martingala. Asi, los tiempos de parada éptima para ejer-
cer la opcién (tomando en cuenta que también puede venderla) son tiempos de
parada P*éptimos para la secuencia {Zk}

De esta manera podemos concluir que si el vendedor de la opcién sigue la es-
trategia ¢ y el comprador ejerce en un tiempo no éptimo = U, > Z,. o A, > 0.
En ambos casos el vendedor obtiene ganancia V,(¢) — Z, = U, + A, — Z; > 0.

30
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Capitulo 3

Cadenas con espacio de
estados numerable

Ahora los tiempos de parada estaran definidos para todos los naturales y en
vez de trabajar con martingalas trabajaremos con cadenas de Markov.

3.1. Introduccion

En este capitulo , trabajaremos con cadenas de Markov homogeneas en espa-
cio de estados numerables .Al igual que el capitulo anterior .%,, = o(Xo, ..., X,,)
Modelaremos el espacio con la misma notaciéon que en la introduccién:

Para introducirnos a la teoria tendremos que estudiar potenciales y funciones
excesivas.

3.2. Potenciales:

Definicién 3.2.1. Dada g: N — R ; a € [0,1] definimos la esperanza del valor
retornado descontado en i como:

RYg(i) = B;(D_ a"g(X,)),i € E
n=0

Definicién 3.2.2 (Potencial). = Bajo las mismas hipotesis y st g > 0 la
funcion R*g se le llama a— potencial de g (cuando oo = 1 escribirmos Ry
y decimos que es potencial de g).

= Decimos que f es a-potencial (potencial) si 3g : N — R* tal que f = R%g
(f = Rg).
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Ejemplo 3.2.1. Tomemos g definida como:
1 si T=j
g(x) =
0 en otro caso.

= (Z ag(X,)) es el numero de visitas a j.

Proposicién 3.2.1. Va € [0,1] y g > 0:

=> R*(i,j)g(j) . i €E. Con R* =) a"P"
n=0

j€EE
Demostracion.
X)) =Y gPi(Xa=35) = g(j)P
j€EE j€EE
Luego: R%g(i Z Za"IP’”
n=0 j€E
D IOCEIERD SLLCONE
€E n jJj€eE
O
Proposicién 3.2.2. Dada a € [0,1) y g > 0 acotada,definida en E.
f = R%g es la inica solucidn al sistema (mirando g como vector):
(I —alP) =
Demostracion. = Es solucion:
Notemos primero que R*g < (méx g)
o0
Como R%g = Z a"Ptyg
n=0
= f—aPf=g
= Unicidad:
Tomemos h = f — R*. Notemos en primer lugar que esta acotada. Por
otro lado:

f=g+aPfy R'g =g+ aPR%
= oaPh =aoPf—-aoPRg=f—g+g—R%g=h

Inductivamente 0 < h < o"P" méx (h).
Como a < 1 tomando n — 0o obtenemos que h = 0 probando la unicidad.
O
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Corolario 3.2.1. Ya € [0,1) : (I —aP)R* =1I . Esto nos sirve para computar
R(X

Observacion 3.2.1. Con o < 1:

m—1
Ei() | a"g(X,)) + a™P"RY(i) = R*g(i)
n=0

Se deduce de que R%g = g+ aPg+ ... +a™ 1Pm Lg+a™P™ (g +alPg+...).

Teorema 3.2.1. V tiempo de parada T, g > 0 (o < 1 y definiendo g(X_,) =0

):
Ei() a"g(Xn)) + o Ei(PTRYg(X1)) = R%g(3)
n=0

Demostracion. Se deduce de la observacion anterior tomando indicatrices 1{p—py.

Teorema 3.2.2. Dado A C E,g >0 acotada y o € [0,1] y sean:

T=inf{(neN: X, € A)} (el cual es un tiempo de parada)

T-1
hi) = Ei()_ a"g(Xn)). i € E
n=0

Entonces:
0 St i€ A
h(i) =
g(1) + oPh(7) en otro caso.

Demostracion. El caso a = 0 es trivial (con 0° = 1) por ende o € (0,1] y
definimos Z;io g9(Xn) =0.
Usando dichas hip6tesis es facil ver que sii € A = h(i) =0

T-1
Sea W = Z a”g(X,) (notar que es F#-medible).

n=0
Definimos T := fnf {neN: X, € A}
Sea w ¢ {T =0}. Observemos que T(w) =1+ T (w)

T’ (w)
= W(w) =g(Xow) + > a"g(Xn)(w) =
n=1
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T (w)—1
GXo@) +a S amg(Xns).

n=0
T (w)—1 (T (w)Am)—1
Definimos W' (w) := Z a"g(Xnt1) y W,,(w) := Z a"g(Xnt1)-
n=0 n=0

Notemos que W,,, — W luego a partir del corolario deducimos:
E[W' | Xo, X1] = h(X1)
Finalmente, si i € A°:

h(i) = Bi[W] = Eilg(Xo)+aW'] = g(i) + B, [h(X1)] = g(i) +a Z P, j)h(5).

O
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3.3. Funciones excesivas:

Definicién 3.3.1 (excesiva). Decimos que la funcién f es a-excesiva si f > 0
y [ >aPf.

Observacion 3.3.1. : se enumeran aqui una serie de propiedades de las fun-
clones ercesivas:

Inductivamente podemos ver que Vi € E:

f(i) = a"P f(i) = Ei(a" (X))

Multiplicar por un escalar positivo y sumar funciones excesivas dan como
resultado funciones excesivas.

Sif<a= f>aPf>pFPf yporende f es B-excesiva.

Si f y g son a-excesivas, entonces min (f, g) también (notar que min(aPf, alPg) =
oPmin (f,g)).

Proposicion 3.3.1. Si f es el a-potencial de una funcion no negativa y es
finita = f es a-excesiva.

Demostracion.
[=R%
f=g+aPg+..>aPg+..>aP(g+ aPg) = aPf

Teorema 3.3.1. Dada una funcion excesiva f g > 0,h > 0 tal que:
f=Rg+h
h =Ph

Demostracion. Recordemos primero que estamos viendo a f como un vector de
FE dimensiones.
Tomemos f =g+ Pf

iterando y usando que f es excesiva obtenemos que f = (g+Pg+...+P"g)+P" T f
En el limite n — oo el primer término converge por definicon a Rg y el segundo:

f>Pf>P*f> .. = 3h:=1limP"f

Observemos que la convergencia es puntual en cada coordenada y por ende
obtenemos dos funciones medibles en nuestro espacio de probabilidad.
O
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Proposicién 3.3.2. Toda funcion excesiva f es a-potencial para todo o < 1.

Demostracion.
Tomemos g = f—aPf luego sustituyendo en el término de la derecha a f e iterando obtenemos que:

f= (g + alPg + ... + OtnIPng) + a’ﬂJrlIPerlf

Tomando limite obtenemos que f = R%g

Teorema 3.3.2. Si f es a-excesiva entonces:
f(i) > Ei(” (X)) Vi € E y todo tiempo de parada T
Demostracion. Caso o < 1:

Por proposicién anterior podemos tomar f = R%g con g > 0

Luego f(i) Z a"g(Xy,) + ol f(Xr)) = Ei(a” f(X7))

En el caso @ = 1 tomamos [3 < 1 repetimos prueba y tomamos limite § — 1
(con la observacién vemos que f es (-excesiva) O

Teorema 3.3.3. Si f es a-excesiva entonces Yi:
Ei(a f(Xr)) > Ei(a” f(Xs))

Con T < S tiempos de parada.
Notemos primero que el resultado es intuitivo ya que una funcion excesiva en
promedio “vale "menos en el futuro.

Demostracion. Solo probaremos el caso o < 1 ya que si @« = 1 usando la obser-
vacion parte 3 y tomando limite este caso se desprende del primero.

Eila" f(Xr)] = Za g9(X Za 9(Xn)] = Eila® f(Xs)]

O

Proposicién 3.3.3. Supongamos que X C E es irreducible recurrente. Entonces
cualquier funcion excesiva f es constante.

Demostracion. Por el Teorema [3.3.2) f(i) > E;[F(Xr)] para cualquier tiempo
de parada T. Tomemos S la primera vez que X, = j. Como es recurrente
P(T' = 00) = 0= E;(f(X7)) = f(j)

= f(i) > f(J)Vj € E.

Como j es génerico concluimos que f es constante. O
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3.4. Tiempo de parada optima

En esta seccién se tratara resolver dos problemas:

= Computar la funcién:

v:=sup E;[f(X7)] , i € F Siendo T un tiempo de parada.
T

= Encontrar un tiempo de parada que realice el supremo.

Observacion 3.4.1. Si X es irreducible recurrente, entonces v es igual a la
constante ¢ = sup; f(j). Notemos que es simplemente ver que v debe mayorar a

f.

Ejemplo 3.4.1. Sea X una cadena recurrente e irreducible de Markov y su-
pongamos que f > 0. Sea ¢ =sup, f(i) , j € E tal que f(j) = ¢ y Ty la primera
llegada a j. Observemos que:

v(i) < Eilc] =¢
P(TQ < OO) =1
= (i) > Ei[Xp]=c¢

Observacion 3.4.2. Dado T tiempo de parada y o el shift en nuestro espacio
muestral.

» PX,=rTooc=n|X1=1=PX,.1=rT=n|Xo=10)Vn>
0,i,rek.

Demostracion. Por como definimos las cadenas de Markov homogeneas en
la introducciéon notemos que:

{w = (wo, i, wa,...) tal que X,, =r} =Q x{w = ({,w,...) tal que X, =r}
Por otro lado (Tooc =n | X1 =i)=Q x (T=n| Xy =1)

= Definiendo A = (T =n | Xo =) (el cual es %, medible). La igualdad que basta probar es:
P(Q2xA) = P(A) la cual se cumple si es .%,, medible ya que se cumple para el algreba generada

por (Xo, ..., Xp). O

P(X,=rToc=n|Xo=10,X1=j)=PX,=rT=n|X1=j)Vn>0,i,j€ E rekR.
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Demostracion. La medida obtenida condicionando a los sucesos X; =
j, Xo = 1 tiene que algebra generadora formada por los conjuntos:

U1 N2 X5, = ¢, .Con jj, > 1

Este ttlimo conjunto mide lo mismo segin la medida definida por con-
dicionar X; = j Por teorema de extesién de Caratheodory concluimos
que:

P(T'=n|Xo=iX1=j)=PT=n|X;=j)

O

Teorema 3.4.1. La funcion v es la minima funcion excesiva mayor o igual a

Demostraremos una version mds general que este teorema en

Corolario 3.4.1. Si C' es un subconjunto de E irreducible, entonces Vi € C,
v(i) = sup;cc f(Jj)-

(Notemos que para maximizar f lo mejor es esperar hasta pasar por el su-
premo).

Lema 3.4.1. Si g es una funcion excesiva; la funcion h definida como:
h(i) = E;(g(XT)) , i € E también es excesiva

En la subseccion demostraremos una version mas general.

Teorema 3.4.2. Si E es finito entces To(w) = mnf{n > 0 : f(X,(w)) =
v(Xp(w))}. Es tiempo de parada dptimo.
Probaremos una version mds general en[3.5.3

Ejemplo 3.4.2. Resolvamos el siguiente problema de parada éptima: Sea X una
cadena de Markov cuyo conjunto de estados es E = {1,2,3,4,5,6,7} , funcion
de ganancia f = (2,0,1,3,2,4,2,5) y matriz de estados:

OO ==
SO~
—_—_0 o
— -0 O
-0 O

o 0o 1 1 1
02 02 08 08 08
04 04 06 06 06

WO © O O O
NN O O O O O

Observemos que los estados 1 y 2 forman un conjunto irreducible cerrado , al
iqual que los estados 3,4 y 5, luego por|3.4.1)
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Por otro lado v(6) = f(6) ya que ahi se alcanza el mdzimo de f.
Usando el teorema|3.4.1|:

v(7) > (0,14 0,1)2+ (0,1 + 0+ 0,1)340,2 x 4+ 0,40(7) , v(7) > 2,5

=0v(7) >3
=v=(2,233,3,4,3), {f =v} ={1,4,6} y Tp = inf{n: f(X,) =v(X,)}
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3.5. Tiempo de parada optima con descuento

Los dos problemas a resolver en esta subseccién son los mismos que la ante-
rior a diferencia que ahora hay un « € (0, 1] tal que:

v:=sup E;(a” f(Xr)) , i € E Siendo T un tiempo de parada.
T
Teorema 3.5.1. La funcion v es la minima funcion o excesiva mayor o igual

af.

Demostracion. = Excesividad: Dado € > 0:
Vj € I 3 Tj; tiempo de parada tal que
Ej(a” f(Xr) > v(j) — ¢
Definimos T'= 1 + Z It x,—j3(Tjoo)

JEE

Primero observemos que T' es un tiempo de parada:
(T=n) ={w=(wo,wr,...); Tj(wr,we) =n—1} =
UjeEQXT_’j =n—-1 €%,

Por otro lado:

Biaf(Xr) = 35 S a" F)P(Xe = 1, T = | Xo = i, X1 = j)P(i, ) =

n=1jeEreck

Z Z Z a"f(r)P(X, =r,Tjoc=n—1|Xo=1,X1 =J)P(i,j) = (%)

n=1ljeErck
Usando la segunda obs. de

(x) = Z Z Za"f(r)P(Xn =r,Tjooc =n—1| Xy =j)P(i,j) = (+)

n=1jeErcE

Usando la primera obs. de

(o) =D 3> @™ f(r)P(Xp1 =1, Ty =n— 1| Xo = §)P(i, )

n=1ljeErck

=3 3" N aa" f(r)P(X, =1, T; =n| Xo = j)P(i,))

n=0jeErckE

=3 3> a0 f()P(Xy =1, T; = n | Xo = j)P(i,])

n=0jcErck

40



=aY 3N anf(r)P(Xy =Ty =n| Xo = j)P(i, )

n=0jcErck

=" E;(a® f(Xz,) PG, )

JjEE
> a(Pu(i) —€)
Como v es el supremo en los tiempos de parada y € es génerico:

v(i) > aPu(i)

= Mayora a f: Tomando el tiempo de parada T" = 0 se concluye este item.

= Es la menor funcién a- excesiva que mayora a f:
Sea g otra funcién excesiva mayorante, usando el teorema [3.3.3

g(i) > Bi(a’g(X71)) = g(i) > Ei(a” f(X7))¥Y T tiempo de parada

=g>v

Lema 3.5.1. Si g es una funcion a- excesiva; la funcion h definida como:
h(i) = Ei(aTg(X7)) , i € E también es a-excesiva

Demostracion. Notemos primero que h > 0

Sea o el shift hacia la izquierda, definimos S = Too
Notemos que 7' < S .Usando deducimos que h(i) = Ei(aTg(Xr)) > Ei(a®g(Xs))
Por la primera observacién de Ei(a®g(Xs) | X1 = j) = aE;(a®g(Xs)) = ah(j).

= Ei(a®g(Xs)) = a ) P(i,j)h(j) < a(i)
jEE
O

Teorema 3.5.2. Si E es finito entces To(w) = inf{n > 0 : f(X,(w)) =
v(Xp(w))}. Es tiempo de parada dptimo.

Demostracion.
Observemos que si probamos que h(i) = E;(a’® f(Xr1,)) = v(i) habremos probado que Tj es éptimo.

Por definicién de v, h < v
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= /L es a excesiva:
En {Ty < oo} f(aTUXTO) =v(Xrg,)

En {Ty = oo} an(XT)l{T:OO} =0 =v(a™ X4) por definicién de tiempo de parada
Luego h(i) = Ei(f(a™ Xr,)) = Ei(v(Xz,))
Por el lema conlcuimos que h es a excesiva.
= h > f:
Sii€ A = P(Ty=0)=1= h(i) = E;(a™ f(Xg,)) = f(i)

Supongamos que ¢ := max(f(i) — h(i)) es positivo y se realiza en j
1€ce

Observemos que h 4 ¢ es &« — excesiva y mayora a f
Como v es la minima funcién « -excesiva que mayora a f ( teorema(3.5.1) = v < h+c
= f(J) <0() < h()+e=h(i)+f()—h(j) = f(G) = v(j) = () pero j ¢ Alo cual es absurdo.

De esta manera h es a-excesiva, mayora a f y es menor o igual a v. Por
teorema |3.5.1| concluimos que h = v

O

Ejemplo 3.5.1. Resolvamos el siguiente problema de parada doptima: Sea X
una cadena de Markov cuyo conjunto de estados es E = {a,b,c} , funcién de
ganancia f = (6,5,3) y a« = 0,75 y matriz de estados:

02 08 0
06 04 0
04 02 04

Por el teorema [2.5.1:
v(a) > 0,15v(a) + 0,60v(b) ,v(a) > 6,

v(b) > 0,45v(a) + 0,30v(b) ,u(b) > 5,
v(c) > 0,30v(a) 4+ 0,15v(b) 4 0,30v(c) ,v(c) > 3,

Observemos que la funcion h := (6,6,6) es 0,75— excesiva = v(a) = 6.
Tomando v(b) = 5 y teniendo en cuenta que v(a) = 6 (son los minimos valores
que pueden tomar) ,v(c) estd obligado a valer 3,643.

= v = (6,5,3,643) y el tiempo de parada dptima es la primer llegada a {a,b}
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Capitulo 4

Procesos de Markov con
espacio de estados continuo

4.1. Introducciéon

4.1.1. Preliminares:

De ahora en maés el espacio de estados (E, %) no tiene que ser numerable
y trabajamos con la definicén de (poner def de a introduccién) de Cadenas de
Markov para dicho caso.

Los objetivos ahora son:

= Dada g una funcién medible no negativa que cumple lim,, X,, = 0 P,-ctp.
Vz € E Computar la funcién:

v :=sup E;[g(X71)] , i € E Siendo T un tiempo de parada.
T

v:=sup E;[g(Xr)] , i € E Siendo T un tiempo de Markov.
T

Cuando mencionemos a g nos referiremos a esta funcion.
= Encontrar un tiempo de Markov (de parada ) que realice los supremos.

Definicién 4.1.1. » Diremos que una funcion f : {F} — E % medible,
pertenece a B(A™) si:

E.(sup ft(X,)) <ocoVx € E
= Una funcion f % medible es excesiva si:

E(f(X1)) < f(x) Ve € E
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Observacién 4.1.1. .1) Si E es numerable las definiciones de excesividad
son equivalentes.

.2) Sea f medible tal que IE,(f(X,)) V z € E,n € N:
Ew(f(Xm) | tgzn))(w) = EXn(w)(f(Xm—n)) Vwe, m=>n

.3) Si f es excesiva,no negativa ,entonces (f(Xy,), Fn, Pr) forman una super-
martingala.

4) Si f>0y fe B(AT) entonces:

Ex(sup f(X;) [ Fn)(w) = Exn(w)(iggf(Xo))

ji>n

.5) Si f, g son funciones excesivas no negativas ,c,b son escalares no negativos
entonces cf + bg es excesiva

Demostracion. .1 Simplemente notar que:

.2 Dado B € %,y A € %. Por unicidad de la esperanza condicional basta
ver que:

/EXn(w)f( m— n dP /f ( )
Por definicién sabemos que:

/ Ex, @) 1(Xamea) dPu(w) = / L(x,ea)@)dPe(w)

B B

= V¢ € (E,#) simple:

/ B (1) @(Xm_n) dPy(w) = / (X ()dPy ()
B B

Como aproximan a f se concluye la tesis.

.3 Usando observacién anterior E,(f(Xni1) | Fn))(w) = Ex, ) (X1) <

.4 Usando la observacién 2:
lijxrlEm(mziX{f(Xn), s J(X) ] Fn)(w) = lijxrlEXn(w)(maa:{f(Xo), o J(X

Estudiemos la igualdad de la izquierda:
Dado B € %,:

/Bh'ijw(méx{f(Xn), HF X ) (w) dPy(w) =
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/ i max{£(X,), ... £(X;)}dPy(w) = / sup{ f(X;)}
B J

Bj>n

Como f € B(A") y B es génerico podemos usarla unicidad de la espe-
ranza condicional para deducir que:

lim, E, (mitc{ £(X,), oo, F(X))} | F0)(@) = Eulsup s, {F(X) | Fa)(w):
En la igualdad de la derecha podemos usar el teorema de convergencia
dominada para deducir que:

HjIIl EXn(w)(max{f(XO)v cey f(X])}) = EXn(w)(Sg%)f(X]))
J=Z

Finalmente concluimos que:

Em(jgg{f(Xj) | Zn)(w) = Ex, () (iglg f(X;))

.5 Es andlogo al caso numerable
O

Lema 4.1.1. Sea f no negativa,finita y excesiva. T > o tiempos de Markov
= E.(f(X7) | #o) < f(Xo)
Demostracion. Primero probaremos el caso donde f este acotada:

Dado ¢ > 0 ,observemos que o A 7 es un tiempo de parada.

Luego E,(f(X;) | Z») = Ex(f(Xrnc)lo<e | Fo) + Eo(f (X )1lose | Fo)
< f(XU)LTSC + Ew(f(XT)l(o>c) | gzﬁ)
= E,(f(X;) | %) < clglolo f(XU)loéc + Ez(f(XT)l(a>c) | Fo)
= f(Xo)1<7<oo + Ea:(f(Xoo)]-azoo | ﬁa) = *
Observemos que f(Xoo)lo=co €s %, medible

= * = [(Xo)(o<o0) T [(Xoo)(o=00) = f(X5)

Si f no esta acotada:
Dado m € N definimos f™(z) := f(x) Am.
Por convergencia monétona para esperanza condicional (poner en introduccién)”

3 i B, (f™(X7) | Z5)

Luego por lema de Fatou para esperanza condicional y el teorema del muestreo
opcional (recordemos que {f(X,,)} es una supermartingala):

E,(im f™(X,) | Z,) < liminf E,(f™(X,) | Z,) < lim f™(X,)
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Estudiemos estos limites (solo el de la derecha ya que el razonamiento es el
mismo):

h;in fm(XO') = hgln fm(XU)1{0<oo} + ll;gﬂ fm(Xoo)l{U:oo} =

f(XU)1{0<oo} + h;inHTILn fm(Xn)l{o:oo} =*

Por lema de introducion que permite iterar limite (prolijear y hacer bien refe-
rencia)

* = f(XU>1{U<oo} + livrzn h;fln fm(Xn)l{U:oo} =

f(XU)1{0'<oo} =+ f(XO')]'{O':OO} = f(XO')

De esta manera concluimos que:

Corolario 4.1.1. Bajo las mismas hipdtesis:

Eo(f(Xr)) < Ex(f(Xo)) < f(x)Vz € E

Corolario 4.1.2. Si g es excesiva = v(x) = v(x) = g(x) (un tiempo de parada
(Markov) éptimo sera 7 =0)

Lema 4.1.2. Sea f no negativa y excesiva, A F-medible y 04 := inf{n > 0 :
X, € A}. Entonces la funcion:

fa(z) = Eo(f(Xo4)):

FEs excesiva.

Demostracion.

Ex(EX1(w)(f(XU ))) =

| Exwar +Z / Exyo PP+ | Exy(f(X)dP () =

TA=00

:/ TP +Z/ |yn)(w)dpx(w)+/ By (lim f(X)dPe(w) <

Por lema de Fatou :

oo

3 [ @A) [ limint B (F(X))P () =
n=0v0A=N 0A=00

3 / X0 (@)dPy () + / lim inf B (£(X,) | F1)(@)dPs(w) <

n—0’oa=n oA=00
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o0

S [ @R+ [ tim ) @) =

n=0 0 A=00

Epf(Xo,) = f(x)

Lema 4.1.3. Sea v la minima funcion excesiva mayorante de g. Entonces:
v(z) = mix{g(z), Bz (v(X1))}

Demostracion. v es mayor a g (por definicién) y a E,(v(X1)) (por excesivi-
dad).De esta manera v(x) > méx{g(z), F,(v(X1))
Por otro lado la funcién vy := max{g(x), E,(v(X1))} al ser menor a v cumple :

0 < Ex(v1(X1)) < Ex(v(X1)) < vi(z)
= es excesiva. = v = v1. O

Observacion 4.1.2. No toda funcion f que cumpla la ecuacion :
f(z) = max{g(x), E.(f(X1))} es la minima excesiva mayorante a g.

Por ejemplo: Tomemos g acotada por c.
f(z) :=k > c es sol de la ecuacién.

Lema 4.1.4. Dada f integrable, positiva;definimos Q(f(x)) := max{f(x), E,(f(X1))}
= v(z) =lm, Q"(g(x)) (tomamos elevar como la composicidn,).

Demostracion. = Existe el limite:
Observagnos que Q" (g(z)) = méx{Q"(g9(x)), E-(Q"(9(X1)))} = Q"' (g(x)) >
Q"(g(z

= existe el limite (puede ser infinito).
= Obviamente mayora a g.

» Excesividad:
lim Q" (g(x)) = limmax{Q" (9(x)), E2(Q" (9(X,)))) >

lim 2,(Q"~ (¢(X1))) = lim / Q" (g(X1))(w) dPa(w) = +

Por teorema de convergencia ménotona de integrales Lebesgue:
o= [ 1mQ N g(X)(w) dPule) =
Q n

E,(1im Q" *(g(X1))) quedando probada la excesividad.
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= Minima:
Si f es otra funcién excesiva mayorante de g entonces:

Q(f(x)) = max{f(z), E.(f(X1))} = f(x)
= f(2) =Q"(f(2)) 2 Q"(g9(x)) Vn € N = f>1limQ"(g(z))
O

Lema 4.1.5. Sea f excesiva que satisface la ecuacion f(x) = max{g(z), B, f(X1)},
e>0yr.=mf{n>0 : f(X,) <g(X,)+e}

= B (f(Xr.,.)) = f().
Demostracion. Supongamos que vale esta firmacién:
Vm < nf(x) = Em(f(XTg)]-{‘rsgm}) + Ex(f(Xm)1{7'€>m})'

Luego tomando m = n queda probado el lema.
Demostraremos la afirmaciéon por induccién:

Sim=0= P, (Xo=z)=1.
Luego f(z) = Ex(f(Xo)) = Ex(f(Xr.)1{r.<0y) + Eu(f(X0)1(r.50})

H) f(x) = Ex(f(XTg)l{TSSm}) + E:c(f(Xm)]-{re>m})
T) f(.l?) = Ez(f(XTg)l{TESerl}) + Ew(f(X7n+1)1{T£>m+1})
Dem.:

f(l’) = Ex(f(XTe)l{TeSm}) =+ Ex(f(Xm)l{‘re>m}) =
Ex(f(XTe)1{7g§m})+Ez(f(XT<)l{nzm—&-l})_Ex(f(Xm+1)1{76:m+1})+Ex(f(Xm)1{re>m})
= Basta ver que: 7Em(f(Xm+1)1{Ts=m+1})+Ex(f(Xm)1{7—€>m}) = Ez(f(Xm+1)1{T€>m+1})

Esto sucede si y s6lo si: By (f(Xm)lr.>my) = Eo(f(Xmi1)1r 5my)

o (X)) dPy(w) = / (X)) dPy(w)

{Te >m} {Te >m}

~ EXm(w) (f(Xl) dpm(w) == / f(Xm+1) sz(w)
{re>m} {re>m}

& Eo(f(Xm41) | Fm)(w)) dPy(w) =/ f(Xms1) dPp(w)
{T€>m} {’r€>m}

Lo cual se cumple ya que {7 > m} es .%,,-medible O
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Lema 4.1.6. Supongamos que g € B(A™):

1)
limv(X,,) = limg(X,,)
Si e =mf{n >0:v(X,) < g(X,) + €}
FEntonces:
P.(Te<o0)=1
Demostracion. 1

lim,,v(X,,) > lim,,g(X,,) obviamente ya que v mayora a g
Probaremos la otra desigualdad; para ello fijemos x € FE y definamos:

U, = supg(X;) , o = Eo(Vn | Fn)

jzn

P(Xn)(w) = Ex, (w) (o)
Notemos que las esperanzas y las esperanzas condicionales de estas fun-

ciones estdn bien definidas ya que g € B(A™)

Ex(iggg(Xj) | Zn)(w) = Exnm(jggg(Xo))

Obviamente ¢(x) > g(x)

Ademis: E,(0(X1)) = Ex(Ex,(w)(Vo)) = Ex (V1) = Ex(Ex (V1 | #1)) =
By (V1) < By (Vo) = ¢(z)

= ¢ > gy yexcesiva = v < ¢ Fijemos ahora m y tomemos n >

m.Luego:

= Tm, B (T, | F) = Tm,o(X,)

Para cada m € N la secuencia (E,(V,, | %), Fn, Pr), n > m forma una martingala.
Luego por teorema de Lévi:
MmE, (Y, | o) Ee (VUi | Foo) = Ui
= U, > lim,v(X,) <V,
Finalmente:

lim,v(X,,) < inf ¥,, = inf sup;>mg(X;) = lim,,g(X,,)
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2 Sea A = {w: 7¢(w) = c0}; entonces paraw € A :
v(Xn) > g(Xn) + e

= T, v(X,) > Iim, g(X,)

Por la parte anterior sabemos que este conjunto tiene medida nula , por
ende A también concluyendo este enunciado.
O

Definicién 4.1.2. Dada f medible tal que 3 E,(f(X1)) V& € E;definimos:

Gf(x) = méx{g(z), Ex(f(X1))}

Lema 4.1.7. Supongamos que g € B(A™") y sea p(x) := E,(sup,, 9(X,)). En-
tonces:

1)
G" M (p(2) < G"(p(x)) n €N

v(z) = h’rrln G"(p) satisface v(x) = méx{g(z), E;(0(X1))}

Demostracion. .1 La demostracién es por induccién; lo inico que se demos-
trard es el paso base:

G(p(z)) = mix{g(z), E.(Ex, (m(?ggg(Xj))
= méx{g(x), Em(Ez(?;Il)g(Xj) | 71))

= méx{g(v), By (?gﬁl’g(Xj))} = méx{E,(g(x)), Ex(igll)g(Xj))

< Ex(méX{g(w),igg(g(Xj))}) = Em(iggg(Xj)) = o(x).

La segunda igualdad se basa en la cuarta observacién de

G"(¢)(z) = mdx{g(x), E(G" ™ ((X1)))}

Tomando limites y usando el teorema de convergencia monétona (notemos
que si en un momento se iguala a g; a partir de ese siemrpe sera igual)
obtenemos la igualdad.

O

De aqui en adelante cuando mencionemos a T(z) nos referiremos a este limite
y a ¢ como esta funcién.
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Lema 4.1.8. Nuevamente supondremos que g € B(AT).
= 1mv(X,,) = limg(X,,) Py-ctp. Vo € E

Demostracion.

- —

lim7(X,,) > limg(X,,) ya que v es mayor a g

n n

Por otro lado tomando m < n:

U(Xn) < G"(p(Xn)) < ¢(z) = Ex, (supg(X;)) = Ex(supg(X;) | #n) <

Jj=0 ji>n

E.(sup;s,, 9(X;) | #,). Continuamos exactamente (sustituyendo v por ) co-
mo el primer item del lema[£.1.6] y concluimos la otra desigualdad.
O

Corolario 4.1.3. Sig € B(A") ;seae >0y
Te = nf{n >0:9(X,) < g(X,) + €}

FEntonces:
P (Te<o0)=1

(Se deduce como el sequndo item del lema

De ahora en adelante cuando mencionemos a 7. estara definido como en este
corolario .

Lema 4.1.9. Supondremos que g € B(A™)
Ve>0:
Demostracion. Por lema [A.1.5]
@(m) =E; (@(X?eAn)) =E, (@(Xﬁ/\n)l?gﬁn) + Ey (@(X?e/\n)l?e>n)
Tomando limite en n:

v(z) = h/in Ey(0(X7.an)) = h;ILn Eo(0( X7 An) 17 <n) + Eo(0(X7 An) 17, 5n)

Estudiemos el primer término de la derecha:
Por el corolario anterior T(Xz_an)17.<n converge puntualmente cuandon — oo
Luego por el teorema de convergencia dominadas:

lim By (0( Xz an) 17 <n) = B (0(X7,))

Ahora probaremos que el segundo término converge a 0 concluyendo el lemas:
Para esto basta ver que T(X#_n,) es uniformemente integrable.Notemos que
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vV n €N sup; g(X;) > (X7 an) y esta variable tiene esperanza acotada conclu-
yendola integrabilidad uniforme.
Queda probar que 7(x) = E,(v(X7.)):
Obviamente 7 > v.
Por otro lado:
u(z) = B (0(X7,)) <

E.(9(X7,)) +e < B (v(X7,)) +e<v(z) +e

Como € es arbitrario se concluye la desigualdad.

Corolario 4.1.4. Bajo las mismas hipotesis:
v(z) = Ex(v(Xr,))

4.1.2. Conclusiones:

Con la bateria de lemas de esta seccién podemos sacar algunas ideas para
ayudarnos en el problema de parada éptima:

= El lema |4.1.1| es un resultado intuitivo de las supermartingalas y tiene
como corolario interesante que el problema de parada 6ptima es trivial
en el caso de que g sea excesiva (lo cual es razonable ya que excesividad
implica menor valor en promedio a futuro).

= El lema nos da una ecuacién necesaria que debe cumplir v.

s El lema nos habla de una zona donde no hay pérdida de ganancia
(valor de g; hablando en promedios).

= De los demés lemas obtenemos informacién del comportamiento limite de
la funcién de ganancia.
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4.2. Caracterizacion del pago y los tiempos de
parada

En estd subseccién g estara en las mismas hipédtesis ,@ es el operador definido
anteriormente y los objetivos son los mismos mencionados en los preliminares.

Teorema 4.2.1. Bajo estas condiciones se podemos dar las siguientes propie-
dades de s:

1) s(z) es la minima funcion excesiva mayorante a g(x).
2) s(x) =735(z)

8) s(z) = méx{g(2), Ba(s(X1))}

4) Dado b > 0; definimos g°(x) := g(x) Ab. Entonces:

s(x) =1im Q" (g) () = lim lim Q" (¢"(=))

Demostracion.
1) Por corolario V 7 tiempo de Markov:
v(z) > Ep(v(Xr)) > B (9(Xr))
= v(z) > 3(z) > s(x)

Para probar la otra desigualdad asumiremos primero que g € B(A™).
Por corolario v(z) = E;(v(X,,)).Luego:

v(z) = By (v(X7,)) < Ex(9(Xr,)) + € < s(x) ¢

Como ¢ es génerico se concluye la desigualdad (y por ende la igualdad).
Caso general:

Definimos s®(z) := sup, c4(E.(¢°(X,))) = v*(z)

v®(x) crece cuando b crece; podemos definir v*(z) := lim;, v*(z). Probare-
mos que v* = v: Obviamente mayora a g (comparo con g® y tomo limite).
Excesividad (usaremos el Teorema de Convergencia Mdénotona):

E,.(v*(X1)) = liinEI(vb(Xl)) < h’gnvb(x) =v*(z)

Es minimal:
Sea f excesiva mayorante a g.Entonces f > ¢ = f > o’

= f>0" mv=v,<s

2) Notemos que en el item anterior probamos que s =v >3 > s.

3) Se desprende del corolario
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4) Se desprende del lema m y de la demostracién del primer item de este
teorema.

O
Observaciéon 4.2.1.
Dado 7 € Z tal que f(z) := E,(g(X,)) es una funcion excesiva que mayora a g.

= f =35 por como estd definida f y por ser s la minima excesiva mayorante a g.
=T es un tiempo de Markov optimo.

Observacioén 4.2.2. Notemos que de la demostracion del teoremalf.2.1] se pue-
de concluir que los tiempos de Markov de la forma 1. permiten aprozimar por lo

menos con error € a v. Por ende definiendo € (€) como los tiempos de parada
(Markov) de llegada a un boreliano concluimos que:

s(x) = sup Ey(9(X-)) = sup(Ex(9(X-)))
TEE TEE

Teorema 4.2.2. Supongamos que g € B(A").Entonces:
1)
70 :=Inf{n > 0:v(X,) = g(Xn)} es un tiempo dptimo de Markov.
(Comparar con los resultados de los capitulos anteriores).

2) SiTo es un tiempo de parada = es dptimo.

Demostracion. 1) Aplicando el lema
v(x) = Ex(v(Xrgnn)) =
Em(U(XTo)l{'ro<n}) + Ex(U(Xn)l{nSTo<oo}) + Ex(U(Xn)l{To:OO}) < %
Como Ex, (sup; g(X;)) > Ex, (9(X;) V7€ Z

* Ew(v(X‘ro)1{To<n})+Ew(EXn (Sup(g(Xj)))1{n§‘ro<00})+Ew(EXn (Su‘p(g(Xj))>1{T():00}) <
J J
Ex(U(XTo)1{To<n})+Ex(Sup(g(Xj))1{n§To<oo})+Eﬂc(S_gp(g(Xj))l{‘ro:oo}) <k
J jzn
Como g € B(A") podemos usar el lema de Fatou cuando n — oo:
V() < Ep(0(Xr) L{my<oo}) + B (fm(g(X)))1r—o0}) = Ea(9(Xr,))

Por ende 7y es 6ptimo (ya que por teorema s5(z) = v(x).

2) De la prueba anterior obtuvimos que:
s(z) = v(z) <= Ex(9(Xr,))
Por s(z) = v(z) = 79 es éptimo.
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4.3. Ejemplos:

4.3.1. g ¢ B(A') con cadena no homogenea :

El siguiente ejemplo es de g > 0,con esperanzas definidas en la cadena y
9(Xs) = 0 (como no es homogenea decimos que el proceso comienza en cero y
s es constante):

= Consieraremos que {X,,} es una cadena independiente. Estudiamos el caso
en que la cadena parte desde 0 (los demds son andlogos) y la cadena
empieza en Xy =0

s P(Xp=n)=1—e7, P(X,=0)=e7
Analicemos el problema en este caso:

= Esperanza:
—1
sup(E(X,)) =sup(l —en?) =1—¢*

n n>0
.Limite:
Observemos que lim(g(X,)) =0, Py-ctp
.g¢ B(AT):
SeaY :=sup(X,) = Fy(z<c)=PX;<cVi)= H;’i[c]+1(e%)
= Fy(z <c) = excien ()
Luego / 1— eXZn () de > / l—e® de= o0

1 1

5§ =00

Sea 7 := inf{m; X,, > 0}

-1

> —1 > —1
= BOXG) = S (b (1= )i > S (e )(1— e )i
=1 =1

-1

Notemos que (1 —e ¥ )i ~

= La serie diverge.

= E(X;) =0
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4.3.2. ¢ no positiva:

{v,}iid
1

9(x) =23 Xy = Yo + Y1+ .+ Yy PV = 1) = P(Y, = —1) = 5

Fn = U(X07 7Xn); Foo = U(X07 )

Notemos que g(z) = F,(g(X1)). Entonces:
= Qg)(x) =z

= La minima funcién mayorante excesiva a g es g

Por otro lado s(z) = co. Dem.: Sea 7, = inf{n > 0: g(z) > k}.

Por[1.1.1| P,({w; 3n>0;X, > k}) =1
= P,(lim, X, =00)=1 = Pz <o0)=1
= s(z) >k

4.3.3. Paseo al azar:
Sea {Y,} iid tal que P(Y,,=1)=p; P(Y,=-1)=1—-p=gq
gx)=x: X, =Y9+V1+..4+Y,

Fn=0(Xo, o0y Xn); Foo = 0(Xo, ...)

Notemos primero que en el caso p > ¢ 7" = 0o es éptimo por lo visto en Por
ende estudiaremos el otro caso:
Dado c€ Z :

P,(supg(X,) < ¢) = Py(nunca llegar a ¢) =1 — (m)c_w

= BlsuploC6) = [ 1= (0= () dre) < o0

= g € B(AT") Encontraremos una funcién como en la observacién
Definimos 7, = inf{n > 0; X,, > ~}(notemos que es un tiempo de llegada a un
boreliano).

Luego definimos p,(z) := P,(7, < c0). Entonces:

Py(1ty < o0) =
1 st x>

Notemos primero que por el lema de Borel-Cantelli g(X ) = 0 P,-ctp.
Estudiemos E,(9(X~,)) :
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x<y>0

= 3 w w) = 3 w) = ~(Byr=e
BoXe)) =3 [ 00 aR) =3 [ v ari) =)

T

x>y>0
"= 0 Prctp = Eulg(X:) = [ 9(Xo) dPy(w) =a
0>~
Como g(Xp(w)) =0siw €{ry=n},VneN = g(X,)=0P, —ctp.
Entonces:

WG s <y

T st T >y

*

V()T T s w <y
T stz >F
Probaremos que f* estd en las hipétesis de la observacién

S > g
Tomando v = z: By (g(Xs.)) = g(x)

.Es excesiva:

Notemos primero que E,(f*(X;)) = / 7*(8)7**)"1(“’) dPx(w)+/ X1 (w) dPy(w)

X1 <y q X1 >
<z —1
PY(X1>79") =1 = E.(f"(Xy)) = / X1 (w)dP, (w) =
Q
(z+1)p+(z—1)(1-p) = ep+p+r—pr—1+p = 2+2p—1 <z = f*(2)

A >+l

PHX1 297 =0 = Bo(f () = [ 7o) 0P w) =

p v —x % p v —z 1_p p _
ﬂ) 1 (1-p) =~ (ﬂ) ((T)P‘Fﬁ(lﬂ?)) =

T T A p ) = ()T = )

* —x—1 *
Y ()" P+
( _p) (
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)Y T (1—p)+ap = 2(

T fp)p—!—a:p =2zp <z = f"(x)

E.(9(X:,.)): Ya visto.

De esta manera f* =

-1

En el caso p = —2>+ y x = 0 comparemos el caso de horizonte finito . Para ello
1+e 3

notemos primero que en este caso fJ (0) = 3 . Luego observemos como queda la
solucién del problema de parada éptima para el caso de N = 200 y pongamos
en el mismo gréfico (en negro) la recta horizontal de altura 3:

5 = 5. Observemos que P, (y* = 00) > 0 = no es tiempo de parada.

100 200

Fosibles precios
0
|

-200
I

| | I | |
0 20 100 150 200

Dias

Se podria intuir de este ejemplo que la solucién al problema se puede apro-
ximar desde el caso finito. Esto se vera méas a fondo el la seccién 4.4 las frases
empiezan pre-
ferentemente
con palabras

4.3.4. g ¢ B(A") con cadena homogenea :

Sea {Y;, tal que: P(Y,, =1)=1—-P(Y,, = —-1) = (e+1)""
Nuestra cadena de Markov serd {X,,} con X, := eYot-+¥n,

Con g(z) ==
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.70 = 0 es éptimo:
Por corolario basta ver que ges excesiva:
g es excesiva < E,(9(X1)) <z e ((e+1) Het(1—((e+1)1))et <1
e e+1-11 e+1

<l& <1
e+1)+( e+1 )e_ e+1 "~

< (

-9 ¢ B(AT)

Sean Z :=sup X, ¢ >0 = Po(Y < ¢) = Pp(NS geXi=o¥s < ¢) =
n

Pm(ﬂff:(); Y; < log(c)) = Poner como nota al pie = (%)log(c)—bg(@ =
1 o0
(D)lee@—log@) = ¥ B (g(X,)) = / 1-(1-Y =
e c 0 c
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4.4. Aproximacion de horizonte finito a infinito:

Usaremos la misma definicién de este capitulo para 5,s y G y g estard en
las mismas hipotesis.

Definicion 4.4.1. .

7 c=min{0 < m: sy (X)) = g(Xm)} An.

sn(7) = G"(g(x))
Teorema 4.4.1. Si g € B(A™1):

i) Las ganancias dptimas de los tres problemas coinciden:

ii)

es optimo.
i11)
Si T es tiempo de parada; entonces es dptimo.
iv)
T =if{n>0: s°(X,) =9(X,)}
Demostracion. i) se desprende del teorema m
ii)

En primer lugar observemos que si w es tal que 7" (w) < 0o = lim g(X =) = 9(Xre(w))
n— 00 "

Luego usando el lema de Fatou: s(z) = lim s, (z) = lim B, (9(X-+)) < Ey(impg(X;»))

= Ew(mng(X‘r;{)1T*<oo)+Ex(mng(X'r;;)17'*:00) = Ex(mng(x'r;;)17'*<oo)+Ew(mng(Xn)1T*=oo)

— E,(g(X,-))
iii) Es corolario del teoremam
iv)

Definamos 7 = inf{n > 0: s*(X,) = g(X,)} y w tal que 7(w) =n
= g(X;(w)) < $"(X;(w)) Vi € {0,...,n — 1}
= Para N suficientemente grande: g(X;)(w) < sy—i(X;)(w)
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=71yw)>n = lij]\t/nT]’(,(w) >n = 7%(w) > 1(w)

Por otro lado si 7(w) = 00 = g(X;) < s"(X;) Vi >0
= 7xn(w) > n para N suficientemente grande.
= 7" (w) = h;{]nﬁ{,(w) >n =7 (w)=c=>7<71"

La otra desiguladad es trivil ya s* > s,
O

Observacién 4.4.1. GV (g) es la envolvente de Snell para el caso de horizonte
finito N.

Ejemplo 4.4.1 (Necesidad que g € B(A%1)). Tomemos g(z) = —x , E =
{0,2,22,23, ..} {Y,} Bernoulli independientes de probabilidad 3 y X411 =
2Y 11X,

Por un lado notemos que g es excesiva; por ende si truncamos la cadena 7 =0
es optimo.

Por otro lado considerando que 7 := {infn > 0:Y,, = 0} tiene probabilidad 1
de ser finito = E,(9(X;)) > g(z) Va > 0.
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