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Prefacio

El objetivo de este documento es familiarizarse con algunos de los objetos y
resultados implicados en el Teorema de Modularidad y en la Relacién de FEichler-
Shimura, demostrando esta nltima y dando una idea de la prueba del reciproco del
Teorema de Modularidad. Introduciremos objetos como las formas modulares, las
curvas elipticas, los operadores de Hecke, las curvas modulares, etc. que son objetos
que actualmente estan en estudio y han dado interesantes resultados de la Teoria de
Ntumeros, siendo el ejemplo mas célebre, el denominado Ultimo Teorema de Fermat.

En el documento utilizaremos libremente conceptos de dlgebra lineal (como
espacios vectoriales, producto interno, valores y vectores propios, el concepto de
operador normal, el Teorema Espectral para Operadores normales y la diagonali-
zacion simultanea), algebra de grupos (acciones, Teoremas de isomorfismo, diagra-
mas conmutativos, orden de un elemento y de un subgrupo, subgrupo de torsion,
subgrupos normales), algebra en anillos (m6dulos finitamente generados, localiza-
cién de un anillo, ideales, ideales primos, endomorfismos, dominios, dominios de
ideales de principales), y conceptos de extensiones de cuerpos (cuerpo algebraica-
mente cerrado, clausura algebraica de un cuerpo, polinomio minimal de un ntimero
algebraico, enteros algebraicos, polinomio minimal separable, mapa de Frobenius,
caracteristica de un cuerpo). Serd muy importante la idea de conjunto cociente en
distintos contextos, por lo que asumimos, que el lector maneja con claridad esta
idea.

Fuera del algebra, utilizaremos teoremas del anélisis complejo, los conceptos
de funciones holomorfa y meromorfa, las expansiones de Fourier, las superficies de
Riemann y las formas diferenciales. Principalmente en el Capitulo [}, trabajaremos
con conceptos de la Geometria Algebraica (curvas algebraicas en general, homogei-
nizacion de un polinomio de n variables, valuacién) y con espacios proyectivos.

Finalmente, en menor medida utilizaremos resultados de la Teoria de Nimeros
clésica, las formas diferenciales, conceptos clasicos de Topologia (conjunto compac-
to, Hausdorff, conexo), conceptos de la Topologia Diferencial (atlas, cartas, cam-
bios de carta diferenciales, grado de un mapa entre variedades, conexién simple,
homotopias de curvas) y conceptos de la Topologia Algebraica (como Teoremas de
levantamiento).
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El documento esta dividido en 5 capitulos:

El Capitulo [0} mostrara como las curvas elipticas y las formas modulares se
pueden utilizar para resolver problemas de la Teoria de Numeros de dificultad me-
dia. Se dara a partir de estos ejemplos, una idea de que son estos objetos sin entrar
en una definicién matematica formal, resolviendo parcialmente dos problemas in-
teresantes.

En el Capitulo[I} definiremos matematicamente las formas modulares y cuspida-
les e introduciremos las Operadores de Hecke para éstas. Separaremos las formas
cuspidales en dos subespacios ortogonales y probaremos cuéles son los valores pro-
pios para los Operadores de Hecke T}, (Teorema .

En el Capitulo 2] definiremos las curvas modulares, los Espacios de Moduli, los
divisores y el Grupo de Picard. Definiremos morfismos entre divisores y probaremos
que pueden definirse en Grupos de Picard (Teorema. Al final de este capitulo,
extenderemos los Operadores de Hecke a Grupos de Picard y Espacios de Moduli.

En el Capitulo [3| definiremos curvas elipticas, formas diferenciales, Jacobiano y
Variedades Abelianas. Los conceptos introducidos nos permitiran demostrar al fi-
nal del capitulo una conexién entre algunas curvas modulares y algunas variedades
abelianas de interés, en el Teorema [3.21]

Por tltimo, en el Capitulo [, desarrollaremos la reduccion de curvas elipticas,
para luego en las dos tltimas secciones demostrar la Relacién de Eichler-Shimura
(en el Teorema y dar una idea de la prueba del reciproco del Teorema de
Modularidad (en el Teorema [£.22)).

IT



Capitulo 0

Introduccidn

Durante 358 anos, fue un problema abierto muy reconocido en matematica, el
llamado “Ultimo Teorema de Fermat”. En ¢l se establecia que la ecuacion

a"+ b =c"

no tiene una terna (a, b, ¢) € Z3 que sea solucion con abc # 0 y n > 3. El esfuerzo de
prueba de varios casos particulares se vio reducido cuando en 1984, Gerhard Frey
plante6é una conexién de este problema con dos objetos de la Teoria de Nimeros
muy de moda en esa época (y actualmente), como lo son, las formas modulares
v las curvas elipticas. La conexién se hizo a través de una conjetura planteada en
1955, por los mateméticos japoneses Goro Shimura y Yutaka Taniyama, en la cual
planteaban que toda curva eliptica FE racional se podia corresponder con una forma,
modular de S3(I'g(Ng)) con valores propios racionales, de forma que sus funcio-
nes L asociadas sean iguales. A las curvas elipticas que cumplen la conjetura de
Taniyama-Shimura las llamaremos curvas modulares y la conjetura es por tanto,
que todas las curvas elipticas son modulares.

La relacién planteada por Gerhard Frey era que si existe una terna (a,b,c)
que sea solucién para un cierto n, y construimos la curva eliptica E,; : =
z(x — a™)(x + b"), entonces E,p no seria una curva eliptica modular. Este hecho
fue demostrado en 1986 por Ken Ribet y Jean-Pierre Serre, dando paso a que si
la conjetura de Taniyama-Shimura era cierta entonces también lo era el Ultimo
Teorema de Fermat. Finalmente, Andrew Wiles, demostré en 1995 la Conjetura de
Taniyama-Shimura para una cierta familia de curvas elipticas (las semiestables) en
la que incluye a todas las curvas E, ;. Esto mostraba entonces que como todas las
curvas elipticas semiestables eran modulares, las curvas E,, no podian existir, y
por tanto, no podian existir soluciones (a, b, ¢) al problema de Fermat con abc # 0y
n > 3. En 2001, Christophe Breuil, Brian Conrad, Fred Diamond y Richard Taylor
extendieron las ideas de Andrew Wiles para demostrar la conjetura de Taniyama-
Shimura para todas las curvas elipticas sobre Q.

Esta conexién entre curvas elipticas y formas modulares dada por la Conjetura
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de Taniyama-Shimura (actual Teorema de Modularidad) tiene un reciproco, en el
sentido de que a cada forma modular de Sa(T'g(Ng)) con valores propios racionales
se le puede hacer corresponder una curva eliptica racional. Este reciproco viene
dado por la Relacién de Eichler-Shimura, demostrada por los mateméticos Martin
Eichler y Goro Shimura.

Para familiarizarnos con las curvas elipticas y con las formas modulares, vere-
mos dos problemas de la Teoria de Numeros cuya solucién se obtiene del uso de
estos objetos.

0.1. Curvas elipticas y numeros congruentes

Definicion 0.1. Un nidmero natural se dice congruente si es el drea de un tridngulo
rectdngulo de lados racionales

Observemos primero que es simple encontrar niimeros congruentes de triangu-
los que tienen lados enteros. En efecto, si N es congruente pero utilizando lados
enteros, entonces N = %b para un tridngulo de lados a,b, ¢ que ademas verifican
a?+b% = 2. La terna (a, b, ¢) de ntimeros naturales que forman un triangulo rectan-
gulo se conoce como terna pitagorica, y es sabido que todas las ternas pitagoéricas
son de la forma d(2uv,u® — v?,u% 4+ v?) con med(u,v) = 1y d € N. Esto hace
que todos los ntimeros naturales que son congruentes con lados enteros sean de
la forma N = d?uv(u? — v?). El ntimero de esta forma mas pequefio se obtiene
con (d,u,v) = (1,2,1) y es 6. Sin embargo, este no es el numero congruente méas
pequenio puesto que Fibonacci en 1225 demostré que 5 es un niimero congruente y
se obtiene con la terna racional (3,2, 4).

En efecto, 5 es si, el nimero congruente més pequeno. Demostrar esto requiere
mayor esfuerzo, y el siguiente teorema dara el vinculo de este problema con las
curvas elipticas:

Teorema 0.2. Si N es un nimero natural libre de cuadrados, las siguientes afir-
maciones son equivalentes:

1. N es un numero congruente
2. Emisten tres cuadrados racionales en progresion aritmética de razon N
3. La curva y* = 23 — N2z tiene una solucion racional distinta de (—N,0),

(0,0) y (N,0).

La ecuacion del tercer punto es precisamente una curva eliptica (la definicion
de curva eliptica en general se presenta en la definicion [3.1]). Como veremos en la
Seccién los puntos que son solucién de una curva eliptica presentan una suma
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que se obtiene de la geometria de la curva eliptica. Esta suma les da estructura de
grupo. El neutro de la suma en las curvas elipticas serd el punto infinito, que se
adjunta a los puntos que verifican la ecuacion.

Demostracion. Demostraremos 1. & 2. < 3.

1.=2.:Si N = %b para una terna pitagorica racional (a,b,c) y tomamos
Pl

x:(%)Q:x—N:(Tb)ny—FN:(“TH’)Q.

2. = 1.:Siz, x — N y x+ N son cuadrados perfectos, tomamos (a,b,c) =
(Vz+N++vVz—N,Vo+ N -z — N,2/x).

2. = 3.:Sixz, x— N y x+ N son cuadrados perfectos, también lo es su producto,
por lo que y? = z(z — N)(z + N) = 23 — N2x. Luego, = ¢ {0, =N} puesto que la
progresién esta formada por cuadrados perfectos y N es libre de cuadrados.

3. = 2.: Un punto P se suma a si mismo considerando la recta tangente a la
curva eliptica que pasa por P. Si P tiene orden 2, entonces P+ P = oo y por tanto
la recta tangente tiene que ser vertical. Esto lleva a que P = (,0). Por lo tanto, si
tenemos un punto @ distinto a (—N,0), (0,0) y (N, 0) segin la hipotesis, entonces
@ no va a ser de orden 2.

Llamemos @ = (z1,y1) v 2Q = (x2,y2). Dado que la recta tangente r de la
curva eliptica por ) no es vertical, la misma es de la forma y = ax + b. Por como
se realiza la suma de los puntos de una curva eliptica, la recta tangente pasa por @
(dos veces) y por (z2,—y2), y por tanto, sustituyendo en la curva eliptica, tenemos
el polinomio P(z) = (z+ N)x(x — N) — (az + b)?, tiene como raices a z1 (con mul-
tiplicidad dos) y a 2. Como P es ménico, es de la forma P(z) = (z — 21)?(z — 12).

Evaluando P en —N e igualando las dos expresiones de P, obtenemos que
(b—aN)2 = (561 +N)2(.’L‘2+N).

21+ N # 0 puesto que b—alN lo es y por tanto 9+ N es un cuadrado perfecto.

De la misma forma, evaluando P en N y 0 obtenemos que x2 y 3 — N son
cuadrados perfectos. O

Pese a que no entraremos en detalle, se puede demostrar que para las curvas
elipticas como la que aparece en el Teorema [0.2] el subgrupo de torsion esté for-
mado por las tres soluciones triviales dadas en el Teorema v el 0o, y por ende
encontrar un nuevo punto ), implica encontrar infinitos puntos dado que @ ¢
Dado que cada punto @ da un tridngulo que hace a N un nimero con-
gruente, esto implica que si IV es congruente para un tridngulo, lo es para infinitos
tridngulos. Este hecho es simple de demostrar solamente utilizando la teoria de las
curvas elipticas.
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0.2. Formas modulares y el problema de los cuatro cua-
drados

Veamos ahora una aplicacién de las formas modulares. Utilizaremos las formas
modulares para demostrar que todo nimero natural puede escribirse como suma
de cuatro cuadrados. Més atn, la prueba que daremos va a dar una férmula que
dice de cuantas formas distintas puede escribirse n como suma de cuatro cuadrados.

Definimos r(n, k) = #{v € Z¥ :n = v¥ + .. + v} }.

Es facil verificar que si k1 + ko = k para ki,ke € N, entonces r(n,k) =
> tmen Tl k1)1 (M, k2) con I,m € N.

Definimos

0(z, k) = Z r(n,k)q"

=0

3

con ¢ = e*™* para 2z € H = {z € C: Im(z) > 0}. Es claro que §(z+1,k) = 0(z, k),
Vk € N.

Veamos que ademas, 0(z, k1 + ka2) = 0(z, k1)0(z, k2). En efecto:

0(z, k1)0(z, k2) = <Zr(l,k1)ql> (Z r(m, kQ)qm> =

=0 m=0
=3 ( > r(hz‘)r(m,j)q”m) = " r(n.ki + ko)g" =
n=0 \l4+m=n n=0
0(2,]{51)9(2,]{?2) :0(z,k1 -l-kg) (01)

Consideremos 6(z) = 6(z, 1), entonces:

2 Sin es cuadrado perfecto y n # 0
r(n,1)=¢ 1 Sin=20
0 Otro caso

y por tanto

(9(2) — ZGQWidQZ — quQ‘

deZ d€eZ

Utilizando la férmula de adicién de Poisson, obtenemos que:
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0 <_1> =/ —2iz0(z) (0.2)

4z
donde la raiz compleja que tomamos es aquella que queda definida en H.
Dado que las transformaciones de Mébius actiian en C, y més ain, las matrices

de determinante positivo actian en H (ver previo a la definicion |1.3), consideremos
la accion de (1 9):

(4 )0 +(550) ) o ()

Como 6 es 1-periodica, § (—5= — 1) = 0 (—4) = v/—2iz 6(z). Juntando todo
nos queda:

4 1

0 ((1 0) (z)) — VA ¥ 6(2). (0.3)

Utilizando la ecuaciéon (0.1]), obtenemos que 6(z,4) = 6(2)* y la relacion de la
ecuacion (0.3) se transforma en:

0 <<}1 ?) (z),4> — (42 + 1) 0(z, 4). (0.4)

Y si juntamos la ecuacion (0.4) con el hecho de que 0(z,4) es 1-periddica obte-
nemos que:

6 <<i Z) (z),4> — (cx+d)? 0(z,4) (0.5)
+

para (¢g) € {£(51),
es:

(19}, vy por ende para el grupo generado por ellas que

El hecho de que 6(z,4) satisfaga la ecuacién (0.5, indica que 6(z,4) es una
forma modular de peso 2 (por el exponente de (cz + d)) para el subgrupo I'g(4).
A este conjunto de formas modulares lo denotaremos My (T'g(4)). Como mencio-
naremos en el Teorema [[.7] las formas modulares conforman un espacio vectorial
de dimensioén finita, y en el caso de My(I'9(4)), su dimension es 2. El conjunto
{G22,G24} es una base de M2(I'o(4)), por lo que si observamos las primeros dos
términos de las tres formas modulares vemos que
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0(z,4) =14+8q+ ...

3
——5Gaa(2) = 14240+ ..

1
—ﬁG274(2) =14 8q + ...

y por lo tanto 6(z,4) = —#GQA(Z). Esto da por tanto una férmula para r(n,4)
dado que son conocidos los coeficientes de G'a 4:

r(n,4) =8 Z d.
0<d|n
4d

En particular tenemos que r(n,4) es positivo para todo n € N. Los problemas
de dos, seis v ocho cuadrados, se resuelven de la misma forma, obteniendo férmulas
que indican para cada n, de cuantas formas distintas pueden escribirse.



Capitulo 1

Formas Modulares

1.1. Conceptos basicos
Sea [SLy(Z)] = {7y € Max2(Z) : det(y) = 1}.

Es conocido que SLy(Z) es un grupo no abeliano con el producto de matrices.
Esto se puede ver por el hecho de que el determinante es un morfismo con el

H —(ab : 1 d —b
producto y que dada una matriz A = (c d), SU INverso es gy (70 " ), entonces

el inverso de una matriz de SLa(Z) es una matriz de SLa(Z).

Definicion 1.1. Llamamos subgrupo de congruencia principal de nivel N al
conjunto

T(N) = {7 €SLy(Z) 7 = (é ?) (méd N)}
donde la congruencia médulo N es en cada entrada de la matriz.

Es facil ver que|[I'(/V)|es un subgrupo de SLa(Z) y que SLo(Z)/T'(N) ~|SLo(Z/NZ)
por tanto [SLy(Z) : T(N)] < N* < c0.

Definicion 1.2. [U| es un subgrupo de congruencia si I es un subgrupo de SLa(7Z)
y AN >0 tal que I'(N) CT.

Dado que I'(N) CT' C SLy(Z) = [SLa(Z) : T'] < [SLa(Z) : T'(N)] < oc.

Nos interesaran principalmente dos subgrupos de congruencia:

T1(N) = {7 €SLy(Z) : v = ((1) T) (méd N)}

(5 1) meam}

() = { €812(2) 1
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Se cumple que I'(N)< [Ty (V)| < [Co(N)]

Sea {# € C:Im(z) > 0} el plano superior complejo y =HUQU {oo}.

Definimos una accion de SLo(Z)/{£I} ~ H*. Si v = (ch b) la acciéon sera

d Y
v(z) = Zzzifl La accion queda bien definida porque det(y) > 0. Notar que la acciéon

puede restringirse a Q U {oo} o a H.

Dada v € SLe(Z) v k € Z, definimos el operador : C" — C" dado por:

Fle () =3(v,2) " f(2(2))

donde j(v, z) = cz + d cuando vy = <Z Z)

Se cumple que [vy'], = (7], [V, para cualesquiera sean 7,v" € SLa(Z).

Definicion 1.3. Sea f: H — C holomorfa, I' un subgrupo de congruencia y k un
entero. Diremos que f es débilmente modular de peso k con respecto a I si

Notar que como I' es un subgrupo de congruencia, 3N > 0 tal que I'(N) C T,
y por ende 3k > 0 tal que (%) € I'. Tomemos h el minimo. Si f es débilmente
modular de peso k con respecto a I', se cumple que:

fR)=f1(1)], () = fz+h)
y por tanto f es h-periddica, por lo que admite una expansién de Fourier dada por

00 n 2miz *
f(2) =200 oo lan(f)| af donde: e n en Bf(0).

Definicion 1.4. Diremos que f es holomorfa en infinito si la erpansion de
Fourier anterior admite una extension holomorfa a B1(0). En ese caso definimos

f(o0) = ao.
Notar que la definicién anterior es equivalente a que a,, = 0, Vn < 0.

Podemos ahora definir:

Definicion 1.5. Sea I" un subgrupo de congruencia y k € Z. Decimos que f : H — C
es una forma modular de peso k con respecto a I si:

1. f es holomorfa en H
2. f es débilmente modular de peso k con respecto a I’

3. fla], es holomorfa en infinito Voo € SLo(Z).
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La tercer condicién permite asegurar que f va a ser holomorfa en todos los
elementos de H*\ H, puesto que si s € H*\H, existe a en SLa(Z) tal que a(o0) = s

Llamaremos al espacio de las formas modulares de peso k con respecto
al.

Definicion 1.6. Sea I' un subgrupo de congruencia, y k € Z. Diremos que f : H —
C es una forma cuspidal de peso k con respecto a I si:

1. f es una forma modular de peso k con respecto a T’

2. flal, (00) =0, Yo € SLa(Z).

La segunda condiciéon implica que f se anula en todas los puntos de Q U {oo}.

Llamaremos al espacio de las formas cuspidales de peso k con respecto
al.

Resumimos en el Teorema [I.7]las propiedades mas relevantes de los espacios de
las formas modulares y cuspidales.

Teorema 1.7. Sean k, | enteros y I', I'1 y Uy subgrupos de congruencia. Entonces:
1. My(T") es un C-espacio vectorial de dimension finita.
2. Sk(T') es un C-subespacio vectorial de My (T").
3. SiT1 CTe = Mg(T1) D Mg(T2) y Sk(T1) 2 Sk(T2).
4. 81 fe M), g€ Mi(I') = fg € My(T).
5 Sik#1= Mi(T)NnMT)={0}.
Casi todas las propiedades son simples de chequear, salvo, el hecho de que

dim(Mg(T")) < oo. La prueba de este hecho se puede encontrar en el Capitulo 3
de [DS00).

A partir del Teorema , obtenemos que = Pz Mi(I') es un anillo y
que = @z Sk(I') es un ideal de M(I').

1.2. Operadores de Hecke

El objetivo serd poder definir transformaciones lineales entre dos espacios de
formas modulares del mismo peso.
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Sean I'y y I's dos subgrupos de congruencia y « € m (matrices 2x2 con
entradas racionales y determinante positivo).

Consideremos el conjunto I'yal's = {y1ay2: 71 € T'1,72 € I'2}. Se puede de-
mostrar que I'y \ T'yal's tiene una cantidad finita de clases. Sea {3;};_, un con-

junto de representantes de I'; \ I';al's. Dado que cada 3; € GL;r (Q) necesitaremos
extender el operador [7], de la Seccion . Si 8 € GLy(Q)y f € C*, definimos:

F1Bl (2) = (det B)*15(B,2)F f(B(2)).

Es claro que esta definicién extiende a la anterior puesto que si v € SLo(Z),
dety = 1.

Sea f € My(I'1). El operador de peso k sera:

fTialal, =Y flBilk

i=1

donde {B;};_, es un conjunto de representantes de I'y \ T'yals.

Teorema 1.8. Sean I'y y I's dos subgrupos de congruencia y o € GL;(@).

1. [TyaI's], no depende del conjunto de representantes {f;};_; de I'1 \ T'1als.
2. [Plarg]k : Mk(r1) — ./Vlk(rg),

3. [FlaI‘g]k (Sk<F1)) g Sk(rg)

Demostracion. 1. Sea B = v18; con v1 € T = f[Bk = fImBilk = fimlelBilk =
fBilk puesto que f € My(T1).

2. Sea 2 € Ty = (f[T1alalk)vele = iy fBinelk = >0i—; fIB{]x donde
Bl = Bivy2 para cada i. Dado que {ﬁ;};l es también un conjunto de representantes,
f[C1al'9]x es débilmente modular de peso k. Ademas cada f[B;] es holomorfa en
H* lo que hace a f[I';aIl's]x holomorfa en H*.

3.8 f € Su(T), fol(o0) = 0, V8 € SLo(Z). Ahora, FIBc[dk = f[Bdlk, v
como f3;0 actua moviendo todos los elementos de QU{oo} en todos los elementos de

QU {0}, flBid]k(c0) =0y esto Vo € SLa(Z), y por tanto f[[hals], € Sp(T'2). O

1.21. T,y (n)

Nos importaran dos operadores de Hecke en particular.

Sean N,n € N tal que med(n, N) = 1. Por la identidad de Bézout, existen
a,b € Z tal que an — bN = 1, y por tanto, tenemos que (]‘\‘] 2) € T'o(N). Esto
nos asegura la existencia de una matriz de la forma (,% %) en T'o(IV), lo que nos
permite definir el siguiente operador:

10



1.2. Operadores de Hecke

Definicion 1.9. Dados N,n € N tal que med(n, N) = 1. Definimos el operador
diamante como : ME(T'1(N)) = Mg(T1(N)) tal que

[T1(N) (,% &) T1i(N)], Si med(n,N) =1

(n) =
0 Si mecd(n,N) > 1

donde (,% 2) € To(N)

Veamos que la definicién anterior no depende de a, b o r. En efecto, sean
b - b "yl _ (an—b'N d'b—ba | _
(7‘(]1\7 n)’(rgNn) € FO(N) Dado que (T'C]LV n) (r{’IN n) - (nN('r—r’) a/n—b/rN) -

m €T (N) = (]‘\’, fb) = (‘}\; ?{) y por ende no depende de la eleccion de a, b o r.

Llamemos a € T'g(V) a la matriz vinculada al operador (n). Observemos que
como Fl(N) < Fo(N) entonces Fl(N) \ Fl(N)od“l(N) == Fl (N) \Fl(N)Fl(N)Oz =
I't1(N)\T'1(N)a por lo que para el operador diamante, f [I'1(N)aI'1(N)], = f[o],.-

Definicion 1.10. Sea N e N yp € @ Definimos el operador [I,| como
Ty : Mi(L1(N)) = Mp(L'1(N)) / Tp = [1(N)al'1 (N)],,

con o = ((1)2),

Podemos hallar un conjunto de representantes {3;};_, para el operador T}, de
forma de tener una formula més explicita:

Teorema 1.11. Sea N un entero positivo yp € P =
>0 (o)l si. p|N

SPGB+ IR (B, si ptN

T,f =

donde mp —nN =1

Una prueba del Teorema se puede encontrar en la pagina 170 de [DS00].

Buscamos ahora generalizar el operador 7T}, a cualquier natural n. Para ello,
necesitaremos el siguiente teorema:

Teorema 1.12. Sean p,q € P distintos y d € N, entonces:
1. Ty(d) = (d)T

2. Sea f € M(T'1(N)), entonces f es 1-periddica y los coeficientes de la expan-
sion de Fourier de T),f son:

an(Tpf) - anp(f) + 1N(p)pk_1an/p(<p>f)

!Denotamos PP al conjunto de los ntimeros primos

11
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donde
1 si ptN

0 si p|N

3. T,T, = T,T,

Demostracion. 1. Sea v € To(N) y a = (52) la matriz vinculada al operador T,

entonces yay ! = (§ ) (méd N)y por tanto I'y(N)al' (N) = 1 (N)yay™'Ti(N).

Por otro lado, si {#;};_; es un conjunto de representantes para T}, entonces

T

JT1(V)8i =T1(N)al'1(N) = T1(N)yay ™ 'T1(N).

Usando dos veces el hecho de que I';(N) << T'g(N), obtenemos que

UTiW)8i = v (T1(N)al (V)7 = <U Fl(N)/Bz) v =TV )vBy
=1

i=1 =1

y multiplicando por v a derecha nos queda

T8y = [ Ta(N)8:.
i=1

i=1
Si v es una matriz vinculada al operador diamante (d) entonces tenemos que
T T
(DTof =D F1Be =D fBilk = Tpld) f
i=1 i=1
y esto para toda f € Mg(I'1(N)).
2. (Esquema de demostracién) Dado que (1) € I'1(N), entonces f es 1-
periédica. El objetivo es tomar los representantes del operador T}, del Teorema

y calcular las expansiones de Fourier de cada f[3;].

3. Utilizando la férmula para los coeficientes de la expansiéon de Fourier de T}, f
dos veces consecutivas (para T}, y para T,) obtenemos

an(Tp(qu)) = anpq(f) + 1N(q)qk71anp/q(<Q>f) + 1N(p)pk71anq/p(<p>f)
+1n(pa) (P0)* @ pg () )-

Como la ecuacion es simétrica con p y ¢, los operadores conmutan. ]

12



1.2. Operadores de Hecke

Definimos el operador de Hecke para potencias de primos y para n = 1 como:

Ty =id
Ty = TpyTpr—1 — p" H(p) T

Luego, si n es un natural tal que su descomposicién en factores primos es
R o (O Y
n = [[", p;’, entonces

m
T, = H Tpi.
=1

Cabe mencionar que para que esté bien definido es necesario verificar que
Tyr'Tys = TysTyr para p,q € P distintos y r, s € N. Esto hecho es simple de verificar
utilizando el Teorema [1.12

El Teorema resume algunas propiedades de conmutatividad de estos dos
operadores de Hecke.

Teorema 1.13. Sean m y n dos enteros positivos. Entonces:
1. T (n) = (n)Tpy
2. (mn) = (m)(n) = (n)(m)
3. TwnTy, =TT

4. Simed(m,n) =1=T,T, = Tiun

Demostracion. 1.y 4. se obtienen del Teorema y de la definicién de T),. Para
3. alcanza con probar por induccién que T}, Tps = Tp,sT)r, y para 2. alcanza con ver
que (6 ) (0n) (M6d N) = (§,m,) (méd N). O

A partir del Teorema [I.12}(2) y de la definicion de T}, en funcién de su des-

composicién en factores primos, podemos obtener los coeficientes de la expansién
de Fourier de T, f.

Teorema 1.14. Sea f € My(I'1(N)) y 1), un operador de Hecke. Los coeficientes
de la expansion de Fourier de T, f son de la forma:

am(Tnf) = Z dkilamn/d2(<d>f)‘

dlmed(m,n)

En particular, st med(m,n) = 1= an(Thf) = amn(f).

13



Formas Modulares

1.2.2.  Adjunto de operadores de Hecke

A partir de ahora trabajaremos en Si(I'1(N)). El objetivo sera ver rapidamente
que los operadores del conjunto [T°(N)| = {T},, (n) : mcd(n, N) = 1} son normales
en S(I'1(N)).

Definicion 1.15. Sea T : V — V un operador lineal. Diremos que T es un opera-
dor normal si conmuta con su operador adjunto.

Para poder definir su adjunto serd necesario definir un producto interno en
Sk(C1(N)).

Definicion 1.16. Dado T' subgrupo de congruencia, el Producto Interno de Pe-
tersson ( , )p : Sp(I") x Sk(I') — C viene dado por

1

(fio)r = o

J ) F T )y,
donde Vi = fX(F) y%dxdy.

El conjunto X (I') sera definido en la Seccion La verificacion de que efecti-
vamente es un producto interno se puede encontrar en la Seccion 5.4 de [DS00]. El
siguiente teorema nos serd util:

Teorema 1.17. Sea T' C SLo(Z) un subgrupo de congruencia, o € GLI (Q) y defi-
namos o/ = det(a)a™!. Entonces Vf, g € Si(I),

(fPalk, 9) o110 = (f, 9T T]k)p

La prueba de este resultado se puede encontrar en la Proposicion 5.5.2 de
[DS00].

Teorema 1.18. Sip{ N entonces T, y (p) son operadores normales.

Demostracion. Sea a € T'o(N) una matriz vinculada al operador diamante, enton-
ces o' = a~ L. Como I'1(N) <1 Ty(N) entonces o 'T'1 (N)a = I'1(N) y el Teorema

queda:
(P)f.9)r = (FICalli, ghp = (£.9l0a'Tl) = (£, p)"'g)

Por lo tanto (p)* = (p) ' y ser su inverso conmuta con (p).

Para T}, al igual que en el caso anterior o 'I'a = I' y usando el Teorema m,
obtenemos que [I'al']; = [['a/T);.

(%)~ (87) (K1)
la tercera en T'o(N).

Sea o = ( 5 2) la matriz vinculada a T}, entonces o’ = (g

1)
1
donde n y m se eligen para que la primer matriz esté en I'; (N) y

14



1.2. Operadores de Hecke

Por lo tanto T'1(N) (59)T1(N) =T1(N) (o) (& ) T1(V).

Sea {f;};_, un conjunto de representantes para el operador T,. Usando que
' (V) < T'p(N) tenemos que

T

Ly(N) (59) TLN) = Ta(V) (62) TiV) (R ) = T8 (§ ) -
=1

Dado que (X ") € I'1(N), entonces mp—nN =1y m=p~! (méd N), lo que
lleva a que

* -1
Tp = <p> Tp
Finalmente, utilizando el Teorema tenemos que 7T, es normal. O

Luego, si tenemos n € N coprimo con N, el operador (n) se puede descompo-
ner en sus factores primos y como cada uno de ellos es normal, su composicién es
normal. De igual manera ocurre para 7T, y sus factores primos, demostrando que
los elementos de TY(NN) son normales. Utilizando el Teorema Espectral para ope-
radores normales, tenemos entonces que cada operador de T°(N) tiene una base
ortogonal de vectores propios. Méas ain, por el Teorema los operadores de
T°(N) conmutan y por lo tanto se diagonalizan simultdneamente, lo que implica
que podemos encontrar una base ortogonal de vectores propios para todos los ele-
mentos de TO(V). Utilizaremos la terminologfa “forma propia” en lugar de vector
propio a partir de ahora.

1.2.3.  Formas cuspidales nuevas y viejas

Sea M un divisor de N. Es facil ver que I';(N) C T'1 (M) y por lo visto en el
Teorema [L.7](3), Sg(I'1(M)) C Sp(I'1(N)). Otra forma de encajar Si(T'1(M)) <
Sk(T'1(N)) es utilizando el mapa inyectivo [ con ag = (g (1)) y d un divisor de

N/M.

Nos interesa distinguir las formas cuspidales que provienen de niveles que son
divisores de N con las formas cuspidales que corresponden solo al nivel V. Para ello
hacemos la siguiente definicién, combinando las dos formas de encajar Si(I'1(M))
mencionadas al comienzo de la seccién:

Definicion 1.19. Sea d divisor de N e iq: (Si (T1 (%)))2 — Sk(T'1(N)) dado por
ia(f,9) = f + glaglk. Definimos el subespacio de formas viejas de nivel N
como:

Sp(T1(N))7 = "Tm(ig).

AN
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La definicion de es la formalizacion de lo que se mencionaba al

principio. El término f es debido a la observacion de que Si(I'1(M)) C Sk(T'1(N))
y el término asociado a g es debido a que Si(I'1(M)) — Sk(T'1(N)) por [agk-

Definicion 1.20. El subespacio de formas nuevas de nivel N serd el comple-
mento ortogonal del subespacio anterior con respecto al producto interno de Peters-
son:

Sp(T1 (V)" = (Sp(T1 (V)™ )+

Teorema 1.21. Para cualguier N,n € N, |Sp(T'1(N))™| y Si(T'1(N))% son inva-

riantes por T, y (n).

Una demostracién del Teorema se puede encontrar en la Proposicién 5.6.2
de [DS00]. Es facil deducir del Teoremal[L.21]y de la Seccion [1.2.2]que los subespacios
“old” y “new” tienen una base ortogonal de formas propias de T°(V). De hecho, en
Sk(T1 (V)™ se puede quitar la condiciéon de med(n, N) = 1. En efecto, para el
caso de (n) es sencillo, porque si med(n, N) # 1, (n) = 0 y todos las formas son
formas propias. Para el caso de T, serd una consecuencia del Teorema [I.25]

1.2.4. Valores propios

Estudiamos los valores propios de T}, para las formas propias en S (I'1 (IV))™™.
Para ello precisaremos primero el siguiente lema:

Teorema 1.22 (Lema principal). Si f € Sp(I'1(N)), tiene una expansion de Fourier
f(z) = >0 gan(f)g" donde a,(f) = 0 cuando med(n,N) = 1, entonces f €
Sk(T1(N))*.

Una prueba del Teorema se puede encontrar en la Seccion 5.7 de [DS00].

Teorema 1.23. Sea f € Sp(T'1(N)) una forma propia de todos los operadores de
TO(N) tal que a1 (f) = 0. Entonces f € Si(T'1(N)).

Demostracion. Usando la féormula del Teorema tenemos que a1 (T, f) = an(f)
y ademas como f es forma propia, T, f = cpf = a1(Thf) = cpa1(f) paramed(n, N)
1. Como ai(f) = 0 = an(f) = 0 cuando med(n, N) = 1y por el Teorema [1.22]
f € STy (NPl =

El contrarreciproco del Teorema nos muestra entonces que si f es una
forma propia nueva para todos los operadores de T°(N), entonces a1 (f) # 0.

Definicion 1.24. Sea f € Sp(I')"™ wuna forma propia para todos los operadores
de TY(N) con T' un subgrupo de congruencia. Diremos que f es normalizada si

ai1(f) = 1.

Teorema 1.25. Si f € Sp(I'1(N))™™ es una forma propia normalizada de todos
los operadores de TO(N) = T, f = an(f)f, Vn € Z7.
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Demostracion. Consideremos g, = Tinf — am(f)f. Como f € Sp(I'1(NV))"" =

Tinf € Sk(T1(N))™" por el Teorema y por lo tanto g, € Sk(I (V)™
Veamos que g, es forma propia de todos los operadores de TY(N). En efecto,

como f es forma propia de los operadores de TO(N), Tf = af =

Tgu = TTf —an())Tf = TuT S ~an())TS = a(Tinf ~am(f)f) = agm. Obser-

var que en uno de los pasos utilizamos el Teorema[1.13|para cambiar 1T, por T,,,T.

Por altimo, a1(gm) = a1(Tmf) — am(f)ai(f). Una vez més, usando la for-
mula del Teorema tenemos que a1(Tnf) = am(f) vy como a1(f) = 1 =
a1(gm) = 0 y por el Teorema [1.23} g, € Sp(I'1(N))° y como ya vimos que
gm € SE(T1(N)™ = g, = 0= T f = am(f)f y esto Vm € ZT. O
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Capitulo 2

Curvas Modulares y espacios de Moduli

2.1. Curvas modulares

En la Secciéon definimos una accion SLo(Z)/{£I} ~ H*.

Definicion 2.1. Dado T' subgrupo de congruencia, definimos la curva modular
con respecto a I' al conjunto

XT)={Tz:2zeH}=T\H"

En el Capitulo 2 de [DS00| se prueba que [X (I')| es una superficie de Riemann
Hausdorff, conexa y compacta y en el Capitulo 7 de [DS00| que es una curva alge-
braica sobre Q.

En particular nos van a interesar =X{Ti(N))y = X(To(N))

Definicion 2.2. De manera andloga, definimos

YIT)={Tz:2€e H} =T \H.
En particular nos van a interesar [Y7 (V) m Y(I'1(N)) e m Y(To(N

Es claro que c X(D).

Definicion 2.3. Una cuspide es un elemento I'q de X (I') con g € QU {oo}.

Se puede ver que para cualquier subgrupo de congruencia, la cantidad de ctis-
pides es finita. En efecto, como SLa(Z)/{+I} ~ QU {oo} es una accién transitiva,
la cantidad de ctspides va a ser menor o igual a [SLa(Z) : I'], y como vimos luego
de la definicion [L.2] [SLa(Z) : T < occ.

Dado que los precisaremos en la Seccion [3.3] daremos una idea de las cartas
de X(T'), sobre todo en las cuspides. En efecto, dado = € H*, existe una funcion
holomorfa v; : T; — V; con Tj entorno de = y V; entorno de 0 tal que ¢;(x;) =
Yj(x) © m(x1) = w(x2), siendo m : H* — X(I') la proyeccion cociente. Por lo
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tanto, 1; pasa al cociente X (I'), y permite definir una carta ¢; que hace conmutar
el siguiente diagrama:

T, (2.1)

i

Vi< Us

Sis € QU{oo}, existe § € SLa(Z) tal que d(s) = oo. Sin dar detalles de prueba,
tenemos que el Stabsps—1(00) = [i (% ’f)] para algin h > 0 (la existencia de este
h estd asociada a lo visto posterior a la definicién y si definimos p(7) = e
entonces po ¢ = 1; como en el diagrama que lleva s en 0. El conjunto U sera
un entorno de s con la topologia dada en el capitulo 2 de [DS00]. En la figura

se ilustra como son los entornos U en los elementos de Q U {oo}.

N N N
. \ . A\ / S
/ Ny Ny A
! Vg \ \
I Vi Vi \
[ ‘ ‘f \
I
\ A A ]
\ N " /
\ VRS /A /
\ L -\ 72—\ /
N Z-3 L-2 ;
N // \ // \ 7/
S Py }\ A }\ e
S~ -7\ /\\ A\ )\~__ -\ ,\\ A\ )‘-__ -
— = e-=" ‘¢l @9l "= -~ ‘¢ 9 @l "=--@-=-"

Figura 2.1: En gris, los entornos de los puntos racionales y el co. Se observa que
son circunferencias tangentes a la recta real que dos a dos no se intersectan.
(Imagen extraida de [DS00]).

2.2. Reticulos e isogenias

Definicion 2.4. Un reticulo en C es un conjunto A = w1 Z @ waZ con wi, wy € C
tal que w1 /wy € H. Un toro complejo es el cociente ={z+A:zeC}.

Es simple chequear que los toros complejos son un grupo con la suma.

Teorema 2.5. Sean A = wiZ & woZ y N = wiZ & whZ dos reticulos. Entonces
A =N siy solo si 3y € SLa(Z) tal que

(&) =)
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Demostracion. (=) Si A = A’ entonces

Wi = awy + bwsy
wh = cwr + dwsy

Tomemos v = (¢}). Como {wi,ws} es también base del reticulo A’ como Z-

médulo, entonces v € GLy(Z) y como y~! = detl(y) (,dc _ab), entonces det(y) = 1.

Luego como wi /wy ¥ w)/wh € H, entonces det(y) > 0.

() Sea y = (24) tal que

Wi = awy + bwo
wh = cwr + dwy

Tomemos nw| +mwh € A’ entonces nwi +mwh = (na+me)w; +(nb+md)ws € A
por lo que A’ C A. Como ~ es invertible, usando y~! se prueba que A C A’. O

Definicion 2.6. Dado z € H definimos el reticulo[A] = 2Z & Z.

Definicion 2.7. Una tsogenta es un morfismo de grupos holomorfo entre dos toros
complejos.

Teorema 2.8. Si ¢ : C/A — C/A es una isogenia = Im € C /mA C Ay
e(z+A) =mz+ A. Ademds, ¢ es invertible < mA = A,

Demostracion. Lo primero es utilizar algtin teorema de levantamiento de Topologia
Algebraica para pasar ¢ a una funcion @ : C — C holomorfa, de manera de que el
siguiente diagrama conmute:

c—% .¢C

C/A—2=C/N.

La proposicion 1.33 de [Hat01] nos asegura la existencia de una ¢. A continua-
ci6n damos una idea de la construccion de ¢:

Sea xp € C un punto base en C y x € C un punto arbitrario. Sea v : [0,1] - C
una curva tal que v(0) = zo y 7(1) = = (existe porque C es conexo por caminos)
y consideremos o mp oy la imagen de v por ¢ o mx.

Sea yp = @ o mp(xp). Como 7y tiene infinitas preimagenes para yo, elijamos
una que denotaremos yg. Una vez elegido 1, existe una tnica curva v en C tal que
7(0) = 4o y mar(¥) = ¢ o mp 0 7. Definimos @(z) = 5(1).

Para ver que estd bien definida consideremos 4/ : [0,1] — C otra curva tal que
7' (0) = g y v/(1) = z. Como C es simplemente conexo, existe una homotopia ~s
tal que v0 = vy 71 = 7. Como ¢ y 7 son continuas, vs pasa a una homotopia
@ OTA O s €N C/A’ y por tanto, como el punto base gy es el mismo, entonces
(1) = 4/(1). Finalmente ¢ es holomorfa porque 7y tiene inversa local holomorfa.
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Si tomamos A € A y consideramos ¥y (z) = @¢(z + A) — ¢(z), entonces 1y es
holomorfa y solo toma valores en A, y por lo tanto v, es constante dado que A’ es un
conjunto discreto. Esto lleva a que dado A € A, 3N € A’ tal que ¢(z+A) = p(2)+ .

Si derivamos, @'(z + \) = ¢'(2) lo que muestra que ¢’ es A-periodica y holo-
morfa, y por tanto acotada, y por Liouville, ¢’ es constante = @(z) = mz + b.
Dado que se que tiene que cumplir que p(z + ) = ¢(2) + N = mz + mA+b =
mz+b+ XN = m\ = )\ y esto para VA € A = mA C A’. Finalmente, como
queremos que sea un morfismo, b € A’.

Para la segunda parte, el directo, veamos que si mA C A’ = 3z € A’ tal que
z/m & A= p(z/m+A)=z+ A = A puesto que z € A'. Dado que ¢(A) = A/,
tenemos entonces que ¢ no es inyectiva, lo que es absurdo. Para el reciproco, veamos
que ¢ : C/A" — C/A dado por (w+A') = m~tw+A es el inverso de . En efecto,
Yop(z+A) =v(mz+AN)=z+m A+ A =2z+ A puesto que m~'A’ = A. Del
otro lado, pop(w+A') = p(m™tz+A) = w+mA+ A = w+ A’ usando de vuelta
que mA = A, O

Si la isogenia es no nula, el ntucleo debe ser finito, puesto que como el toro
complejo es compacto, si el ndcleo es infinito debe ser la isogenia nula.

Definicion 2.9. Sea @ un morfismo no nulo. Definimos el grado de o como
= o7 (y)| cony € Im(yp).

Dado que ¢ es un morfismo, el grado queda bien definido y de hecho
deg(p) = |ker(p)| (en caracteristica 0).

Definicion 2.10. Sea N € N. Definimos el morfismo [N] : C/A — C/A dado por
[N](z4+A) =Nz+A.

Definicion 2.11. Dada ¢ : C/A — C/A" una isogenia tal que o(z +A) = mz+ N,
definimos la isogenia dual como | : C/N' — C/A [@(z + N) = 498, 4 A

m
Teorema 2.12. Sea ¢ una isogenia y © su isogenia dual, y N € N. Entonces:
1. deg([N]) = N2.
2. pp = [deg(p)].
3. deg(p) = deg(y)-

i ¢=¢.

Demostracion. Trivial. O
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2.3. Espacios de Moduli

Consideremos ahora un par (F,C) donde E es un toro complejo en C y C es
un subgrupo ciclico en E de orden N. Definimos la equivalencia ~g donde
(E,C) ~o (E',C") < Jp : E — E' isomorfismo holomorfo tal que p(C) = C".

Definicion 2.13. El espacio de Moduli para To(N) es el conjunto
={(E,C) : E toro complejo, C ciclico de orden N de E}/ ~y.

De manera analoga, consideremos un par (E, Q) donde E es un toro complejo
en Cy @ punto en E de orden N. Definimos la equivalencia ~; donde (E,Q) ~
(E',Q") & Jp : E — E' isomorfismo holomorfo tal que p(Q) = @'.

Definicion 2.14. El espacio de Moduli para I'1(N) es el conjunto
={(F,Q) : E toro complejo, Q punto de orden N en E}/ ~q.

Teorema 2.15. Sea N entero positivo.
1. So(N) = {[C/A;, (1/N + A;)]~, : z € H} donde dos clases son equivalentes
si y solo si To(N)z =To(N)zZ'.
: So(N) — Yo(N) dado por ¢o([C/A,, (1/N + A.)]~,) = To(N)z es una

biyeccion.

2. S1(N) ={[C/A,,1/N + A.]~, : z € H} donde dos clases son equivalentes si
y solo siT1(N)z =T1(N)z2

: S1(N) — Yi(N) dado por ¥1([C/A;, (1/N + AL)]~,) = T1(N)z es una

biyeccion.

El Teorema nos dice entonces que los puntos de las curvas modulares los
podemos entender como un par “toro complejo-subgrupo ciclico”.

2.4. Divisores

Definicion 2.16. Sea X una superficie de Riemann compacta. Un divisor es una
suma formal de mailtiplos enteros de puntos de X :

D:anac

reX
donde ng € Z,Vx € X y #{x € X :n, #0} < o0

Llamaremos al conjunto de los divisores de X.
Observaciones:

» Div(X) es un grupo abeliano libre con la suma
Dopex Ma® + D e x Mp® = D e x (e +n5)w
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Curvas Modulares y espacios de Moduli

= Div(X) se puede ver como Z-médulo con el producto n. (Y, ey nex) =
erx(nnm)m

= Div(X) tiene un orden parcial dado por D" .y nlx > Y v Na@ < nlp > ng,
Ve e X.

Teorema 2.17. Sean X, Y dos superficies de Riemann compactas. St ¢ : X —
Div(Y) = 3! ¢ : Div(X) — Div(Y) morfismo tal que el siguiente diagrama con-
muta:

2 Div(Y)

| <

Div(X)

Demostracion. Basta con definir ¢(3° c x na%) = > c x Nap(2).

2.4.1. Pullback y Pushforward entre divisores

Sea h : X — Y una funcién holomorfa no constante entre superficies de Rie-
mann compactas. Sean (U, ¢) una carta de x y (U, ) una carta de h(z). Nos sera
util el siguiente teorema:

Teorema 2.18 (Teorema del comportamiento local). Sea g : © C C — C holo-
morfa no contante, zg € {1 y m = min {k: >1: g(k)(zo) #* O}. Entonces, ezisten un
entorno abierto U de zy y 1 : U — C biholomorfa tal que g(z) = g(z0) + (¢¥(2))™

El Teorema, nos dice que localmente g es m a 1. Si tomamos g = ohop™!

podemos definir el grado de ramificacion de h en x como el m del Teorema
El natural e, queda bien definido ya que como las cartas son biholomorfas,
no depende de ellas.

Diremos que un punto z es ramificado si e, > 1. El Teorema [2.18 nos muestra
también que los puntos ramificados son aislados. En efecto, esto es porque g es
localmente 2% y el inico punto ramificado de z%* es el 0. Otra forma es observar
que los puntos ramificados son ceros de ¢’, y como g es no constante, g’ no es cero
y por lo tanto tiene ceros aislados.

Por otro lado es importante mencionar que la cantidad de preimagenes de
cualquier y € Y es finita. En efecto, como h es holomorfa no constante h=1(y) no
acumula en X y como X es compacto, h~!(y) es un conjunto finito.

Teorema 2.19. Sea h : X — Y holomorfa no constante entre superficies de Rie-
mann Hausdorff, compactas y conexas. Entonces erlrl(y) e es constante Vy € Y.
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2.4. Divisores

Demostracion. Sea € ={x € X 1e;, > 1}, X' = X\ &, Y =Y \ h(€). Dado que
#E < 0o pues £ es aislado en X que es un conjunto compacto y que X,Y son
conexas, entonces X/, Y’ son conexas, y si tomamos y € Y’, como X es Hausdorff
v #h~1(y) < oo, encontramos entornos disjuntos dos a dos para las preimagenes
de y en donde h es invertible. Como e, = 1, Vo € h~!(y) obtenemos que la funciéon
g:Y — N/gly) = #h ' (y) es localmente constante en el conexo Y’ y por
tanto g es constante y se extiende a todo Y de forma continua. Por tanto, si ahora
tomamos y € Y, tenemos ¢’ € Y’ en un entorno de y, y por el Teorema 2.18] dado
x € h™(y), 3 es la imagen de e, puntos ' en un entorno de x, donde para cada
uno de esos 2/, e,y = 1, lo que prueba lo buscado. O

Definicion 2.20. Dada h : X — Y holomorfa no constante entre superficies de

Riemann Hausdor(f compactas y conezas, definimos deg(h) como la constante del
Teorema [2.19.

Definicion 2.21. Dados X, Y superficies de Riemann compactas y h : X — Y

holomorfa no constante, definimos el pullback entre divisores como:

h*:Div(Y) = Div(X) / h*(y) = Y el
z€h~1(y)

La funcién queda bien definida puesto que la cantidad de preimégenes de
cualquier punto de Y es finita. Usando el Teorema se extiende luego para
Div(Y).

Definicion 2.22. Dados X, Y superficies de Riemann compactas y h : X — Y
holomorfa no constante, definimos el pushforward entre divisores como:

hy : Div(X) — Div(Y) / hy(z) = h(z).

Usando el Teorema se extiende a Div(X).

2.4.2. Grupo de Picard

Definimos el morfismo deg : Div(X) — Z dado por deg(}__ ¢ x ") = > c x >
y llamamos = ker(deg).

Definicion 2.23. Sea f: X — C meromorfa. Definimos el divisor de f como:

div(f) = Y valf)w,

zeX

donde es el orden de cero o de polo de f (Siv,(f) >0, f tiene un cero en x
y st ve(f) <0, f tiene un polo en x).

Denotaremos al conjunto de los divisores de Div®(X) que provienen
de una funcidn meromorfa f. A estos divisores los llamaremos principales.
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Dado que si f,g: X — C son funciones meromorfas, se tiene que div(f/g) =
div(f) — div(g) y que div(f) € Div®(X) = Div*(X) es un subgrupo de Div’(X).

Definicion 2.24. El grupo de Picard es el conjunto = Div’(X)/ Div(X).

Observemos que si el género de X es positivo (gx > 0), entonces fijado x¢ €
X, tenemos una inclusion i tal que X < Pic?(X), dada por i(z) = [z — aq].
Para demostrarlo utilicemos la féormula de Riemann-Hurwitz, que enuncia que si
h : X — Y es una funcién holomorfa no constante entre superficies de Riemann
compactas, gx es el género de X y gy es el género de Y entonces:

2gx — 2 =deg(h)(29y —2) + Y _ (ex — 1)
reX

Para ver que 7 es un encaje, alcanza con ver que dados dos puntos z,2’ € X,
no existe una funcion meromorfa f : X — C tal que 2/ — g = = — o + div(f), o
lo que es lo mismo, no existe f una funcién meromorfa tal que div(f) =z’ — x.

Si existiese tal f, entonces deg(f) =1, y por lo tanto e, = 1 para todo x € X.
Utilizando la férmula de Riemann-Hurtwitz nos queda que 2g, — 2 = 0, pero esto
no puede ser si g, > 0.

Veamos ahora que los mapas h, y h* descienden a Grupos de Picard:

Teorema 2.25. Sea X,Y superficies de Riemann compactas y h : X — Y una
funciéon holomorfa no constante. Entonces:
1. h(Div(X)) C DivY(Y) y h*(Div?(Y)) C DivY(X).

2. h.(Divi(X)) C Div/(Y) y h*(Div*(Y)) C Div¥(X).

Demostracion. 1. Sea D = Yy nzz € Div0(X) = deg(h.(D)) = Y
deg(D) = 0.

Siahora D =3 -y nyy € Div’(Y) = deg(h*(D)) = D oyey My Dopeh-1(y) €x =
deg(h) > ey ny = deg(h) deg(D) = 0.

zeX Ng =

2. Sea f : X — C meromorfa. hy(div(f)) = Y oex Vae(f)h(z) =

= Syer [Saen 1y %)) v- Defino normy f(y) = TLe 1) ()= Entonces

normy, f es meromorfa y vy(normy, f) = >, c,—1(,) V=(f) v entonces h.(div(f)) =
div(normy, f). ~
Si ahora f : Y — C meromorfa, h*(div(f)) = X_ ey vy(f) Zpen-1(y) €xx- Aho-

ra, si tomamos foh : X — ((A:, f o h meromorfa y v,(f o h) = e (f) =
div(F o h) = S x exvie) ()2 = Xyey VolF) Soenos( €x = b*(div(f)). O

Los divisores y el Grupo de Picard pueden extenderse a curvas algebraicas pro-
yectivas no singulares sobre cuerpos arbitrarios y tendremos nociones equivalentes
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2.5. Operadores de Hecke

para las definiciones 2.20], 2.21] y .22} El siguiente resultado muestra que en cur-
vas algebraicas proyectivas podemos obtener un representante para una clase del
Grupo de Picard, evitando un conjunto finito de puntos. Este resultado nos sera
1til en la Seccion 31

Teorema 2.26. Sea C' una curva algebraica proyectiva no singular sobre un cuer-
po k y S C C un subconjunto finito. Entonces, dado [D] € Pic’(C), existe un
representante Y pconpP € [D] tal que np =0 VP € S.

Demostracion. Sin dar detalles de la contruccién, utilizando herramientas de Geo-
metria Algebraica se pueden construir funciones {Fp}p g tal que vp(Fp) =1y
vQ(Fp) = 0 para todo @ € S\ {P}. Luego, dado D = }_pcgnpP +> pecrgnpP,
definamos F' = [[pcg(Fp)"" = div(F) = Y pcgnpP + D', donde D'|s = 0. La
existencia de D’ viene dada del hecho de que deg(div(F')) = 0. Tomando clases,

[D] = [D — div(F)] = > pecngnpP — D', y por tanto, D — div(F)|s = 0. O

2.5. Operadores de Hecke

El objetivo de esta seccién es mostrar que los Operadores de Hecke se pueden
definir en divisores de curvas modulares, Grupos de Picard y Espacios de Moduli,
de una forma analoga a la hecha en el Capitulo [I] para formas modulares.

Sean I'1, I'y dos subgrupos de congruencia, o € GL3 (Q) y {8;}/_; un conjun-
to de representantes de I'; \ I'yal's. Definimos |[I';al's]| para divisores de curvas

modulares como:

[[1als] : X(Ty) — Div(X (1)) dado por Tyz - Y T1;(2).
=0

Luego, [I'1al's] se extiende rapidamente a un morfismo de Div(X (I'2)) usando
el Teorema [2.17], donde queda:

Z n,l9z — an Zflﬂi(z).
z z =0

2.5.1. Operadores de Hecke en Grupos de Picard

Veamos que [I'jal's] se puede ver como composicion de pushforwards y pull-
backs. Para ello, definimos I's = a 'T'ia N Ty y Fg = alsa™! =T, Nnalya!.
Sea {f;};_; un conjunto de representantes de I'1 \ I'yal's, se puede probar que si
definimos §; = a~14;, entonces {§;};_, es un conjunto de representantes de I's \ .

Como I's < T'y y I'y < Ty, tenemos definidas las proyecciones m : X(I'y) —

X(T1), mg : X(I'3) — X (I'2). Definiendo & : X(I's) — X (I'5) / &(T'3z) = Tha(z)
obtenemos el siguiente diagrama.:
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X(I'3) —%= X(I)

Veamos que [I'1al's] = 7y 4 0 &, o m5. En efecto

T ' ' T

fio A T, %

FQZ '% ZF362'(Z) '064 ZFgaéi(z) = ngﬁz(z) — FLBZ'(Z).
i=0 i=0 i=0 i=0

Cabe destacar que e, no aparece en el primer término porque al sumar en todas

las coclases, ya se estd contando e, veces en caso que un elemento tenga multipli-

cidad.

Usando el Teorema Vemos que 71 x, G y 5 descienden a grupos de Picard,
y por ende [['1al's] desciende a grupos de Picard. En particular, quedan definidos
T, : Pic’(X1(N)) — Pic”(X1(N)) cuando I'y = Ty = T1(N) y o = (g5) v (n)
cuando 'y =Ty =T (N) ya = (% ).

2.5.2. Operadores de Hecke en Espacios de Moduli

Por otro lado, y a raiz de la Seccién podemos ver a [['1(N)al'1(NV)] :
Div(S1(N)) — Div(S1(N)). Sea [E, Q] € S1(N). Si usamos el Teorema tene-

mos que:

B,Q] = [C/AL, 1/N + A 25 Ty (V)2 "5 ST ()8 (2) Y,
=0

r

D [C/ s /N + Agy)] -
1=0

Si pensamos en 7}, el Teorema muestra que tenemos dos casos. Analicemos
el caso cuando pt N (que es el caso que nos interesa en la Seccion [4.3)).

Si B = (é;), entonces (j(z) = %j. SifBe=(Np) (g(l)), entonces [ (2) =
mpz-+n

Noeip- Se puede verificar que A, C Ag,,) y entonces Ag(,)/A, = C; es un
subgrupo de C/A,. Utilizando el Tercer Teorema de Isomorfismo tenemos que
E/C = (C/A:)/ (Mg, (z)/Az) = C/Ag,(2)-

Tenemos entonces los subgrupos Cy, ...,Cp—1, C, uno por cada matriz 3; en
el conjunto de representantes. Para j # oo, 5;(2) + A es generador del subgrupo
Cj. Para Cy, tenemos que Co = (N2 + 1)Ag_(;) y entonces

Coo = ]19 ((mpz +n)Z & (Npz+p)Z).

28



2.5. Operadores de Hecke

Usando el Teorema [2.5] con la matriz (¥ ;) tenemos que
1 1
Coo=—pzZBZL) =22 & —Z.
p p
Por lo tanto C, es generado por % + A,

Dado que cada generador tiene orden p, entonces los Cj son subgrupos de orden
p. Por otro lado, dado que p{ N y que Q@ = 1/N + A, entonces C; N (Q) = {0}
para todo j, y ademads, los C; son disjuntos dos a dos.

Juntando todo, podemos contar la cantidad de elementos que implican estos
subgrupos de la siguiente manera: tenemos p+ 1 subgrupos con intersecciéon trivial
dos a dos, por lo que hay p — 1 elementos diferentes por cada uno, y todos com-
parten al 0, de forma que el total de elementos es 1 + (p + 1)(p — 1) = p? que es
la cantidad de elementos de orden p en el toro complejo C/A,. Esto implica que
Co, ...,Cp—1,Cx son todos los subgrupos de orden p en el toro complejo.

Por lo tanto, si p{ N tenemos que:

T,[E,Ql = > [E/C,Q+C] (2:2)
C<E
|Cl=p
En la figura se muestra un ejemplo de los subgrupos de orden 5 para un
reticulo C/A,.

0 1

Figura 2.2: En la figura se muestra en C/A, los seis 5-subgrupos ciclicos unidos con
rectas (Imagen extraida de [DS00]).

Si trabajamos con el operador diamante (n), y tenemos a = (,% %) € I'o(N)
una matriz asociada al operador diamante entonces

[E,Q] ~ [C/A,,1/N+A,] REN I'(N)z »ﬂ ' (N)a(z) »ﬁ [C/Aa(z), 1/N —i—Aa(z)] .
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Counsideremos el reticulo A = (az + b)Z & (rNz 4+ n)Z. Dado que
az +b z
= N
rNz+n 1

Observemos que Ay () = a(2)Z© Z = T?VZ;S:’”Z ® 7Z y que si definimos

¢ : C/Ayz) — C/A una isogenia entre toros complejos dada por ¢(w + Ay(z)) =
(rNz+n)w+A, entonces por el TeoremaL7  es un isomorfismo de toros complejos
que manda %+Aa(z) > ”N%Jr/\ =rz+5+A, = §+A.. Porlo tanto, en término
de elementos del espacio de Moduli, [C/Aq(.), 1/N + Ay()] = [C/A.,n/N + A.] lo
que prueba que:

por el Teorema [2.5) A = A,.

(n)[E,Q] = [E, [n]Q)]. (2.3)
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Capitulo 3

Curvas Elipticas y Variedades Abelianas

3.1. Curvas Elipticas

Definicion 3.1. Una curva eliptica sobre un cuerpo k es una ecuacion

E vy +a1zy + asy = 22 + asx® + asx + ag

no singular con ai,...,ag € k.

Llamaremos |E(k)| = {(x,y) ek E(z,y) = 0} U {oo}.

Se define el discriminante como un polinomio en los coeficientes de la
curva eliptica, que cumple que |E| es no singular si y solo si A(E) # 0.

Si la caracteristica del cuerpo no es ni 2 ni 3, mediante cambios de variable,
puede llevarse E a la forma

v =2 +ar+0 (3.1)

con a,b € k. Esta reduccién se conoce como la forma normal de Weierstrass.
Para las curvas de esta forma, A = 4a® + 27b%.

Definicion 3.2. Sea E una curva eliptica en su forma normal de Weiertrass. De-
. . . . 3 3
finimos el invariante = —1728% = 17284(131727[)2.
El término “1728” esta asociado a una relacion del invariante j(F) con la forma
automorfa 7, que es una divisién entre dos formas modulares de peso 12 que utiliza
también el término “1728” para remover factores comunes.

Realizaremos cambios de variables para identificar curvas elipticas con el mismo
invariante j. Un cambio de variable serd admisible si es de la forma:

z=u’z" ,y=udy conuek”
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Este cambio de variable lleva ecuaciones de Weierstrass en ecuaciones de Weiers-
trass, puesto que hecho el cambio de variable, obtenemos la curva eliptica

y? =2 + au=t2’ + u . (3.2)

Si llamamos A al discriminante de la ecuacion de (3.1) y A’ al de la ecuacion
(3-2) = A’ = A/u'?, y si utilizando la misma notaciéon para los invariantes, tene-
mos que 7' = j.

Si en particular, k es algebraicamente cerrado, ab # 0 y tomamos u = (3)1/2,
obtenemos la curva eliptica

3 3
2 _ 3 a a
Escribiendo ‘bl—; en funcién de su invariante j, nos queda
1 275 1 275
2 3
— 3= _Z ) 3.3
vy 4(;’—1728)‘” 4<j—1728> (8:3)

Las curvas elipticas no singulares presentan una ley de grupo que se ejemplifica
en la figura [3.1] para un cuerpo k C C.

i
| L

-3

Figura 3.1: Ley de grupo en una curva eliptica

Para obtener la suma de dos puntos Py @), tomemos la recta que pasa por ellos.
Como la curva eliptica es un polinomio de grado 3 en z, tiene un tercer punto R que
estd en la recta y en la curva eliptica. Simetrizando R con el eje real, obtenemos el
punto P+ Q. Cabe considerar que oo es el nulo del grupo y cuando se suma P+ P,
la recta que se toma es la tangente por P (que esta bien definida porque la curva
eliptica es no singular). Con esta operacion, las curvas elipticas se transforman
en un grupo abeliano. En particular, podremos considerar isomorfismos de grupos
entre dos curvas no singulares, y de hecho se puede demostrar que dos curvas E' y
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E’ son isomorfas < j(F) = j(E'), lo que lleva a que todas las curvas elipticas se
pueden llevar a alguna curva eliptica isomorfa de la forma de la ecuacion (3.3).

Dado N € N, definimos : B(k) — E(k) como

IN[(P)=P+..+P.

Nwveces

El subgrupo ker([N]) seran los puntos de N-torsion. Escribiremos E[N| =

ker([N]) < E(k).

Teorema 3.3. Sea E una curva eliptica sobre k y N € N tal que N = [[;_, pi* con
p; € P,Vi=1,...,r. Entonces:

1. E[N] = I, Elp{).
2. Sip# char(k) = E[p°] ~ (Z/p°Z)>.
3. Sichar(k){ N = E[N] ~ (Z/NZ)*%.

4. Sip=char(k)= E[p°| ~Z/p°Z ¢ E[p°] = {0}.

En particular, si p = char(k) y Elp] ~ Z/pZ, diremos que E es ordinaria y si
E[p] = {0} diremos que F es supersingular.

Los toros complejos estén conectados con las curvas elipticas sobre C. Dado A
un reticulo sobre C, llamaremos funcién de Weierstrass a la funcién
pa 1 C— CU{oo} dada por:

@A(Z):Z%"FZ <(Z_1w)2—;2>,

weA*

donde A* = A\ {0}.

Teorema 3.4. La funcion pp es meromorfa en C, A-periddica y el par (pa, o))
satisface la curva eliptica [E] : y? = 42% — go(A)x — g3(A) sobre C, donde ga(A) =
60G4(A) y g3(A) = 140Gg(A), siendo Gi(A) =3, (o} 1.

El Teorema resume una importante conexion entre la estructura de las
curvas elipticas y los toros complejos:

Teorema 3.5. 1. Sea A un reticulo y Ex(C) las soluciones complejas de la curva
eliptica Ex = EA(C) ~ C/A como grupos y como superficies de Riemann.

2. La funcion {A : A reticulo} — {E cy? =423 — ax — b} dada por A — E\ es
una biyeccion.
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El Teorema nos dice entonces que toda curva eliptica sobre C se puede ver
como un toro complejo y viceversa. Mas aun, esta relacién entre toros complejos y
curvas elipticas nos permitira generalizar los conceptos de isogenia, isogenia dual
y operadores de Hecke a curvas elipticas sobre cualquier cuerpo k. En efecto, las
isogenias seran morfismos entre curvas elipticas que verifican el Teorema [2.12] y
los operadores de Hecke se generalizan a partir de las ecuaciones y .

Por altimo, mencionamos sin dar una prueba, el siguiente teorema a utilizar en

el Capitulo

Teorema 3.6. Sea E una curva eliptica sobre un cuerpo k. Entonces el mapa

Pic’(E) — E,

Z npP — Z [TLP]P

PeE(Fp) PeE(Fp)

es un isomorfismo de grupos, considerando en E la suma presentada en la Seccion

3.1

La prueba de este hecho se puede encontrar en el Teorema 7.3.3 de [DS00].

3.2. Jacobiano

Definicion 3.7. Sea V un abierto de C. Definimos el conjunto de formas diferen-
ciales holomorfas en 'V a

(V) ={fdz / f:V = C es holomorfa}.

Definicion 3.8. Sean Vi, Vs dos abiertos de C y o : Vi — Vo holomorfa. Definimos
el pullback asociado a ¢ como

0" Qo (Vo) = (V1) / 0" (f(22)dz2) = flip(21))¢ (21)d21.

Es simple ver que|§2, ,(V')|es un C-espacio vectorial y ¢* es una transformacion
lineal.

Sea X una superficie de Riemann con un atlas A = {(g;, Uj)}jeJ donde
wj : Uj — V; C C para cada j. Por ser una variedad, el cambio de carta es
holomorfo. Llamemos Vj, = ¢;(U; NUg) v Yk = ¢k © (pj_l : Vik — Vi El
diagrama (3.4) ilustra la situacion.

U; NU (3.4)

Pk,j
Vik,Vj Viej» Vi
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3.2. Jacobiano

Definicion 3.9. Sea X una superficie de Riemann con un atlas A = {(p;, Uj)}jeJ'
Una forma diferencial holomorfa en X es una coleccion de formas diferenciales
locales

(wj)jes € [T hat(V3)
jeJ

que verifica que SOZJ(WHV,W-) = wjlv, -

A esta ultima condicién que debe cumplir , que esta asociada al cambio

de carta la llamaremos condicion de compatibilldad. Denotaremos (2, (X)) al
conjunto de las formas diferenciales holomorfas en X.

Sea X una superficie de Riemann compacta de género@ y consideremos Ay, ..., A,
curvas cerradas longitudinales alrededor de cada asa y By, ..., By curvas cerradas
latitudinales alrededor de cada asa como muestra la figura

Denotemos|(2;,,(X)"|el espacio dual de Q},(X) ysea B =3 [, , [ 11 =1, ...,g} C
A

Q; ;(X)". Entonces B es linealmente independiente en Q7 ,(X)" como R-espacio

vectorial y se cumple que

Q}wz(X)AzR/ @...@R/ @R/ EB...EBR/ .
Ay Ay By By

Figura 3.2: Ejemplo de una superficie de Riemann de género 3 en el que se ilustran
las curvas longitudinales y latitudinales alrededor de cada asa.

Definicion 3.10. Definimos el grupo de homologia de X al conjunto

Hi(X,7) :Z/ @...@Z/ @Z/ @...EBZ/ .
A Aq B B,
El conjunto [H; (X,Z)|serd un reticulo en Q; ,(X)". Pese a que no lo demostra-

remos cabe mencionar que si « es una curva cerrada en X, entonces existen tnicos
mi,...,Mg y N1,...,Ng € Z tales que
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g g
/a:;ml/Al—l-;nz/Bl

y por tanto, para cualquier curva cerrada o, [ € H1(X,Z).

Definicion 3.11. El Jacobiano de X es el conjunto
Jac(X) = Q4 (X)"/H1 (X, Z).
Nos interesaran principalmente = Jac(X1(N)) y = Jac(Xo(V)).

Sean z,xg € X. En principio, f;o no esta bien definido puesto que depende de
la curva que los una. Sin embargo, si 7,7’ son dos curvas que llevan xg a x, tenemos
que fy = f7 + J, con o una curva cerrada y como [ € Hi(X,Z), f:fo queda bien

definida a menos de elementos de Hy(X,Z), es decir que ffo € |Jac(X)|

Dado que Hi(X,Z) es un reticulo, el Jacobiano serd un toro complejo g-
dimensional.

Teorema 3.12 (Teorema de Abel). El mapa

Pic’(X) — Jac(X) dado por [Z nxm] — Z nx/

X
reX reX Zo

es un isomorfismo de grupos.

Este isomorfismo permite pasar todos los mapas entre grupos de Picard defini-
dos en la Seccion a Jacobianos, como lo son h*, h, y [['1al'e] por lo visto en
la Seccion 2.5.1} En particular, T y (n) acttan en Ji(X).

3.3. Formas diferenciales en X (I")

Sea I un subgrupo de congruencia y w = (w;);es € Q). ,(X(I')). Por lo visto en
la Seccion dado = € H*, tenemos una funcion v; : T; — V; con Tj entorno de
x y V; entorno de 0 que define una carta en el cociente. Escribamos TJ’ =T;NH,

Vi = i(T5) y wj = wjlv,-

Llamemos 7 : H* — X(I') a la proyeccion cociente y definamos W*(w)\UJ/_ =
w;f (w;) Utilizando la compatibilidad de w y el hecho de que H es simplemente co-
nexo, se puede ver que 7*(w) = f(z)dz para una funcion f holomorfa definida en H.

Como w es un objeto de X (I'), es I'-invariante, y por lo tanto, dada v =
(2b) €T, f(2)dz =v*(f(2)dz) = f(7(2))7(2)dz. Un simple calculo muestra que
7'(2) = (cz +d)~2 = j(y,2)"2 y por tanto f(2)dz = f[y]2dz, lo que implica que f
es una forma débilmente modular de peso 2 para I'.
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3.3. Formas diferenciales en X (I')

Observemos que ocurre con las cuspides. Por lo visto en la Seccion 2.1 para
2mwiT
una cuspide s € QU {oo}, la carta 1; es ¢; = pod donde p(1) =e n y d(s) = 00
con ¢ € SLa(Z).

Consideremos el dibujo de la figura que muestra la accion de los mapas 6 y
p. Definimos como z a la variable en el entorno U de s, como 7 a la variable en el
entorno W de 0o y ¢ a la variable en el entorno V' de 0. Se cumple que 6(z) =7y

que p(7) = q.

U V

s I

Figura 3.3: Accién de los mapas § y p en los entornos de s, oo y 0 respectivamente
(Imagen extraida de |[DS00]).

Por la definicion de forma diferencial holomorfa en X (T'), existe una funcion
holomorfa g : V' — C tal que w|y = g(¢)dg. Calculando el pullback, nos queda que

(pod)(wlv) = (pod)(9(q)dq) = g(q)(pod)(2)dz.

Al igual que como mostrabamos antes, ¢'(z) = j(6,2)"2 y calculando también
p' v utilizando la regla de la cadena obtenemos:

21 .

§(8,2)72.

h

Como pod es carta de X(I'), (pod)*(wlv) = f(2)dz en U \ {s} y por lo tanto
f(2) = g(@)ai(6,2) "2 en U\ {s}.

(pod)*(wlv) =g(a)q

Sea f = flala = fld]2 = f = f(3(2)) = f(r) = g(g)a%". Dado que g esta
definida en V' y es holomorfa, f tiene una extensiéon holomorfa a co y su valor en co
se obtiene de sustituir ¢ por 0 segin la Definicion lo que prueba que f(oo) = 0.
Realizando esto con todos los elementos de Q U {oo}, obtenemos que f € Sa(T).

El camino inverso toma ideas de las presentadas anteriormente. Si f € So(I") y
tomamos s una ctspide con d y & como antes, entonces f(7) = fla]a(1) = 9(q)q 3
con g holomorfa en un entorno de 0. Luego, se puede encontrar una forma diferencial
wr € QF (X(T)) tal que 7 (wy) = f(2)dz, lo que da lugar al siguiente resultado:
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Teorema 3.13. Sea T' un subgrupo de congruencia, entonces ¢ : Qf (X(T)) —
S2(I") dada por (wy) = f es un isomorfismo de C-espacios vectoriales en donde
[y wy cumplen que 7™ (wy) = f(2)dz.

3.4. Variedades Abelianas

El Teorema nos permite ver que 2} (X (T'))" =~ S(I')" es un isomorfismo
de C-espacios vectoriales, por lo que existe un subgrupo de Sa(T')" que se identifica
con Hi(X(T"),Z).

Los operadores de Hecke acttian sobre So(T')" de la siguiente forma:

T:SM)" = SN ) o @oT.

De hecho, como T desciende a J; (N, la accion de T' queda definida en Hy (X ('), Z) ~
7.

Teorema 3.14. Sea f € So(T'1(IN))™™ una forma propia normalizada para todos los
operadores de Hecke del conjunto T°(N). Entonces los valores propios del conjunto
{an(f) : n € Z} son enteros algebraicos.

Demostracion. Sea T un operador de Hecke de T°(N). Por lo mencionado ante-
riormente, la accion de T queda definida en Hy(X1(N),Z) ~ 7?9, y por tanto su
polinomio caracteristico Y7 es moénico y tiene coeficientes enteros. Por el Teorema
de Cayley-Hamilton, x7(T) = 0 en Sa(I')" y por tanto x7(T) = 0 en Sa(T"). Si xr
es el polinomio caracterfstico de T en S3(T") = xr | X7 vy como xr(\) = 0 para
cualquier valor propio de T'= Y7 (A) = 0 para todos los valores propios de T'. Si
tomamos T' = T, por lo visto en el Teorema obtenemos que X7, (an(f)) =0
y por lo tanto los a,(f) son enteros algebraicos. O

Definicion 3.15. Definimos el dlgebra de Hecke como

Tz =Z [{Tn,(n) :n € ZT}] y Tc =C[{Thn,(n) :n € Z"}].

Es decir que es el Z-moédulo generado por los operadores de Hecke y es
el C-espacio vectorial generado por los operadores de Hecke. Dado que Tz es un
submédulo de Endz(Hq(X1(N),Z)) donde Hy(X1(N),Z) es finitamente generado,

entonces Ty es finitamente generado por ser Z un DIP.

Sea f(z) =Y .2, an(f)¢" una forma propia normalizada de todos los operado-
res de Hecke de Tz. Definimos el siguiente morfismo:

)\f : Ty — C / Tf = )\f(T)f.

Dado que Tz es finitamente generado, su imagen por @ también lo es, y
usando ademds el Primer Teorema de Isomorfismo obtenemos que Tyz/ ker(Ay) =~
Z[{an(f) : n € Z1}] es finitamente generado como Z-mo6dulo. Esto ultimo da otra
prueba del Teorema (3.14
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Definicion 3.16. Sea f € So(I'1(My)) una forma propia normalizada, nueva para
el nivel My, tal que f(z) =Y o7 an(f)q". Definimos el cuerpo de coeficientes

de f como el cuerpo Ky = Q({an(f)})

Como Z [{an(f) : n € ZT}] es finitamente generado, [K; : Q] < co.

Dado que Tz actiia sobre Ji(Mj), tiene sentido el subgrupo ker(Ay)Jy(My) y
por ende podemos definir:

Definicion 3.17. Dada f € Sa(I'1(My)). Definimos la variedad abeliana aso-
ctada a [ como el cociente

Ay = Ji(My)/ ker(Ag)Jy(My).

Se cumple que es un toro complejo de dimension [K; : Q]. La prueba puede
encontrarse en la proposicion 6.6.4 de [DS00).

Observemos que T7z/ ker(\y) actta sobre Ay. En efecto si tenemos T+ I con
Ieker(hy) v j € h(My) = (T +1)(j) = T() + 1(j) y dado que 1(j) €
ker(Ay)Ji(My), [T] actia sobre Ay, y por lo tanto también lo hace su imagen iso-
morfa, que es Z [{a,(f) : n € Z}]. Dado que A\f(T}) = a,(f) (ver Teorema [1.25)),

el siguiente diagrama conmuta:

(M) 2 Jy (M) (3.5)

L ap(f) l

A ——— 4y
Para entender la accién del mapa a,(f) nos sera ttil el siguiente resultado:

Teorema 3.18. Sea f € So(I'o(My)) una forma propia nueva normalizada de todos
los operadores de Hecke tal que f(z) = >_,° ;an(f)q", @ : Ky — C un encaje y
[7(z) =300 a%(f)q™. Entonces f7 es también una forma propia nueva normali-
zada de todos los operadores de Hecke.

Entonces, sea ¢ € Sp(I'1(My))". Como observamos al comienzo de la seccion,
podemos identificar a .J; (M) con un cociente de So(I'1 (My))" y aunque no entrare-
mos en detalles, a Ay lo podemos identificar con un cociente del dual del subespacio
vectorial generado por {f? : 0 € Gal(C/Q)}. Para simplificar la notacion llamemos
H a Hi(X1(N),Z) y A al mapa a,(f). Utilizando el diagrama (3.5, tenemos que:

A(lp + H]) = [po T, + HJ.

Sea f una forma propia normalizada de todos los operadores de Hecke y sea
o : Ky < C un encaje, entonces 1), f7 = a,(f7)f7 = (ap(f))? f7 lo que lleva a que:

Allp + H))(f7) = (ap())7 [ + H](F7). (3.6)
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Vemos en particular que cuando ay,(f) € Z, (ap(f))” = ap(f) y la fila de abajo
del diagrama (3.5) es multiplicar por a,(f). Ademas, si 1,02 € C y considera-
mos los mapas que ellos generan segun la ecuacion (3.6]), entonces es facil ver que
51 o 52 - 5152.

Buscamos ver como se puede descomponer el Jacobiano en variedades abelianas.
Para ello, observemos primero que la definicion puede extenderse a toros de
dimensién superior a 1 y de hecho, tenemos una generalizacién para el Teorema

28

Teorema 3.19. Si ¢ : CI/A; — Ch/A} es una isogenia entre toros complejos
=g=nh, p(z+ANy) =Mz+ A, con M € GL,(C) y MAy C Ay,

La prueba de [3.19| es idéntica a la presentada en el Teorema [2.8|

Por otro lado, definimos una relacién de equivalencia entre las formas propias
nuevas normalizadas:

~ f <= f = f° para algin o € Gal(C/Q).

|

Teorema 3.20. Emiste una isogenia
J1 (N) — @ Af
fin

donde [ se mueve en los distintos representantes de las clases de equivalencia an-
terior en So(I't(My)) con My divisor de N y n se mueve en los distintos divisores

de N/Mf.

El Teorema junto con el diagrama (3.5), nos permite crear el siguiente
diagrama:

Ti(N) L TL(N) (3.7)

j Hf,n ap(f) l

Utilizando la existencia de una isogenia dual, podemos pasar el diagrama ({3.7))

@f,n Af Hf’" ) @f,n Af (38)
Ji(N) il Ji(N).
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3.4. Variedades Abelianas

De manera analoga podemos definir = Jo(My)/ker(Af)Jo(My) y todos los
teoremas y resultados dados para Ay se cumplen en A}.

El siguiente resultado seré clave en la Seccion

Teorema 3.21. Sea f € Sa(I'g(My)) una forma nueva tal que a,(f) € Q Vn € N =
A’f es una curva eliptica sobre C y Ja : Xo(N) — A’f un morfismo sobreyectivo
sobre C de curvas algebraicas.

Demostracion. Dado que a,(f) € Q entonces Ky = Q y por tanto, dim(4}) = 1.
Como A’f tiene dimensién 1 y es un toro complejo, por el Teorema Ay es una
curva eliptica sobre C.

A partir de lo dado a lo largo del documento, tenemos morfismos que nos dan
el siguiente camino que nos definen el morfismo o que buscamos:

Xo(N) <> Div®(Xo(N)) % Pic®(Xo(N)) = Jo(N) = A
Dado que dim(A’f) =1y « es no trivial, entonces es sobreyectivo. O]
Pese a que la demostracién del Teorema [3.21] se hizo sobre C, se puede probar
que Xo(N), Ar y A’f estdn definidas sobre Q y que hay un morfismo a como en
el Teorema sobre Q. Los Operadores de Hecke pueden también definirse de

igual manera a lo hecho hasta ahora pero sobre Q. Estas ideas son presentadas en
el Capitulo 7 de [DS00].
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Capitulo 4

Relacion de Eichler-Shimura

4.1. Reduccién de curvas elipticas sobre Q

Sea p € Py sea Z el anillo de enteros algebraicos (el conjunto de los niimeros
complejos que satisfacen un polinomio moénico con coeficientes enteros). Conside-
remos en Z el ideal pZ. Por Zorn, podemos encontrar un ideal maximal Iﬂ tal que
pZ C p. Fijemos p a partir de ahora y consideremos la localizacion

_ T _
Z():l) = {y$,y€Z,y¢P}

El conjunto es un subanillo de Q que contiene a Z y su finico ideal maximal
es pZ(p). Tenemos por tanto que Z(p) /pZ(p) €s un cuerpo.

Teorema 4.1. 1. El mapa ¢ : Z/p — Z(p)/pz(p) dado por a+p — OH—pZ(p), es
un isomorfismo de cuerpos.

2. Z/p es una clausura algebraica de .

A partir del Teorema identificamos (p) /pz(p) y entonces el mapa
~ Z( ) — F, dado por & = « —i—pZ( ) es un mapa sobreyectivo con ker(~) = pz(p).

Notemos también que ~ induce un morfismo de anillos entre Z)[x1, ..., Tn] y
Fp[x1, ..., 5] que se obtiene de transformar los coeficientes de los polinomios de
L)1, s 7] POT ~. Sip € Ly [w1, ..., Tp], ¢ serd su transformado por ~.

Definicion 4.2. Sea C una curva algebraica sobre Q definida por los polinomios
D15 ey Pm € Lp) [z1, ..., 2p]. Diremos que C tiene buena reduccion modulo p si

@1y s Pm define una curva algebraica sobre F,. En ese caso llamaremos C a la
reducciéon de C mddulo p.

Buscamos extender la funcion ~ a ~: P*(Q) — P*(F,). Para ello precisaremos
el siguiente resultado:

Teorema 4.3. Sea a € Q\ {0} = a 0 1/a € Zy,



Relacién de Eichler-Shimura

De esta manera, si P = [zg : ... : 2] € P"(Q), tenemos que algunas de sus
coordenadas es no nula; supongamos que xy # 0, por lo tanto P = [1 : % S i—g]

y su primer coordenada estd en Z(p). Ahora, si % € Z(p) pasamos a la siguiente
coordenada, si no, por el Teorema %) € Z(p) y entonces al multiplicar por 22, no

?
alteramos la primer coordenada porque estamos multiplicando dos elementoé del
anillo y la segunda coordenada pasa a ser 1. De esta manera, haciendo este proceso
en todas las coordenadas, se obtiene una representacion P = [yg : ... : y,| donde
Y; € Z(p)Vi =0,...,n y alguno de los y; = 1. Luego, se puede aplicar la funcién ~,
obteniendo un punto reducido P = [90, -+, Yn] que efectivamente se encuentra en
el proyectivo, dado que alguna de sus coordenadas es no nula. Llamaremos Pala

reducciéon de P.

Tenemos entonces dos maneras de aplicar ~: a los coeficientes de la ecuacion
que la determina, o a los puntos de la curva proyectiva. Por lo hecho anteriormente,
aplicarsela a los puntos de la curva proyectiva no tiene inconveniente. Sin embargo,
consideremos el caso de la siguiente curva eliptica con coeficientes en Q. Aclarar

que si los coeficientes son de |Z,)| = {5 cx,y €L,y ¢ pZ} C Q, la funcién ~ se

puede definir de Z,) a F) y lleva % — oy~ (méd p).
1 1

E:y2:x3+—2x+f.
p p

En la forma que se presenta, los coeficientes de F no se pueden reducir puesto
que hay denominadores cuyo inverso no estd bien definido en F,,. Sin embargo, po-
demos realizar algtin cambio de variable admisible que quite estos denominadores,
como por ejemplo, tomar v = p~!, obteniendo:

Ey? =28 4 p2a + 0.
Ahora los coeficientes se pueden reducir, y su reduccién es:
E . y/2 — x/3.
Ocurre que el discriminante de E es nulo y por tanto F no es una curva eliptica.

Si bien esto parece tener que ver con la curva eliptica anterior, nuestra defi-
nicién de curva reducida va a tener un problema si permitimos cualquier cambio
de variable admisible. En efecto, si E : 4> = 2% 4+ ax + b es una curva eliptica
cualquiera con a,b € Q tal que rla,r'b € Z para algin | € N, entonces el cambio
de variable admisible u = 7! deja a la curva eliptica E’ como:

E y? =2+ rtazr’ + 1%

que al reducirla para un primo p | r nos queda:
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4.1. Reduccién de curvas elipticas sobre Q

y serd singular como la anterior.

Se hace necesario afinar que cambio de variable admisible tomaremos para
representar la curva eliptica que queremos reducir.

Definicion 4.4. Dado q € Q y p € P, podemos expresar q como q = p*m/n con
m,n € Z de forma que ptm y que p t n. Definimos la valuacion de q con respecto
ap como:

vp(q) =e.

Definicion 4.5. Sea E una curva eliptica con coeficientes en Q y € el conjunto de
las curvas elipticas con coeficientes en Z y que se obtienen de E a partir de un
cambio de variable admisible. Definimos la valuacion de E como:

vp(E) = min {v,(A(E")) : E' € £}.

Definicion 4.6. Dada E una curva eliptica con coeficientes en Q, definimos el
discriminante minimo global de E como:

Amn(E) = H prr(B),

Este producto es finito puesto que = 0 para todo p 1 A(F). Se puede
demostrar, que existe un cambio de variable admisible que da una curva eliptica
E' € € tal que A(E') = Llamaremos a £’ la ecuacién de Weierstrass
minimal global de F, puesto que esta ecuacién permite una reduccién no ambi-
gua para todos los primos simultdneamente.

Cabe mencionar, que las definiciones , y pueden extenderse a Q,
cambiando Z por Z y pZ por p, con la diferencia de que no necesariamente encon-

traremos una ecuacion de Weierstrass minimal global, sino que tendremos una E’
para cada p.

A partir de ahora, trabajaremos con la version F de la curva eliptica que tenga
discriminante minimo.

Definicion 4.7. Diremos que E tiene buena reduccion en p < E es una curva
eliptica sobre IF),.

Por como fue definido Ay,in y vp(E), es claro que E va a tener buena reduccion
modulo p < pt Apin-

Sea E una curva eliptica y |E|su reduccién médulo p. La reduccion sera:
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1. Buena: Si E es una curva eliptica.

a) Ordinaria: Si Elp| = Z/pZ.
b) Supersingular: Si E[p] = {0}.

2. Mala: Si E no es una curva eliptica.

a) Semiestable o multiplicativa: Si E tiene un nodo.

b) Inestable o aditiva: Si E tiene una cuspide.

El caso de mala reduccién semiestable fue el caso demostrado de la Conjetura
de Taniyama-Shimura que dio paso al Ultimo Teorema de Fermat (ver Capitulo
@. El hecho de que sélo tengamos esos dos casos para curvas elipticas con buena
reduccion fue enunciado en el Teorema [3.3](4).

Definicion 4.8. Sea E una curva eliptica sobre Q. Definimos el conductor de la
curva eliptica = HpE]P’ plr donde:

Si E tiene buena reduccion mddulo p

Si E tiene reduccion semiestable mdodulo p

Si E tiene reduccion inestable mdédulo p y p ¢ {2, 3}
+ 9, SiE tiene reduccion inestable modulo p y p € {2,3}

Sin entrar demasiado en detalle en 0, (porque trabajaremos en curvas con bue-
na reduccion) diremos que d3 < 6 y que d3 < 3.

Es claro que p | Apin(E) < p | NEg.
El siguiente teorema nos sera ttil en la Seccion (4.3

Teorema 4.9. Sea E una curva eliptica sobre Q con buena reduccion enp y N € N.
Entonces:

1. El mapa E[N] — E[N] es sobreyectivo.

2. Si C es un subgrupo ciclico de orden p en E. Entonces E/C tiene buena
reduccion a p. Mds ain, E/C preserva el tipo de reduccion que tenga E.

Por ultimo, si 7@ @ es su reduccién y E esla reduccion de la curva
eliptica, entonces Q € E(k) Sin embargo, no todos los puntos de E(k) son puntos
reducidos de F.
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4.2. Mapa de Frobenius y reduccién de isogenias

4.2. Mapa de Frobenius y reduccién de isogenias

Dado p € P, definimos el mapa de Frobenius como : F, — F, dado por
x — P

., gt . . . . o e .,
La funcion o, € Gal(F,/F,), y més atn, si definimos = 05, la funcion ope
tiene como puntos fijos a los puntos de Fye. Si bien o, es una funcién biyectiva, su
inversa no es un polinomio, por lo que no es un isomorfismo.

El mapa de Frobenius se extiende a P"(IF,) de forma biyectiva, dado por:

op([zo t ot y)) = [2h 1t 2] (4.1)

lo que nos permite considerar la accién de o, en curvas proyectivas sobre un cuerpo
de caracteristica p y en puntos de curvas algebraicas proyectivas.

Sea ¢ € Fplzo, ..., z5] un polinomio homogéneo, es decir que todo sus términos

tienen el mismo grado, dado por ¢(z) =Y _a.xz® (¢ es una forma corta de escribir
€0 e ; o — 9p .e .
x’...xgr) y consideremos ¢?(x) = Y a.”x¢. Tenemos entonces que:

P (a7) =3 al (z7)° = Y (aca®)r = (Z ) = (). (42)

€ €

Definicion 4.10. Sea C una curva algebraica proyectiva en F, determinada por los
polinomios 1, ..., om € Fplz1,...,x2,]. Definimos Co como la curva proyectiva en
F, determinada por los polinomios @1, ..., pny .

Definicion 4.11. Sea C una curva algebraica proyectiva en F, y Q un punto de C.
Definimos Q°? = 0,(Q) dado por la ecuacion (4.1)).

Por lo observado en la ecuacion (4.2)), si @ es un punto de una curva algebraica
proyectiva C, entonces Q°? es un punto de C?.

Buscaremos también pasar el mapa de Frobenius a divisores a través de las de-

finiciones y para obtener [0y Sea C una curva algebraica proyectiva

sobre F), y P un punto de C sobre F,. Es claro que 0, .(P) = 0,(P), y para el
pullback, dado que o, es biyectiva y el grado de ramificacién es p, tenemos que

Teorema 4.12. Sea h : C' — C" un mapa sobre F), de curvas proyectivas. Denotamos
op,c al mapa de Frobenius sobre C' y o, ¢ al mapa de Frobenius sobre C'. Entonces:

1. hoopc =opcroh.
-1 _ -1
2. ho Oy = 0p v © h.

3. h* 9] (Up7c)* = (Up’cl)* ©) h*.
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4. h* o U;’C = 0';70/ ] h*

Demostracion. 1. h: C'— C” es un mapa sobre I, de curvas proyectivas, entonces,
podemos homogeneizar h para obtener un polinomio con coeficientes en IF,, y como
op € Gal(F,/F,) = h° = h. Luego, a partir de la ecuacion (4.2)), obtenemos:

ho Op,C = Op,C’ © h.

. | -1 _ -1 -1 _ -1
2 ho Oy = 0y (v ©0p,Cr © ho Oy =0y © hoopco Oy =0y © h.

3. Es inmediato de la propiedad para la composicién de los pushforwards.

4. Sea P € C(Fy) = (hu 00}, ) (P) = phu(o, &(P)) = p(ho o, t)(P) =
= p(o, & o h)(P).
Por otro lado, (0, o © hs)(P) = 0 o (R(P)) = p(o;é, o h)(P).

Luego, alcanza con observar que P es genérico y los puntos de C sobre ﬁp)
generan el grupo de divisores. O

Definicion 4.13. Sea k un cuerpo y K una extension de k. K/k es separable si
para u € K, su polinomo minimal en k[z] es separable en k. En caso contrario,
diremos que es inseparable. Si para todo v € K, u es la inica raiz de su polinomio
minimal, K/k serd una extension puramente inseparable.

Por ejemplo, las raices que se adjunten del polinomio xP —s harén una extensién
puramente inseparable, puesto que si s = tP, se tiene que 2P — s = (r — t)P. La
extension adjunta solo una raiz, pero que se repite p veces.

Para hacer las siguientes definiciones, tendremos que mencionar algunos con-
ceptos de Geometria Algebraica. Si C es una curva algebraica irreducible sobre k

entonces C' = {P ek”:p(P)=0,Yp € I} con I un ideal primo de k[x1, ..., Zy].

Llamaremos = k[z1,...,2,]/I . kK[C] es un dominio y llamaremos [k(C)| a
su cuerpo de fracciones.

Sea h : C'— C” un morfismo sobreyectivo entre curvas algebraicas sobre F,. Lla-

memos ky = F,(C") y K1 = F,(C), entonces h* : k; — K, dada por h* (5) = %

es un mapa inyectivo, por ser un morfismo de cuerpos.

Dado que la composicién de dos extensiones de cuerpos separables es separa-
ble, podemos definir ks, como la extension separable maximal de h*(k;) dentro
de K. Por ser maximal, la extension K /kse, es puramente inseparable. Aunque
no entraremos en detalles, asociado a ks, tenemos una curva algebraica Cs, de
manera de tener el siguiente diagrama:

hins

hsep /
C Csep c’,
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y por lo tanto, h se descompone en dos morfismos de curvas algebraicas: uno sepa-
rable y otro puramente inseparable. Como h;,s €s puramente inseparable, entonces

Rins = ag siendo p® = [K1 : ksep|. En conclusion, h = hgep o 0’; donde e es el grado

de inseparabilidad de la extension (si e = 0 serd separable, e > 0 inseparable y
hsep = 1 puramente inseparable).

Definimos deg,,,(h) = deg(hsep) v deg;,s(h) = deg(og) = p°.

Teorema 4.14. Sean h,h' morfismos sobreyectivos entre curvas algebraicas, enton-
ces:

L deg(h) = degsep(h) degzns(h)
2. degsep(h/ o h) = degsep(h,) degsep(h)'
3. degins(h/ o h) = degins(h/) degzns(h)

4. Si ¢ es un morfismo sobreyectivo de curvas elipticas = degsep(p) = |ker(p)].

Definicion 4.15. Sea E una curva eliptica sobre Q, peP,e> 1y E su reduccidén
mddulo p. Definimos

ape(E) = pe -+ ]. — ‘E(Fpe)

Teorema 4.16. Sea E una curva eliptica sobre Q con buena reduccion en p € Py
E su reduccion = = Ope s + U;e como endomorfismo de PicO(E), stendo
Opex Y Ope €l pushforward y el pullback respectivamente.

Demostracion. Pensemos a la funcién id : £ — E como multiplicar por 1 y consi-
deremos el mapa o, — 1. La funcién ope — 1 es un morfismo de E. Para ver esto,
veamos que g, — 1, estd bien definido en Pic’(E) y como por el Teorema ,
Pic’(E) y E son isomorfos, entonces e — 1 esta bien definido en E.

Veamos ahora que op,e — 1 es separable. En efecto, supongamos que ope — 1 =
foopcon f: E — Eun morfismo. Despejando, nos queda que 1 = (0,e-1 — f) o0y,
y esto es absurdo, puesto que 0, no es un isomorfismo.

Ahora, dado que o, € Gal(F,/Fpe), entonces

B(F,.) = {P e E: P = P} = ker(ope — 1).

A su vez, como ope — 1 es separable, entonces ’E(Fpe)
deg(ope — 1).

= |ker(ope — 1)| =

Se puede demostrar (aunque no lo haremos) que h, o h* = [deg(h)] al igual que
con isogenias pero en caracteritica p. Usandolo con h = o,c — 1 tenemos que
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} = [deg(ope — 1)] = (0pe — 1) 0 (e — 1)" = (0 — 1) 0 (07 — 1) =

[deg(ope)] + 1 — ope s — 0pe = [P] + 1 — 0pe s — 0pe.

| EEe)

O]

Mediante ~ podremos reducir también los mapas entre curvas proyectivas. En-
contramos los siguientes resultados:

Teorema 4.17. Sih: C — C' es un morfismo_entre curvas algebraicas, donde C’
tiene género positivo, entonces existe h : C' — C' tal que:

1. El siguiente diagrama conmuta:

2. deg(h) = deg(h).

3. Sik:C" — C” es otro morfismo entre curvas proyectivas y k es su reduccion
=koh=Fkoh.

4. FEl siguiente diagrama conmuta:

Pic®(C) —~ Pic?(C")

NL ) lN

Pic)(C') = Picd(C7).

Un caso particular del Teorema es cuando C'y C’ son curvas elipticas y
h es una isogenia sobre Q. Si ¢ es una isogenia, también lo sera @.

4.3. Relacion de Eichler-Shimura

Sea N € N, p € Py p un ideal maximal de Z que contiene al ideal pZ como en
la Seccion K11

Dada la relacién entre toros complejos y curvas elipticas complejas presentada
en el Teorema (1), podemos extender la idea de Espacio de Moduli para pares
curva eliptica-subgrupo ciclico, tanto en caracteristica 0 como en caracteristica p.
En particular, consideremos la siguiente restriccion de Sy (N):

SN,y = {[E, Q] € 1(N) : J(E) ¢ {o, 1728}}
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4.3. Relacién de Eichler-Shimura

donde FE es una curva eliptica racional con buena reduccion moédulo py Q € E(Q)

es un punto de orden N. El hecho de que j(E) evite el conjunto {0, 1728} esta aso-
ciado a los problemas que implican estos valores en la curva eliptica de la ecuacién

(33)-
Para curvas elipticas en Fp definimos el Espacio de Moduli

S1(N)| = {(E,Q) : E curva eliptica en F, , Q € E(F,) punto de orden N}/ ~;

donde ~; es la equivalencia dada por (E,Q) ~1 (F,Q') < Jp : E — F'
isomorfismo de grupos tal que p(Q) = Q' y la restriccion

SiNY|={1B,Q) € $1(N) + J(E) ¢ {0,1728} }
por analogfa a lo hecho con |1 (V) Se cumple que el mapa

~s: S1(N)hy — S1(N) dado por [E, Q]+ [E, Q)] (4.3)

es sobreyectivo.

En el Seccion [2.1{ menciondbamos que X;(/N) es una curva algebraica sobre Q.
El siguiente teorema nos indica para qué primos tiene buena reduccién y nos da
un mapa conmutativo que utilizaremos méas adelante:

Teorema 4.18 (Teorema de Igusa). Sea N € N y p € P tal que p { N. Entonces
X1(N) tiene buena reduccion mdédulo p y el siguiente diagrama conmuta:

S1(N )y~ X1(N) (4.4)

=
S1(N) —— X1(N)

donde Y1 es el mapa del Teorema que admite una reduccion Y1 en la que
no entraremos en detalle, ~g es el presentado en la ecuacion ({4.3) y ~x es la
reduccion de la ecuacion asociada a X1(N) como curva algebraica sobre Q.

Nos interesa estudiar un diagrama con 7T}, de la forma:

PicO(X1(N)) —2> Pic®(X;(N)) (4.5)
Pic?(X,(N)) T, Pic?(X1(N))

La prueba de que existe un diagrama como (4.5)) queda por fuera de este traba-
jo, sin embargo calcularemos cual es la forma de 7),. La descripcién de T}, se conoce
como la relacién de Eichler-Shimura.
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Relacién de Eichler-Shimura

Por lo visto en la Seccion [2.5.2} para S1(/N) el operador de Hecke T}, es:

T,[E.Q= > [E/C,Q+C].
T

Dado que ? hace conmutar el diagrama ({4.5]), entonces To ~=n~ 0T, por lo

/—\_/

que para entender Tp, precisamos entender [E/C Q+ C’} para todos los subgrupos
C de orden p y los dos casos de reduccién de E.

Comencemos con E con reduccion ordinaria. Sea Cp el ntcleo del mapa ~:
E[p] — Ep]. Como E est4 en un cuerpo de caracteristica 0, Elp] = (Z/pZ)? y como
E tiene reduccion ordinaria, E[p| = Z/pZ. Por el Teorema ~ es sobreyectivo,
y usando el Primer Teorema de Isomorfismo, tenemos que |Cy| = p.

Teorema 4.19. Sea E una curva eliptica con reduccion ordinaria y C un subgrupo
de E de orden p, entonces

[E%, @%} Si C =Gy
B/, +¢] =
(o [l sic#ay

Demostracion. Caso C' = Cy: Sean E' = E/Cy, Q' = Q+ Cyoy ¢ : E — E' dado
por ¢(z) = = + Cp. En funcion del Teorema , podemos pasar de curvas elip-
ticas a toros complejos; por lo tanto existen reticulos A y A’ tal que £ ~ C/A,
E ~C/N, AN C N yepli+A) =2z+A. Como ker(p) = Cpy cuyo orden es
p, ¢ es p a ly por lo tanto la isogenia dual es ¢ : C/A — C/A dada por
Y(z+A) =pz+ A= [ker(y)| = deg(v) = p.

Si pensamos a E’ como el toro complejo C/A’, tenemos que |E’[p]| =p’y
utilizando el Primer Teorema de Isomorfismo, obtenemos que [ (E'[p])| = ‘ker Z] =
p.

Ademas, como por el Teorema o = [p] = eY(E'[p]) = [p(E']p]) =
{0} = ¥(E'[p]) C ker(p) = Cp. Luego como tiene el mismo orden, ¥(E’'[p]) = Cy.

Consideremos el siguiente diagrama conmutativo:

E'[p) —*~ Elp)

Nl~lw

E'p] = Elp).

Dado que Jo ~ (E'[p]) =~ oty(E'[p]) =~ (Cp) =~ (kex(~)) = {0} y como ~
es sobreyectiva, tenemos que ¥(E'[p]) = {0} = E’[ | C ker(v).
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4.3. Relacién de Eichler-Shimura

Por otro lado, Gy = Pl = ker()) C ker([plz) = E[p] = ker(¢)) = /Ev’[p]

Nos preocupamos ahora de los grados de todos los morfismos mencionados. En

efecto, por el Teorema deg(p) = deg(y) = |ker(¢)| = p, deg(lz) =deg(y)) =p
y como deg([p]) = deg(py) = deg(y) deg(v) = deg([p]) = p* = deg([p] 7).

Nos interesa ahora calcular los grados separables e inseparables. Dado que J

es una isogenia, por el Teorema |4.14[(4), degsep(zz) = ‘ker(z})’ = p. Luego, usando

el Teorema [4.14/(1), obtenemos que deg;,,(v) = 1. Aplicando lo mismo a [p]
obtenemos que degsep([p]ﬁ) = kel"([p]ﬁ',) =p= degzns([p]ﬁ) =D

£

Dado que degsep([]ﬂﬁ) = degsep(w) degsep(&) = degsep([ﬁ) =1y aplicando lo
mismo para deg;,,.(¢), obtenemos que deg;,,.(¢) = p.

De esta manera, obtenemos que ¢ =i o0 o, donde deg(i) = 1y por lo tanto i es
un isomorfismo que lleva Eo» — F y @“P - Q' yve=1

Como los puntos del espacio de moduli son equivalentes médulo isomorfismos
en las condiciones de 4, tenemos que:

.0]- ]

Caso C # Cy: Tomemos Q', E', ¢ y 1 de la misma manera que en el caso ante-
rior y definamos C’ = ker(¢)) y C, = ker(~'). Consideremos el siguiente diagrama:

Elp| —2= E'[p] (4.6)

Nl l“

Elp] 2 E'[p)

Dado que E tiene reduccién ordinaria, por el Teorema (2), E’ también y
por tanto ‘E’[p]‘ = p. Puesto que |E'[p]| = p?, si aplicamos el Primer Teorema de

Isomorfismo en la flecha vertical de la derecha, obtenemos que |Cj| = p.

Dado que el diagrama anterior conmuta y que Cy = ker(~) entonces ¢(Cp) C
ker(~") = C y por tanto |p(Cp)| € {1,p}. Si p(Cy) = {0} entonces Cy C ker(yp) =
C'y dado que ambos tienen orden p, entonces C = Cy lo cual es absurdo. Por lo
tanto [¢(Co)| = p = ¢(Co) = C.

Dado que Cy C E[p] = {0} = [p](Co) = vp(Ch) = ©(Ch) C ker(vp) = C”.
Por otro lado y en virtud de los Teoremas [2.12](3) y {.141(4), deg(¢))
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[ker(¢)| = [ker(1p)| = [C"] = p y como [p(Co)| = p = ¢(Co) = C".

El cardinal |E[p]| = p?, entonces por el Primer Teorema de Isomorfismo,

(B = (22 = p. Por otro lado Ye(Elp]) = [pl(Elp]) = {0}, entonces
¢(E[p]) € ker(y) y como tienen el mismo orden, p(E[p]) = ker(¢)) = Cp. Luego,

utilizando el diagrama, Fo ~ (E[p]) =~ op(E[p]) =~ (C})) = {0} = E[p] C
ker(p). Por otro lado, %@ = [p|z = ker(p) C ker([p]z) = Elp).

Analizando una vez mas los grados, obtenemos que {/; =400y CON ¢ Un isomor-
fismo que lleva Q' D(Q') =~ oh(Q"). o -
Por otro lado, $(Q") = ¥(Q + C) = ¥¢(Q) = [p(Q) = ¢(Q') = [p|Q-

. —1 .
Aplicando o, a los coeficientes de 7, tenemos que i°7?  es un isomorfismo que

lleva Q' [p]@"p . O
Nos preocupamos ahora de cuando E es supersingular:

Teorema 4.20. Sea E una curva eliptica con reduccion supersingular y C un sub-
grupo de E de orden p, entonces

F76.070) - [ ] = )

Demostracion. Tomemos Q', E’, ¢ y ¢ de la misma manera que en el Teorema

Para la primer igualdad, [p]z = V@ = ker(p) C ker([p]z) = E[p] = {0} por
tener E reduccién supersingular.

Dado que ¢ es una isogenia de curvas elipticas, usando propiedades del grado
tenemos que: deg(p) = |ker(¢)| = p = deg(®) y como ¢ es una isogenia de curvas
elipticas pero en caracteristica p = degg,,(p) = |ker(¢)| = 1 = deg;,s(p) =p =
¢ =100y, con i un isomorfismo. Luego, se repite lo hecho en el Teorema en el
caso de C' = (.

Para la segunda igualdad, tomemos una vez méas ¢’ = ker(¢)). Como E tiene
reduccion supersingular, por el Teorema [4.9,(2), £’ también = E'[p] = {0}.

[Pl = ot = ker(y) € ker([p] ) = E'[p] = {0}.
Dado que ¢ es una isogenia de curvas elipticas, usando propiedades del grado
tenemos que deg(v)) = deg(y) = |ker(p)| = p = deg(v)) y como ¥ es una isogenia de

curvas elipticas pero en caracteristica p = degsep(lz) = ‘ker(i)‘ =1 = deg;, (V) =

D= {/; =100, con ¢ un isomorfismo. Luego, se repite lo hecho en el Teorema m
en el caso de C # (Y. O

Definimos un anélogo al operador diamante de la ecuacion (2.3) para Espacios
de Moduli pero en S1(NV). Si n € N tal que med(n, N) = 1, definimos
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(n) : 51(N) — S1(N) dado por (n)([E,Q)) = [E, [n]Q)].

Dado que hay p + 1 subgrupos de orden p (ver Seccion [2.5.2), para el caso de
FE con reduccién ordinaria, tenemos que

P ~ ~ ~ -1 ~ -1 — ~ o~
Y [E/C.Q+C)= [EGP,Q%] +p [E% Q% } — (op+p(p)o; ") [E Q] .
C<E:|C|=p
Y dado que en el caso de F con reduccién supersingular es més simple y los dos
tipos de subgrupos dan lo mismo, podemos escribirlo igual que el caso ordinario,
teniendo la expresion:

> [E/C.Q+Cl= (o, +pl)oy ") |E.Q
C<E:|C|=p

para todos los casos de buena reduccién de E.

Trabajando con S1(N)j, ¥ 51 (N )| tenemos entonces el siguiente diagrama:

Tp

S1(N) g S1(N)yq
§1 (N)I 0—P+p<p>01; gl (N)/

que podemos extender rapidamente a divisores:

Tp

Div?(S1(N),) Div?(S1(N),,) (4.7)

Nl - lw

~ op oyt ~
DivO(3, (N)) — 22270 1308, (V).

Veamos ahora que podemos construir un diagrama 3D:

Pic®(X1(N)) I Pic®(X1(N))
1 1
Divﬂ(sl(zv);d)/ ’\L Divo(sl(N);cz)/
Pic (X, (N)) ”‘“’”B*"; Pic (X, (N))
|
DivO(S; (N)’)/;er@% : DivO(S, (N)/
(4.8)
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Numeremos las caras del cubo de la siguiente manera: la cara frontal sera la
cara 'l’, y luego para numerar las caras del '2’ al ’4’, lo hacemos en sentido anti-
horario comenzando desde la cara ’I’. La cara ’5’ sera la cara superior y la cara ’6’
la cara inferior.

Para demostrar que el cubo conmuta, necesitamos probar que las 6 caras con-
mutan. Probaremos primero 5 caras (todas menos la cara ’3’).

Cara 1l

Es el diagrama (4.7).

Cara 5

Si usamos la funcion v; del Teorema [2.15 cambiando Y1 (N) por X;(N) tene-
mos que 1 « lleva divisores de grado 0 en divisores de grado 0 y divisores principales
en divisores principales, en virtud del Teorema [2.25] Luego usando la proyeccion
cociente pasamos a Grupos de Picard obteniendo el siguiente diagrama:

Div0 (S (N)) —2> Div? (S, (N))

1/11,*1 l%,*

Div?(X,(N)) —2~ Div®(X;(N))

X X

Picd(X1(N)) —2> Picd(X1(N)).

Necesitaremos ver que 7 o 11 . es sobreyectivo. Sea [D] € Pic?(X1(N)). Dado
que la cantidad de cuspides es finita (ver posterior a la definicion , podemos
aplicar el Teorema m para obtener un representante D’ € [D] tal que D’ sea
cero en las cuspides. Luego, como el mapa 11 : S1(IN) — Y1(IN) es biyectivo,
V1. 1 DivP(S1(N)) — Div?(Y1(NV)) es biyectivo y por ende, existe un divisor
D € Div?(S1(N)) tal que ¢ ..(D) = D’ y por lo tanto wt; (D) = [D].

Caras 2y 4

Extendiendo el Teorema de Igusa para divisores y luego usando el Teorema
obtenemos:

DIV (81 (N)g) =2 Div? (X, (N)) —2 Pic’(X; (N))

|k -

1,%

Div (8 (N)') —2% Div?(X;(N)) ——= Pic®(X, (V)
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Cara 6

__ Daremos una idea sin detallar algunos diagramas. Primero, utilizando el mapa
Y1, de la cara 5, la definiciéon de o, dada en la Seccién y la proyecciéon al
Grupo de Picard, obtenemos el siguiente diagrama conmutativo:

Div0(Sy(N)) — 22—~ DivO(S; (N)) (4.9)
l%,* LTZL*

Div0(X; (V) —2° = DivO (X (N))

Pic?(X;(N)) — 22~ Pic®(X;(N)).

De la misma manera al diagrama (4.9)), debido a la definicién de o, en la Seccion
4.2, tenemos un diagrama conmutativo con po,, Ly o

—1
pop

Div?(S1(N)) Div?(S(N)) (4.10)

l{/;l,* L'(Zl,*

Div?(X1(N)) —2— Div? (X (N))

.

Pic? (X1 (N)) — 2 Pic®(X; (N)).

Pese a que no formalizaremos en detalles, cabe mencionar que tenemos un
diagrama 3D como el dlag@/ma (14.8) paraﬁe/l operadorglamante cambiando T}, por

(p), a op + p(?)a;l por (p) y a op + (p),0, por (p),. La cara inferior de ese
diagrama 3D nos da el siguiente diagrama:

DivO(S1 (N)) — 2~ DIvO(S1 (V) (4.11)

L

Pic (X, (V) — 2 Picd (X, (V).

Ahora basta con juntar los diagramas (4.9)), (4.10) y (4.11) lo que nos da:

Up+p(p)0'p_1
_—

Div?(S1(N)) Div?(S(N)) (4.12)
Picd (X, (V) 2P pieo (%, ()
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que es la cara 6.

La cara '3’ nos dara la relacién Eichler-Shimura. Basta con ver el diagrama
(4.5) de comienzo de la seccion para identificar que en la cara '3’ se encuentran
todos los elementos del diagrama (4.5 salvo, por supuesto, T, que es la funciéon
que hace conmutar al cubo.

Utilizando los diagramas (4.8)) y (4.5) obtenemos los siguientes caminos:

Up,*+<p>*o';

Pic%(X1(N))

DivO(S1 (N} 1) "2 Picd (X (V) —> Pic(X; (V)

DivC (81 (N)!,) T Picd (X1 (V) — Picd (X3 (V) — 2> Picd (X, (V).

Dado que 7)1 « y ~ son sobreyectivos y los caminos son los mismos, obtenemos

que Tp = 0px + (p),0,. Hemos demostrado:

Teorema 4.21 (Relacion de Eichler-Shimura). Sea N € N y p € P tal que pt N.
Entonces el siguiente diagrama conmuta:

Tp

Pic®(X1(NV)) Pic’ (X1 (N))

|

Up,*+<P>*‘7;

Pic®(X;(N)) Pic( X, (N)).
En particular en Xo(N):

Pic?(Xo(N)) — 2~ Pic®(Xo(N))

Pic?(Xy(N)) — 27, picd (Xo(N)).

Para entender lo que ocurre en )Z'O(N), observemos que como p t N, si C es
un subgrupo de orden N en una curva eliptica F, entonces [p|C = C, puesto que
cualquier generador de C es enviado por [p] a otro generador de C, y por lo tanto

[E,C] = [E, [p]C] y entonces (p) actta trivialmente en So(N).

4.4. Relaciéon entre formas modulares y curvas elipticas

La relacion de Eichler-Shimura permite demostrar el siguiente corolario:
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4.4. Relaciéon entre formas modulares y curvas elipticas

Teorema 4.22. Sea E una curva eliptica sobre Q con conductor Ng y sea
a: Xo(N) = E un morfismo sobreyectivo sobre Q. Entonces, existe f € So(T'o(My))
una forma propia nueva tal que My | N y ap(f) = ap(E) Vp € P tal que pt NgN.

Demostracion. Si trabajamos momentédneamente en C (agregaremos un subindice
C para indicarlo en cada caso), utilizando los Teoremas y tenemos la

siguiente isogenia:
Pic’(Xo(N)c) 5 EP A ¢
f7n

donde n son divisores de N/M; y f son representantes distintos de la equivalencia
presentada previo al Teorema [3.19] De aqui, tenemos una isogenia dual

P A 5 Pic’(Xo(N)g).
fin

El morfismo «, podremos extenderlo a un mapa ac : Xo(N)c — Ec de super-
ficies de Riemann compactas que al igual que « seréd sobreyectivo.

Para cualquier p € P tal que p{ NgN, podemos considerar el siguiente diagra-
ma:

Hf,n (ap(f)—ap(E)

)
®D;.. A/f,(C (4.13)

L@
Pic? (Xo(N)e) s Picd(E).

Dy At

]

Picd(Xo(N)¢) —2— )

Probemos que el diagrama anterior tiene las siguientes tres propiedades:

(a) Siap(f) # ap(E) el mapa de la fila superior lleva ,, A% ¢ a €P,, A ¢ de forma
sobreyectiva.

(b) El cuadrado conmuta.

(¢) El mapa compuesto en la fila inferior es el mapa nulo.

(a): Sea 6 = a,(f) — ap(E). Como a,(f) es un entero algebraico (ver Teorema
y ap(E) es entero, entonces ¢ es solucién de un polinomio moénico irredu-
cible, es decir, 0 4+ ... + a. = 0 con a. # 0 puesto que § # 0. Reescribiendo,
§5(0¢7 1 + ...+ @e_1) = —a. y dado que a. # 0 , —a. es sobreyectivo como mapa
entre variedades abelianas, y por tanto, también lo es § ya que segin lo observado
luego de la ecuacion , multiplicar es componer para los mapas de esa forma
entre variedades abelianas.

(b): Es el diagrama (3.7 aplicado a A’f y Jo(N).

(c): Consideremos el siguiente diagrama:
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Relacién de Eichler-Shimura

Tp—ap(E)

O

Pic?(Xo(N)) Pic?(Xo(N)) Pic’(E) (4.14)

. 4

Opxtop—ap(E) Qs

Pic?(Xo(N)) =——— Pic’(Xo(N))

d §

~ & . ~_  Opxtoi—ap(E . ~
Pic®(Xo(N)) Pic(E) ety ma®) Pic’(E).

Para diferenciar el mapa o« + 0, — a,(E) : Pic’(E) — Pic’(E) del mapa
ops + 0y — ap(E) : Pic’(Xo(N)) — Pic®(Xo(N)), le agregamos sombreros a este
ultimo como se puede ver en el diagrama (4.14)).

Para ver porque el diagrama (4.14)) conmuta, analicemos cada cuadrado. El
cuadrado superior a la izquierda es la relaciéon de Eichler-Shimura y a la derecha

es el Teorema [4.17/(4). El cuadrado inferior conmuta por 3)y (4).

Ahora, por el Teorema ops + 0, — ap(E) =0y por tanto ~ oa o (T —
ap(E)) = (0px + 05 — ap(E)) 0 @0 ~= 0. Como la funcién ~ es sobreyectiva,
a,o(Ty—ap(FE)) no es sobreyectivo. Finalmente, dado que el mapa a0 (7)) —a,(E))
es un mapa de una variedad a Pic’(E) que es isomorfo a la curva algebraica E se-
gun el Teorema [3.6] puede ser nulo o sobreyectivo, y por lo tanto es nulo. Luego
ac,« o (T, — ap(E)) es nulo.

Teniendo estas tres propiedades, podremos ahora terminar de demostrar este
corolario.

Si ap(f) # ap(F) para alguna f y para algtn p { NgN, entonces por (a), el

mapa [ [, (ap(f) — ap(F)) del diagrama que lleva P, A’ en P, A} es
sobreyectivo y como el diagrama conmuta por la propiedad (b), entonces

(Tp — ap(E)) 0 ¢(D,, A} ) = ¢(D,, A} ¢). Por la propiedad (c), dado que

acx o (Tp — ap(E)) es el mapa nulo, tenemos que $(€P,, A ) C ker(ac ). Por lo
tanto, si para cada f, hay un primo p para el cual a,(f) # a,(E), entonces tenemos
que ¢(DB;,, Arc) = Pic’(Xo(N)c) C ker(ac ), y esto es absurdo pues ac . es un
mapa sobreyectivo. Por lo tanto, tiene que existir una forma nueva f para la cual
ap(f) = ap(E) para todo p{ NgN. O

Juntemos todo lo obtenido hasta ahora para dar una idea de como se obtiene
el reciproco del Teorema de Modularidad. Sea f € Sa(I'o(My)) una forma propia
nueva con coeficientes racionales. Por lo visto en el Teorema[3.21]y en el comentario
posterior al mismo, A} es una curva eliptica y existe a : Xo(N) — A’f un morfismo
sobreyectivo sobre Q. Utilizando el Teorema obtenemos que hay una forma
nueva g € Sa(I'o(My)) tal que ay(g) = ay(A’) para todos salvo finitos p € P.
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4.4. Relaciéon entre formas modulares y curvas elipticas

Carayol en |Car86|, completo el resultado anterior, demostrando que de hecho
[ =g, queay(g) = ap(A’f) para todo p € Py que My es igual al conductor de A’f.

Definicion 4.23. Sea E una curva eliptica sobre Q con conductor Ng. Definimos
la funcion L de E de Hasse- Weil como:

L(s,E) = [[(1 = ap(E)p~* + 1u(p)p' )" (4.15)
peP
donde
1 Si ptNg
1p(p) =
0 Si p|Ng

El valor de 1g(p) se asocia a si E tiene o no buena reducciéon médulo p. Por
otro lado:

Definicion 4.24. Sea f € Sa(T'o(My)) una forma propia de todos los Operadores
de Hecke, nueva y normalizada. Definimos la funcion L de f como:

=y otd)

n=1

cuando f(2) = Y52, an(f)q"

Como f es una forma propia nueva normalizada, a,(f) es valor propio de T,,, y
debido a la definicion de T}, a,(f) puede descomponerse en los a,(f) con p € P de
la. misma forma que T, lo hace en los T},. Tenemos por tanto la siguiente relacién
para los coeficientes de f:

(1) ar(f) =1.
(2) apr(f) = ap(fay—1(f) = In(p)payr—2.
(3) amn(f) = am(f)an(f) si mCd(m’n) =1

donde
1 Si ptN

1n(p) =
0 Si p|N

Para compararla con L(s, E), buscamos escribir a L(f,s) como producto de
Euler. En efecto:

o0
an Qg2 asz = as2 -
ZE‘( +7+ﬁ+...><1+§+@+...>..._

n=1
00
2 : —rs
= aprp
peP \r=0
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Relacién de Eichler-Shimura

donde en las igualdades anteriores se utilizaron las propiedades (1) y (3) de los
an(f). Ahora:

o
> app (1—app™ + 1n(p)p' ) =
r=0

o
=a1+p *ap(l —ar) + Zp_” (apr — apayr—1 + 1y (p)payr—2) = 1.
r=2

puesto que por la condicion (2), cada término de la sumatoria es cero y por la
condicion (1), a; = 1. Juntando todo obtenemos:

L(s, f) = [0 = ap(f)p~* + In(p)p' ). (4.16)

peP

Dado que A’f es una curva eliptica, que ap(f) = ap(A’f) para todo p € Py
que My es igual al conductor de A/f, observando las ecuaciones (4.15)) y (4.16)

concluimos que:
L(f,s) = L(Af},s).

Y esto completa el Reciproco del Teorema de Modularidad, puesto que dada
f € S2(I'g(My)) una forma propia nueva, construimos una curva eliptica A’f tal
que sus L-series coinciden.
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Lista de Simbolos

Ay Variedad abeliana como cociente de Ji (V) asociada a f.
A’f Variedad abeliana como cociente de Jo(N) asociada a f.
an(f) Coeficiente de Fourier n-ésimo de f.

ape (E) Forma modificada de contar las soluciones de la curva eliptica £ moéodulo

pe
C/A Toro complejo obtenido de un reticulo A.

deg(¢) Grado de la isogenia .

A(FE) Discriminante de la curva eliptica E.

Apn(F) Discriminante de la ecuacion de Weierstrass minima global de E.
Div(X) Conjunto de divisores para X.

Div’(X) Conjunto de divisores de grado 0 de X.

Div/(X) Conjunto de divisores de grado ¢ de X.

E Curva eliptica.

E(k) Conjunto de los puntos solucién de la curva eliptica E en el cuerpo k.
E) Curva eliptica construida a partir del reticulo A.

E Reduccion de la curva eliptica E médulo p.

e, Grado de ramificacién en x de un mapa entre superficies de Riemann.

F, Cuerpo de p elementos.

F, Clausura algebrabica de F,,.

g Género.

I' Subgrupo de congruencia.



Lista de Simbolos

I'(N) Subgrupo de congruencia principal de nivel V.
['o(N) Subgrupo de congruencia.

I'1(N) Subgrupo de congruencia.

[7], Operador de peso k.

[I'1als], Operador de Hecke de I'y a I'y con matriz asociada o para formas mo-
dulares de peso k.

[['1al'y] Operador de Hecke de I'; a I'y con matriz asociada « para divisores y
Grupos de Picard.

GL}L(Q) Matrices 2 x 2 con coeficientes racionales y determinante positivo.

‘H Semiplano superior complejo.

‘H* Semiplano superior complejo extendido.
H,(X,Z) Grupo de homologia de X.

h* Pullback entre divisores. 23]

h. Pushforward entre divisores.

j(E) Invariante de la curva eliptica E.
Jo(N) Jacobiano de Xo(N).

J1(N) Jacobiano de X;(N).

Jac(X) Jacobiano de X.

k(C) Cuerpo de funciones de C.
k[C] Anillo de coordenadas de C.
K¢ Cuerpo de coeficientes de f.

As Morfismo que de vuelve el valor propio de un Operador de Hecke.

A, Reticulo generado por z y 1.

M(T") Conjunto de las formas modulares de cualquier peso con respecto a I @]

M;(T) Conjunto de las formas modulares de peso k con respecto a I'. [9]

[N] Isogenia de sumar N veces un punto de una curva eliptica.

(n) Operador diamante para el entero n.
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Lista de Simbolos

Npg Conductor de la curva eliptica F.
vp(E) Valuacion para el primo p de la curva eliptica E.
vz(f) Orden de anulacion de f en x.

P Conjunto de los nimeros primos.

p Ideal maximal de Z.

oA Funcion p de Weierstrass.

¢ Isogenia dual.

Pic’(X) Grupo de Picard de X.

1o Biyeccion entre So(N) e Yo(IV) presentada en el Teorema

11 Biyeccion entre S7(N) e Y7 (V) presentada en el Teorema
2miz . . .
qn e » con z en el disco unidad pinchado.

S(I') Conjunto de las formas cuspidales de cualquier peso con respecto a I'. @]
So(N) Espacio de Moduli para To(V).
S1(N) Espacio de Moduli para I'; (N).

Sl(N);d Puntos del espacio de Moduli en caracteristica 0 de buena reduccién y

7(E) # 0,1728.
S1(N)" Puntos del espacio de Moduli reducido con j(E) # 0,1728. ,
S1(N) Puntos del espacio de Moduli en caracteristica p.
o Encaje de un cuerpo en C.
op Automorfismo de Frobenius para el primo p.
oy Pullback para oy,.
op« Pushforward de oy,.
ope Automorfismo de Frobenius para p°.
Si(T") Conjunto de las formas cuspidales de peso k con respecto a I'. [J]
Sk(T1(N))™* Conjuntos de formas cuspidales nuevas de peso k y de nivel N.
Sk(T'1(N))? Conjuntos de formas cuspidales viejas de peso k y de nivel N.

SLo(Z) Matrices 2 x 2 con coeficientes enteros y determinante 1.

65



Lista de Simbolos

SLo(Z/N7Z) Matrices 2 x 2 con coeficientes en Z/NZ y determinante 1 (méd N).
[

T°(N) Conjunto de los Operador de Hecke coprimos con N.
Tc Algebra de Hecke sobre C.

T, Operador de Hecke para n natural.

Tor(E) Subgrupo de torsion de la curva eliptica E.

T, Operador de Hecke para p primo.

Tz Algebra de Hecke sobre Z.

(wj)jes Diferencial holomorfo sobre una superficie de Riemann.
Q} (V) Conjunto de las formas diferenciales en el abierto V.
Q1 ,(X) Conjunto de las formas diferenciales en la superficies de Riemann X.

Qi ;(X)" Espacio dual de Q! (X).

X(I') Curva modular compacta para I.
Xo(N) Curva modular compacta para I'o(N).

X1(N) Curva modular compacta para I'1 (V).

Y (I') Curva modular no compacta para I'.
Yo(N) Curva modular no compacta para I'o(N).

Y1(N) Curva modular no compacta para I'1 (V).

Z(p) Localizacion de Z con el ideal 3.
Zp Localizacion de Z con el ideal pZ.
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