SUR LE RECOUVREMENT DU CERCLE PAR
DES ENSEMBLES PLACES AU HASARD

PAR
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ABSTRACT

If T is the unit circle and (B,) a given sequence of subsets of T, we consider
the probiem of covering T with random independent uniform translates of (B,).
The technique used is based on a theorem on rearrangements of functions.

1. Introduction

Soient T'le cercle de longueur égale a 1, {I,} une suite d’intervalles de longueurs
{I,} données, aléatoirement indépendants et uniformément distribués sur T, et
F_, 'ensemble aléatoire:

Le probléme posé par A. Dvoretzky en 1956 [2], de trouver des conditions sur
la suite {I,} permettant de dire si F est rresque sirement vide ou pas, a &té con-
sidéré par la suite aussi par P. Billard [1], J.-P. Kahane [6] et références citées,
B. Mandelbrot [7] et S. Orey [9]. Récemment, L. A. Shepp [11] a donné une
condition nécessaire et suffisante pour que P(F,, = () = 1, qui est la suivante:
1

2

1 n

™Ms8

) exp(ly + -+ 1) = + .

n

Les résultats de Shepp s’appuient sur le théoréme suivant. Soient U, =U}_ I,
F,=T~U,; pour chaque ¢, 0 = ¢ £ 1, on pose mye) = m(F, N(0,¢)), m
étant la mesure de Lebesgue sur T, normalisée par m(T) = 1. On indiquera
par yx, la fonction caractéristique de [Dintervalle aléatoire I, et par
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E(t) = E(x.(Dx(0)). On va supposer aussi que les intervalles I, sont ouverts;
en fait, cette restriction est trés facile 4 enlever, nous verrons cela aprés.

THEOREME 1 (Shepp). Sont équivalentes:
) P(F,=0)=1.
ii) Pour tout ¢ >0 (ou bien pour un ¢>0) on a:

V) lim sup ——1—~ I (L4204 &)t = + 0.
Voo H(l__ln)z 0n=1
=1

n=

L’implication (i) = (ii) peut étre largement généralisée. On prend pour T un
groupe compact quelconque, m sa mesure de Haar normalisée par m(T) = 1,
{B,} une suite quelcongue de sous-ensembles mesurables de T et {0,} une suite
de variables aléatoires indépendantes, chacune uniformément distribuée sur T
(par rapport & m, évidemment). On pose I, = 0, B,(+ indiquant ’opération
du groupe T); et on garde le reste des notations précédentes. Alors

3) lim sup —;—1——— J- l'v[ (1 =2I, + &(H)dm(t) < o0
T n=1

v 1 (1-1,)°
n=1
entraine P(F, # ) >0 (I, = m(B,)).

L’idée d’une démonstration s’appuyant sur une technique différente de celle
employée par Shepp pour la démonstration du Théoreme 1 et qui permet de dire
quelque chose sur la vitesse de convergence de m(F,), est la suivante:

Soit £, = m(F)[(1—1) --- (1-1,)) et #, la g-algébre engendrée par {6,,---,0,}.
Il est facile de voir que {(,, &} est une martingale, et I’expression qui figure dans
(3), n’est autre chose que limsup, ., E((?). Le théoréme de convergence de
martingales (voir [8]) entraine qu’il existe une variable aléatoire (, tel que
¢, = { Z 0 (v > o) presque siirement et aussi dans L'. Donc, E({) = E({,) = 1
et P({ > 0) >0. Si les ensembles B, sont tous ouverts, la compacité de T implique
{Fo, # &} > {{ >0} et ceci achéve la démonstration. Sinon, ils peuvent étre
approchés par des ouverts plus grands tout en conservant (3), a cause de la
régularité de m, et on obtient le méme résultat.

Par la suite, on va s’occuper du probléme de recouvrement, quand au lieu
d’intervalles on a des ensembles quelconques. Plus précisément, dans le Para-
graphe 3, on montre que dans certaines conditions assez générales, les intervalles
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jouissent d’une propriété de maximalité pour le recouvrement, parmi les ensembles
de mesures données. Finalement, dans le Paragraphe 4 on donne un exemple
qui montre qu’en choisissant convenablement la forme des ensembles de mesures
données, on peut toujours se situer dans le cas de non-recouvrement.

Je remercie M. J.-P. Kahane pour son orientation et ses remarques au cours
de mon travail.

2. Une inégalite intégrale

Soit ¢: R®¥ - R™ une fonction mesurable de K variables réelles 4 valeurs
réelles non-négatives. On peut voir qu’il existe une fonction ¢*: RX — R+ avec
les propriétés suivantes:

D) ¢*(xp, -, xg)= O((x, 4+ - + x2)?), @ étant une fonction de R* -» R*,
décroissante et continue a gauche,

i) me({x:xeR¥ ¢*(x) > a}) = me({x:xeR", ¢(x) > a}) Vae R* od my in-
dique la mesure de Lebesgue ordinaire cans R,

La fonction ¢* s’appelera par la suite la “‘réarrangée . ymétricue’’ de ¢. De
fagon analogue, si B est un sous-ensemble de R¥, le “‘réarrangé symétrique’
B* de B, sera I’ensemble B* = {x:x}(x) = 1} ol y} est la réarrangée symétrique
de la fonction caractéristique yz de B. On voit bien que B* est une boule centrée
a Dorigine, de méme myg-mesure que B.

THEOREME 2. Soient fy, fy,, fx, K+ 1 fonctions de R - R* qui prennent
seulement les valeurs 0 et 1, et g: R > R*. On définit:

Yk xg) = f FOF G+ 0 fylxg + ).
Alors:

[ owamg s [ gcuyram,

ou
B, X) = fR SEOS¥Cey + 1) f2(x + Dt

(Pour K =1, ce théoréme est di & F. Riesz [10]; voir aussi [3] et [4]. Quant &
la démonstration qui suit, elle est inspirée sur celle de [5, pp. 279-284], pour le
cas K =1))
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DEMONSTRATION. On va d’abord démontrer le théoréme quand g prend seule-
ment les valeurs O et 1. Le reste sera plus simple.

Supposons donc que fg,fq,--,fx sont les fonctions caractéristiques de certains
sous-ensembles mesurables Ay, A4,, -+, Ay de R respectivement et g la fonction
caractéristique d’un sous-ensemble mesurable B de R¥. Soit S={x:*(x) > 0}.

a) Si mg(B) = mg(S), la démonstration est la suivante:

D’une part:

@ f gydmy < f Ydmy = my(Aghmy(Ag) -+ my(Ag)
et d’autre part:
[ orewrame = [ cura.

Mais S* = {x:(*y)*(x) > 0} d’ou:
mg(B*) = mg(B) 2 mg(S) = mg(S*)

et puisque B* et S* sont deux boules centrées a [’origine, ceci implique que S* < B*.
Donc

f (*gy*dmy = f (Yydmy = f “dmy = my(Aomy(Ag) - my(Ay)
B+ RK RX

ce qui avec (4) prouve bien que [pxg¥dmyg £ [peg*(*y)*dmy dans le cas
considéré,

b) Soit maintenant mg(B) < mg(S).

11 suffit de faire la démonstration dans le cas ol chaque 4; (j = 0,1,---,K)
est I'union disjointe d’'un nombre fini d’intervalles de longueur donnée A > 0,
et aprés passer a la limite. Soit aussi mg(B) > 0.

On va introduire encore quelques notations.

Soit 6, 0 £ 6 S inf{m(4,):0 < j £ K} =4,.

On indiquera par Ag;, A5, Ag; les ensembles qui s’obtiennent respective-
ment en supprimant de Agy,A4;,---,Ax I'ensemble de mesure totale § qui est
“plus a droite’’; Iy, Iy, I les intervalles centrés a I’origine de longueur
my(Ag),mi(A4,), -, my(Ag) et Iy, 115,++, Ig; les intervalles centrés & 1’origine de
longueur  my(do) — 3, my(A4;) — 8,-+,my(Ag) — & (Cest-da-dire que I; = 4%,
I; = A;‘,, (j =0,1,---,K)). De la méme fagon on définit y;, *i,,S,; = {x:*fo(x)
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> 0} et Dy = my(S;) — mg(B). Avec les notations ci-dessus, on va prouver:
® 20~ [ g —vgdmc s [ g Cur - Cvimg.
R R

Si on démontre (5), la démonstration quand la fonction g prend seulement les
valeurs 0 et 1 sera terminée. En effet, D; est continue et décroissante comme
fonction de 8, Dy = my(S) — My(B)>0, D; = —my(B)<0, cest-a-dire
qu’il existe 8, , 0 < &; < &, tel que D;, =0. Comme nous I’avons déja vu dans (2),
ceci implique:

‘,' g‘palde§JA g*(*s, ) *dmy
RK RK

qui avec (5) (pour § = §;) donne la thése.
On va montrer que pour chaque xe R* on a:
(6) 0 = Y(x) — yu(x) = 6.

Or, il est clair qu’il suffit de démontrer (6) pour 0 <3 < A. Parce que si
A < 6 £ 2A, on supprime d’abord I'intervalle de longueur A qui est plus 4 droite
dans chaque 4; (j = 0,1,---,K) et puis on raisonne avec la nouvelle configura-
tion, c’est-4-dire en changeant ¥ par i, et & par 6 — A. On obtient donc:

0=y(x)—vax) = A
0 Ya(x) —Ysx) =0 —-A
qui ensemble donnent (6). Et en général, si pA <& < (p + 1A, la procédure est
la méme. Pour démontrer (6) pour 0 <5 < A on a:
Y(x) = Ylxp, -, xg) = my(Ao N(—x; + A N - N(—xg + Ag)
Yo(x) = Ys(xq, o, xg) = my(Aos N(—x; + Ayg) N - N(—xg + Agy))
et posons y, = sup(—x, + A;) (on convient de mettre x, = 0) (h = 0,1,---,K)
et hy tel que y,, = min{y,: h = 0,1,---,K}. Clest-a-dire que y,, est I’extréme
droit: des ensembles —x, + A4, qui est le plus & gauche. Aussi:
M, = [Ao N(=xy + A7) N N(=xg + A)] ~ [Aos N(=x; + A1) N -0

(—xk + Ags)]-
Il est clair que:

my(M) = ¥(x) — o).

Dong, il suffit de voir que M, < [y, = 8, ¥,]- Or, sit > y,, alors ¢t ¢ M puisque
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voitquet < y,—9d,tex, + A, pourtout h = 0,1,---,K, donc, que t € —x;, + 4,5
pour tout h =0,1,--,K. Ca veut dire que: tedy;N(—x; +A4A;) NN
(—xg + Ags) et par conséquent, t¢ M,. D’autre part, si (*i;)(x) >0 on voit
facilement que: (YY) (x) = (*,;)(x) + J dés que:

*h(xys e xg) = my(Iy N(=xg + 1) N N (=xg + Ig))
o1, %0) = mylo; N (=x1 + L15) N N (=Xg + Igy)).

-t 1 AL —-

5/2 572 6/2 Y

a+d

/

7

ol ——]
B e

Ceci implique que si a = 0 on a:
mg((*¥,)* > a) = my(*, > a) S mx(*¥ > a +6) = me(*9)* > a + 9)

et puisque les ensembles {(*y/;)* > a} et {(*$)* > a + &} sont deux boules cent-
rées & I’origine on a:

{(*5)* > a} = {(*Y)* > a + 4}
Par conséquent:

X =b>0= (YFW)>a+5 Ya, 0Sa<b= (Y)*x) 2 b+o.

Dongc,
Q! x€83 = (Y)*(x) — (Yp)*(x) 2 6.

Si maintenant D, = 0, dés que ceci entraine B* = S}, et compte-tenu de 6) et
(7), on aura:

[ oo —voimez 5[ oime = 5[ grimg = 5[ geim,
RK RK RK B*

=3 L; grdmy < f gECW* ~ gy g

I

[ o = cuasam.



Vol. 15, 1973 RECOUVREMENT DU CERCLE 7

Ceci prouve (5) et achéve donc cette partie de la démonstration.

Si maintenant g est une fonction simple non-négative, elle peut s’écrire sous
la forme:

g = ay)Xp, + - + a.¥s,
ol a;,--,a,>0; B;>:->B,.
Soit h = a5 + -+ a,x5.. On a h = g*. En effet, posons ay = 0, @,4;
=+ oo etilest clairquesiay +a; +--+a; £ a<do<a;+--+a;;; ona:

{g>a} =B et {h>a} =B}
C’est-a-dire que m(g > a) = m(h > a) quel que soit a. Puisque on a aussi

h(xy,+,xg) = d)(\/xf, + -+ + xZ) otl @ est décroissante et continue & gauche,
on conclut que h = g*. Par conséquent:

[Lavime = 2o [ gopames Ta | iiramg =
RE j=1 RK j=1 RK

ji=

B Lx (,é “fxzf)(*‘ﬁ)*dmx = Lx gH(Y)tdm.

Finalement, si g est non-négative, elle est limite d’une suite monotone croissante
de fonctions simples, et pour terminer la démonstration il suffit de passer a la
limite en appliquant le théoréme de Beppo-Levi.

COROLLAIRE. Soient Ay, Aq,+--,Ag, K+ 1 sous-ensembles mesurables de R

et Y(xy, -+, xg) = my(Ao N(xy + Ay) N N(xg + Ag)). Alors, si p> 1 on a:

[l = o1,
ou "h”p=[ﬁx| hlpdmx]“p

DEMONSTRATION. Pour appliquer la théoréme, changeons x; en—x; (j=1,-, K)
et prenons g = y”~!. En utilisant I’inégalité de Holder et le théoréme antérieur,
on obtient:

( LKl,I/”de)(p_l)/p ( fR K(*lﬁ)pdmx) l/p.

Donc, si chaque ensemble 4; (j = 0,1,---,K) est borné, alors la fonction y est
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a support compact, [gxf’dmyg est fini et on conclut le résultat. Dans le cas
contraire, il suffit de prendre l’intersection de A4; (j = 0,1,--, K) avec B, =
{x:x = (x1,, %), 'j‘=1xf < n?} et prendre la limite quand n — + o0 en
utilisant le théoréme de Beppo-Levi.

REMARQUE. Le raisonnement du théoréme et du corollaire s’applique de la
méme forme, si au lieu de la droite R on prend le cercle, pourvu que chacun
des ensembles Ay, A;, -, Ag soit contenu dans un demi-cercle.

3. Maximalité des intervalles

Soit By, B,, --- une suite de sous-ensembles mesurables du cercle T des nombres
réels modulo 1; 6,,0,,--- une suite de variables aléatoires indépendantes uni-
formément distribuées sur 7. On indique, comme avant, par I, la mesure m(B,)
(m est la mesure de Le“esgue normalisée sur T), F, = T~ U%_,(0,+ B,),
Fo= Nv=1F,.

THEOREME 3. Avec les notations ci-dessus, supposons que chaque B, soit
contenu dans un demi-cercle.

Soit {I,} une suite d’intervalles de longueurs 1, = m(I,), et indiquons par
F} F} les ensembles qui s’obtiennent en remplagant {B,} par {I,}. Alors:

P(FX # ¢)>0 = P(F, # ¢)>0.

C’est-d-dire, que si on n’a pas de recouvrement presque siir avec les intervalles,
alors, on n’a pas de recouvrement presque siir avec des autres ensembles de
méme mesure.

DEMONSTRATION. Nous savons que si y, est la fonction caractéristique de
6, + B, et £ (1) = E(x,(0)x,(1)), alors:

1

0 (L= 21, + E(O)dt.

T n=1

E(m*(F,))

Sin <n,<--<ng, ona:

Lgmmmmm .LLEmﬁmk+mﬂm®m0+mmﬂm@

Xng (5 + D))dtds

=Lﬁmwmwﬂwmwmme~
Xni(5 + O))dtds



Vol. 15, 1973 RECOUVREMENT DU CERCLE 9

E(mz((eru + Bn;) N (6,,2 + an) NN (enx + an)))
= f m2((x, + B, )N(x; + B,,) N+ N (xg + B, )dx, - dxg.
TK
Mais, d’aprés la remarque finale du § 2. on a:

f mz((xl + Bm) n ot n(xK + an))dxl e de
TK

IIA

f m3((x, + LN N0 (x + I, ))dxy - dxy
TX

c’est-a-dire que:
E(m*(F,)) £ E(m*(Fy)).
D’autre part, E(m(F,)) = Em(F¥)) = II%_,(1-1).
D’aprés le Théoréme 1, E(m*(F¥))/[E(m(F¥))]* est borné indépendamment de

v et par conséquent, aussi E(m*(F,))/[ E(m(F))]* est borné indépendamment de v.
La remarque faite aprés le Théoréme 1 montre que ceci entraine la thése.

4. Exemple

La proposition suivante montre qu’on peut choisir la suite d’ensembles
{B,} avec des longueurs données {l,}, de telle forme qu’'on n’ait pas de
recouvrement presque sdr.

PROPOSITION. Soit {I,} une suite de nombres réels positifs, 0 <1, < 1. Alors,
il existe une suite {B,} d’ensembles ouverts tel que m(B,) = I, Vn et

P(F, # &)>0.

DEMONSTRATION. D’aprés ce qu’on a vu, il suffit de choisir B, de telle fagon
que

! f T (1= 20, + &,(0)dt
(1 -1)2 Fr=t

n=1
soit borné indépendamment de v, ol £(1) = E(x,(0)x.(1)), xa étant la fonction
caractéristique de I’ensemble 6, + B, .
Partons d’intervalles B? de longueurs I; soient y° les fonctions indicatrices
des B? et £,(f) = E(x°(0)x°(1)). On définit par induction une suite d’entiers
A, A © et B, les ensembles ayant la fonction caractéristique y,(f) = yo(A,f).
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Donc én(t) = fr?(lnt)'
Reste & montrer que pour un choix convenable des 4, on a:

(1 =20, 4+ &G0)dt < AT (1 —1)>%.
=1

Tn=1 n

Ceci peut se faire a partir de la proposition suivante: si f est sommable et g est
bornée sur T, alors:

lim fr f(Og(AHdt = fo(t)dt ng(t)dt.

A=

Donc, si g, X 0 est donnée, on peut définir par induction les A, de fagon que:

1 (L—2L,+ & A Mdt (1 +8,) f (1 =21, + EXt)dt vﬁla -2,
T n=1 T T n=1
+ &N(A,0)dt
v—1
= (A+e)1—-1)* | I =2L+ &0t
Tn=1

et il suffit de prendre X ,¢, < co pour avoir 1’exemple cherché.
Quand 3 la démonstration de la proposition utilisée, il est clair qu’il suffit
de la démontrer quand f est la fonction caractéristique d’un intervalle I. Or,

dans ce cas:

1 1
Lf(t)g(lt)dt =f1g(,lt)dt =5 ng(u)du = 5 ‘[lm(l)——l] J; g +oz}
olt [a] est la partie entiére de a et || < ZJ |g]|. Donc;
T

f@®glndt —>m) | g= | f]4g.
T T r Jr

A=
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