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ABSTRACT 

If T is the unit circle and (B n) a given sequence of subsets of T, we consider 
the problem of covering T with random independent uniform translates of (Bn). 
The technique used is based on a theorem on rearrangements of functions. 

1. Introduction 

Soient Tle  cercle de longueur dgale h 1, {I.} une suite d'intervalles de longueurs 
{I.} donn6es, aldatoirement inddpendants et uniformdment distribuds sur T, et 
Foo l'ensemble aldatoire: 

Foo = T ,,~ ~J I,. 
n = l  

Le probl~me posd par A. Dvoretzky en 1956 [2], de trouver des conditions sur 
ia  suite (1,} permettant de dire si F est l:resque sfirement vide ou pas, a 6t~ con- 
siddrd par la suite aussi par P. BiUard [1], J.-P. Kahane [6] et rdfdrences citdes, 
B. Mandelbrot [7] et S. Orey [-9]. Rdcemment, L. A. Shepp [11] a donnd une 
condition ndcessaire et suffisante pour que P(Foo = ~ )  = 1, qui est la suivante: 

(1) ~ 1 e x p ( l l + . . . + l , ) =  + ~ .  
n = l  n-2 

v I Les rdsultats de Shepp s'appuient sur le thdor~me suivant. Soient Uv = d ,  = 1 , ,  
Fv = T ~ U~; pour chaque e, 0 _< e < 1, on pose rn~(e) = m(F, n(O,e)),  m 
dtant la mesure de Lebesgue sur T, normalisde par re(T) = 1. On indiquera 
par X, la fonction caractdristique de l'intervalle aldatoire In et par 
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~.(t) = E()~.(t)X.(0)). On va supposer aussi que les intervalles I .  sont ouverts; 
en fait, cette restriction est tr~s facile ~t enlever, nous verrons cela apr~s. 

TH~OR~ME 1 (Shepp). Sont ~quivalentes: 

i) P(Foo = ~ ) =  1. 
ii) Pour tout e > 0 (on bien pour  un e > O) on a: 

(2) lim sup 1 (1 + 21,, + ~.(t))dt = + oo. 
v-.oo H ( 1 -  I.) 2 1 

n=l 

L'implication ( i ) .  (ii) pent ~tre largement gdndralisde. On prend pour T u n  
groupe compact quelconque, m sa mesure de Haar normalisde par m ( T )  = 1, 

{B.)  nne suite quelconque de sons-ensembles mesurables de T et {0.} une suite 
de variables aldatoires inddpendantes, chacune uniformdment distribude sur T 
(par rapport ~ m, dvidemment). On pose I .  = 0." B.(" indiquant l'opdration 
du groupe T); et on garde le reste des notations prdcddentes. Alors 

fT  v (3) lim sup ~ 1 H (1 - 2/. + ~..(t))dm(t) < co 
v-.oo H . . ( 1 -1 . )  2 . = 1  

n=l 

entraine P(Foo ~ ~ )  > 0 (l. = m(B. ) ) .  
L'idde d'une ddmonstration s'appuyant sur une technique diffdrente de celle 

employde par Shepp pour la ddmonstration du Thdor~me 1 et qui permet de dire 
quelque chose sur la vitesse de convergence de m(F, ) ,  est la suivante: 

Soit ~ = m(FO/(1 - l~) ... (1 - Iv) et o~ v la a-alg~bre engendr6e par {01, "", 0v). 
I1 est facile de voir que {~v, ~ }  est une martingale, et l'expression qui figure dans 

supv_,~E(~). Le thdor~me de convergence de (3), n'est autre chose que lim 2 
martingales (voir [8]) entraine qu'il existe une variable aldatoire ( ,  tel que 
(~ -~ ~ => 0 (v -* oo) presque sQrement et aussi darts L 1 . Doric, E(0 = E((v) = 1 
et P(~ > 0) > 0. Si les ensembles B. sont tous ouverts, la compacitd de T implique 
{Foo ~a ~ }  = {( > 0} et ceci ach~ve la ddmonstration. Sinon, ils peuvent ~tre 
approchds par des ouverts plus grands tout en conservant (3), ~t cause de la 
rdgularitd de m, et on obtient le m~me rdsultat. 

Par la suite, on va s'occuper du probl6me de recouvrement, quand au lieu 
d'intervalles on a des ensembles quelconques. Plus prdcisdment, darts le Para- 
graphe 3, on montre que dans certaines conditions assez gdndrales, les intervalles 
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jouissent d'une propri6t6 de maximalit6 pour le recouvrement, parmi les ensembles 
de mesures donn6es. Finalement, dans le Paragraphe 4 on donne un exemple 
qui montre qu'en choisissant convenablement la forme des ensembles de mesures 
donn6es, on peut toujours se situer dans le cas de non-recouvrement. 

Je remercie M. J.-P. Kahane pour son orientation et ses remarques au cours 
de mon travail. 

2. line in~galite int~grale 

Soit ~b: R r - ~  R + une fonction mesurable de K variables r6elles A valeurs 
r6elles non-n6gatives. On peut voir qu'il existe une fonction ~b*:R K ~ R + avec 
les propri6t6s suivantes: 

i) ~b*(xl,...,xK)= O((x12+ ... + x2)~),  9 6tant une fonction de R + ~ R § 
d6croissante et continue A gauche. 

ii) m~({x:x~Rr, cb*(x) > a}) = mr.({x:x~R~,~(x) > a}) Va~R + off mir in- 
dique la mesure de Lebesgue ordinaire dans R jr. 

La fonction ~b* s'appelera par la suite la "r6arrang6e ~ymdtrique" de 4. De 
fagon analogue, si B e s t  un sous-ensemble de R K, le "r6arrang6 sym6trique" 
B* de B, sera l'ensemble B* = {x: X*(x) = 1} off X* est la r6arrang6e sym6trique 
de la fonction caractdristique XB de B. On voit bien que B* est une boule centr~e 
~t l'origine, de m~me m~-mesure que B. 

THr~OR~.ME 2. Soient fo, f l , ' " , fK ,  K + 1 fonctions de R ~ R + qui prennent 
seulement les valeurs 0 et 1, et g: RK ~ R + . On d~init: 

Alors: 

OU 

0(xl, "', x~) = L fo(t)Z(x~ + t)...f~(x~: + t)dt. 

s g~bdmtr < fRg*(*~h)*dm K , (  

*t~(Xx, "",XK) = f f*(t)f~(xl + t ) '" f*(x  K + t)dt. 

(Pour K = 1, ce th6or~me est dfi ~t F. Riesz [10]; voir aussi [3] et [4]. Quant ~t 
la d6monstration qui suit, elle est inspir6e sur celle de [5, pp. 279-284], pour le 
cas K = 1.) 
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D~MONSTRATION. On va d 'abord d6montrer le th6or6me quand 9 prend seule- 
ment les valeurs 0 et 1. Le reste sera plus simple. 

Supposons donc que fo,fl , '",fK sont les fonctions caract6ristiques de certains 
sous-ensembles mesurables Ao,Aa,...,A K de R respectivement et 9 la fonction 
caract6ristique d'un sous-ensemble mesurable B de R r .  Soit S =  {x: *if(x) > 0}. 

a) Si InK(B) > rex(S), la d6monstration est la suivante: 
D'une part: 

(4) fn"gtpdmK < fgKtpdmr= mx(A~ 

et d'autre part: 

fRJ*(* )*dmr = f. 
Mais S* = {x:(*~,)*(x) > O} d'ofl: 

InK(B* ) = mK(B ) >= mr(S) = mK(S* ) 

et puisque B* et S* sont deux boules eentr6es ~ l'origine, ceci implique que S* =B*. 
Done 

fB.(*~)*dm.= fR,(*~')*dm~,= fR,,*q'dmr= m,(Ao)ml(A1)'"mx(Ak) 

ce qui avec (4) prouve bien que fR~9~dm K <_ fR,:9*(*r r dans le eas 
consid6r6. 

b) Soit maintenant mr(B ) < mK(S ). 
I1 suffit de faire la d6monstration dans le cas off chaque Aj ( j  = 0 ,1 , . . . ,K)  

est l 'union disjointe d 'un nombre fini d'intervalles de longueur donn6e A > 0, 
et apr6s passer /t la limite. Soit aussi mr(B ) > O. 

On va introduire encore quelques notations. 
Soit 6, 0 <_ 6 < inf{m,(Aj): 0 < j <= K} = 6 o. 
On indiquera par Ao~,Aa~,"',AK6 les ensembles qui s'obtiennent respective- 

ment en supprimant de Ao,AI,. . . ,A ~ l'ensemble de mesure totale 6 qui est 
"plus ~ droite";  Io,I1,... ,I K les intervalles centr~s ~t l'origine de longueur 
ml(Ao), ml(Aa), "", ml(AK) et lo6,116, ..., IK6 les intervalles centr6s /1 l'origine de 
longueur ma(Ao)- f ,  ma(A1)-6 , . . . ,ml (AK)-6  (c'est-~-dire que Ij = A*, 
lj6 = A j* ( j  = 0,1, . . . ,  K)). De la m~me faqon on d6finit ~06, *~6, S0 = {x: *~o(x) 
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> 0} et 0 6 = mr(S6)-  mr(B ). Avec les notations ci-dessus, on va prouver: 

(5) D~ > O ~ fRK g(~ -- ~6)dmr < f~K g*((*~)* -- (*~)*)dmK" 

Si on dOmontre (5), la d6monstration quand la fonction g prend seulement les 
valeurs 0 et 1 sera termin6e. En effet, D 0 est continue et dOcroissante comme 
fonction de 6, D o = mr(S ) - Mr(B) > O, D6o = -mr(B)  < 0, e'est-b.-dire 
qu'il existe 6~, 0 < 6x < 60 tel que D61 = 0 .  Comme nous l 'avons dOjh vu dans (a), 
ceci implique: 

fR~: g~6'dmK < fR~ g*(*~')*dmr 

qui avec (5) (pour 6 = 61) donne la th~se. 
On va montrer que pour chaque x ~ R  r on a: 

(6) 0 < ~ ( x ) -  4/~(x) < 6. 

Or, il est clair qu'il  suffit de d6montrer (6) pour 0 < 6 < A. Parce que si 
A < 6 < 2A, on supprime d 'abord l'intervalle de longueur A qui est plus ~ droite 
dans chaque Aj ( j  = 0, 1, ..., K) et puis on raisonne avec la nouvelle configura- 
tion, c'est4t-dire en changeant ~k par ~9A et 6 par 6 - A. On obtient done: 

0 = < ~ ( x )  - r  = < A 

o ~ 4,~(x)  - ~,~(x) <_ 6 - A 

qui ensemble donnent (6). Et en g6n6ral, si pA < 6 < (p + 1)A, la proc6dure est 
la m~me. Pour d6montrer (6) pour 0 < 6 < A on a: 

O(x) = ~P(xl, "",XK) = ml(Ao O ( - x l  + A1) ~ "'" ~(--XK + AK)) 

Oo(X) = Oo(Xl, "",XK) = ml(Aoo n ( - x l  + AI~) n ... n ( - x  x + AK6)) 

et posons Yh = sup(-- xn + Ah) (on convient de mettre Xo = 0) (h = 0,1,.-- ,  K) 
et ho tel que Yho = min{yn: h = 0 ,1 , . . . ,K} .  C'est-A-dire que y~o est l'extr~me 
droit-" des ensembles - x n  + An qui est le plus ~t gauche. Aussi: 

M x = [A o ( ~ ( - x ,  + A~) n . . .  t ~ ( - x ~  + AK) ] ,~ [aoo n ( - x ,  + a,o)  n . . .  

( - x r  + AK6)]  9 
II est elair que: 

m~(M,) = r - Ip6(x). 

Done, il suffit de voir que M,, ~ [yno - 6, Y*o]" Or, s i t  > Yho alors t r M,, puisque 
tCx,o + Aho, et si t < Y , o - - 6  et t~A  oc~(-xa  + A ~ ) o . . . ~ ( - x ~ + A g ) , o n  
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voit que t < Yh -- 6,  t G X h + A h pour tout h = 0,1, . . . ,  K ,  donc, que t G - x h + Aho 
pour tout h = 0 , 1 , . . . , K .  Ca veut dire que: t e A o o n ( - x t + A : o )  n . . . n  
( - X r  + Ago) et par cons6quent, t e m p .  D'autre part, si (*~o)(x)> 0 on voit 
facilement que: (*~)(x) = (*~#o)(x)+ 6 d~s que: 

*@(xl, "",XK) = m:(Io n ( - x l  + I1) n ... n ( - x  K + IK)) 

*@o(xl, "", XK) = ml(Ioo ~ ( - - x l  + II~,) (3. . .  N ( - - x  K + Iro)). 

a 

p- 
! I 
I I 
I I 
1 I 
1 I 
I I q q' 

Ceci implique que si a > 0 on a: 

mK((*~o)* > a) = mr(*~o > a) < mK(*ff > a + 6) = mK((*~)* > a + 6) 

et puisque les ensembles {(*~o)* > a} et {(*r > a + 6} sont deux boules cent- 
r6es ~t l'origine on a- 

{(*~bo)* > a} ~ ((*~k)* > a + 6}. 

Par consequent: 

(*~k~)*(x) = b > 0 ~ (*~k)*(x) > a + 5 Va ,  0 < a < b => (*~)*(x) > b + 6. 

Done, 

(7) x ~ s~' ~- (*~)*(x)  - (*~o)*(x)  _>-- 6 .  

Si maintenant Do >= 0, d~s que ceci entraine B* c S*, et compte-tenu de (6) et 
(7), on aura: 

fg~g(~k-~o)dml~ < ~ fR gam,~ = ~ fR g*dm,: = 6 fB * g*dm r 

= ~ f s :  g*dmK < f s  g*((*ff)*--(*~)*)dmg 

= f ~  g*((*~)* - ( * ~ ) * ) d m r .  



Vol. 15, 1 9 7 3  RECOUVREMENT DU CERCLE 7 

Ceci prouve (5) et ach6ve donc cette partie de la d6monstration. 
Si maintenant g est une fonction simple non-n6gative, elle peut s'6crire sous 

la forme: 

g = a t z a ~  + "'" + a ,XB.  

Off a t , . . . , a , > O ;  B t ~ . . ' D B . .  

Soit h = alx*, + "'" + a,XB*. On a h = g*.  En effet, posons a o = 0, a ,+t  
= + oo et il est clair que si ao + al + ... + a I <-_ a < a o < at -k ... + aj+t on a: 

{ g > a }  = B y  et { h > a }  = B *  

c'est-h-dire que m(g > a ) =  m(h > a) quel que soit a .  Puisque on a aussi 

h(xl, "",XK) = r 2, + "'" + X 2) Oh r est d6croissante et continue ~t gauche, 

on conclut que h = g*. Par cons6quent: 

fl~dmK = aj ZBjedmK <= E aj X*j(*~)*dmK = 
K j =  K j = l  J R  K 

= f g , ( j = ~ a j x * j ) ( * ~ ) * d m K =  fR, g*(*~)*dmK" 

Finalement, si g r non-n6gative, elle est limite d 'une suite monotone croissante 
de fonctions simples, et pour terminer Ia d6monstration il suffit de passer ~t la 
limite en appliquant le th6or~me de Beppo-Levi. 

COROLLAmE. Soient Ao,A1, . . . ,AK,  K + 1 sous-ensembles mesurables de R 
et ~b(XD'",XK) = ml(A o f~(x 1 + A1) ~ " "  (~(XK + AK)). Alors, s i p  ~ 1 on a: 

II I[, =< II 
t/p 

D~MONSTm~ON. Pour appliquer la th6or~me, changeons xj e n -  xj ( j  = 1,..., K) 
et prenons g = 0 p- t .  En utilisant l'in~galit~ de H61der et le th~or~me ant~rieur, 
on obtient: 

y J S  ( 
K 

_-( 
\(P- D/p / I" ,,119 

\(p-  1)/9 f \ tip 2y,~ 
Donc, si chaque ensemble A: ( j  = O, 1, . . . ,K) est born6, alors la fonction ~ est 
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/t support compact, fR,,~PdmK est fini et on conclut le r6sultat. Dans le cas 
contraire, il suttit de prendre l'interseetion de Aj ( j  = 0,1, . . . ,  K) avec B, = 
{ x : x  ( x l , ' " , x K ) ,  K , = Y~ j=~xj < n:} et prendre la limite quand n --* + oo en 
utilisant le th6or6me de Beppo-Levi. 

REMARQUE. Le raisonnement du th6or6me et du corollaire s'applique de la 
m~me forme, si au lieu de la droite R on prend le cercle, pourvu que chacun 
des ensembles Ao,A x , . . . ,Ar  soit contenu dans un demi-cercle. 

3. Maximalit6 des intervalles 

Soit Ba, B2,-'- une suite de sous-ensembles mesurables du cercle Tdes  nombres 
r6els modulo 1; 0 . 0 2 , . . .  une suite de variables al6atoires ind6pendantes uni- 
form6ment distribu6es sur T. On indique, comme avant, par I. la mesure m(B~) 

, v 0 (m est la mesure de Le'esgue normalis6e sur T) Fv = T ~ U . = ~ (  . + B.).  
= NT= F,. 

T H I ~ O R ~ M E  3. Avee les notations ci-dessus, supposons que chaque B. soit 
eontenu dans un demi-eercle. 

Soit (I~} une suite d'intervalIes de longueurs I. = m(l . ) ,  et indiquons par 
F* .F* les ensembles qui s'obtiennent en remplacant {B.} par (I .}.  Alors: 

P(F* ~: ~b) > 0 =~ V(F~o ~ ~) > 0. 

C'est-d-dire, que si on n'a pas de recouvrement presque sf~r avec les intervalles. 
alors, on n'a pas de recouvrement presque sfw avec des autres ensembles de 
m~me mesure. 

DI~MONSTRATION. Nous savons que si Z. est la fonction caract6ristique de 
0. + B~ et ~ . ( t )=  E(g~(0)z~(t)), alors: 

E(m2(F~)) -- II  (1 - 21. + ~n(t))dt. 
n---1 

Si n, < n 2 < . . .  < n r ,  on a: 

E(Z.~(s)z.I(s + t))E(z.2(s)z~2(s + t))... E(x~(s) 

Z.~: (s + t))dtds 

+ Ox.2(s + 0"" 
X,,:(s + t))dtds 



Vol. 15, 1973 RECOUVREMENT DU CERCLE 9 

= ~(m2((O. ,  + B,,) n (0., + B, 2) n . , .  n (0,,, + B.,,))) 

= fr,,me((xx + B. , )  O(x 2 + B.2 ) N.. .  ~ (x r + B,~))dxx. . .  dx  x. 

Mais, d'aprSs la remarque finale du w 2. on a: 

rKm2((xx + B.,) ~ . . .  N (x K + B,~) )dx l . . .  dx  r 

--< fr~,m2((xl + I , , )  t~. . .  n (x k + I.K))dxa.. .  dx r 

c'est4t-dire que: 

E(m2(Fv)) < E(m2(F*)).  

D'autre part, E(m(FO) = E(m(F*))  = H ,] = 1 (1 - 1,). 

D'apr6s le Th60r6me 1, E(m2(F*))/[E(m(F*))] 2 est born6 ind6pendamment de 
ve t  par cons6quent, aussi E(m2(FO)/[E(m(F~))] 2 est born6 ind6pendamment de v. 
La remarque faite apr6s le Th60rSme 1 montre que ceci entraine la th6se. 

4. Exemple 

La proposition suivante montre qu'on peut choisir la suite d'ensembles 
{B.} avec des longueurs donn6es {/.}, de telle forme qu'on n'ait pas de 
recouvrement presque stir. 

PROPOSITION. Soit  {l.} une suite de nombres rdels positifs, 0 < I. < 1. Alors, 
il existe une suite {B.} d'ensembles ouverts tel que m(B.)  = I. Vn et 

P(Fcr # ~ )  > O. 

Df~MONSTRATION. D'aprSs ce qu'on a vu, il suffit de choisir B, de telle faqon 
que 

f/ 1 H (1 - 21. + ~.(t))dt 
{I  (1 - l . )  2 . = 1  

n = l  

soit born6 ind6pendamment de v, off r = E(z,(O)x.(t)), X. 6tant la fonction 
caract6ristique de l'ensemble 0. + B.. 

Partons d'intervalles B ~ de longueurs l~ soient X ~ les fonctions indicatrices 
des B ~ et ~.(t) = E(x~176 On d6finit par induction une suite d'entiers 
2. f to et B, les ensembles ayant la fonction caract6ristique x . ( t ) =  X.~ 
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Done ~n(t) = ~O(2nt ). 
Reste ~t montrer que pour un choix convenable des 2. on a: 

f ~  u V II (1 - 21 n + r176 =< A H (1 -- l.) 2. 
n = l  n = l  

Ceci peut se faire ~t partir de la proposition suivante: si f est sommable et # est 
born6e sur T, alors: 

lira f / ( t ) g ( A t ) d t =  5 / ( t ) d t  frg(t ,  dt. 

Done, si e "a  0 est donn6e, on peut d6finir par induction les 2n de fagon que: 

f v YI (1 - 21 n + 4 ~ (2n(t))dt ~ (1 + ev) (1 - 21 v + ~~ 
n = l  

v - I  
1-I (1 - 2 / . ( 1  

n = l  
+ ~~ 

= (1 + e~)(1 - /~)2 (1 - 21, + ~ff(2nt))dt 

et il suffit de prendre 2~, e, < oo pour avoir l'exemple cherch6. 
Quand ~t la d$monstration de la proposition utilis6e, il est clair qu'il suffit 

de la d6montrer quand f est la fonction caract6ristique d 'un intervalle I .  Or, 
dans ce cas: 

1 1 

05 [a] est la partie enti~re de a e t  Icr __< 2 f r  ]gl" Done; 

f r  f(t)g(2t)dt x_,oo > g 
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