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Crees que estas escapando y
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Resumen

Un resultado conocido nos dice que en una superficie cerrada de cur-
vatura negativa cualquier curva cerrada no homotopicamente trivial es
homotdpica a una unica geodésica cerrada. Esto nos permite definir el
espectro marcado de longitudes como la funcién que a cada clase de ho-
motopia libre le asigna el largo de su representante geodésico.

En esta monograffa demostraremos que si dos superficies homeomorfas
tienen el mismo espectro marcado de longitudes entonces son isométricas.
Este resultado fue probado por Otal [Ota90] e independientemente por
Croke [Cro90] en 1990. La demostracién que presentaremos estd basada
en la prueba de Otal.

Abstract

A well known result says that in a closed surface of negative curvature
every closed non-nullhomotopic curve is homotopic to a unique closed
geodesic. This allows us to define the marked lenght spectrum as the
function that maps each free homotopy class to the lenght of its geodesic
representative.

In this monograph we are going to prove that if two homeomorphic
surfaces have the same marked lenght spectrum then they are isometric.
This result was poved by Otal [Ota90] and independently by Croke in
[Cro90] in 1990. The demonstration given here is based on Otal’s proof.
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1 Prélogo

sPodemos determinar la geometria de una superficie usando solo bandas
eldsticas?

Esta pregunta fue formulada por Burns y Katok en al ano 1985 en el articulo
[BKS85]. Seamos maés precisos con la formulacién de dicha pregunta.

Sea M variedad cerrada con una métrica riemanniana g y sea C el conjunto
de sus clases de homotopia libre. Si M tiene todas sus curvaturas seccionales
negativas entonces hay una unica “banda elastica” en cada clase de homotopia,
es decir, dada ¢ € C, existe una tinica geodésica cerrada +y tal que [y] = c. Esto
se puede se puede hacer tomando limite, por Arzala-Ascoli, en curvas cerradas
en ¢ cuyos largos converjan a inf.c. ¢(7); la unicidad se deduce por propiedades
de separacion de geodésicas en el levantamiento universal que discutiremos en
Ver [BH99] por més detalles.

Definimos asfi el espectro marcado de longitudos €4 : C — R+ la funcién que
le asigna a c el largo de su representante geodésico.

La pregunta entonces se vuelve: ;Si g y ¢’ son métricas riemannianas sobre M
con todas sus curvaturas seccionales negativas y tenemos que ¢, = ¢, entonces
(M,g) y (M,g') son isométricas?

En toda su generalidad esta pregunta sigue abierta hoy en dia, pero ya
en 1990 tuvo una respuesta positiva para superficies demostrada por Otal en
[0Ota90] y también de forma independiente unos meses después por Croke en
[Cro90] (donde usa ideas diferentes a las de Otal y demuestra un resultado un
poco mds general).

Teorema 1.1 (Otal). Sean (S,g) y (S,g') superficies riemannianas cerradas
con curvatura negativa. Si {y = Ly entonces (S,g) y (S,g') son isométricas.

En el 2012 Amie Wilkinson revisita esta demostracién en [Wil12], cambiando
algunos argumentos por otros mas dinamicos y geométricos pero preservando el
espiritu de la demostracion de Otal.

En este trabajo, basado en las notas de Wilkinson, pretendo exponer de la
forma mas amena y clara posible esta demostracién tratando de conservar la
belleza y elegancia que se esconde detras de ella.

En la primera seccion de este texto se da una introduccién, bastante super-
ficial, de las herramientas que se manejaran durante la demostraciéon. Nuestro
ejemplo general para entender estos conceptos serd el plano hiperbdlico (la su-
perficie de curvatura negativa mds sencilla), sobre el cual damos una breve
introduccién en el apéndice [A] para el lector no familiarizado con el mismo.



La prueba en si misma estd dividida en tres grandes bloques. Primero de-
mostramos que el espectro de largo determina el flujo geodésico, hecho relati-
vamente conocido y que es verdad en dimensién arbitraria. Luego pasamos por
una estructura intermedia, la corriente de Liouville, la cual cargara tanto con
informacién dindmica (que nos permitird ver inmediatamente que la corriente
de Liouville queda determinada por el flujo geodésico) como con informacién
geométrica. Por ultimo usaremos la conjugacién de flujos, y el hecho de que la
misma preserva la corriente de Liouville, para construir la isometria entre las
superficies.

Al final del trabajo se incluye un epilogo donde se hace un resumen de
resultados relacionados con el teorema de Otal para dar un contexto més amplio
sobre este teorema.



2 Preliminares

En esta seccién se dara una introduccién, mas bien informal, de los elementos
bésicos que se manejaran a lo largo del texto. Algunas proposiciones serdn de-
mostradas mientras que otras podrén ser consideradas como “axiomas” a efectos
de este trabajo (aunque, por supuesto, dichas afirmaciones estdn debidamente
referenciadas).

De todas formas se dardn por sabido ciertos conocimientos basicos de geo-
metria riemanniana y de topologia algebraica. Referencias méas que suficientes
como introduccién a estos temas pueden ser [dC92| y [Hat02].

Las construcciones aqui presentadas se haran dentro del marco de las hipdte-
sis del teorema de Otal, de forma que se sobreentendera que S es una superficie
cerrada, orientable y de curvatura negativa. También consideraremos, eventual-
mente, una superficie S’ homeomorfa a S pero con una estructura riemanniana
diferente (también de curvatura negativa).

Muchas de estas construcciones se pueden hacer con mayor generalidad y se
invita al lector interesado a revisar las respectivas referencias.

2.1 La Geometria de S
a Geodésicas y flujo geodésico

Llamaremos geodésicas a las curvas «y sobre S sin aceleracién (relativa a la geo-
metria de la superficie): V44 = 0. Asi las geodésicas estdn definidas por una
ecuacion diferencial ordinaria de segundo orden, por lo cual quedan determina-
das dado un punto y una velocidad inicial. Llamaremos asi v, a la geodésica con
condicién inicial 4, (0) = v (cuando hablamos de un v € T'S se sobreentendera
que v viene asociado con un punto base z, aunque, cuando sea necesario, nos
referiremos a los puntos de T'S por sus dos coordenadas: (z,v)).

Como la velocidad a lo largo de una geodésica es constante nos interesare-
mos solo en las geodésicas v, con ||v] = 1. Podemos entonces definir el flujo
geodésico sobre el tangente unitario ¢ : T1S — TS dado por dicha ecuacién
diferencial. Esto es ¢'(v) = (7, (t), 5 (t)). Como S es compacta el flujo geodésico
estd definido para todo tiempo.

b Geodésicas en S

Sea S el levantamiento universal de S. Podemos “pull-backear” la métrica de
S a S dandonos un flujo geodésico ¢ : T1S — TS que a su vez levanta al
flujo ¢* en S (asf haremos el abuso de notacién de llamar a @' también ¢). Con
esta construccién tenemos que la curvatura en S estd acotada superiormente
por —k < 0y @' esté definida para todo tiempo.

Trataremos de comprender, en cierto sentido, el “dibujo” que hacen las
geodésicas sobre S.

Proposicién 2.1. Dados x,y € S diferentes existe un unico v € Tjg tal que
Y (t) = & para algin t > 0.
Ademds, en estds condiciones, resulta que d(z,y) =t

Esto nos dice que puedo unir puntos cualesquiera por segmentos geodésicos
de una forma tunica y ademas que las geodésicas son globalmente minimizantes



(claramente esto 1ltimo no es necesariamente verdad en S). Conceptualmente
la demostracion consiste en “jugar al golf geodésico”, apuntando en la direccion
que (localmente) optimice la distancia a y.

Dada esta proposiciéon podemos pensar en tridngulos geodésicos. Se puede
probar mediante campos de Jacobi (que son definidos en base a la curvatura y
nos dan informacién sobre que tan rapido se “despegan” pares de geodésicas)
que los tridngulos en un espacio de curvatura menor son mas “finos” que los de
un espacio de curvatura mayor, ver [BBIO1].

Proposicién 2.2 (Criterio de comparacién de tridngulos). Sea Azyz C S
tridngulo geodésico donde la curvatura de S estd acotada superiormente por
Kk < 0. Sea Az'y' 2’ € My, tridngulo geodésicos con lados iguales a Nxyz.

Sean sean a € TY, b € Tz, o’ € 2’y y V' € 2’2 tales que d(x,a) = d(z',a’) y
d(xz,b) = d(z', V). Entonces d(a,b) < d(a’,b')

Figura 1: Criterio de comparacién de triangulos.

Donde M, es una homotecia del plano hiperbdlico con curvatura k en el caso
k < 0y es R? con la métrica usual en el caso x = 0.

Hablemos ahora del comportamiento asintdtico de las geodésicas. En primer
lugar dos geodésicas que parten de un mismo punto con direcciones diferentes
estan forzadas a diverger. Mientras que, en contraste, dos geodésicas que no
divergan estan forzadas a, en cierto sentido, converger.

Proposicién 2.3. Dados v, y 72 geodésicas en S la funcion d(v,(t), y2(t)) e
convexa ent, luego si d(v1(t),¥2(t)) es no acotado entonces limy—, o0 (71 (1), y2(t)) =
+o0.

En particular si v,w € TS, v # w, entonces Hmy_s o0 (Y0 (1), Y (t)) = +00.

Proposicién 2.4. Sean 1 y v geodésicas de S.

Sid(71(t), v2(t)) estd acotado parat > 0 entonces existe to tal que limy— 1 ood(v1(t), y2(t+
to)) = 0 donde ademds la convergencia es exponencial.

Si ademds d(y1(t),v2(t)) estd acotada para t < 0 (es decir d(y1(t),v2(t))
acotada) entonces v1(t) = y2(t + to).

En el caso de H? se puede hallar explicitamente el ¢y (ver ejemplo [2.3)). El
caso general se prueba con argumentos de comparaciéon de tridngulo dado que
es verdad para el caso hiperbdlico.



2.2 El Borde por Rayos Geodésicos

Es natural pensar que estas geodésicas que convergen estan convergiendo a un
punto. Con esta idea en mente construiremos un borde ideal. La construccién,
potencialmente, se puede hacer en espacios méas generales. Referencias para esta
seccién pueden ser [BH99] y [Ball2] donde la construccién se hace en mayor
detalle y generalidad.

a La foliacién W+

La forma natural de formalizar la idea de un punto al cual las geodésicas con-
vergen es mediante a una relaciéon de equivalencia. Diremos que v ~ w si las
geodésicas basadas en esos vectores convergen a futuro (en el sentido de la pro-
posicién que es lo mismo que decir que d(7,(t), v (t)) estd acotada para
todo t > 0).

Llamaremos W7 (v) a la clase de equivalencia de v. Esta relacién de equiva-
lencia genera, de hecho, una foliacién en T’ 1S. Definimos entonces el borde de
S como 9S = S/W. Diremos entonces que y(+00) = WH(5(0))

0S5

W (v)

Figura 2: Hoja de la foliacién W7 vista como un punto en el borde.

De la misma forma podemos definir W™ la clase de equivalencia de vectores
que convergen a pasado. El borde definido como S /W™ queda trivialmente en
biyeccién a S/WT mediante W (v) — W~ (—=v) (y cuando veamos la topologfa
que le demos al borde, esta biyeccién serd un homeomorfismo).

Se puede ver que si nos paramos en un punto # € S entonces TS est4
en biyeccién con dS mediante v — 7,(+00) = WT(v); es decir, puedo llegar
a cualquier punto de 85 desde cualquier punto de S. Formalmente estamos
diciendo que, dados z € S y v geodésica, existe v € TLS tal que d(v,(t),y(t))
estd acotada para t > 0 (la idea de la demostracién serfa tomar limite en los
v, € TLS tales que v, (') = 7(t)).



b La topologia de 85

Podemos darle a 85 la topologia tal que haga que v — v (400) sea un homeo-
morfismo, haciendo que 85 2 S'. No es dificil ver que esta topologia no depende
de z.

Luego podemos extender las topologfas de S y 85 a su unién S = SUAS de
la siguiente forma. Dado W ((x,v)) € 85, consideremos los entornos I C TS
de v. Una base de entornos de Wt (v) serén los U(T,I) = {y,(t) | w € I,t €
(T, +00]}. Segin esta topologia, efectivamente lim;_, 4o v(¢) = y(4+00)

Figura 3: Entorno en la topologia de S

Como 71(S) actiia por isometrias en S manda hojas de W+ en hojas de
W, dandonos una accién sobre 3S. Como 7 (S) manda fibras de TS homeo-
morficamente a otras fibras de TS resulta que la accién en el borde es por
homeomorfismos.

Podemos extender el resultado de la proposicién a todo S.

Proposicién 2.5. Dados z,y € S diferentes existe v geodésica tal que y(t1) =
y v(t2) =y para algin par t1,ts (posiblemente +00).

Ademds, sivy' es otra geodésica en esas condiciones, entonces y(t) = ~' (£t +
to) para algin tg.

Figura 4: En el caso hiperbdlico la proposicién 2.5 se vuelve un sencillo problema
de geometria euclidea. Habria que mostrar que dado dos puntos del disco hay
una Uunica circunferencia perpendicular al borde que los une. En la figura se
muestra la construccién para unir dos puntos del borde.



Ejemplo 2.1. En el caso del modelo del disco de Poincaré H2 = {z € C | |z| <
1} con la topologfa usal de C. o
En el caso del modelo del semiplano superior H? = {z € C | Imz > 0}U{co}.
PSL(2,R) sigue actuando en estos espacios como transformaciones de Mobius.

¢ El lema de Morse

Una pregunta natural en este punto (que ademds nos serd util responder) es
;,Cudndo un homeo f: S — 5’ se extiende al borde?

Para poder hacer esto necesitariamos que f mande geodésicas a curvas que
estén “bastante” cerca de una geodésica de S’. Para esto necesitamos que f
respete métrica a gran escala.

Definicion 2.1. Decimos que f : M — M’ funcién entre espacios métricos es
(A, €)-quasi-isométrica si

Laa,y) — e < d(f(2), f(v)) < M(z,y) +e.

A
Si ademaés la imagen f es D densa (para todo 2’ € M’ existe x € M con
d(z’, f(x)) < D) decimos que es una quasi-isometria.
Llamaremos (A, €)-quasi-geodésica a una curva ¢ : R — M (A €)-quasi-
isométrica.

En general no nos importara quienes sean A y ¢, solo que existan. Asi ha-
blaremos de funciones quasi-isométricas a secas sobre entendiendo que existen
tales A y e.

Teorema 2.6 (Lema de Morse). Sea S el levantado universal de una superficie
cerrada de curvatura negativa. Dados \ y € existe D tal que toda (), €)-quasi-
geodésica estd a distancia Hausdorff menor a D de una geodésica de S.

Este lema implica que podemos definir ¢(+o00) de una quasi-geodésica ya
que c estara obligada a converger a los mismos puntos de su geodésica cercana.
Asi si f es quasi-isométrica entonces se puede extender al borde. Pero podemos
decir aiin més que esto.

Figura 5: El lema de Morse fuerza a las quasi-geodésicas a converger a puntos
tnicos en el borde.



Proposicién 2.7. Si f: S — S es una quasi-isometria entre levantados uni-
versales de superficies cerradas de curvatura negativa entonces la funcion indu-
cida f: 05 — 05" dada por y(+o0) — f oy(+00) es un homeomorfismo.

Estas proposiciones estdn demostradas en [BH99|] y son de hecho verdad en
espacios donde tenga sentido definir el borde. Para ver en que generalidad se
puede hacer esta construccién del borde referimos a [Ball2] donde las construc-
ciones de esta seccién se hacen en detalle.

2.3 El Espacio de Geodésicas
a Definiciéon y topologia

Pensaremos el espacio de geodésicas sobre S como el conjunto de las geodésicas
en S modulo reparametrizaciones triviales

G(S) = {7 geodésica de S}/~(t) ~ y(t + to).

Mientras no consideremos al espacio de geodésicas de S’ llamaremos al espacio
de geodésicas simplemente G.

Gracias a la proposicién podemos ver que una geodésica v € G (ha-
ciendo abuso de notacién) queda definida por los puntos v(—o0) y y(+00) del
borde a los que converge a pasado y a futuro (que no pueden ser los mismos).
Identificamos entonces las geodésicas de esta manera v = (y(—00), y(+00)).

De esta forma le damos a G la estructura topolégica inducida por esta aso-
ciacién

G=0SxdS\ A
donde A = {(a,a) € dS x AS} es la diagonal. Asi G queda homeomorfa a un
cilindro abierto, aunque no de forma visual.

Figura 6: El rectdngulo geodésico [e, d] X [a, b]. Consiste en todas las geodésicas
que comienzan en el segmento [c, d] y terminan en [a, b].

Vagamente hablando, esta topologfa es tal que si v y w estdn “cerca” en TS
entonces también lo estdn v, v v, en G. A su vez, si y1 y 2 estdn “cerca” en G



entonces tembién lo estdn (vistas como subconjuntos de 5') segun la topologia
Hausdorff sobre compactos.

Cuando comencemos la demostracion del teorema de Otal, nuestro primer
paso serd construir una conjugacién de érbitas (es decir, un homeo que respeta
las érbitas de los flujos geodésicos) entre T1S y T1S’. Observamos entonces que
si tenemos h : T1S — T1S’ una conjugaciéon de érbitas, esta induce de forma
natural un homeomorfismo (que también llamaremos h) h : G(S) — G(5’).

b Cartas geodésicas

Equiparemos a este espacio con una estructura diferenciable compatible con
esta topologia. Dado v € T'S sea G, C G el conjunto de geodésicas que
corta a +, positivamente (dicho de otra forma G, = (7y,(+00),v,(—00)) x
(Yo (=00), vu(+00))). Daremos en G, las siguientes coordenadas locales: v —
(x,0) donde x y 6 son tales que ~,(x) corta a v con un dngulo de § medido en
sentido horario. Nos referiremos a estas cartas como cartas geodésicas.

Figura 7: Coordenadas geodésicas basadas en v.

No demostraremos en detalle de que esto define una estructura C*° en G. El
hecho clave para ver que el cambio de cartas es C'™ es que la proyeccion por el
flujo geodésicos de vectores basados sobre una geodésica v, a una geodésica 7,

es O] .

2.4 Estructuras Sobre T'S

Damos ahora una breve introducciéon sobre las estructuras geométricas sobre
TS que usaremos. Esta seccién estd basada en los capitulos introductorios de
[Pat99].

a Descomposicion Horizontal-Vertical y métrica de Sasaki

Descompongamos al espacio tangente del espacio tangente (no unitario) de la
siguiente forma: TT'S = H © V, donde V(, .,y = T(,,.)S (al que nos referiremos
como direccidn vertical) consiste en las velocidades correspondientes a dejar un
punto base sobre S quieto y mover el vector tangente, y H ;) = T(4,,)S (que
llamaremos direccidn horizontal) son las velocidades que consisten en moverse

1Es un hecho conocido, aunque no trivial, que el flujo geodésico es C°.



Figura 8: Si parametrizamos los vectores basados +, de forma analoga a sus
geodésicas, estos varian C'* con estas coordenadas. Luego como proyectar a lo
largo del flujo geodésico hacia otra geodésica es C*° el cambio de cartas también
lo es.

sobre la superficie dejando el vector tangente quieto (la idea de dejar el vector
tangente “quieto” viene dada por la conexién afin obtenida por la estructura
riemanniana).

Formalmente V = ker(dr), siendo 7 la proyeccién candnica a la superficie,
y H = ker(K), siendo K el mapa de conexién.

Es decir los vectores tangentes a una curva (z(t), v(t)) € T'S serdn (&(t), Vzv(t)).
Asi un vector £ € TTS lo identificaremos £ = (€5, &v).

A su vez podemos definir una estructura riemanniana sobre T'S declarando
ambas coordenadas como perpendiculares: {((£,7)) = (£g,nu) + (v, nv). La
métrica asi definida se llama métrica de Sasaks.

Restringimos a partir de ahora esta descomposicién a TT'S; observese que
esto restringe solo el subespacio V', haciendo que ahora las componentes ver-
ticales puedan ser solo las correspondientes a rotaciones en las fibras. Asi si
(€m,€v) € T(y,0)T*S tenemos &y L v.

Podemos determinar entonces la distancia entre (x,v) y (y, w) de la siguiente
forma. Tomamos v geodésica en S que realiza la distancia d entre = e y. Trans-
portemos paralelamente a v a lo largo de «y obteniendo un vector v’ que forma
un angulo w con w. Entonces

d(v,w) = Vd? + w2

En estas coordenadas el flujo geodésico queda determinado por el campo
G(z,v) = (v,0) ya que por definicién, si v es una geodésica (que se identifica
con (v,%) en TS, que es ademds una geodésica segtin la métrica de Sasaki),
Vi =0.

b Forma y volumen de Liouville

Definiremos ahora la forma de contacto de Liouville como la componente en
direccién del flujo, esto es

O‘(gc,v)(g) = <<£7G(U)>> = <£Hav>'

10



Figura 9: Vectores de T, TS ilustrados como velocidades de curvas.

Se puede demostrar que, en efecto, esta es una forma de contacto. Esto es lo
mismo que decir que a A da es una forma de volumen, que llamaremos volumen
de Liouville (veremos este resultado en la proposicién .

Maés concretamente podemos calcular da explicitamente:

da(f,ﬂ) = <€Va77H> - <£H777V>

Resulta entonces que el flujo geodésico es el flujo caracterisico de esta forma
de contacto, es decir apunta en la direccién de degeneraciéon de da (esto es
da(G, &) = 0 para todo £ € TT'S; hecho que es facil de ver teniendo en cuenta
que &y L v) y es normal segun « (a(G) = 1). Por ello tanto « como su derivada
exterior son invariantes por el flujo geodésico y por ende el volumen de Liouville
también lo es.

Integrando el volumen de Liouville obtenemos entonces una medida inva-
riante por el flujo geodésico llamada medida de Liouville.
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c Caracterizaciones de la forma y el volumen de Liouville

Probaremos el siguiente par de proposiciones que nos seran utiles més adelantes
ademads de aportar intuicién geométrica sobre el volumen y la forma de Liouville

Proposicion 2.8. El volumen de Liouville es un multiplo constante de la forma
de volumen asociada a la métrica de Sasaki.

Demostracion. Esto es equivalente a decir que evaluar a o A da sobre una ba-
se ortonormal da (a menos del signo) una constante (independiente del plano
tangente que observemos).

Elegiremos como base ortonormal sobre T{, . a {(v,0), (v, 0), (0, v*)}. Ob-
servando que a((v1,0)) = a((0,v1)) = 0 tenemos que

a A da((v,0), (UJ‘7 0), (0, vJ‘)) = 3(a((v, O))doz((vJ‘, 0), (0, UJ‘))
—a((v,0))da((0, UJ_)a (ULv 0))) =6.
O

Observacion 2.9. Se deduce de esta propiedad que el volumen de Liouville es
invariante por rotaciones en las fibras de TS ya que estas mandan bases ortonor-
males en bases ortonormales (solo cambian la coordenada vertical preservando
su norma).

Las definiciones de direcciones estables e inestables de la siguiente proposi-
cién se ven en la seccién 2.5

Proposicion 2.10. La forma de Liouville se caracteriza por valer 1 en la di-
reccion del flujo geodésico y 0 en las direcciones estables e inestables.

Esta proposicion es equivalente a decir que las direcciones estables e inesta-
bles son perpendiculares a la direccién del flujo segin la métrica de Sasaki.

Demostracion. Esto podemos verlo ya que la proyeccién de las horoesferas ba-
sadas en (z,v) (que son justamente las variedades estable e inestables) sobre la
base consisten en el limite de esferas geodésicas que pasan por x, haciendo que la
coordenada horizontal de su vectores tangentes sean (en (z,v)) perpendiculares
a v ya que él apunta en direccién radial. O

Ejemplo 2.2. En el caso el plano hiperbdlico el fibrado tangente queda tri-
vial, de forma que podemos parametrizarlo mediante la siguiente identificacién:
T'H? = H? x S!. En esta parametrizacién la métrica de Sasaki consiste solo en
agregar la componente de rotacién en St
da? + dy?

e

Asi el volumen de Liouville en esta parametrizaciéon quedard

+ dw?.

1
—dz Ady Adw.
Yy

2.5 Dinamica del Flujo geodésico

La siguiente seccion seccién estd desarrollada en gran detalle en la monografia
de Victoria Garcia [Garl6]. Otra posible referencia para los siguientes temas es
[KH95).
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a Flujos de Anosov

El flujo geodésico en curvatura negativa pertenece a una familia de flujos de
gran riqueza dindmica caracterizados por una expansién/contraccién que causa
una gran sensibilidad respecto a las condiciones iniciales.

Definicién 2.2. Sea ¢! : M — M un flujo C* sobre una variedad riemanniana.
Decimos que ¢! es un flujo de Anosov si TM admite una descomposicién TM =
E°® E° @ E* tal que:

1. La descomposicién es continua y ¢f-invariante: si T,M = E¢ @ ES &
E} existen, localmente, bases de EJ que varfan continuamente con x y
D¢, B} = Ej,, para j € {c,s, u}.

2. E° corresponde a la direccién del flujo: ES = (¢(z)).

3. D¢' contrae exponencialmente sobre E* a futuro y sobre E“ a pasado:
existen C' > 0, A > 0 tales que

1D¢" |

<Ce™™, | D¢t pu| < Ce™™
para todos x € M y t > 0.

A los subespacios E° y E* se les llaman direcciones estables e inestables y
pueden ser integradas de forma de conseguir variedades estables e inestables.

Teorema 2.11 (Variedad Estable). Sea ¢! : M — M flujo de Anosov. En-
tonces para todo x € M existe W**(x) C M subvariedad C' inmersa tal que
T, W*s(x) = ES. Ademds

w(@) = {y € M | d(¢'a,¢'y) — 0}
donde la convergencia es, ademds, exponencial.

Anélogamente se tiene un teorema de la variedad inestable que nos de una
variedad W*"(z) donde las distancias se contraen a pasado. A las variedades
WHs y W5 ge les llaman variedades estables e inestables fuertes (o, a veces, solo
variedades estables e inestables y se las denota W*® y W").

Podemos también definir las variedades centro-estable y centro-inestables:
Wes(z) = ¢®(W?(x)) (andlogamente W<). Observese que estds variedades
coinciden con las hojas de la foliacién definida en la seccion [2.2

Se puede ver ademds que estas variedades forman foliaciones C! en la varie-
dad M.

Otro hecho clave de los flujos de Anosov es la densidad de las 6rbitas pe-
riddicas. En cierto sentido el teorema de Otal gira al rededor de dicha densidad,
dado que nos permitird leer la informacion del espectro de largo en cualquier
lugar de la superficie forzando una rigidez sobre su geometria.

Para enunciar apropiadamente esta densidad daremos la siguiente definicion.

Definicién 2.3. Sea ¢! : M — M un flujo suave sobre una variedad rieman-
niana y ¢: R — M una curva diferenciable

e Decimos que ¢ es una e-pseudo drbita si ||¢(t) — ¢'z|| < e para todo ¢.
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e Decimos que c¢ es d-sombreada por la 6rbita de x si existe s : R — R con
1 -8 < s(t) <1+ 6 para todo t tal que d(c(s(t)), ¢tx) < § para todo t.

Teorema 2.12 (Shadowing Lemma). Sea ¢' : M — M flujo de Anosov. En-
tonces para todo 6 > 0 existe € > 0 tal que toda e-pseudo drbita es §-sombreada
por una orbita de verdad.

Ademds, si 6 es suficientemente chico, si la pseudo drbita es periddica en-
tonces la orbita que la sombrea también lo es.

Como consecuencia de este lema podemos “cerrar” las dérbitas recurrentes
(dado § existe € tal que si d(z, ") < € entonces la érbita entonces ¢'xz|o 7] es
d-sombreada por una érbita periddica).

b El flujo geodésico como flujo de Anosov

Teorema 2.13. Sea S una superficie riemanniana cerrada de curvatura nega-
tiva. Entonces su flujo geodésico ¢* : T'S — T1S es Anosov.

Donde estamos pensando a 7' S con la métrica de Sasaki. De todas formas,
pese a su definicién basada en la métrica, se puede ver que, en el caso compacto,
el hecho de que un flujo sea Anosov es en realidad una propiedad topolégica. Es
decir que un flujo sea de Anosov es invariante por cambios en la métrica de la
variedad y por cambios de tiempos en el flujo.

Teniendo en cuenta esta observacién podemos dar una idea de la demostra-
cién del teorema. No es dificil pasar del ejemplo [2:3] que haremos en breve a una
demostracién de que el flujo geodésico en superficies hiperbdlicas es Anosov. Por
otro lado en la seccion mostraremos una equivalencia topolégica entre los
flujos geodésicos en curvatura negativa que nos permitira concluir el teorema.

En el caso del flujo geodésico podemos dar una nocién de la “forma” de las
variedades estables e inestables en T'S. Dado v € T'S sea By = {w € T'S |
Yo (T) = 7 (T)} (la esfera geodésica de radio T sobre S con sus respectivos
vectores apuntando en direccién radial que contiene a v). Entonces By converge
aW?s(v) con T — +ooy a W (v) con T — —oo. Esta convergencia es de hecho
C" en el sentido de que podemos parametrizar las superficies en cuestién de
forma que las parametrizaciones converjan en la topologia C'! sobre compactos
(ver [Ball2]). Por este hecho, en este caso llamamos a las variedades estables e
inestables horoesferas.

Ejemplo 2.3. Veamos en el caso hiperbélico quienes son las variedades estables.
En virtud de la transitividad de las isometrias bastaréd verlas sobre un punto,
digamos el (7,7) en el modelo del plano hiperbdlico.

Sabemos que el flujo en (4,7) serd la geodésica vertical ¢(i,i) = (e'i,eti) y
por lo tanto converge a oo. De forma que las geodésicas que convergen a ella
serd las demds geodésicas verticales. Veamos entonces que

W (i,4) = {Tmz = 1} x {i} = {(r+1,4) | r € R}.
Dado que z — z+7 es isometria de H? el flujo geodésicos en esos puntos seré
@ (r+i,i) = (r+e'i,eli). Para ver la contraccién exponencial, si v : [0, 7] — H?
es v(s) = (s + eti, eli), vemos que d((e'i,eld), (r + eli, eti)) < £(y).
Entonces 4(s) = (1,Vie'i) = (1,e'Vyi) = (1,e'%) = (1,1) y por ello
Iv(s)|l = § asi que ((v) = [ gds = @ Finalmente concluimos d(¢* (i, 1), o' (r+

1,1) < */37" con lo que tenemos la contracciéon exponencial.
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Como las horoesferas que conservaran trivialmente por isometrias notamos
que ellas son siempre circuncerencias tangentes al borde. Por otro lado podemos
ver que en PSL(2,R) las horoesferas corresponden a las érbitas por multiplica-
cién a derecha del subgrupo {(§ %)}

Figura 10: Horoesfera basada en v vista como limite de esferas geodésicas

¢ Ergodicidad del flujo geodésico

Otra propiedad relevante del flujo geodésico es su ergodicidad respecto a la medi-
da de Liouville que introducimos en la seccién (la cual tiene la particularidad
de ser positiva en abiertos).

A grandes rasgos la ergodicidad quiere decir que la medida solo ve un gran
bloque para la dindmica, es decir no distingue piezas invariantes. Una formula-
cién equivalente es que cualquier dato que pueda leer la medida puede ser leido
desde casi cualquier érbita (ver teorema de Birkhoff mds abajo).

Proposicién 2.14. El flujo geodésico ¢* en una superficie S cerrada de cur-
vatura negativa es ergodico respecto a su medida de Liouwville A\. Es decir, si
A C TS con ¢*(A) = A para todo t entonces A\(A) =0 o 1.

Dos consecuencias de este hecho que gozaré el flujo geodésico son las siguien-
tes (el primero es consecuencia del teorema de recurrencia de Poincaré).

Proposicién 2.15. Dado ¢ : M — M flujo sobre una variedad ergédico res-
pecto a una medida A\ positiva sobre abiertos entonces A-c.t.p x € M tiene orbita
densa. En particular ¢' es transitivo.

Teorema 2.16 (Birkhoff). Sea ¢' : M — M flujo sobre una variedad ergddico
para una medida finita \. Entonces para toda f integrable y A-c.t.p. x € M se
tiene

1
lim

T 1
iz [ et = o [ rma)
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3 Parte I: El Espectro de Longitudes Determina
el Flujo Geodésico

Enfocdndonos ahora en el teorema de Otal. ;Qué nos dice el espectro de lon-
gitudes sobre el flujo geodésico de una superficie? La respuesta (como cabria
esperar si tenemos la expectativa de que nos diga todo sobre la geometria) es
que nos dice todo:

Teorema 3.1. Sean S y S’ superficies riemannianas cerradas orientables de
igual genero y curvatura negativa con el mismo espectro marcado de longitudes
entonces sus flujos geodésicos son conjugados.

Este teorema es verdad en dimensiéon méas grande y no es dificil generalizar
los argumentos aqui usados para probarlo.

Demostraremos antes que tenemos una conjugacién de orbitas, hecho que
depende solo de que las superficies tengan curvatura negativa y no de que tengan
el mismo espectro de largo. En el apéndice [B] se ve que podemos asumir que
dicha conjugacion posee ciertas regularidades que necesitaremos por motivos
técnicos a la hora de obtener la conjugacién de flujos.

3.1 Conjugacién de Orbitas Entre Superficies de Curva-
tura Negativa

Seamos mas especificos en lo que buscamos en una conjugacién de érbitas.

Definicién 3.1. Sean ¢' : M — M y o' : M’ — M’ flujos sobre variedades
riemannianas. Decimos que hg : M — M’ es una conjugacién de drbitas si es
un homeomorfismo que respeta las orbitas de los flujos y que a su vez es un
homeomorfismo creciente quasi-isometrico sobre las érbitas.

Esto tltimo quiere decir que existen A, e > 0 tales que si h(¢'z) = h(z)
entonces

1
Xt—egsg)\t—i-e. (1)

Teorema 3.2. Sean S y S’ superficies riemannianas cerradas orientables de
igual genero y curvatura negativa. Entonces existe hg : TS — TS’ conjugacion
de orbitas entre sus flujos geodésicos

Tomemos f : S — S’ un homeomorfismo (que podemos asumir que respeta
el marcado de las clases de homotopfa libre). Nuestro objetivo serd, a partir de
f : § — S, construir una conjugacién de érbitas mi-invariante entre los flujos
en los cubrimientos universales.

Este serd nuestro esquema de demostracién:

e Via el lema de Svarc-Milnor podemos ver que f es una quasi-isometria.
e Por el lema de Morse f induce un homeo entre el espacio de geodésicas.

e Construimos la conjugacién primero mandando (z,v) a la proyeccién de
f(@) a f(v») y luego promediando sobre las 6rbitas.
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a El lema de Svarc-Milnor

El lema de Svarc-Milnor nos dice que 7 (S) es quasi-isométrico a S via el mapa
g — g - xq para algin xg fijo.

Exponer los conceptos necesarios para entender el enunciado y poder apli-
carlo es en realidad mas trabajo del necesario, de forma que demostraremos
directamente lo que necesitamos. La demostracién es escencialmente la misma
que la del lema de Svarc-Milnor, la cual se puede encontrar en [BH99].

Proposicién 3.3. Sea f:8 = S levantado de un homeo f : S — S’. Entonces
f es una quasi-isometria.

Antes de meternos con las cuentas cabe aclarar cual es la idea. La 6rbita de
un dominio fundamental por el 7; forma un teselado con una grilla asociada.
La idea es que la distancia entre dos puntos estard casi en proporciéon con el
tamano del camino sobre la grilla que una sus dominios fundamentales.

Asi cabria de esperar que A fuese la proporcion de los didmetros entre los
dominios fundamentales y € la suma de estos didmetros (no serdn estos a los
nimeros exactos que llegaremos, pero esta es la idea).

Camino de largo n
Geodésica de largo ~ kn

Figura 11: La distancia entre dominios fundamentales tendra cotas tipo quasi-
isometria en relacién a la cantidad de elementos de un generador que se necesite
para ir de un dominio fundamental al otro.

Demostracién. Sea C' un dominio fundamental de S y fijemos zg € C. Notemos

que entonces f(C) es un dominio fundamental para . Sea D = max{diam(C), diam(f(C))}.
Sean I' = m(S) = m(S") y A={g € T'| d(g - zo,z9) < 3D}. No es dificil

ver entonces que A es un generador de T'.
Inductivamente vemos que podemos llegar a cualquier elemento de I" - zg U

B(zg,nD) con puntos de (A) - zg. El paso inductivo se concluye de que, dado

g- o € B(xg,(n+1)D), B(zg,nD)U B(g - x9,3D) contiene una bola de radio

D, por ello contiene un dominio fundamental y finalmente contiene un elemento

de (A) - zo.

Definimos £4(g) = min{n | ayas...a, = g con a; € A}. Nuestro objetivo es
conseguir cotas superiores e inferiores para d(zg,g - o) y d(f(xo),g- f(x0)) en
funcién de £4(g).

17



Si tomamos p = min{d(a - y,y) | a € AUA"Yy € {xo, f(x0)}} vy usando
desigualdad triangular conseguimos

d(wo,9 - 20) < plalg), d(f(wo).g- f(wo)) < plalg)- (2)

Tomemos v geodésica (de velocidad 1) que une a xg y a g-xo con y(0) = xg
y ¥y(nD +7) = g-x9 con 0 < r < D. Es facil ahora construir una sucesiones
a9, a1y 0y € Ty o, 21,22...,Zpy1 = g-2To € S tal que a; - ; = Tj41 y
d(xi,y(iD)) < D.

De este forma concluimos que £4(g) < n+1 = Ld(z,g - ai) -5+1<
+Ld(z,g - x) + 1. Disponemos a su vez del mismo resultado para 5.

A
{oI=

y el resultado sigue siendo verdad si cambiambos xg por g1 - xg y a g - g por
g2 - o ya que I' actia por isometrias.

Ahora si z,y € S son cualesquiera, y teniendo en cuenta que se puede apro-
ximar a cualquier punto de Sy de S’ por puntos de I'-zq y T'- f() con un error
de D (y ademds los elementos de aproximacién pueden tomarse invariantes por
f) tenemos

d(f(z), f(y)) < d(gr - f(20), 92 - f(z0)) + 2D < Ad(g1 - %o, g2 - To) + p + 2D
< Md(z,y) + p+ (2A+2)D
~— ———

€1

d(f(z), f(y)) = d(g1 - f(zo), 92 - f(zo)) — 2D > %d(m - X0, g2 - Xo) — 3D

2
(X+3)D
———

€2

Tomando el maximo entre €; y €3 se concluye el resultado.

b Demostracién del Teorema

Demostracion. Por las proposiciones y f induce un homeomorfismo en el
borde y por ello induce un homeomorfismo f : G(S) — G(S’) entre los espacios
de geodésicas.

Consideremos h : T'S — TS’ construido de la siguiente forma. Dado
(z,v) € T'S, sea ' = f(v,). Proyectemos f(z) a 4 de forma normal (diga-
mos que se proyecta a 4’(0)). Entonces (z,v) — (v/(0),%/(0)).
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Del hecho de que f es quasi-isometria y de que fo'y y f(v) esten a distancia
de Hausdorff uniformemente acotada (por lemma de Morse: teorema se ve
que h cumple la desigualdad para algin para A, e. También es facil ver que
es mp-invariante.

El problema es que h no tiene por que ser un homeomorfismo sobre las
Orbitas.

Sabemos que h(¢'v) = ¢ h(v). Promediando a(v, ) en un intervalo apro-
piado podremos conseguir la inyectividad a lo largo de la érbita. Sabemos, por
desigualdad , que existe ¢ > 0 tal que a(v,t + ¢) > a(v,t).

Sea B(v) = 1 [ a(v,t)dt. Nuestra conjugacién de orbitas serd ho(v) =
P h(v). Para ver esto notamos que ho(¢'v) = PPV h(ptv) = PO Ty (y),
asi que la monotonfa es equivalente a mostrar 5(¢'v) + a(v,t) > B(v) cada vez
que t > 0.

B(¢'v) + alv,t) — Bv) = 1/06a(¢t’5) + a(v,t) ds—% /OC a(v, s)ds

C
=a(v,s+t)

:ftt+c a(v,s)ds

1 t+c 1 t
= 7/ a(v,s)ds—;/ a(v,s)ds >0
c 0
—_———

C

:f(; a(v,s+c)ds

a(v,t) N\ (@', s) ’,'l :'ﬂ

a(v,t+s) .

Figura 12: a(¢tv, s) + a(v,t) = a(v,t + 5)

3.2 La Conjugacion de Flujos

A partir de ahora la demostracién serd similar a la de [KH95, teorema 19.2.9].
Dicho teorema es exclusivamente dindmico y por ello mas general que el teorema
[3:1] Asf la geometria ya jugo su rol en esta demostracién al darnos la hiperboli-
cidad, transitividad y conjugacién de érbitas de los flujos geodésicos. Entonces
la conclusién del teorema |3.1] serd verdad solo con esas tres hipotesis.

Ahora queremos mejorar estd conjugacién de érbitas para hacerla una con-
jugacién de flujos. Hasta ahora tenemos que ho(¢tv) = (") ho(v). Para corre-
gir a de forma de obtener una conjugacién de flujos buscaremos una soluciéon
B:T1S — R de la ecuacién cohomoldgica a(v,t) —t = B(¢tv) — B(v).

i Cudndo este tipo de ecuaciones admiten soluciones? Una primera restric-
cién es la dada por las periédicas. Si dicha solucién existe y v = ¢” v estamos
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obligados a que a(v,T) — T = 0. Estd restriccién no serd problema gracias a
que ambas superficies tienen el mismo espectro de longitudes. El teorema de
Livschitz nos dice que para flujos de Anosov esta es practicamente la tnica
restriccidén para resolver estas ecuaciones.

Teorema 3.4 (Livschitz). Sea ¢' : M — M wun flujo de Anosov sobre una
variedad riemanniana cerrada y g : M — R Holder tal que para todo x con
v=¢Tx se tiene fOT g(¢tz)dt = 0.

Entonces existe G : M — R tal que

o(x) = SO Dimo

El teorema es, en realidad, més general que el aqui enunciado y es verdad
también para difeomorfismos. Su demostracién se puede encontrar en [KH95|
secci6én 19.2].

Para poder aplicar este teorema necesitarfamos que « (o mas bien su deri-
vada en la segunda coordenada) fuera Holder. Podemos asumir, en efecto, esta
regularidad (lema en el apéndice).

Demostracién del teorema[31. Por lema-sabemos que g(v) = La(v,t)|imo—
1 es Holder. Ademas, si v = ¢T v,

T Td
t d -~ o ~1d
| st = [ Sat@v sl -t

/ (v, 8)|s=¢ — 1dt

fosz) T=0

donde la dltima igualdad se da porque ¥ y ¢! tienen los mismos periodos en sus
orbitas periddicas por tener las superficies el mismo largo de espectro marcado
de forma que YT hy(v) = ho(¢Tv) = ho(v).

Entonces estamos en condiciones de usar el teorema de Livschitz con lo que
obtenemos f3 tal que Sov(v,t)|s—0 — 1 = & B(¢'v)|i—¢ e, integrando, a(v,t) —t =
B(ot) — B(v).

Si definimos hy : T'S" — TS’ como hy(ho(v)) = ?@ho(v) tenemos en-
tonces hy o ho(¢'v) = POV hg(plv) = YAty (4) = PHBOp(y) =
Pthy o ho(v) O
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4 Parte II: El Flujo Geodésico Determina la Co-
rriente de Liouville

a La corriente de Liouville

A las medidas de Radén mi-invariantes sobre el espacio de geodésicas se les llama
corrientes geodésicas. Nuestro interés se enfocarda en una corriente geodésica
en particular que se construye naturalmente a partir del volumen de Liouville
llamada corriente de Liouville.

Esta corriente sera clave en nuestra demostracién pues veremos que, en cierto
sentido, el espectro marcado de longitudes determina a la corriente de Liouville,
que a su vez determina la estructura riemanniana de una superficie.

Definiremos la corriente de Liouville m de la siguiente forma. Sea ¥ C T18
una superficie compacta orientada transversa (fuera de su borde) al flujo geodési-
co, llamaremos Gy, al conjunto de geodésicas que cortan positivamente a X.

Entonces
/ do
by

m(Gs) =

Figura 13: El conjunto Gy, visto desde TS

No es dificil ver que, en caso de m estar bien definida, esta medida se exten-
derd a toda la o-dlgebra de Borel y es mi-invariante (ya que « estd definida a
partir de la métrica que es m-invariante).

Para ver que m est4 bien definida consideremos ¥ y ¥’ dos superficies trans-
versas (que podemos suponer que no se cortan, por ejemplo haciendo fluir una
de las dos un tiempo suficientemente grande por el flujo) tales que Gy, = Gyv.
Estas superficies forman un cilindro geodésico con ellas como tapas y con una
superficie 2 como cara lateral (donde €2 contendra a la direccién del flujo y por
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lo tanto da se anula sobre ella). Usando el teorema de Stokes obtenemos:

Oz/dda:/ da:/da— da
R SU-Z/UQ ) %

Figura 14: da integra lo mismo en superficies transversas que cortan al mismo
conjunto de geodésicas.

Daremos a continuaciéon dos caracterizaciones de la corriente de Liouville.
La primera serd dindmica, de forma que nos permitird ver que la conjugacion
de flujos h preserva las respectivas corrientes de Liouville. La segunda serd
mas bien geométrica y serd necesaria para terminar estableciendo una igualdad
geométrica entre las superficies.

b Caracterizacion dinamica de la corriente de Liouville

Sea [b1, b2] X [a1,a2] C G un rectdngulo geodésico tel que [b1,b2] N [a1,az] = 0.
Sea v € (by,aq) (es decir, vector sobre la geodésica que comienza en by y termina
en al).

De la forma que se ve en la figura [I5] se proyecta v a lo largo de horoesferas
primero hacia (b1, as), luego a (b2, as), después a (b, a1) y finalmente de nuevo
a (b1, a1) obteniendo un vector w = ¢°v.

Proposicién 4.1. Dada la construccion de arriba se tiene m([by, ba] X [a1,az]) =
5]

Demostracion. Podemos construir 3 superficie transversa al flujo que tenga co-
mo borde los segmentos de horoesferas que se recorren durante las proyecciones
y el segmento geodésico que une a vy a w (ver figura . Luego se concluye la
demostracion a partir del teorema de Stokes:
/ a
s

/da
b

m([b1,bs] X [a1,a2]) =
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Figura 15: El vector v se proyecta sucesivamente a lo largo de horoesferas hacia
las geodésicas vértices del rectangulo hasta volver a la geodésica original.

y, teniendo en cuenta que por proposicion la forma « vale 0 en direccién
de las horoesferas y 1 en direccién del flujo, el dltimo termino vale |s|.

(blv a’2)
Figura 16: La superficie ¥ donde se va a integrar.

O

Corolario 4.2. Sean S y S’ superficies cerradas riemannianas con m y m’ sus
respectivas corrientes de Liouville.

Sih:T'S — T'S' es una conjugacion de flujos y consideramos el morfismo
h:G(S) — G(8") inducido por la conjugacidn. Entonces m' = h*m.

Demostracion. Dado que h preserva obviamente las horoesferas y la distancia
entre v y w, m' = h*m sobre los rectdngulos geodésicos. No es dificil de ver que
el algebra de uniones finitas de rectangulos geodésicos genera la o-dlgebra de
Borel, de forma que la tesis se extiende a la misma. O
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En cierto sentido, teniendo en cuenta la proposicién hemos demostrado
que el espectro de longitudes determina la corriente de Liouville.

En su demostracién original Otal demuestra de forma directa que el espec-
tro de longitudes determina la corriente de Liouville, usando solo la conjugacion
de érbitas y no la conjugacién de flujos. Mas atn, él muestra que una corriente
geodésica cualquiera queda determinada por lo que se llama niumero de intersec-
cion con las clases de conjugacién del m; (en el caso de la corriente de Liouville,
el nimero de interseccién coincidird con el espectro de longitud de la clase de
conjugacion).

c Caracterizacién geométrica de la corriente de Liouville
Proposicion 4.3. En cartas geodésicas la corriente de Liouville tiene la forma
dm(z,0) = sin dxdo.

Demostracion. Trabajaremos en G, con su respectiva carta geodésica. Sea X
una superficie de vectores w basados en ~, “bien” orientados respecto de -, (es
decir, tales que {w, v, } forman una base positiva), la cual parametrizaremos con
g:UCRx(0,71) =X CT'S de forma aniloga a las geodésicas de G,.

dm(m,@):/daz/g*da
95 b U

Se tiene que Gy = U como subconjuntos de R x (0, 7). As{ que basta probar
que g*da = sin 6dxdf.
Llamemos 6 - w a la rotacién en sentido horario de w sobre su fibra.

® Dgz6)(1,0) = (¥»(x),0) ya que la coordenada velocidad de la curva
g(t,0) = (7,(t), =0 - 4, (t)) estd siendo transportada paralelamente.

® Dg(a,0)(0,1) = (0,(5 +0) - f(x)) dado que g(z,9) = (yo(x),7 - Ju(z)) es
una rotacion sobre la fibra parametrizada por longitud de arco.

De alli concluimos
g de((1,0),(0,1)) = de((w(), 0), (0, (g +0) Ao (2)))
= ~(ula). (5 +0) o))

=— cos(g +6) =sind.
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5 Parte IIl: La Corriente de Liouville determina
la Geometria

Hasta ahora disponemos de una conjugacién h entre los flujos geodésicos que
ademds preserva la corriente de Liouville. Esta h es apenas un homeomorfis-
mo entre los tangentes unitarios y no hay ningin motivo por el cudl se deba
proyectar a un homeomorfismo entre las superficies. Mas aun esto es falso, por
ejemplo si A’ fuese un homeomorfismo entre los tangentes unitarios con estas
condiciones que se proyecta a un homeomorfismo entre las superficies entonces
h = ' o ' también tiene todas las mismas condiciones y sin embargo hace “ex-
plotar” los puntos, de forma que no se puede proyectar a las superficies. Este
problema es en realidad menor y nos concentraremos ahora en otro problema:
la conservacién de angulos.

a Funcién de angulo deformado puntual

Seav € T1S y 6 € [0, 7], nuevamente definimos 6 - v como la rotacién de dngulo
¢ sobre la fibra de v en sentido horario.

Podemos ver que las geodésicas h(7,) y h(7s.,) se cortan ya que dos geodési-
cas se cortan si y solo si sus respectivos extremos sobre el borde estan alternados,
pero h : S = S' — 95’ = S! actda como un homeomorfismo, de forma que
preserva los ordenes de los puntos. Asf definimos 6’(6, v) como el dngulo formado
entre estas dos geodésicas, es decir el angulo al cual se deforma un dngulo de 6
sobre v.

Nuestro objetivo sera probar que 6'(6,v) = 6.

=t

9’(9,’[1

J
<

Figura 17: Construccién de 6'.

Un par de observaciones sencillas sobre 6’ son
e 0 es continua,

e '(0,v) =0y 0'(m,v) =m.
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b Funcién de dngulo deformado medio

Disponemos de mejores herramientas para trabajar con promedios que sobre
cosas puntuales, de forma que definiremos

o'(0) = ﬁ /TISH'(H,v)d)\(v)

y nos propondremos probar que ©'(6) =6

Proposicién 5.1. O’ es un homeo superaditivo: para 01,6, € [0, 7] con 61+62 €
[0, 7] tenemos ©'(61) + ©'(02) < ©'(01 + 62)

Demostracion. Podemos ver que esta propiedad se cumple puntualmente en el
siguiente sentido: viendo el dibujo y notando el hecho de que, gracias al teorema
de Gauss-Bonnet, los dngulos internos de un tridngulo geodésico en curvatura
negativa suman menos que 7 tenemos ¢’ (61, v)+6'(6a,01-v)+(7—0'(61+62,v)) <
7w de donde se despeja

9/(91,’0) + 9/(92,91 -7)) < 9’(91 + 02,7]).

Figura 18: Se despeja de este dibujo una superaditividad puntual.

Integrando a ambos lados obtenemos la igualdad deseada ya que, por obser-
vacion 2.9] el volumen de Liouville es invariante por rotaciones en las fibras, es

decir xoprgy [ 0'(0,9 - v)ANW) = x7rgy [ 0 (0,0)dA(v) = ©/(6). O

Proposicién 5.2. Una funcién superaditiva A : [0,a] — [0, a] que deja fijos los
extremos cumple una de las siguientes condiciones:

1. Existe ag € (0,a] tal que A(x) < xz Vz € (0,a0) y A(ao) = ao.
2. A(z) <z Vze]|0,d]

Demostracion. Por absurdo, si negaramos ambas afirmaciones tendriamos b tal
que A(b) > by una sucesién {an}nen con a, — 0y A(a,) > a,. Sea (c,d)
un intervalo maximal con A(x) > z Vz € (¢,d). Sea n tal que d — a,, € (c,d),
llegamos entonces a la siguiente contradiccién: d = A(d) > A(d—an) + A(an) >
(d—an)+a, =d. O
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c El efecto de angulos deformados en funciones continuas

Ahora, si tenemos Fp : [0, 7] — R continua y convexa tendremos por la desigual-
dad de Jensen:

! ]‘ !
F(&/(0)) < 5prgy /; B0, m)axw (4)

ademas si Fy es estrictamente convexa y tenemos la igualdad arriba podemos
concluir que 0'(6,—) es constante (este hecho es clave dado que nos permitird
concluir que ¢'(6,v) = 0 a partir de ©'(0) = 6).

Dada Fy definiremos ahora F,(v) = [ Fy(6'(6,v))sin#dé. Luego la de-
sigualdad obtenida por Jensen (usando Fubini) se convierte en:

i ! Si b v v
/0 Fy(©/(0)) s 000 < s /TlSF,,( JAA(v)

El siguiente lema, pese a su aspecto técnico, es en realidad el corazén de
la demostracién. El nos dice que si promediamos en ordenes apropiados Fy no
percibe la deformacién de los dngulos. Con un poco més de trabajo esto nos
permitird probar que los dos promedios de arriba son iguales (ademds de que
©’ es la identidad) con lo que concluiremos que los dngulos se preservan.

Lema 5.3. Dada Fy : [0,7] = R continua y F, definida como arriba se tiene

1 g .
T /T B = /O Fy(6) sin 0.

Demostracion. Dada la ergodicidad (teorema[2.16) podemos aproximar la parte
izquierda de la igualdad por un promedio temporal de F), sobre una érbita que a
su vez, por el shadowing lemma 7 podemos aproximar por por una érbita
periédica. Demostraremos entonces que el promedio de F;, sobre las geodésicas
cerradas vale fow Fp(0) sin0db, lo cual implicaria el resultado deseado.

Sea ahora v una geodésica cerrada, ¥ un segmento de levantado de v que
se proyecte inyectivamente sobre v y G, el conjunto de geodésicas que cortan
positivamente a 4 que veremos con coordenadas geodésicas (x,0) basadas en
v = 4(0). Sea v = h(7) (entonces £(y) = £(7')) y definimos G- el conjunto de
geodésicas que cortan a ' con coordenadas (z/,0") basadas en w = 4. Observese
que 0'(6,~(t)) es justamente la coordenada 6’ de h(t,9).

Llamando, por abuso de notacién, vy al intervalo [0, £(-y)] al considerarlo como
dominio de integraciéon tenemos

g({y)AFv(V(t))dt: é(lv)/mm}xv Fy(6'(8,7(t))) sin 0d6dt
- ﬁ [ Folt' 6. 0)dm = o [
= ﬁ /[ww Fy(0') sin ¢'d0’dt’
= ﬁﬁ(v’) /[w Fy(0') sin ¢'d¢’

= / Fy(0) sin6dé
[0,7]
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La igualdad marcada con un asterisco no es inmediata ya que h no necesa-
riamente le hace corresponder G,/ a G,. Sin embargo G, se “parte” en pedazos
que se podran reacomodar a efectos de la integral.

Sea g € m1(S) = m1(S) que representa a vy a ' y consideramos sus respec-
tivos levantados que quedan fijos por g. Asi 4 y 4’ son dominios fundamentales
de sus geodésicas extendidas por la accién de g. En conclusion G, y G, son
dominios fundamentales de G, y G,, (las geodésicas que cortan positivamente a
las geodésicas extendidas de 4 y 4') por la accién de g.

Sea Gy = h(Gy) N g™ - Gy Entonces G, = | g~ - Gy n. Esto se puede
ver ya que h si es en efecto un homeomorfismo entre G, y G,, de forma que
dada ¢’ € G, existen tnicos ¢ € G, y n tales que h(g~" - {) = ¢’ dandonos que
¢’ € h(Gy) N g™ - Gy para un tnico n.

Usando ahora la 7i-invarianza de la corriente de Liouville tenemos

]‘ / ! ]‘ / / !
— Fp(0'(0,t))dm = — Fy(6)dm
i) Jp, O G =5 > | Fol®)
]‘ / / !
= — Fp(60")dm
g(’y) ; g*"-g,ylm 0( )
]‘ / / !
= — Fg(@ )dm .
£(v) G
O
La consecuencia inmediata de este lema es
/ Fg(@’(@))sinedﬂg/ Fy(0) sin0do (5)
0 0

d Los angulos se preservan

Corolario 5.4. La funcién © es la identidad.

Demostracion. Conforme la proposicién tomemos [0,a] C [0,7] maximal
con la propiedad ©'(f) < 6 V0 € [0,a]. Observese que ©'|g, es un homeo.
Asumamos que existe un intervalo (b,c) C [0,a] con ©'(0) < 0 V0 € (b, ¢c).

Tomando ahora Fyp(f) = méx{a — 0,0} y usandola en la ecuacién obte-
nemos

/ (a — 0)sin 00 < / (a — ©'(0))sinbdg = / Fy(6'(6)) sin 6d9
0 0 0
< / Fy(0) sin0do = / (a — 0) sin 0O
0 0

Estd contradiccién surge de haber asumido la existencia del intervalo (b, ¢),
con lo que concluimos simultaneamente que estamos en la segunda condicién de
la proposicién 5.2y ©'(0) = 0 V6 € [0, «]. O

Si tomamos ahora una Fy estrictamente convexa cualquiera tenemos au-
tomaticamente la igualdad en la ecuacion que, por lema nos permite
concluir la igualdad en la ecuacién (4) con lo que obtenemos 6'(6,v) = 6. Es
decir, h preserva angulos.
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e Demostraciéon del Teorema de Otal

Demostracion. Solo queda ahora arreglar a h para que se pueda proyectar a
las superficies. Observese esta preservacion de angulos junto con el teorema de
Gauss-Bonnet implica que h manda geodésicas concurrentes en S a geodésicas
concurrentes en S’ (tres geodésicas concurrentes forman entre ellas dngulos que
suman 7w, asi que sus imagenes no pueden formar un tridngulo no degenerado
porque sus angulos sumarfan menos que , asi que concurren).

Tomamos cartas geodésicas basadas en un punto v € T1S y su imagen.
En estas cartas h(z,0) = (2/'(x,0),0'(x,0)). El hecho de que h preserve dngu-
los y mande geodésicas concurrentes en geodésicas concurrentes se traduce en
0 (z,0) = 0y ' (x,0) = 2'(z) (esto tiltimo se nota ya que las geodésicas basadas
en 7, (z) se mandardn a geodésicas concurrentes sobre 3, (2')).

= m sobre [0, zq] X

Ahora integrando, por ejemplo, la funcién ﬁ

[0,1] segtin dm y usando la invarianza de m por h obtenemos

1
g —/ / Sin 9/(x79))szn0dmd9

@' (x0) 1
/ / (@) sinfd'dz’d6’
T (0) lIl
(o) — 2'(0).

En definitiva «/(z) = 2+ ¢(v). Es facil ver que ¢ es continua e invariante por
el flujo geodésico, luego por ergodicidad el ¢ no depende de v. Asi que ahora
h(v) = ¢°h(v) si se proyecta a las superficies.

Ademsds serd una isometria dado que preserva longitud de arco y dngulos (si
se quiere, h vista en cartas normales estd forzada a ser una rotacién). As{ hemos
demostrado el teorema de Otal. O
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6 Epilogo

La exposicién de este trabajo fue deliberadamente directa con el objetivo de
mantener cierta sencillez y claridad. El costo de este enfoque fue una descon-
textualizacién del teorema, un “perderse el bosque por el arbol”. Esta seccion
busca llenar ese bache.

JHasta dénde se generalizé este teorema? ;Qué preguntas quedan por res-
ponder? ;Qué otros problemas se relacionaron, historicamente, con este? Ob-
viamente estas preguntas dan lugar a respuestas muy amplias que exceden el
objetivo de esta seccién, pero se trata de aqui dar aunque sea respuestas par-
ciales a ellas.

a Rigidez del Espectro de Longitudes en Dimensién Mayor

La generalizacién obvia del teorema de Otal (y de hecho la forma en la que fue
conjeturada originalmente por Burns y Katok [BK85]) serfa cambiar la hipStesis
de superficie por variedad de dimension arbitraria. Como ya fue mencionado la
primera parte de la demostracién aqui expuesta (la demostracién de que el
espectro marcado de longitudes determina el flujo geodésico) se generaliza sin
problema a dimensién mayor.

Teorema 6.1. Sean M y M’ variedades riemannianas homeomorfas cerradas
orientables de curvatura negativa con el mismo espectro marcado de longitudes
entonces sus flujos geodésicos son conjugados.

Luego la pregunta de rigidez del espectro de longitudes se vuelve equivalente
a la pregunta, considerablemente natural, de si el flujo geodésico determina la
geometria de una variedad de curvatura negativa.

La generalizacién més fuerte en esta direccion fue demostrada por Hamenstadt
[Ham99] apoyado fuertemente en un resultado de Besson, Courtois y Gallot
[IBCGY95]. Hamenstédt demuestra el problema de rigidez del espectro de longi-
tudes bajo la hipdtesis de que una de las variedades sea localmente simétrica.

El resultado de Besson, Courtois y Gallot dice esencialmente que la geometria
de una variedad riemanniana de curvatura negativa y localmente simétrica queda
determinada por su volumen y por su entropia volumétrica (que en este caso
coincide con la entropia topoldgica del flujo geodésico que ya sabemos que queda
determinado por el espectro de longitudes), de forma que bastaria demostrar que
dos variedades con igual espectro de longitudes tienen el mismo volumen.

Este hecho no seria dificil de demostrar si tuviésemos que la conjugacién de
flujos fuera C' ya que en tal caso podriamos ver, usando la proposicién
que el volumen de Liouville se preserva por la conjugacion y es facil ver que,
segtin el volumen de Liouville, Vol(T*M) = Vol(S"~!)Vol(M). En su trabajo
Hamenstadt demuestra la igualdad de volimenes bajo hipétesis mas débiles. En
particular la demuestra para el caso de que una de las variedades sea localmente
simétrica.

Teorema 6.2. Sean M y M’ variedades riemannianas homeomorfas cerradas
orientables de curvatura negativa con el mismo espectro marcado de longitudes
con M localmente simétrica. Entonces M y M’ son isométricas.
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b El Espectro del Laplaciano: ;Se puede escuchar la forma de un
tambor?

La pregunta ;Se puede escuchar la forma de un tambor? fue planteada por Mark
Kac en [Kac66]. La idea es si conociendo las soluciones armoénicas a la ecuacién
de ondas sobre una membrana (digamos, un abierto conexo de R? por fijar
ideas) fija por su borde podemos saber exactamente la forma de la membrana
(la respuesta en este caso es no, aunque si se puede determinar el drea de la
membrana, ver [Kac66]).

Saber soluciones armonicas para la ecuacién de onda implica encontrar fun-
cionales F' sobre la membrana tales que AF = A\F', donde A es el operador de
Laplace. Formulado asi tiene sentido plantearse la misma pregunta para tam-
bores con forma de superficies cerradas en lugar de tambores planos en R2.
Concretamente la pregunta es ;Si dos superficies tienen el mismo espectro del
laplaciano (conjunto de valores propios contados con multiplicidad) serdn en-
tonces isométricas?

La relacién de este problema con el del espectro marcado de longitudes se
puede ver en [Gor96]. Para superficies conocer el espectro del laplaciano es equi-
valente a conocer el espectro no marcado de longitudes (el conjunto de largos
de geodésicas cerradas contadas con multiplicidad). De forma que el espectro
marcado de longitudes determina el espectro del laplaciano, asi que una res-
puesta positiva a la pregunta del espectro del laplaciano implicaria también una
respuesta positiva para la del espectro marcado de longitudes.

Pero en nuestro caso, superficies de curvatura negativa, se puede ver que la
métrica no queda determinada por el espectro del laplaciano ya atin en curvatura
constante [Vig80]. Esto nos dice que el marcado en el espectro de longitudes nos
esta dando efectivamente informaciéon importante, ademés de dar mas interés a
la pregunta del espectro marcado de longitudes.

¢ Meétricas de Anosov

Otra posible generalizacion seria tratar aflojar la hipdtesis de curvatura nega-
tiva. Estd generalizacion es menos natural dado que la curvatura negativa fue
necesaria para si quiera enunciar el teorema de Otal. De todas formas se pue-
de trabajar con el espectro no marcado (o, andlogamente, con el espectro del
laplaciano) de longitudes sin problemas.

Uno de los hechos mas relevantes de la curvatura negativa para la demos-
tracién fue que su flujo geodésico fuese Anosov. Podriamos preguntarnos por la
rigidez del espectro marcado se mantiene en la familia de métricas cuyo flujo
geodésico es Anosov (llamadas métricas de Anosov).

Pero como estamos trabajando con el espectro no marcado claramente no
vamos a tener esta rigidez (como ya dijimos, dicha rigidez no es verdad ni en el
caso hiperbdlico [Vig80])

Sin embargo en [PSUT14] se demuestra una versién continua de la rigidez

Teorema 6.3. Sea (X, gs) una familia diferenciable de métricas sobre ¥ con
s € (—¢,€) tales que go es una mélrica de Anosov y todas tienen el mismo
espectro no marcado de longitudes. Entonces toda la familia es isométrica dos a
dos.

En [PSUT14] se hace una interesante analogia de las técnicas usadas para
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demostrar ese teorema con técnicas usadas en el estudio del llamado problema
de rigidez del borde [SUQS].

Estd técnica consiste en estudiar una versién linealizada del problema (en
cierto sentido “derivar” la familia de métricas para obtener un teorema lineal
equivalente).

Dada un m-tensor covariante simétrico f se define su transformada de rayos
X como

T
Lf(7) = / FG))dt

donde I,,, f se evalia sobre el conjunto de geodésicas cerradas y T es el periodo
5.

Es facil ver que si f = dv, con v un m — 1-tensor simétrico y d la derivada
interna, entonces I,,, f = 0. En caso de que este sea el tnico caso donde I, f =0
se dice que I,, es s-inyectiva.

La linealizacién del problema entonces se vuelve probar que I es s-inyectiva.

d La Funcion Zeta de Ruelle

Si vemos a £ : M(X) — R como una aplicacién de las métricas posibles sobre
una superficie ¥ dada a RC el teorema de Otal nos dice bdsicamente que la
aplicacién (restringida a las métricas de curvatura negativa) es inyectiva.

Una pregunta natural, aunque poco estudiada, seria preguntarse que se sabe
sobre la imagen de £. Por ejemplo si nos restringimos a las métricas hiperbdlicas
la imagen serfa una bola —3x (%) dimensional (x(X) la caracteristica de Euler
de X), es decir el espacio de Teichmdiller.

Hay restricciones obvias sobre los posibles espectros marcados de largos. Por
ejemplo, sabiendo el espectro sobre las geodésicas primitivas queda determina-
do el resto del espectro. Cabria preguntarse si, restringiendo C a las clases de
geodésicas primitivas, la aplicacién £ puede llegar a ser sobreyectiva. La respues-
ta es obviamente no.

Una posible restriccién es la siguiente: si C’ son las clases de homotopia
libre de geodésicas primitivas se define (de forma similar a la funcién zeta de
Riemann)

Cos) = [T (1 =)
cec’
Resulta entonces que esta funcién converge cuando Re(s) es suficientemente
grande y su extensién meromorfa tiene un cero de orden —x(X) en 0 [DZ16]
(bajo las hipdtesis de ¥ orientable de curvatura negativa).

Esto nos dice que el espectro de longitudes no solo determina la métrica sino

que también la topologia de una superficie.
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A El Plano Hiperbdlico

Llamaremos plano hiperbdlico a H?> = {z € C | Imz > 0} dotado de la métrica

2 _ |dz|
A" = mee o L )
Las isometrias que preservan orientacién del plano hiperbdlico seran las

transformaciones de Mobius que lo dejen invariantes que podemos identificar
con las matrices de coeficientes reales de determinante positivo. Normalizando
dichas matrices podemos identificar al grupo de isometrias con

PSL(2,R) = {(? Z) | ad — be = 1} J{EI}

actuando, como dijimos, por transformaciones de Mobius: (‘cl g) sz = Zjis

Se puede ver a su vez que la accién derivada en T'H? es transitiva y de
estabilizador trivial. Esto implica que H? tiene curvatura constante (una cuenta

verifica que serd —1).
Asf podemos identificar T H? = PSL(2, R) mediante

a b o (@ b\ (i)
c d c d ’
haciendo que la accién de PSL(2,R) sea por multiplicacién a izquierda.
Otra identificacién que le daremos a H? (que usaremos indistintamente) es
2
el disco de Poincaré: D = {z € C | |z| < 1} con la métrica ds? = %. La

zZ—1

identificacion serd via la transformacién de Mébius z — 2.

Claramente lo que mé&s nos interesa serd identificar las geodésicas de este
espacio. Haciendo una cuenta podemos ver que ¢ — e’i es una de ellas. Luego
haciendo actuar PSL(2,R) sobre ella obtenemos todas las demés (ya que actia
transitivamente sobre T1H?).

Como las transformaciones de Mé&bius preservan circunferencias y angulos
vemos entonces que las geodésicas los arcos de circunferencia (posiblemente
degenerados) perpendiculares al borde del plano hiperbdlico.

La geodésica t — e'i identificada dentro de PSL(2,R) se ve

et/? 0
gt = 0 eft/2

luego el flujo geodésico vendrd dado por multiplicacién a derecha por g; (notar
que multiplicando por izquierda g; actiia como isometria, de forma que no puede
ser el flujo geodésico).

Esta construccién se puede proyectar a una superficie S de género g > 2
encontrando una representacién I' < PSL(2,R) de 71(S) (luego T'\ H? serd
una superficie homeomorfa a S con curvatura constante —1, que llamaremos
hiperbdlica).

Una forma geométrica de construir esto es dibujando un 2(g + 1)-agono
regular y construir el grupo generado por las identificaciones apropiadas en los
bordes.
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B Regularidad de Conjugaciones de Orbitas

Lema B.1. Sean ¢ : M — M y ' : M’ — M’ flujos Anosov C* sobre
variedades riemannianas cerradas.

Si existe una conjugacion de dérbitas hg : M — M’ entonces existe h : M —
M’ conjugacion de drbitas C*° a lo largo de las drbitas y Holder. Mds ain, las
derivadas de h a lo largo de las orbitas son Holder.

Observacién B.2. Tenemos que ho(¢!) = 9D hg(v). Debido a la regularidad
de las cajas de flujos hg y « tienen las mismas regularidades (dénde una regu-
laridad a lo largo de una érbita para hg es equivalente a una regularidad en la
segunda coordenada para «).

Las ideas de la demostracién son similares a las de [KH95, Seccién 19.1].

Usaremos la siguiente afirmacién, atin més tecnica que el lema en si mismo.
Alentamos al lector no particularmente inquisitivo a saltearse su demostracion.
Gran parte de los conceptos usados pueden ser rescatados de [KH95], donde se
hace una demostracion similar en un caso més simple.

Afirmacién. Sean T y T superficies C™ transversas a los flujos en M y M’
respectivamente tales que ho(T) se proyecta a lo largo del flujo a T'. Enton-
ces gr T — T', definida como la composicidn entre hg y la proyeccion
mencionada, es Holder.

Demostracion. Para aliviar notacién llamaremos g = g7 7.

Construimos una foliaciéon W?* sobre 7 intersectando a 7 con las hojas (lo-
cales) de W (analogamente construimos W").

La primera parte de la demostracion consistird en demostrar que basta pro-
bar que g|w- y que g|yy« son efectivamente Holder (asumiremos entonces, para
esta parte, que ambas funciones son Holder con exponente o y constante K).

Si z e y estdn suficientemente cerca (d(z,y) < €) entonces, sin perdida de
generalidad, existird z € W*(z) N W*(y) (podria ser que tuviesemos que inter-
cambiar los roles de = e y en la interseccién).

Del hecho de que ambas foliaciones sean transversas y estan definidas en un
compacto, sabemos que el dngulo entre ellas estd acotado por 6 > 0. Tomando
€ suficientemente chico podemos obtener la siguiente desigualdad aproximando
por el caso euclideo (donde las cuentas se pueden hacer explicitamente para
conseguir la cota):

d(l‘, Z>2 + d(Z, y)2 < Kld(‘rv y)2

para algin K; > 0.
Se puede ver haciendo un dibujo dibujo que para cualquier o > 0 existe
K5 > 0 tal que la siguiente desigualdad se cumple para cualesquiera a,b > 0:

(aa+ba)1/a < Kz(a2 +b2)1/2.
Ahora

d(g(z),9(y)) < d(g(w),9(2)) +d(g(2),9(y)) < K(d(=,2)* +d(z,9))

K’

34



con lo que concluimos la primera parte de la demostracion.

Mostraremos ahora que gy« es Holder (serd andlogo probarlo para glyys).

Tomemos z e y cercanos (d = d(z,y) < §) sobre una misma hoja de W*.
Comencemos por observar que, en un entorno U de h(7) donde este bien defi-
nida, la proyeccién a T’ es C*. De forma que bastara probar que cerca de h(x)
hay un punto wq de la 6rbita de h(y) (mejor dicho, en el segmento de érbita que
queda contenido dentro de U) que cumple una desigualdad tipo Holder (esto
serfa d(h(z),wo) < Kd*) ya que wg y h(y) se proyectardn al mismo punto de
T

Consideremos € de forma tal que si tomamos z € M’ entonces en un e-entorno
de z sobre W€ (como variedad inmersa) la proyeccion por el flujo hacia W?*¥(z)
estd controlada en el siguiente sentido: si w? es la proyecciéon entonces

i. d(z,w?) < vd(z,w) para algin v > 0 que no dependera de z.

Este tltimo hecho se logra viendo que el angulo entre las variedades estables
fuertes y el flujo es al menos 6 > 0 (al tener la transversalidad de ambas sobre
M’ compacta), de forma que con e chico podemos aproximar al caso euclideo
donde nos servira v = (tan ).

Exigiremos ahora que § sirva para la continuidad uniforme (en €) de h (si
d(z,y) < ¢ entonces d(h(z), h(y)) < ).

Consideremos ahora ki,ks,C >0y 0 < ¢ < 1 tales que

ii. d(¢'z,¢ty) < k1Ctd(z,y) para t > 0.

Para ello podemos tomar C constante de Lipschitz para ¢! y elegir k; para
compensar los errores a tiempos menores.

iil. d(¥ ™z, *w) < kac®d(z,w) parat >0y z y w en una misma inestable
fuerte.

Estas constante se consiguen inmediatamente de la definicién de flujo de Anosov.
Elijamos T tal que

iv. CTd < § < CTHq.

Llamemos zg = h(x) y z1 = h(¢”x). Entonces z; = 1"z donde a su vez tenemos
el siguiente control sobre S:

V. %S —q <T < BS + q para ciertas constantes ,q > 0.

Sea wy es la proyeccion de h(¢ty) a W*“(z;) (observese que por [ii.] y
estamos en las condiciones de . Veremos en seguida que wg = ¢~ °w; serda un
punto como buscamos, siendo nuestro « tal que ¢?C* < 1.

Para aliviar notacién, en cada paso se le llamara K a las constantes fijas de
la paso anterior:

2] €1 EZ]
d(z0,wo) < koc®d(z1,w1) < vKceSd( 21 ,h(éTy)) < ki Kc¥CTd

h(¢T)

]

< 0K ¢ I:%-chKcTﬁ = (%)O‘K(CBCO‘)T( 0

CcT+1

)
) < Kde
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Tomando d suficientemente chico desde el principio, podemos asumir que
wo € U. El tnico problema seria que estuviese en un segmento equivocado de
6rbita de h(y), de forma que no se proyectara al mismo punto de 7' que h(y).

Esto se arregla viendo que si 0 < t < T entonce d(¢'x, ¢ty) < § y por ello
d(h(¢tz), h(dy)) < €. Por otro lado d(v°zq,1%we) < € para 0 < s < S ya que
21y wy estdn en la misma inestable fuerte (que tan chico es € depende de € que
se puede ajustar para que sea tan pequefio como queramos).

Diciendo que s(t) es tal que ¢*h(x) = h(¢'(x)) tenemos entonces que
d(¥*Dh(y), p*Dwy) < 2€, y como ambas recorren la misma 6rbita y estdn
cerca (respecto a la érbita) en s(T') se resuelve nuestro problema.

O

Demostracion del lema[B1l La demostracién serd local. Consideremos sobre
T'S un cubrimiento finito por cajas de flujo A tales que A C B° Donde B
son también cajas de flujo. Si logramos conseguir las condiciones deseadas sobre
un unico A perturbando a hy de forma tal que no se deshagan las condiciones
deseadas en caso que ya estuvieran presentes la demostraciéon quedaria completa.

Si B=T X (—¢,¢), sea T’ como en la afirmacién. En estas coordenadas hg
es de la forma ho(z,t) = (97,7 (x),T(x,t)) ya que respeta las érbitas del flujo
(notese que estds coordenadas son C'*°). Definimos ahora

hl(x7t) - (gT,T’ (x),p(x,t)t + (1 - p(x,t))T(az,t))

donde p es una funcién “chichén” que es C*° y vale 1 sobre A y 0 fuera de
B. Observese que h; cumple todas las condiciones deseadas; a saber: sobre A
hi(z,t) = (g7 7 (x),t) (que es Holder y C* a lo largo de las érbitas y sus
derivadas en direccién del flujo siguen siendo Holder), no le quita regularidad a
hg sobre B y se pega bien con hg fuera de B.

El tnico problema a sortear es que podria pasar que h; (es decir, hg después
de hacer las perturbaciones sobre todas las cajas de flujo) no sea monétona a lo
largo de las érbitas. Para solucionar esto podemos ver que h; puede estar tan
CP-cerca de hg como queramos (basta tomar las cajas B suficientemente chicas
y los T7 cerca de sus respectivos ho(7T)), de forma que podemos asumir que hy
es “casi” monotona.

Concretamente si hy(¢tv) = 1p*(*Ohy (v) podemos asumir que a(v,t) > 0 si
t > 1. Luego podemos aplicar el argumento de promediacién de la demostracion
del teorema [3.2] y observar que no perdemos las regularidades al hacerlo. O
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