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Resumen

El objetivo de este trabajo es presentar un teorema debido a A. Avila y J.
Bochi [AB2](originalmente de M. Herman [He|) que nos permite conocer el
exponente de Lyapunov de un cociclo lineal bajo ciertas hipétesis, y algu-
nos teoremas importantes de la teoria para hacer el trabajo autocontenido.
Finalmente probamos un teorema de O. Knill [Kn] que nos permite obtener
densidad de cociclos con exponente positivo.
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Notaciones

Este trabajo pretende ser autocontenido. Todos los resultados de im-
portancia relevante para la monografia seran probados. En otros casos, se
dejara la prueba de lado y simplemente se enunciaran para no hacer el tra-
bajo muy extenso o por tener una prueba que se aleja del propdsito de la
monografia.

El lector debera estar familiarizado con nociones bésicas de topologia,
algebra lineal y andlisis real y complejo.

A continuacién enunciamos algunas notaciones a ser utilizadas en este
trabajo.

Llamaremos R al conjunto de los nimeros reales y C al conjunto de los
nimeros complejos. Si z = a + bi es un nimero complejo, diremos que z =
a — bi es su complejo conjugado. Llamaremos D al disco unitario, es decir al
conjunto {z € C: |z] < 1} y St al borde de D, el conjunto {z € C : |z| = 1}.
La clausura de D serd el conjunto {z € C : |z| < 1} y la notaremos D.

Si (X, A, ) es un espacio de medida, diremos que una propiedad se
cumple para casi todo punto y notaremos ctp, cuando esa propiedad se
cumple para un conjunto de medida total o equivalentemente si el conjunto
de puntos donde no se cumple esa propiedad tiene medida nula. Llamare-
mos L'(X, ) al conjunto de funciones p-integrables. Es decir, L'(X, u) =
{f: X — R medibles : [y|f|du < oo}. Si f € L*(X,u) notamos ||f|; =
[x|fldp ala norma de f en L'(X, p).

Llamaremos L>(X, u) = {f : X — R medibles : sup,cx|f(z)| < oco}.
Si f € L*™°(X,u) entonces | fllo = supgex|f(z)| es la norma de f en
L(X, ).

SiT: X — X es una funcién medible, diremos que el conjunto A es
T-invariante si T~1(A) = A. Diremos que T preserva la medida j1 o que p
es T-invariante si (T~ 1(A)) = u(A) para todo A medible. Si T preserva la
medida pu, diremos que T es ergddica si todo conjunto A que es T-invariante,
verifica u(A) =0 o pu(A°) =0.

Llamaremos M, (R) al conjunto de matrices cuadradas n X n con coe-
ficientes reales. Llamaremos GL(n,R) al conjunto de matrices en M, (R)
invertibles y SL(n,R) al conjunto de matrices invertibles con determinante
1. Llamaremos espacio proyectivo de SL(2,R) al conjunto SL(2,R)/{+Id} y



lo notaremos PSL(2,R).

Cambiando C en lugar de R se definen los mismos conjuntos de manera
analoga.

Dada una matriz A = (a;j) € M,(R), llamaremos traza de la matriz A
a la suma de los elementos de la diagonal de A. Es decir tr(A) = Y7 | as.
Llamaremos radio espectral de la matriz A al maximo de los médulos de los
valores propios de A.

Llamaremos H,. con ¢ # 0 a una matriz diagonal de la forma ( ¢ 091 )

0
cosf —sind
sin cos >

Dotaremos al espacio de matrices con la siguiente norma: Dada A €

M, (R) definimos ||A]| = sup [|A(x)]|.
lzll<1

Llamaremos espacio proyectivo de R? a P(R?) = (R?\ {0})/ ~ donde
v~ewsS INeER v = w.

y Rp a la rotacion de dngulo 0: Ry = (



Capitulo 1

Introduccion

Podria decirse que el principal objetivo de los sistemas dindmicos es
comprender la evolucion a través del tiempo de un sistema dado. Dicho de
otro modo, si conocemos las leyes que gobiernan nuestro sistema, intentar
predecir el comportamiento asintético de la mayor cantidad de érbitas.

La complejidad de un sistema puede hacer esta tarea muy simple o muy
dificil, es por eso que a lo largo del tiempo se han implementado técnicas
para su estudio. Una herramienta fundamental son los llamados exponentes
de Lyapunov. Dado un difeomorfismo f : X — X donde X es una variedad
riemanniana, definimos el exponente de Lyapunov de f en el punto & como

z. 1 mn
Afow) = lim —log|Df|

siempre que exista este limite.

Si bien esta definicion nos dice que los exponentes pueden tomar cual-
quier valor de cero a infinito, se diferencian dos casos: o el exponente es cero
o es positivo. Esta distincién tiene diferentes consecuencias en la dindmica
de un mapa, siendo el segundo caso mucho mas rico: si A > 0 entonces el
crecimiento en norma del diferencial es exponencial, || Df7|| ~ e*.

Los cociclos lineales entran en la categoria de sistemas dindmicos por
varias razones. La primera de ellas proviene de la teoria de probabilidad
y trata el problema de multiplicar matrices de manera aleatoria. El obje-
tivo seria poder predecir hacia donde tienden estos productos de matrices
(ejemplo 2.2).

La otra razén de importancia proviene puramente de los sistemas dindmi-
cos, y trata sobre estudiar la dinamica del diferencial sobre el fibrado tan-
gente de un difeomorfismo en una variedad compacta (ejemplo 2.1).

Maés formalmente definimos un cociclo lineal de la siguiente manera. Sea
T : X — X una funcién (sistema dindmico), y A : X — M, (R) una funcién
que asocia a cada punto de X una matriz n X n. El cociclo lineal es el mapa

(x,v) € X xR" = (T(x), A(z)v) € X x R"



FEn la mayor parte del trabajo dotaremos a X de una medida p y le pediremos
al mapa ser medible y a T' preservar dicha medida.

El objetivo es estudiar la dindmica de este mapa, es por eso que casi
siempre tomaremos matrices invertibles y T sera biyectiva.

En el caso de los difeomorfismos, si tomamos T' = f y A(z) = Df,
obtenemos el cociclo antes mencionado (siempre que el fibrado tangente sea
trivial). Luego los cociclos lineales contienen como un caso especial a los
mapas diferenciales de un difeomorfismo.

De esta manera la nocién de exponente de Lyapunov se traslada a la
teoria de cociclos, al igual que la importancia dindmica de conocer dicho
ndmero.

Esta importancia se justifica de alguna forma con los teoremas de Furs-
tenberg y Kesten ([FK]) y Oseledets ([Os]). El primero nos garantiza la
existencia del limite ctp, ademéas de otras propiedades. El segundo, mas in-
teresante, es una mejoria del primero ya que nos describe el comportamiento
de casi todo vector.

A pesar de la importancia que tienen los exponentes de Lyapunov, son
realmente muy pocas las formas que se conocen de determinar el exponente
de Lyapunov de un cociclo lineal.

En el caso del producto aleatorio de matrices fue H. Furstenberg en
[F] quien di6 el primer resultado importante asegurando exponente positivo
para una cantidad “grande” de medidas.

El otro clasico resultado es el “truco de subarmonicidad” de M. Herman
([He]), refinado més adelante por A. Avila y J. Bochi en [AB2] sobre lo que
trata este trabajo.

Si A: X — SL(2,R) es un cociclo y € denota un angulo, definimos el
cociclo ARy : X — SL(2,R) como (ARg)(x) = A(z)Rg. De esta manera
incluimos a A en una familia de cociclos parametrizada por el circulo S!.

Teorema 1.1 ([He|). Si pu es ergddica respecto a T y A : X — SL(2,R) tal
que log||Al| € LY(X, u). Entonces:

-1
log <|1A<x>|| + [ A)] ) ) (1)

1 27

NAR)d0 > /

X 2

2m Jo

Esta formula nos dice entre otras cosas que cuando A no sea una rotaciéon
ctp, podemos perturbar A para obtener cociclos con exponente positivo.

La idea de Herman fué ver que la funcién 6 — log p(A, Ry ... A1 Ry) se
extiende de manera subarménica a todo el disco D (de ahi el nombre “truco
de subarmonicidad”), donde p es el radio espectral. La desigualdad se deduce
del principio del maximo para las funciones subarménicas.

Avila y Bochi prueban en [AB2] que la ecuacién (1.1) es en realidad una
igualdad.



Teorema 1.2 ([AB2]). Sean p, T y A como arriba:

-1
log (umx)n + [ A@)] ) au(z)

1 27

— [ AARy)do = /

2 0 X

2

La idea de la prueba aqui es la misma idea que tuvo Herman, pero llevada
més lejos. Ellos logran probar que el mapa 0 — logp(A,Ry...A1Ry) se
extiende al disco D pero de manera armonica.

Lo interesante (ademés de su prueba basada en andlisis complejo) es que
esta propiedad de la familia es robusta, aunque cada miembro de la familia
es (desde el punto de vista de los exponentes) C” inestable, debido a [Bo].

Teorema 1.3 (Bochi-Mané [Bo|). Sea T un homeomorfismo de un espa-
cio compacto de Hausdorff X, y sea p una medida de probabilidad ergddi-
ca T-invariante con soporte total. Sea C(X,SL(2,R))! el conjunto de to-
dos los cociclos continuos sobre T'. Entonces, existe un conjunto residual
R C C(X,SL(2,R)) tal que si A € R entonces el cociclo (A,T) es unifor-
memente hiperbdlico o el exponente de Lyapunov de (A,T) respecto a p es
cero.

Finalmente O. Knill utiliza la férmula de Herman para probar la den-
sidad de cociclos con exponente positivo dentro de los cociclos medibles,
acotados. Si & = L*>°(X,SL(2,R)) con la topologia inducida por la norma
|A]| = sup {||A(x)| : € X} y llamamos Z al conjunto de los cociclos con
exponente positivo.

Teorema 1.4 ([Kn]). Si el sistema (X, T, ) es ergédico, entonces o N P
es denso en <.

La exposicién aqui presentada sigue [AB2] y el esquema de la monografia
es el siguiente.

En el capitulo 2 definimos los conceptos béasicos sobre cociclos lineales
como definicién de cociclo lineal, definiciéon de exponente de Lyapunov, defi-
nicién de hiperbolicidad uniforme y sus propiedades y se prueba el teorema
de Oseledets en dimensién 2 (el caso que nos interesa).

El capitulo 3 tiene la parte mas importante de este trabajo, que concierne
al enunciado y prueba de la formula de Herman, y un ejemplo interesante
de un cociclo no uniformemente hiperbdlico con exponente positivo ctp.

Finalmente en el capitulo 4 probamos el resultado de densidad de Oliver
Knill, utilizando la férmula de Herman.

' Al conjunto C(X,SL(2,R)) lo dotamos con la topologfa de la convergencia uniforme.



Capitulo 2

Cociclos en SL(2,R)

El objetivo de este capitulo es definir los coneptos bésicos sobre la teoria
de cociclos lineales en SL(2,R), y probar algunos resultados importantes de
la misma. El lector interesado podré consultar [AB1] o [Vi] para un estudio
mas detallado del tema.

2.1. Cociclos lineales

Sea T : X — X una funcién (sistema dindmico), y A : X —GL(d,R) una
funciéon que toma valores en las matrices d x d invertibles con coeficientes
reales. El cociclo lineal o simplemente cociclo F definido por A sobre T es
el mapa

F:X xR X xRT  F(z,v) = (T(z), A(z) - v)

A lo largo de esta monografia trabajaremos en el caso dimensién 2 (d = 2), y
con el subgrupo SL(2,R), el grupo de matrices 2 x 2 con coeficientes reales y
determinante 1. Esto en realidad no es ninguna restriccion ya que un cociclo
en GL(2,R) puede pensarse como un cociclo en SL(2,R) multiplicado por
una funcién real 6.

Inductivamente vemos que los iterados o potencias de F' son

F"(z,v) = (T"(x), A7(x).v)

donde
Ap(z) = A(T" () ... A(T(2)) A(z))

Si ademéds T es invertible, también lo es F, y:
F 2, 0) = (T7%(x), Ap" (@) - v)

donde



Luego, para m y n enteros cualesquiera obtenemos la relacién:
AT (@) = AP(T(x)) - AR (x)

A esta relacion le llamamos identidad de cociclos.

El cociclo F' = Fr 4 queda determinado por los mapas 17"y A. En general
trabajaremos con un mapa 1" fijo, y estudiaremos los distintos cociclos Ar.
En estos casos denotaremos A"(z) en lugar de A%.(x) por simplicidad y
llamaremos a A cociclo.

Estamos interesados en teoria ergddica, luego X serd un espacio de me-
dida (X, A,pu) y T : X — X una funcién medible que preserva la medida
u. En algunos casos trabajaremos con mapas mas regulares (continuos, di-
ferenciables, etc.).

Veamos ahora dos de los ejemplos més importantes que motivan el estu-
dio de los cociclos.

Ejemplo 2.1 (Diferencial de un difeomorfismo).

Tomemos f : T? — T? un difeomorfismo que preserva drea y orienta-
cién. Sabemos que existen campos diferenciables X, Xo en T? tales que
{X1(z), X2(z)} forman una base ortonormal del plano tangente T, T? pa-
ra todo x € T?. Definimos el cociclo de la siguiente manera: identificamos
X con T2, R? con el plano tangente via el mapa (X1, X2) y tomamos
como la medida de Lebesgue en T?2. Definimos A(x) como la transforma-
cién lineal Dfy : T, X — Ty X de la base {Xi(z), X2(z)} en la base
{X1(f(x)), X2(f(z))}. Luego obtenemos

F:T?xR?* -T2 xR? F(z,v) = (f(z), A(z) - v)

Como f preserva drea y orientacién Df, € SL(2,R) Vo € T2, entonces A
queda bien definido. Luego, estudiar la dindmica del cociclo F' = Fr 4 no
es otra cosa que estudiar la dindamica del diferencial Df,. La regla de la
cadena y el producto de matrices nos dan la identidad de cociclos y demés
propiedades.

Observamos que este ejemplo pareceria que sélo se puede definir en superfices
paralelizables, es decir, cuando el fibrado tangente es trivial (TX = X x
R?). Sin embargo, esta construccién también se puede hacer para cualquier
superficie usando una definicién (equivalente) de cociclos por skew-product.
Ver [Vi].

Ejemplo 2.2 (Producto aleatorio de matrices).

Otra motivacion para estudiar cociclos proviene de un problema bastante
comtun en probabilidad que es el producto aleatorio de matrices. La idea es
la siguiente. Tenemos un conjunto de matrices con una ley de probabilia-
dad, y empezamos a tomar matrices de ese conjunto de manera aleatoria
y las multiplicamos. Como siempre en sistemas dindmicos y en probabili-
dad el objetivo es predecir que es lo que va a pasar para la mayor canti-
dad de productos de matrices. El cociclo se modela de la siguiente manera.



Sea X = SL(2,R)Y el conjunto de las sucesiones de matrices de determi-
nante 1. Sea 7y : X — SL(2,R) la proyeccién en la primer coordenada:
mo(Mo, My, Ms,...) = My. Dado M = (M,,) € X definimos el mapa T : X
— X como T(My, My, My...) = (M, Mz, Ms...) (T es conocido como el
shift). Podemos definir entonces el cociclo Ap(x) = mp(x). De esta forma
AR(M) = My—1 ... M My. Luego, si « es un punto aleatorio de X, A% (z)
es el producto aleatorio de n matrices.

2.2. Exponentes de Lyapunov

Dado un cociclo nos interesa conocer el comportamiento asintdtico de
la mayor cantidad de orbitas del sistema. La primer pregunta que surge de
forma natural es cémo es la norma de A™(z) cuando n es muy grande. Esta
informacién nos la proporcionan los exponentes de Lyapunov.

Dado z € X definimos \(z) = nl;rrgo Llog||A™(z)]|. La existencia de este limite

(u-ctp) esta dada por el siguiente teorema que enunciamos sin demostracién.

Teorema 2.1 (Furstenberg-Kesten [FK]). Sea (X, A, 1) un espacio de medi-
da, T : X — X una transformacion que preserva medida y A : X — SL(2,R)
es una funcion medible tal que

/X log [|A(@)l|du(x) < o0 (2.1)
Entonces:
» El limite \(x) = EIE Llog [|A™(z)| eiste p-ctp.

» La funcion X : X — [0, +00) es T-invariante, u-integrable y su integral
estd dada por

’ 1 n
A = [ M= Jim [ tog)a” @) d
1
= liminf — log|| A™ d 2.2
fmint - [ Toglla" @)l (22)

A (2.1) le llamamos condicion de integrabilidad, y a A exponente de Lya-
punov. Cuando p sea ergddica para 7', la funcién A serd constante ctp. y en
este caso tenemos A = A.

2.3. Teorema de Oseledets

El teorema de Furstenberg y Kesten nos dice como crece la norma de
A"™(x) cuando n tiende a infinito. El siguiente paso seria describir el compor-
tamiente de los vectores A™(z)-v para la mayor cantidad de vectores v € R,
Una descripcién bastante general la proporciona el siguiente teorema.



Teorema 2.2 (Oseledets [Os]). Sean T': X — X wuna transformacion que
preserva la medida p, y A : X — SL(2,R) un cociclo que cumple la condicion
de integrabilidad (2.1).

» SiAz)=0

1
lim — log||A™(z) - v]| =0 Vo e R2\ {0} (2.3)

n—4+oo N

» Para p — ctp x con A(x) > 0 existe un subespacio unidimensional E?
tal que

1
lim —log||A"(x) - v| =

n—+oo N

{)\(az) si veR2\ES 24)

AMz) si ve ES\ {0}

= Elespacio E depende mediblemente de x, y es invariante por el cociclo.

Invariante por el cociclo significa que A(z) - ES = E;( )" Que el mapa
x +— EJ sea medible, lo podemos pensar como que el mapa de X en el
espacio proyectivo P(R?) es medible.

Antes de dar la prueba del teorema, vamos a probar un lema que utili-
zaremos varias veces en este trabajo.

Lema 2.1 ([AB1]). Sea T : X — X wuna transformacion que preserva la
medida de probailidad p. Sea f : X — R wuna funcion integrable tal que
foT — f esintegrable. Entonces

1
lim —f(T"(z)) =0 para casi todo punto = € X
n—-+oo N
Demostracion. Sea g : X — R definida como g(z) = (f o T — f)(z). Por
hipétesis g es integrable, entonces por el Teorema ergddico de Birkhoff (ver
apéndice) existe una funcién g integrable tal que

i) = 1 2T ) = tm LS AT @) - F(TH @)
k=0 k=0
— 1l L(foT"(a) - f@)

Tenemos que probar que g = 0 ctp.

Sea K, = {z € X :|f(x)] <n}. Como f € L'(X,pu), tenemos que X =
UnenK, a menos de un conjunto de medida nula. Luego, si z € X es tal
que |f(T™(z))| — oo tenemos que x no retorna nunca a K, (o a partir de
un cierto ng). El teorema de recurrencia de Poincaré (ver apéndice) nos dice
que estos puntos tienen medida nula. Concluimos que g = 0 ctp. O

10



Demostracion del Teorema de Oseledets. Supongamos primero que A(x) =
0. Luego, dado n € N, y v € R?\ {0}, sabemos que

A" (@) [Tl < [|A™(2) - o] < [[A™ ()] [[v]]
Tomando logaritmo y dividiendo sobre n obtenemos la siguiente desigualdad:
1 _ 1 1
—log ([|A"(@) [ lv]l) < —log] A" (z) - v]| < —log ([[A™(@)][[[v]]
Finalmente tomando limite cuando n — 400 obtenemos

.1 n
0< Jm_log|A"(x) v <0
Esto prueba (2.3).

Para la segunda parte del teorema usamos la descomposicion de Cartan
(ver apéndice): Para cada A € SL(2,R), existen rotaciones R; y R, y una
matriz diagonal D tales que A = R1DRy. Ademés [|A| = ||D| y es 1 si
y solo si A es una rotacién. En nuestro caso a partir de cierto natural ng
tenemos ||A"(x)|| > 1, sino A(z) = 0. Podemos suponer entonces ny = 0.
Luego existen vectores ortonormales s(z) y u(z) tales que

IA() - u(@)]| = [|[A@)] v A=) - s(2)]| = [|A@)]| 7

y‘
. 1 P
O Ale) - ula)
A - s(@)
e ‘\\ 0 J/ I=

Figura 2.1: Base ortonormal

Para cada n definimos s,(z) = s(A"(x)) y un(z) = u(A™(z)). Vamos
a probar que los subespacios generados por s,(x) y u,(z) convergen a los
subespacios buscados. Para probar la convergencia de {s,(z)} vamos a pro-
bar que el &ngulo entre s, y s,+1 decrece exponencialmente. Le llamamos a,

11



a dicho dngulo, luego s, se escribe como s, = (cos ay,).Sp+1 + (sen ay,).Up+1
en la base ortotormal {s,1,u,+1}. La imdgen por A"*!(z) de esta base
también es ortonormal por definicién, luego

|4 @) su(@)]| = fleosan (A" (@) sup1) +sen (4" (@) - )|
> fsen A" (@) -t | = fsenan 1474 (@)

7\\\\‘\577,+/_\ /7”\\\‘\
. J An+1 *Unp+1

Un+1

Figura 2.2: Decrecimiento exponencial de ,

Por otro lado utilizando la identidad de cociclos

A @) - sull = AT @)).A@) - su(@)]| < JAT" @) A @) - s ()]
= AT @)l A @)

Juntando las dos desigualdades obtenemos

[A(T" (=)
[A™ (@)]|.[| A"+ ()|

|sen | <
Tomando logaritmo y dividiendo sobre n obtenemos
loglsen an| < logl[A(T" ()| — - logl| 4™ (@)]] ~ - log]| 4" (x)
n "o n n

Si tomamos limite cuando n tiende a infinito, tenemos que el primer sumando
de la derecha tiende a 0 por el Lema 2.1. Obtenemos entonces

1
lim — log|sen v, | < —2\(x)

n—oo N

Esto prueba que el angulo entre s, () y s,+1(x) decrece exponencialmente,
probando que la sucesién {s,(x)} es de Cauchy. Llamamos s(z) al limite
de esta sucesion y S, (x) al angulo entre s, (z) y s(x). Como «,(z) decrece

12



exponencialmente, también lo hace 3, (x) y con la misma taza exponencial.
Luego

1 1
lim —log|sen <((s(x), sp(z))| = lim —log|sen B, (z)| < —2A(z)
n—,oo N

n—oo n

Definimos a E2 como el subespacio generado por s(x).
Podemos expresar s(z) en la base ortonormal {s;,(z), u,(s)} como

5($) = (COS Bn) : Sn(aj) + (Sen Bn) : un(x)
Por un lado

[A" (@) - s(@)| = [[(cos Bn) A™(2) - sn(x) + (sen Bn) A" () - un(2)]]

> |cos Bul[|A™ (x) - sn ()] = |cos Bu[|A™ ()] !
Entonces
lim LA > lm 11 3 lim 2 log[ A" = -\
Jm [l A™(2) - s(z)] 2 lm —logleos fu| — lim —log||A™(z)|| = —A(z)

Por otro lado
1
lim sup — log|| A" (x) - s(x)||
noon
) 1 n n
< limsup —log (|cos Snl[|A™(2) - sn(2)| + [sen Ba[| A" (z) - un(2)])

s 1 n - n
_ llmsupEIOg(!!A (2)]| 7 + |sen B || A" (2)]])

IN

¢ 1 < n — n
lim sup - log max{[| A" ()] !, [sen B A™ ()]}

IA

1
lim sup — méx{~ log|| A" (z)], log|sen Sn| + log|| A" ()|}

1 1 1
< méx {— lim sup - log||A™ (x)]|, lim sup <n log|sen G,,| + - logHA”(x)H) }
= max{-A(z), —2X(z) + A(z)} = = \(z)

Entonces nh—>Holo Llog||A™(z) s(x)|| = —A(z) y esto prueba que ES es el subes-
pacio buscado.

Tomamos ahora un vector v que no pertenezca a E? y llamamos -, al &ngulo
entre los vectores s,(z) y v entonces

[A™ () - vl| = [[(cos ) A™(2) - sn(x) + (senyn) A™(2) - un(2)]|
).

> [sen y,|[[A™ (2) - unl| = [sen vy, ||| A" (2)||

Como v no es colineal a s(x), |[sen,| € (€, 1] a partir de un ng. Luego
, 1 n , 1 , 1 n
lim —log||A™(z) - v| > lim —log|sen~,|+ lim —log|A™(z)| = A(zx)
n—oo N n—o0 N, n—o0 N,
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Por otro lado ||A™(x) - v|| < ||A™(z)||||v|| entonces
lim_ - log]| A (x) - v]] < lm ~ logllo + lim - log]| A (z)]| = A(x)
Jim g 7)ol < Jim loglol + lim Tlog]4”(w)] = M
Esto prueba (2.4).

Para probar la ultima parte simplemente tomamos un vector v € E?.
Luego

—A(z) = lim log|| A" (z) - v|| = lim

n—oon + 1 n—oon + 1

log|lA™(T(@))A(x) o]

Entonces A(z)-v € E%(x), y esto prueba que E; es invariante por el cociclo.
Finalmente como A depende mediblemente de x, tambien lo hacen los vec-
tores s, Vv un, como el limite de funciones medibles es una funcién medible,
concluimos que el mapa x — E; es medible. O

Si ademas la transformacion T es invertible, tenemos la siguiente versién
de Oseledets

Teorema 2.3 (Oseledets, caso invertible [Os]). Sean T : X — X una trans-
formacion biyectiva que preserva la medida p, y A : X — SL(2,R) con la
condicion de integrabilidad (2.1).

» Si A(z) =0 entonces
1
lim - log||A"(z) - v =0 Vv € R?\ {0}. (2.5)

» Para p-ctp © con N(z) > 0 existe una descomposicion R? = ES @ EY

tal que:
j R2\ B8
lm L logl|An(z) -] = 4 &) s VERTNE (2.6)
n—-+oo n —Ax) si ve E;\ {0}
_ ; RQ Eu
lm Llog|An(x) o] = 4 @) s vERI\ES (2.7)
n——oon AMz) siove EX\{0}

» Los espacios ES y EY dependen mediblemente del punto z, son inva-
riantes por el cociclo, y satisfacen la condicion

1
lim —log sen <\(Ejn (), Efn(y)) =0 (2.8)

n—o0 N

Los espacios Ej y EY se llaman espacios de Oseledets.
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Demostracion. La parte (2.5) sale directamente del Teorema 2.2. Sean E?
y EY los subespacios del Teorema 2.2 aplicados a los cociclos F y F~1
respectivamente. Es claro que se cumple (2.6) y (2.7). Para que exista tal
descomposicién necesitamos probar que ES # EY ctp.

Defninimos las funciones

1 n S 1 —n S
fule) = “log|A™ | By gale) = —log|A™ | B3

Utilizando la identidad de cociclos y que los subespacios E? son unidimen-
sionales vemos que gn(z) = — (f, o T™") (x). Sabemos que f, — —A\ ctp
entonces dado € > 0 tenemos que lim w{z | fulz) + A(z)| > €}) =0.
n oo
Como T es p-invariante el conjunto {z : | fn(x) + A(z)| > €} tiene la misma
medida que {z :[(fn o T*)(z) + A(T*(z))| > €} para todo k, en particular
para —n. Como A\ es p-invariante obtenemos que
lm g ({z: [(fao T ")(z) + Az)| > €}) =0

n—0o0

Luego (fn, oT™™) — —A ctp sii g, — A ctp.

Entonces lfm 1log||A™" | E5|| = A(z) pero lim 1log||[A™" | B¥| = —A(x),
n—oo n—oo

de donde E; # E.

Para la ultima parte observamos que si B € SL(2,R) entonces

sin <((Bv, Bu)

Bl <
1Bl < sin <t(v, u)

<||B|?

Luego tomando logaritmo obtenemos que
[log sin <t(Bv, Bu) — log sin <((v, u)| < 2|| B

Si llamamos ¢(z) = logsin<(E%, E¥) tenemos que |¢ o T'(x) — ¢(x)| <

2||A(z)|| € LY(X, u), por la condicién de integrabilidad (2.1).

Concluimos por el Lema 2.1 que lim %cp oT"(x) = 0 que es equivalente a
n—o0

, 1 3 _
que nh—>nolo —log sin <Z(E§m(w), Eﬁin(z)) =0 O
El siguiente es un corolario del teorema de Oseledets, que sera utilizado

mas adelante. Relaciona el exponente de Lyapunov de un cociclo, con la
integracion del mismo actuando sobre el espacio estable.

Corolario 2.4. Supongamos que el sistema (X, T, ) es ergédico y que el

cociclo A tiene exponente positivo. Sea v, € Ef vector unitario del subespacio
estable. Entonces N(A) = — [ log|A(z) - v |dp(x)

Demostracion. Sea ¢(x) = —log|A(z) - vgz|. La condicién de integrabilidad
(2.1) nos dice que ¥ es una funcién integrable. La invarianza del subespacio

15



n—1 n—1
YT (@) = = logllA(T (@) - vl
j=0 Jj=0
n—1 '
= —log | [TIAT(@)) - vpsw)ll
7=0

= —logl|A(T" " (x)) ... A(T(x)) A(x) - va
= —log|lA™(z) - va |

Luego aplicando los teoremas de Oseledets y de Birkhoff, mas la ergodicidad
del sistema obtenemos

1
A(A) lim / log||A™(z) - vg||du(z) = lim / E U( T x))dp(z)

n—oo n n—oo n

— [ daduta) = [ vt /X log|| A(z) - va | du(x)

2.4. Hiperbolicidad Uniforme

El teorema de Oseledets (Teorema 2.3) nos da muy buena informacién
sobre el comportamiento del cociclo, siempre que conozcamos el valor del
exponente de Lyapunov. En particular, la dindmica resulta mucho mas rica
cuando dicho nimero es positivo. El problema ahora es determinar cuando
un cociclo tiene exponente positivo ctp. La hiperbolicidad uniforme nos ga-
rantiza esto.

En esta seccién, X serd un espacio topolégico Hausdorff compacto, y
T : X — X una funcién continua. Si A : X — SL(2,R) es una funcién
continua, decimos que el cociclo A es uniformemente hiperbdlico si existen
constantes C' > 0, A € (0, 1) y una descomposicién continua de R? = ES@ EY
tal que:

|A"™(x) - v|| < CA"||v]| Yve€ E; ¥n>0 (2.9)

A= (2) - v]| < CA"|v]| Vv € B ¥n>0 (2.10)

En realidad, se puede probar que la continuidad de la descomposicion
es una consecuencia de la continuidad de A y de la contraccién-expansion
(ecuaciones (2.9) y (2.10)).

Ejemplo 2.3. Sea f : T? — T2 un automorfismo lineal del toro T? via una
matriz hiperbdlica A € SL(2,R). Tomando T' = f, y Ar = A obtenemos
un cociclo uniformemente hiperbdlico, ya que A%(x) = A™(z) = Df}. De la
hiperbolicidad de la matriz A tenemos la hiperbolicidad uniforme del cociclo.
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Hasta aqui tenemos dos conceptos a priori distintos: por un lado el con-
cepto de exponente de Lyapunov es un concepto que depende de la medida
mientras que la hiperbolicidad uniforme se define para cociclos continuos,
sin importar cual sea la medida. La hiperbolicidad que nos da el teorema de
Oseledets es una aproximacion a lo que seria la hiperbolicidad ideal, o sea
la uniforme. Si bien son conceptos distintos, es claro que en el caso en que
1 sea una medida de Borel T-invariante, siempre que tengamos un cociclo
A uniformemente hiperbélico, los espacios estables e inestables de la hiper-
bolicidad uniforme y los del teorema de Oseledets van a coincidir ctp, y su
exponente de Lyapunov serd positivo ctp.

Observacion 2.1. Sea (X, A, p) un espacio de medida, y T : X — X una
funcion continua que preserva la medida p. Sea A un cociclo uniformemente
hiperbdlico sobre T'. Entonces, el exponente de Lyapunov de A es positivo
ctp.

Demostracion. Tomemos la ecuacién (2.10).
Seay=T""(z)yw=A"(x) -v=A"""(T"(y)) - v. Entonces, utilizando la
identidad de cociclos:

AT (@) - vl] < CA*|[v]| & [lw]] < CAY[[A™(y) - w]]

Podemos suponer que w es de norma 1, luego

1 /1\" 1 11 1
470l 2 140wl = & (5) = 2ioslam )l = & + 1o )

Deducimos que \(y) > log (%) >0 O

Tener exponente de Lyapunov positivo en un punto, nos dice que la
norma de A™(x) crece exponencialmente con n. La observacién anterior nos
dice atin mas: la hiperbolicidad uniforme garantiza crecimiento exponencial
de la norma, pero ésta tasa de crecimiento es uniforme para todos los puntos
en el espacio X. En otras palabras existen constantes C > 0, 7 > 1 tales
que ||A™(z)|| > C1™, ¥n > 0, Vo € X.

En realidad ésta es una condicién necesaria y suficiente como muestra la
siguiente proposicién. La prueba es muy similar a la prueba del teorema de
Oseledets y se deja como ejercicio para el lector.

Proposicién 2.1 ([Yo]). Un cociclo A es uniformemente hiperbdlico si y
solo si existen constantes C' > 0 y 7 > 0 tales que

|A™(z)|| > Ce™ Yn >0, Vo e X

Ejemplo 2.4. Sea A: X — SL(2,R) una funcién continua sobre X espacio
topoldgico compacto. Supongamos que todas las entradas de la matriz A(x)
son estrictamente positivas para cualquier punto . Veamos que el cociclo A

17



es uniformemente hiperbdlico.

La continuidad de A y la compacidad de X nos dice que las entradas de
la matriz A(x): ay, by, ¢y y d; son mayores que cierto ¢ para todo punto
x € X. Ahora tomamos un vector (v, w) en R? tal que v, w > 0, entonces
si llamamos (v, w;) = A(z) - (v, w) tenemos vy, w; > 0y su producto es:

viw; = (azv + byw)(cyv + dyw) = v2a,cy + apdpvw + cpbpvw + wbyd,

> vw(azdy + bgey) = vw(l + 2bgey) > vw(l + 29)

Si llamamos (vp, wy) = A™(z) - (v, w) inductivamente obtenemos que

n—1
VpWy = VW H (1 + 2bpj (gyCri(q)) > vw(l + 20)"
=0

Esto prueba que el producto de las entradas del vector crece uniformemente
de manera exponencial. Entonces también lo hace su norma. Luego por la
Proposicién 2.1 tenemos que A es uniformemente hiperbdlico.

Obstrucciones topolégicas a la hiperbolicidad

La hiperbolicidad uniforme es una definicién puramente dindmica pa-
ra un cociclo lineal, aunque en sistemas dinamicos la relacién dindmica-
topologia siempre termina siendo determinante. Para difeomorfismos en va-
riedades diferenciables, la “simple” peticién de contraccién-expansién en el
espacio tangente tiene fuertes restricciones topoldgicas. En particular, para
el caso de superficies se sabe que si f : M — M es un difeomorfismo de
Anosov (globalmente hiperbdlico), entonces, necesariamente M debe ser el
toro T2, y f es conjugado a un automorfismo lineal ([Fr]).

Seria de esperarse que para cociclos en general, también existiera alguna
restriccién para un cociclo uniformemente hiperbélico. Este es en realidad
el caso.

Proposicién 2.2. Sea X = S' =R/Z y T : X — X una funcién continua.
Si A: X — SL(2,R) es un cociclo uniformemente hiperbélico, y llamamos
a, t ye a los grados topolégicos de los mapas A, T y E° respectivamente,
entonces

2 = (t—1)e (2.11)

Demostracion. Cuando hablamos de grado topoldgico de A nos referimos
al grado topoldgico del mapa inducido por A colapsando SL(2,R) (el toro
relleno, ver apéndice) a S*.

Primero que nada tenemos que los mapas

T:8" = 8' A:S' 5 SL(2R), E*:S'— PR?

18



son homotoépicos a los mapas

627rm N e?mttz

2mxt 2mx iTex
, € — Roraz, €777 +— Re

Como A es uniformemente hiperbélico, tenemos la relacion A(z) - ES =
E7 (- Esto implica la ecuacién deg(A - E®) = deg(E* oT). El grado de la
composicién es el producto de los grados, luego deg(E® o T') = et.

Por otro lado

A(l’) B =~ Roray - Reimer — Re2ravitmeri _ [ mwi(2a+e)

El grado es un invariante homotopico, luego deg(A - E¥) = 2a + e.
Juntando las dos igualdades obtenemos

2a+e=te=2a=ce(t—1)

Estabilidad de los uniformemente hiperbdlicos

En la seccion anterior vimos que la hiperbolicidad uniforme nos garantiza
exponente positivo, y por ende una dindmica rica. Veremos aqui que esta
dindmica no sélo es rica, sino que no se rompe por pequenas perturbaciones
del cociclo.

La siguiente observacién relaciona la hiperbolicidad de un cociclo con la
de sus productos.

Observacion 2.2. Un cociclo (A, T) es uniformemente hiperbolico si y sdlo
si (A* T*) es uniformemente hiperbdlico para todo k > 0 (o equivalante-
mente existe un ko > 0 tal que (A*0, TR0) es uniformemente hiperbdlico).

Demostracién. Por la identidad de cociclos tenemos que A%F(z) = (A?,c )" (x)
de donde se deduce el resultado. O

Proposicién 2.3. Sea (A,T) un cociclo uniformemente hiperbdlico y B :
X — SL(2,R) una funcion continua. Entonces, si B estd suficientemente
cerca de A, (B,T) es uniformemente hiperbdlico.

Aqui estar cerca se refiere a la topologia dada por la distancia: d(4, B) =
sup {| A(z) - B(x)|| : v € X},

Demostracién. Sea Cl(z) = {v € R?: <(v,E¥) < a o v=_0}. Por la con-
tinuidad de A y la expansividad sobre EY¥, si tomamos un « suficientemente
chico, tenemos que existe un entero positivo Kj tal que

147 (z) - v]| > 2ljv]l, Yo € Ca(x), y j = Ki
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Cilx)

Figura 2.3: Estabilidad por conos

De la misma forma sabemos que existe un entero positivo Ko tal que
Al(z) - Ca(z) C O (T (), Vi = Ko

Fijamos ahora un K positivo que cumpla las dos condiciones.

Existe un € > 0 suficientemente chico tal que si [|[A — B| < ey v €
C%(x) entonces ||BX(z) - v|| > 2||v||. Ademas, si v € C¥(x) = BX(z)-v €
C(TK(x)). Luego, si m > 0 entonces: BE™(z) - C4(z) C C¥(TE™(x))
que implica que |[[BX™(x) - v|| > 2™||v|. Obtenemos que ||BE™(z)|| > 2™
y la Proposicién 2.1 nos dice que (B¥,T*) es uniformemente hiperbélico.
Finalmente por la Observacién 2.2 tenemos que (B,T') es uniformemente
hiperbdlico. O

Teorema de Bochi-Mané

La Proposicién 2.3 nos dice que si un cociclo (A,T) es uniformemente
hiperbdlico, entonces existe un entorno abierto U de A dentro de los cociclos
continuos sobre T, tal que cualquier cociclo en U es uniformemente hiperbéli-
co. Dicho de otra forma, si A es uniformemente hiperbdlico y B esta “cerca”
de A entonces B también es uniformemente hiperbdlico.

El siguiente teorema nos dice que sin contar a los uniformemente hi-
perbolicos dentro de los cociclos continuos, la mayoria de los cociclos tienen
exponente de Lyapunov nulo. Esto hace que sea muy dificil encontrar ejem-
plos de cociclos no uniformemente hiperbdlicos con exponente de Lyapunov
positivo.
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El teorema fué enunciado por Mané en [Ma] donde dié una idea de
como probarlo (en realidad el teorema fue enunciado en el contexto de los
difeomorfismos que preservan volumen, pero presentamos aqui la versién
de cociclos lineales). Finalmente Bochi en [Bo] fué quien dié la prueba del
teorema.

Si bien el teorema es sumamente importante, la prueba se aleja bastante
del propésito de este trabajo. El lector interesado podra consultar las refe-
rencias mencionadas (la prueba también se encuentra en [AB1] y en [Vi]).

Teorema 2.5 (Bochi-Mané). Sea T un homeomorfismo de un espacio com-
pacto de Hausdorff X, y sea pu una medida de probabilidad ergodica T'-
invariante con soporte total. Sea C(X,SL(2,R))! el conjunto de todos los
cociclos continuos sobre T'. FEntonces, existe un conjunto residual R en
C(X,SL(2,R)) tal que si A € R entonces el cociclo (A,T) es uniformemente
hiperbdlico o el exponente de Lyapunov de (A, T) respecto a u es cero.

' Al conjunto C(X,SL(2,R)) lo dotamos con la topologfa de la convergencia uniforme.
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Capitulo 3

La formula de
Herman-Avila-Bochi

En el capitulo anterior vimos que dentro de los cociclos continuos, a

grandes rasgos pasa lo siguiente: o el cociclo es uniformemente hiperbdlico
o se puede perturbar para tener exponente de Lyapunov cero. Esto nos dice
que los cociclos con exponente de Lyapunov positivo que no son uniformente
hiperbdlicos son dificiles de encontrar.
En [He] Herman desarrollé un metodo para acotar por debajo los exponente
de Lyapunov de ciertos tipos de cociclos, y dié el primer ejemplo de un
cociclo no uniformemente hiperbdlico con exponente de Lyapunov positivo
(ctp) para el toro T2.

3.1. La formula de Herman

Sea (X,A,u) un espacio de probabilidad, T': X — X ergédica respecto
au,y A: X — SL(2,R) una funcién medible que cumple la condicién de
integrabilidad (2.1).

Para 6 € R definimos el cociclo ARy(x) = A(z)Ry, donde

= () o)

es la rotacion de dngulo 6.

Como T es ergddica, la funcién A — A(A) estd bien definida, y el mapa
0 — A(ARp) es una funcién medible.

Enunciamos ahora la férmula de Herman.

Teorema 3.1 ([He]). Sean u, T y A como arriba:

-1
log <||A<x>|| + [ A@)] ) @) (61)

1 27

— >
o |, )\(ARg)dH_/X

2
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Esta férmula nos dice que si nuestro cociclo original A no es una rotacién
(IlA]| > 1) en algin subconjunto de medida positiva, entonces existe un
subconjunto de medida positiva de 6’s en S' tales que el cociclo ARy tiene
exponente de Lyapunov positivo, sin importar cual sea el exponente de A.

La idea de Herman fué ver que la funcién 6 — logp(AnRy ... A1Ryp)
se extiende de manera subarmonica a todo el disco D, donde p es el radio
espectral, o sea el méaximo del médulo de los valores propios. La desigualdad
se deduce del principio del maximo para las funciones subarménicas.

Avila y Bochi prueban en [AB2] que la ecuacién (3.1) es en realidad una
igualdad.

Teorema 3.2 ([AB2]). Sean p, T y A como arriba:

-1
log <||A(x>|| + [ A@)] ) W) (52)

1 2

— [ AARy)do = /

21 0 X

2

La idea de la prueba aqui es la misma idea que tuvo Herman, pero lleva-
da maés lejos. Ellos logran probar que el mapa 6 — log p(A, Ry ... A1Ry) se
extiende al disco D pero de manera arménica. Lo interesante de la prueba
es que simplemente utiliza algo de topologia y analisis complejo.

La prueba del Teorema 3.2 es un corolario de un teorema maéas general
(Teorema 3.3) que enunciamos a continuacién.

Llamaremos N(A) = log (w)

Teorema 3.3 ([AB2]). Sean A1, Asg, ... A, € SL(2,R). Entonces:

1 2

o |, log p(AnRy ... A1Rg)d6 = > N(A;) (3.3)
=1

En la seccién a continuacién (seccién 3.2) probaremos el Teorema 3.2
asumiendo el Teorema 3.3. La prueba del Teorema 3.3 se encuentra en la
seccion 3.3.

Antes de entrar directamente en la prueba del Teorema 3.2 vamos a pro-
bar la siguiente proposicién que nos dard una nocioén intuitiva de la constante
N(A), como el promedio de expansion de la matriz A.

Proposicién 3.1. Sea A € SL(2,R), entonces

1 2w
N(A) = 27?/0 log|| A(cos @,sin0)||d0
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Demostracion. La descomposicién de Cartan nos dice que existen rotaciones
R, Rg y una matriz diagonal H. (¢ > 1) tales que A = RgH.R,. Luego
podemos suponer que A = H., y ademés ||A| = ||RgH.R.|| = c.

Tenemos que probar:

-1 1 2w
log <C+C ):/ 10g\/C2C0829—|—072Sin20 dé
0

2 2

El término de la derecha es

1 2w

1 ™
log (C4 cos?® § + sin? 6)—2log(c)df = — / log (04 cos® § 4 sin® 9) df—log(c)
0

EO 2

Sea F(b) = [ log (b*cos® § + sin? §) df.
Derivamos F' y aplicamos el cambio de variable: x = tan 6. Luego,

4 1 2 1
! = e df = 2b —————— df
F () 2b/0 b? + tan? 6 /g b? + tan? 6

o0 1
= 9 d
b/_oo R

Para resolver esta tltima integral aplicamos el teorema de los residuos, inte-

grando la funcién f(z) = m (que es meromorfa) sobre la cur-
va 9. = [-r,r] U A, donde A, = {ret : t € [0,7]}. Es facil ver que
[, f(2)dz — 0 cuando 7 — +o0. Luego

zb/oo ! dz = 4b '(R (f.i)+ R (fb'))— 2n

T x = 4bmi( Res(f,1 es(f01)) =377

Obtenemos la ecuacién diferencial F'(b) = b%r—”l. La solucién con condicién
c . b+1
inicial F(1) =0 es F(b) = 2w log %3+ .
Finalmente
1 2m

1 -1
— log V/c2 cos? 0 + c2sin 0 df = — log(c)+=—F(c*) = log cte
2 Jq 27 2

O]

3.2. Demostraciéon del Teorema 3.2 asumiendo el
Teorema 3.3
Antes de pasar directamente a la prueba del Teorema 3.2 vamos a probar
otro teorema como paso intermedio.

Teorema 3.4. Sean Aj, Ag, ... A, matrices en SL(2,R). Entonces:

1 2T

— = 5 A4
o ], N(AnRg... A1 Ry)df ;N(A) (3.4)
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Demostracion. Sea By = AnRyp ... A1Ry. Tomo 6 € [0, 27].
Por el Teorema 3.3 tenemos que

1 2w ~
? log p(BQRé)dG = N(Bg) (3.5)
T Jo

Por otro lado, fijado 6 tenemos que

1 2w 1 2w
/ log p(BgRj)d6 = / log p(AnRy ... Ay RgR;)d0
21 0 2 0

1 2
= 5 /0 log p(AnRy ... AiRgRg)d6 = N(A1Rg) + Y  N(4;)

n

= Y N(4))
j=1

Finalmente, integrando la ecuacién (3.5) sobre 6 y aplicando Fubini obtene-
mos

1 2 1 2
— N(A,Rg... A s = — N(By) db
21 0 ( R0 1R0) 27 0 ( 9)

1 2 1 21 5
= — — 1 ByR;)do | df
27 J, <27r /0 og p( BRQ) >

1 27 1 27 B
= — — 1 ByR;)d6 ) db
o ), <2W/0 og p(ByRy) )

O]

Ahora estamos en condiciones de probar la férmula de Herman-Avila-
Bochi (Teorema 3.2). Antes de empezar obtenemos la siguiente desigualdad
para matrices en SL(2,R).

Observacion 3.1. Sea A € SL(2,R), entonces N(A) < log||A| < log(2) +
N(A)

Demostracion.

-1
V1) = tog (LAY g (VALEVAL) _ oy

Por otro lado

-1
N = g (JALE 141

> = log(|| Al|l+[| 4] ~")—log(2) > log(||Al|)~log(2)

Concluimos que N(A) < [|A] < log(2) + N(A) O
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Demostracion del teorema 3.2. Sea Aj(x) = A(T’(z)) para j = 1,...n
Aplicamos la observacion anterior a la matriz

(ARg)™(x) = A(T" Y (x))Ry ... A(x)Ry = A, (x)Ry ... A1 (x) Ry
y obtenemos que
N((ARg)"(x)) < log|(ARg)" (x)|| <log(2) + N((ARg)"(x))

La primer desigualdad y la condicién de integrabilidad (2.1) de A nos dicen
que la funcién 6 — N((ARy)™(x)) es integrable. Luego

2T 2
3 | VAR @) < 5 [T ogl (AR @)
2m
<<%mu+% N((ARp)" (x))d0

Por el Teorema 3.4 tenemos que
. 2w 1 n .
ZNA </1®mmwmw<2mm+ZNw@)
0 T =1

es decir
n

2m
SONAT (@) < % /0 logl|(ARy)" () |8

Jj=1

Entonces

1 2w
-y NATY < — log||(ARg)"
Z 7)) < o /0 o (ARy)"(2) |df

—1og ZN A(TTV(z))

Los términos a la izquierda y a la derecha de las desigualdades son los
promedios de Birkhoff de la funcién 2z — N (A(z)) que es integrable porque el
cociclo A cumple la condicién de integrabilidad (2.1). El teorema de Birkhoff
también nos dice que la funcién limite N(A(z)) es integrable e integra igual
que la funcién N(A(x)). La ergodicidad de T nos da para x ctp

/ N(A@)du(z) = / N(A(2))du(z) = N(A(z)
X
- nkrfoonZN
21
= Jlim o [ logl (AR ()09
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Si hubiera convergencia dominada obtendriamos

n—+oo 27N

2
/ N(A(@))du() = lim —— / log||(ARy)" () 0
X 0
1 2

1 1 2
- lfm bQMM@W@MW@:/ A(ARy)do
0

2w Jg n—=toon 27

lo que probaria el teorema.
Veamos que hay convergencia dominada.

0 < S logl(ARe)" ()] = - log| A(T™ (@) Ro ... A(x) Rl

< log (AT @) Roll.. | ) Rl
n—1

= o (AT @) - JAW@I) = - - logl AT )| = fule)
=0

Estos son los promedios de Birkhoff de la funcién z — log||A(z)|| que es
integrable, luego

ltm ful2) = f(2) ¥ /X F(@)dp(z) = /X log]| () |ds(x) < o0

n—-+00

Esto prueba que hay convergencia dominada y por lo tanto el teorema. [J

3.3. Demostracion del Teorema 3.3

Definimos las siguientes matrices

24271 _z—z‘_l
S, = 272_1 Z+Z2_11 para z € C\ {0}

2i 2
2241 _z2—1
T,=| 2, 22%1 para z € C
2

Es claro que si z # 0 entonces 2S5, = T,. Ademds, si z = € tenemos que
S, = Ry.
Dadas Ay,..., A, € SL(2,R), definimos

n
C.=[]AT. = AT.... A\T. para z € C.
j=1

Entonces si z = e'?:

C.=[[AT. =[] AjeRo = 2" [[ AjRo (3.6)
j=1 j=1 j=1
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Esto implica que

Llamemos A1(z), A2(2) a los valores propios de la matriz C, y supongamos
que |A2(2)| < |[A1(z)| para todo z € D. Tenemos el siguiente lema.

Proposicién 3.2. Sean \i(z), A2(z) los valores propios de la matriz C, €
Ms(C) tales que |A2(2)| < [Ai(z)], Yz € D.

Entonces, las funciones z — A\i(z) coni = 1,2 son holomorfas y se extienden
continuamente a D.

Demostracion. Las entradas de la matriz C, € My(C) son polinomios en z
que llamamos a, b, ¢, d. Luego,

y su polinomio caracteristico es p,(t) = t2 — tr(C,)t + det(C,).
Si A1(z), A2(z) denotan los valores propios de C,, entonces

tr(C,) + \/tr(C,)? — 4det(C,)
2

)\172(2) = (37)

Como tr(C,) y det(C,) son funciones holomorfas, bastaria con poder defi-
nir la raiz cuadrada de manera holomorfa. Esto lo podemos hacer siempre
que |A1(2)] # |A2(2)| que es nuestro caso. La férmula (3.7) igual nos da
continuidad aunque |A;(z)| = |A2(z)|. Por eso la continuidad en el borde.

O

Tenemos que si |[A2(2)| < |A1(2)| para todo z € D entonces
p(Cz) = max{|A1(2)], [A2(2)[} = [A1(2)]

Luego, por la Proposicién 3.2

log p(C.) = log|A1(2)|

es una funcién armonica en D, que se extiende continuamente a .
Por la propiedad del principio del méximo para las funciones armonicas,
obtenemos que para r € [0, 1)

1
log p(Co) = 5~ /31 log p(C-)dz

La siguiente proposicién nos dice que la continuidad en el borde nos deja
pasar esta propiedad a r = 1.
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Proposicién 3.3. Sea u : D — R una funcién continua tal que ulp es
armonica. Entonces
1 2 "
u(0) = — u(e)dt
0= 57 [ ute

Demostracion. Definimos para r € [0, 1] la funcién w, : [0,27] — R como
up(t) = u(re). Afirmamos que u, = u; (convergencia uniforme). Como u
es continua en D tenemos que es uniformemente continua.

Tomamos € > 0, entonces existe un 6 > 0 tal que si |z — w| < § entonces
|u(z) — u(w)| < e. Tomamos un roy > 0 tal que si r > ry entonces

lret — | <|r—1||e| =|r—1| < §

(no depende del t). Luego, para todo ¢ € [0,27] tenemos |u,(t) — ui(t)| =
lu(re) — u(e)| < e. Esto prueba nuestra afirmacion.
Luego, u, =% u; implica que [, — [uy. La armonicidad de u en D nos da

1 2 ) 1 2m )
u(e™)dt = lim / u(re’)dt = u(0)
0

2 Jo r—1 27

Continuando con la prueba,

1 1 2m
log p(Cy) = 7 /Sl log p(C,)dz = 27r/0 log p(AnRy ... A1 Rg)do

A 1+ A1~
2
1

Si el radio espectral de Cy fuera , entonces obtendriamos

n
J]=

- A + A -1 n A + A —1
log p(Cy) = log H A ] 2” ill Zzlog <\]H2HJH>
=1

j=1
= ) N(4))
j=1

probando el teorema.

: A A

Lema 3.1. Los valores propios de Cy son cero y l_[l .

J:

Demostracion. Primero, por la descomposicién de Cartan, tenemos que para
cada A; € SL(2,R), existen matrices Rq;, Rgp;, He;, ¢c; > 1 tales que A; =

RﬁjHCjROtj' Ademas, HAJH = HRﬁjHCjRaj” = HHCJH = ¢;. Por otro lado,

tenemos que T, = T,T,, que implica que S,,, = S,5,. De esto deducimos
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que RyTy = ToRy = e "Ty. Llamamos o = [T, ey B = | e
Luego,

Co = H H RﬁchjRaj)TO = HRBJ'HCJ' (RO‘J'TO)
j=1 j=1 j=1
= HR/SJ o (€7 To) = WHR@H%TO

7j=1

n
= Ry, | [[ He,ToRs, ., | He,To
j=2

n n
= eio‘Rgn H H, (e_iﬁj*1T0> H. Ty = eileth) H H, Ty
- j=1

n
Entonces p(Cy) = p (H HCjT()) y Vj = 1,...,n tenemos que la matriz
j=1

H.,Ty tiene valores propios 0 y & gcj , este ultimo con su vector propio
correspondiente (—i,1)(no depende de j). Luego

n G+ +c; ‘
HHC],TO —i,1) (—i,1)
. e

y concluimos que
-1 _
I FERn VRN
; 2 , 2
7j=1 7=1
O

Para terminar de probar el Teorema 3.3 tenemos que probar que |A2(2)| <
[A1(2)], Vz € D. Esta es la parte delicada de la prueba.
El siguiente lema nos da una condicién necesaria y suficiente para que los
valores propios de una matriz en Ms(C) tengan el mismo mdédulo.

Lema 3.2. Sea C' € My(C) con det(C) # 0, y M\, A2 sus valores propios.
Entonces |A2| = |A1] si y sdlo si 4(det()C) [0, 1]

Demostracidon. Seat = :\\—; Tenemos que oy _ Qutre)® T+t +2).

4d€t(c) 4X1 )2
Luego,
(t’I"C)2 1 -1 -1
— 0,1l & —=(t+t 2 0,1l t+t 2,2l tj=1
e €0 e e e e st €[22 o

O]
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Luego, para que |A1| # |A2| en D necesitamos que

trC.,)? trC.,)?
ElaletC)' - (4,22”) ¢[0,1] vz€D

lo que es equivalente a que

Q) =25

¢[-1,1] V2D

Para probar esto vamos a ver que Q@ 1([—1,1]) estd contenido en S*.
Primero observamos que si z = ¢ € S! la ecuacién (3.6) nos dice que

1r(C.)  tr(z"ARy... A 1
Qz) = M) _ Ay 1R9)—2tr(AnR9...A1R9)€]R

2zn 22"

Luego, Q(S') C R. Vamos a probar que S* contiene a todas las preimégenes
de [—1,1] por @ utilizando argumentos topoldgicos.
Recordemos que el espacio proyectivo de SL(2,R) es

PSL(2,R) = SL(2,R)/ +1d

Sea Y = {A € PSL(2,R) : |tr(A)| <2} y X = PSL(2,R) \ Id. (|tr| esta bien
definido en PSL(2,R)).

Lema 3.3. Eziste una funcién continua F : X +— S tal que F~'({1}) =Y
y el mapa inducido F : w1 (X) — m(S') es un isomorfismo.

Demostracion. Definimos F' de la siguiente manera.

Tomamos una matriz A € X. Si A € Y entonces definimos F(A) = 1. Si
A ¢ Y entonces (trA)? —4 > 0y sus valores propios son reales, llamemosles
Ay A1 con |A| > 1. Si £v,+w son los vectores propios de norma 1 asociados
a Ay A~! respectivamente, definimos F(A) = ;’)—22 Tomamos los cuadrados
para que quede bien definida.

En el interior de Y la funcién es constante 1, y por eso continua. Fuera de
Y también ya que si perturbo poco la matriz, perturbo poco sus valores
propios y direcciones propias. El problema de la continuidad es en el borde
de Y.

Como las matrices llevan rectas en rectas, podemos estudiar su accion en el
espacio proyectivo P(R?). Si dos matrices en X estdn cerca en norma, sus
respectivas acciones en el espacio proyectivo P(R?) son parecidas (Por esta
razon le quitamos la identidad a PSL(2,R)).

Tomo A € X tal que |tr(A)| = 2. Luego, la accién de A en P(R?)
tiene un tUnico punto fijo. Entonces si B estd suficientemente cerca de A y
B ¢ Y, la accién de B tendra dos puntos fijos, que tendran que estar cerca.
Esto significa que los vectores propios de B estan cerca o son casi opuestos.
Concluimos que F(B) = Vol = F(A). Esto prueba la continuidad de F.

w
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Figura 3.1: Accién de las matrices A y B en el espacio proyectivo.

Para la segunda parte del lema, basta con encontrar una curva cerrada
v en X que genere 71 (X) tal que F o~ tenga grado 1.
Sea M una matriz diagonal hiperbdlica. Definimos v : S' — X como
v(e) = RgjaM. Claramente v genera 71 (X) ya que el género de PSL(2,R)
proviene del subgrupo de rotaciones por la descomposicién de Iwasawa (ver
apéndice).
Foy(l)=—-1y Fony(-1)=1.
Tenemos que R_g/oM es

(e ey ) (02 ) = (L3l i)

Por otro lado Rg/yM es

T T I B G (s B

Luego R_g/oM (v) = Ry/2M (v) para todo v € R?. Esto implica que si {v, w}
son los vectores propios de Ry, M, entonces {v,w} son los vectores propios

de R_g/sM. Obtenemos que F o (Z) = F o~y(z). Esto implica que F' o~y
tiene grado 1. O

Lema 3.4. Q7 1([-1,1]) N St tiene por lo menos 2n componentes conezas.

Demostracion. Sea g : S' — PSL(2,R) definida como g(e?) = Ry/s. Es claro
que g es un generador del m (PSL(2,R)), ya que el subgrupo de rotaciones
es lo que le da género a PSL(2,R). Definimos h : S' — PSL(2,R) como
h(e®®) = A Ry ... A1 Ry y a este producto de matrices le llamamos By. Fijado
J tenemos que A; es homotodpica a la identidad, por ser PSL(2,R) conexo.
Luego ¢°> = Ry /2R9/2 = Rg es homotépica a A;Ry. Concluimos que g™
es homotopico a By. Podemos suponer que By # =4I, sino aplicando una
homotopia obtenemos lo mismo.
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El mapa F o ¢?" : St — S! estd bien definido y por el Lema 3.3 tiene grado
2n. Entonces el mapa F' o h tiene grado 2n, y la preimagen del 1 por esta
funcion tiene por lo menos 2n componentes conexas.

(Foh)'({1}) = h'o F ' ({1}) =h " (F'({1})) = 7' (V)
- {ei‘) e SY: |tr(By)| < 2} =0 Y([-1,1]) N 8"

Lema 3.5. Q7 1([-1,1]) N St es la union de 2n sub-intervalos de S*

Demostracion. Como tr(C,) es un polinomio de grado menor o igual a 2n,
tenemos que los mapas Q y @ tienen grado menor o igual a 2n.
Recordamos que Q(S') C R. Para ver esto nuevamente sea z = ¢* entonces,
_tr(Cy)  tr(2"ApRp... A1Ry) 1

o = o = Str(AuR... A1Ry) € R

Q(2)
Luego, en cada componente conexa de S'\ Q~!([-1,1]) hay por lo menos

un cero de Q’'(z) y el lema anterior nos da por lo menos 2n componentes
conexas.

Componentes conexas de Q*([~1,1])

Punto critico p

Figura 3.2: Puntos criticos

Q@ y Q' son funciones holomorfas en C\ {0}, luego preservan dngulos y
orientacién, por lo que Q'(z) tiene exactamente 2n ceros, y todos ellos estén
en ST\ Q1 ([~1,1]).

Entonces cada componente conexa de Q~1([—1,1]) N.S* se mapea difeomor-
ficamente en [—1,1] y el lema queda demostrado. O

El Lema 3.4 nos dice que Q@ *([—1,1]) N S* tiene por lo menos 2n
componentes conexas pero el grado de ) es menor o igual a 2n. Luego
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QY([~1,1]) N S! tiene exactamente 2n componentes conexas y el Lema 3.5
nos dice que cada una de estas componentes conexas se mapea difeomorfi-
camente en [—1,1]. Conlcuimos que Q~*([-1,1]) C S*.

Resiumen de la prueba del teorema 3.3. Tomamos las matrices

n
C.=]] AT = AuT.... AT, parazeC.
j=1

2241 221
T,=| %, ,2% para z € C
% 2

donde

Llamemos Ai(z), A2(z) a los valores propios de la matriz C,. Los Lemas
3.2, 3.3, 3.4 y 3.5 nos dicen que |A2(2)] < |Ai(z)], Vz € D. Ademss la
Proposicién 3.2 nos dice que la funcién z — A(z) es holomorfa. Luego
log p(C;) = log|A1(2)| es una funcién armoénica en el disco DD que se extiende
continuamente al borde del disco. Aplicando el principio del méximo de las
funciones armonicas obtenemos

1 1 2
log p(Cyp) = 7 /S1 log p(C)dz = 27r/0 log p(ApRy ... A1Rp)df

Finalmente el Lema 3.1 nos dice que

- A + A -1 n A + A -1
log p(Co) = log H 14511 2“ i :Zlog <‘JH2HJ”>
J=1 J=1

= ) N(4))
j=1

probando el teorema. O

El teorema anterior (Teorema 3.2) nos dice que aunque nuestro cociclo
original A no tenga exponente positivo, igual podemos obtener un subcon-
junto de medida positiva de 6’s en S* tales que el cociclo x — A(z)Ry tiene
exponente de Lyapunov positivo. El corolario siguiente nos permite conocer
un poco més de ese subconjunto, ya que nos acota la medida de los 6’s que
no nos sirven, es decir los que tienen exponente nulo.

Corolario 3.5. Sea v la medida de Lebesgue en S, entonces

v ({0€ S*: A(ARg) = 0}) < A?”)
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Demostracion. En la prueba del Teorema 3.2 vimos que

logl(ARe)" ()] < ful)

donde f,(z) era el promedio de Birkhoff de la funcién f(x) = log||A(z)].
Luego, si # € S!

A(ARy) /X A(ARg, z)d(z) = /X im o] (ARy)" (2) dux)

< /X A f(x)dp(a) = /X log]| A(2) dpu(x)
< /X log(JA@)] + | A@)|)du(z)

Llamamos U = {§ € S' : A\(ARy) = 0}.

21T
/ A(ARy)d9 = / NAR)d9 < v(U°) / log (1 A()]| + [ A@) |1 dy
0 c X

Luego,
/ N(A@)dp = — [ AARp)d
X 27T Uc
2m — v(U _
< 22O [ og (4@ + 1A@I) di
X
de donde concluimos
-1
_ 27 log 2 2
U) < 2rlog?2 log (||A(z)|| + || A ! d> < <
() < 2mtog2 ([ g (1A@ + A1) du) < 082 <
O

3.4. Un ejemplo interesante

Sea X = S' con la medida de Lebesgue que notaremos m. Tomamos
T : S' — S! una rotacién irracional (es ergédica respecto a m).
Definimos el cociclo A : X — SL(2,R) como

A(eit) =H.R; con H.= < g 091 ) ¢ > 1 fijo.

Es claro que a = deg(A) = 1, y que t = deg(T) = 1 por ser una rotacién.
La Proposicion 2.2 nos dice que A no puede ser uniformemente hiperbdlico,
ya que t =1y a =1 no tiene solucién para la ecuacién (2.11).

Ahora calcularemos su exponente de Lyapunov, usando la férmula de Avila-
Bochi.

Afirmamos que para todo n € N : (ARy)"™(e't) = A™(e!0HD)
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» Cason =1: (ARy)(z) = A(e")Ry = H.R; Ry = H.Ry, = A('0H)

» Cason > 1: Sea 2z = e y z; = T7~1(2) entonces

(ARg)"(e") = HARG T (') HARQ )(2) = HA(ewzj)

y la afirmacion queda probada.
Luego,

; 1 n ; 1 n/ i
MARy) = T~ log]|(ARy)"(2))]| = lim_—log|[A"(e"2)] = A(4)

y JA(")|| = |HeRe|| = || He|l = c.
Por el Teorema 3.2 obtenemos

2m P > -1
AA) = % i /\(ARg)dH:/Sllog<HA( )l +2”A( )l )dm(z)

-1
= log<c+2C >>0

Luego, este es un cociclo con exponente de Lyapunov positivo (y constante)
ctp. pero no es uniformemente hiperbdlico.

36



Capitulo 4

Densidad de exponente
positivo

En este capitulo mostraremos un resultado debido a Oliver Knill [Kn].
El mismo dice que dentro de los cociclos medibles y acotados, aquellos con
exponente de Lyapunov positivo son densos.
Para la prueba del teorema es de vital importancia la férmula de Herman
(3.1) que nos permite obtener cociclos con exponente positivo dentro de una
familia de cociclos, conociendo propiedades globales de la familia.
El espacio topoldgico que vamos a estudiar es

of = L*(X,SL(2,R)) ={A: X = SL(2R) : a;; € L(X)}
con la topologia inducida por la norma
|A]l = sup {[|A(2)]| : z € X}

(topologia de la convergencia uniforme).
Llamamos & al conjunto de los cociclos con exponente positivo. El re-
sultado que vamos a probar es

Teorema 4.1 ([Knl). Si el sistema (X, T, ) es ergddico, entonces o/ N P
es denso en o .

La idea de la prueba es simple, partimos de un cociclo arbitrario A € &'y
lo perturbamos utilizando la formula de Herman para obtener un B € &N/
cercano a A en nuestra topologfa.

4.1. Sistemas inducidos y cociclos derivados

Sea (X, A, ) un espacio de probabilidad y 7' : X — X una trans-
formacién que preserva medida. Sea Z C X con u(Z) > 0. Sixz € Z
es positivamente recurrente podemos definir el tiempo de primer retorno
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7(xz) = inf{n > 0 : T"(x) € Z}. El teorema de recurrencia de Poincaré nos
dice que si T es ergddica, 7 estd definido para casi todo punto en Z. Es
facil ver que 7 es medible por ser T' medible. Definimos Tz (z) = T7®)(z).
Esta funcién resulta medible por ser 7 y T' medibles. Ademés la medida de
probabilidad pz definida como puz = ﬁ es preservada por 1.

Observacion 4.1. Ty preserva la medida 1.

Demostracion. Tomamos U € Z. Suponderemos sin pérdida de generalidad
que todos los puntos en U son positivamente recurrentes.
Sea Z, = {x € U : 7(x) = n}, entonces

nz(Tz(U)) = pz(Tz(\J Z0) = nz(|J T(Z0) = Y wz(T™(Zn))

nez+ neZ+ nez*
1 n _ b
- nezZ; W(T™(Zy)) = e neZZ; 11(Z0)
1 1
= M(Z)H(nng Zn) = M'M(U) = pz(U)

O

Llamamos a (Z,T7, 1uz) sistema inducido a partir (X, T, p). El sistema
inducido resulta ergddico siempre que el sistema (X, T, u) sea ergédico.
El cociclo Az(z) = A™@)(z) lo llamaremos cociclo derivado de A sobre el
sistema (Z, Ty, jiz). Ademss si log||A|| € L*(X, 1) tenemos que log||Az| €
LY(Z, uz). Esto lo vemos de la siguiente manera.
Definimos nuevamente Z; = {z € Z : 7(z) = j}. Claramente es una particién
de Z, al igual que {Tj(Zj) Dj > 1}. Luego

0 oo j—1
/Iog”AZHdM = Z/ log||AJ||d,u§ZZ/ log|| A o T||dy
? j=17% j=1i=0 "%
oo j—1
= ZZ/_ log|| Al du s/ log|| Alldp < o
j=1 i=0 Y T"(Z;) b'e

Esto prueba que log||Az|| estd en L'(Z, uz) y por el Teorema 2.1 tiene su
respectivo exponente de Lyapunov.

El siguiente lema relaciona el exponente del cociclo original con el del cociclo
derivado.

Lema 4.1. Sea Z C X con u(z) >0y (Az,Tz) el cociclo derivado. Enton-
ces N(Az).u(Z) = A(A).
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Demostracion. Sea T,(x) = Z;:& 7((Tz)?(z)). Utilizando la identidad de
cociclos obtenemos

j—1

() T ) e, T T AT
AT () = H ATEZE)(Ti=0 (z)) = H ATEZEN(T ()
j=0 j=0

n—1
= [T 42(T%(@) = (A2)" (@)
§=0
Luego, por definicién de A y aplicando el teorema de Birkhoff a la funcién 7

¢ 1 n ‘ 1 Tn (T
MAz) = lim —log[(Az)"(z)| = lim —log||A™(x)]

n—+oo N n—+oo n

. ()
= 1 log|| A™(®)
Sy ol ()]l

. , () |, Tn () _ =
= Mm = ngrfoom(x log||A™ (z)|| = 7(z)A(A)

La ergodicidad del sistema nos dice que

T = | 7(x x)= [ 7(x JU:L T(x QU:L
Ha) = [ #H@hnz(o) = [ r@dnzta) = —= [ r@)into) =

La ultima igualdad viene dada por el lema de Kac (ver apéndice). O

4.2. Demostracion del Teorema 4.1

Tomamos un A € &/ arbitrario, y sea € > 0. Vamos a probar que existe
un B € &/ N tal que ||[A— B| <e.
Sea § > 1 tal que

20Afl5 - 57 < 5 (4.1)
Ahora tomamos un natural n suficientemente grande que verifique
S+071 e
87|l A <= 4.2
AT < 5 (42)
Tomamos un (n, %) conjunto de Rohlin Y. Esto significa que Y, T(Y), ...,
n—1
T"1(Y') son disjuntos dos a dos, y | X\ J T9(Y) | < L. La existencia
§=0

de este conjunto de Rohlin se debe a un lema del mismo nombre (ver [Hal).
n—1

Es claro que p(Y) < 1 sino p ( U TJ(Y)) > 1 por preservar 1" la medida
j=0

de probabilidad pu.

39



n—1
Llamamos Z =Y U (X\ U T9(Y) |. Tenemos que u(Z) < 2.
j=0

Ahora, podemos encontrar facilmente un cociclo C' € &/ con |[A - C| < §
que verifique Cz(z) ¢ SO(2,R) Vz € Z (SO(2,R) es el conjunto de rotacio-
nes).
Esto se debe a que SO(2,R) tiene medida nula en SL(2,R). Podemos ver esto
nuevamente con la descomposicion de Iwasawa, que nos dice que topologica-
mente SL(2,R) = S! xD y tal S es homeomorfo a SO(2,R). Luego bastaria
con perturbar el cociclo A solamente en A71(SO(2,R)) N Z “empujando”
muy poquito su imagen para que no intersectara SO(2,R). Ademds, si z € Z
el tiempo de primer retorno 7(z) es menor o igual a n. Esto implica que las
entradas de Cz estdn en L™(Z, uz).

También podemos pedirle que ||C]| < 2||A|| por la continuidad de la
funcién norma.

Ahora aplicamos la férmula de Herman (3.1) para el cociclo derivado Cz
sobre el sistema dindmico inducido (Z, Tz, pz). Como Cz no es una rotaciéon
en Z obtenemos

1 2

log <HCz(x)H +2|!Cz(96)H‘1

NCyRy)dd = /

; ) duz(z) >0

2 Jo

Luego, existe un By € S! tal que ACzRg,) > 0. Sea xz la funcién caracte-
ristica del conjunto Z. Tenemos la siguiente observacién

Observacién 4.2. Si Ac o/ y f € R, entonces (AR, ,3)7z = AzRg

Demostracion. Tomamos z € Z y sea k = 7(x). Luego

k-1
(ARgy,)z(x) = (ARgy,)"(z) = [[(ARpy,)(TV(2))
=0
-l -1
= [[A@ @) Rsy, iy = | [] AT () | Rs
j=0 j=0

= A¥(x)Rg = Az(z)Rp
O

Definimos el cociclo D = CRg,,,. Luego por la observaciéon anterior
tenemos que Dy = (CRgyy,)z = CzRpg,. Y N(Dz) = XMCzRg,) > 0. El
Lema 4.1 nos dice que A(D) = A\(Dz).u(Z) > 0.

Hasta ahora la féormula de Herman nos permité obtener un cociclo con
exponente positivo, el problema es que la férmula no nos dice nada acerca de
la ubicacién de ese cociclo. Tenemos que C' estd cerca de A, pero D podria
estar muy lejos de C' y por ende de A.
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Si By < #g(é) (Bo es chico) es facil ver que D es el cociclo buscado. Supon-

gamos en adelante que 5y > #gw).

La ergodicidad del sistema (X, T, 1) nos dice que p-ctp el exponente de
Lyapunov de D es positivo y constante. Luego de acuerdo al teorema de
Oseledets, tenemos que para x ctp existe un subespacio unidimensional E?
que es invariante: D(z) - ES = E7 ) v ademds si v, € E7 entonces

1
lin_—log][D"(z) - va]) = —A(D)

n—-+oo

Tomamos a v, de norma 1. Sea u(z) el dngulo que forman el primer vector
de mi base de R2 con el vector v,. Es decir Ry(z) - e1(z) = vy,

Definimos ahora el cociclo £ = RyorHs—1 R;OITD y vemos por definicién que
tiene la misma direccién invariante que D:

B(w) By = Ru@q)Hs Byry D) Bz = Rur) Hs1 Ryt - Er
= Ryr@)Hs-1-e1(z) = Ryr)@) e1(z) = Efy,

Luego, por el Corolario 2.4 obtenemos
NE) =~ [ 1oglE@) - uuldu(e) = - [ 1ogl6' D(w) v ldu(z)
X X
= logd —/ log|D(x) - vg|dp(z) = log é + A(D)
X

Por el Lema 4.1 tenemos

log & n n
Ez)= XD —— > XD —1 > —1
)\( Z) )\( Z)—FM(Z)_)\( Z)+2 0g5_2 0g(5

Aplicando el Corolario 3.5 al cociclo Ez vemos que

2 < 4
AMEz) ~ nlogd

v({Be€ S AEzRs) =0}) <

Podemos encontrar un 5; € S! con

47

<
= nlogé

tal que
)‘(EZR(51—50)) >0

Llamamos B = ER, ,(3,_g,)- Por el Lema 4.1 y la Observacién 4.2 tenemos
que Be o/ NZ:

A(B) = A(Bz)i(Z) = M(ERy,(8,-p0)) 2)1(Z) = MEzR(g,—py))u(Z) > 0
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Afirmamos que ||A — B| <e.
Para ver esto definimos nuevamente un cociclo F' = R, Hs-1 R

G

1EI = 1 Rucry Hs—1 Ryl CRgy—po) | = 1 Hs—1 Ry CIl < IICII(6 + 677

w(T)

Luego, por definicién de F' tenemos B = F'R, 3,
Utilizando las ecuaciones (4.2) y (4.3)

IB—F| = |[FRy,p — F| <|IFIII = Ry, |l < |Fl|Bi] < IC(5+ 6]
47 €
< -1 < -1 < =
< 2 AN +IIB < 2AANG+67 e < o

De la misma manera tenemos que

IF=Cll = 1Ry Hsr Bylyy © = CIl < ICHIT = Rugry By Ryl |
= NCIIRur Rylyy = RuryHs1 Rty |
= O Ruery(Rypy — Hs1 Ryl
(T) (T)

= IOl Ru(r)(I = Hs-1)Ryipy | = ICHI1 Hiz-1 -yl

IN

— _ €
ICl8 =6~ < 2] AJls -7 < 3

La tultima desigualdad sale de la ecuacién (4.1).
Finalmente

IB—A| <||B—F||+[|F—C|+|C - Al < & +3+§
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Apéndice A

Descomposiciones de SL(2,R)

Primero que nada observamos que hay una biyeccién entre SL(2,R) y las
transformaciones de Mobius del plano hiperbélico dada por

az+b
cz+d

a

A oy R? - R? donde si A:<c

Z > entonces 4(z) =

Con esta relacién obtenemos una accién de SL(2,R) en R? dada por
A-z=pa(z)

Ademsds esta accidn es libre y transitiva.
Llamamos A al conjunto de matrices en SL(2,R) diagonales, A = {a; : t € R}

t/2
donde a; = < 60 6_2/2 )

0 1
Notamos K al conjunto de rotaciones del plano: K = {Rg :0e S 1}.
Haciendo simples cuentas, vemos que la accién del subgrupo N en el
plano nos da el flujo horizontal, asi como la accién de A en la linea imaginaria
Ri es el flujo vertical. Ademads las transformaciones de Mobius que fijan
i = (0,1) (los estabilizadores de i) son exactamente las que provienen del
subgrupo de rotaciones K.

Llamamos N al conjunto de matrices { < Lon ) 'n € R}.

Teorema A.1 (Descomposicién de Cartan).
Dada una matriz g € SL(2,R) existen rotaciones ki, ko € K y una matriz
diagonal a € A tales que g = kiaks.

Demostracion. En lugar de trabajar con matrices, vamos a trabajar con las
transformaciones de Mobius. Haremos un abuso de notacién por simplicidad,
hablaremos por igual de un matriz M que de su transformacion asociada @p;.
Tomamos g € SL(2,R), y el numero complejo i. Luego sabemos que existe
una rotacién ky tal que k; Lg.i pertenece a la linea imaginaria. Luego existe
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una matriz a € A tal que a_lkflg.i = 4. Como los estabilizadores de i
son las rotaciones, tenemos que a”tk; 1y € K. Entonces existe ko tal que
a_lk‘flg = ko & kiaky = g. O]

Teorema A.2 (Descomposicién de Iwasawa).
Dada una matriz g € SL(2,R) existe una rotacion k € K, una matriz diago-
nal a € A y una matrizn € N tales que g = kan. Ademds el mapa

K x Ax N —SL(2,R) (k,a,n)— kan
es un homeomorfismo.

Demostracion. Al igual que en la prueba anterior trabajaremos con las
transformaciones de Mdbius.

Tomamos g € SL(2,R). Tenemos que Im(g~'.i) > 0 porque las transforma-
ciones de Mdobius preservan el semiplano superior.

oo ang .1

\

Figura A.1: Accién de SL(2,R) en el plano

La accién de N en el plano es el flujo horizontal. Luego, existe una tunica
matriz n € N tal que ng~'.i pertenece a la linea imaginaria. La accién de A
en la recta imaginaria es el flujo vertical, entonces existe y es tinica la matriz
a € A tal que ang~'.i = i. De nuevo, como los estabilizadores de i son las
rotaciones, tenemos que ang~! € K, osea que existe una rotacién k tal que
ang~' = k~! & g = kan. La unicidad de a y n nos dan la unicidad de k.
Entonces el mapa es biyectivo. La continuidad del mapa y de su inversa es
trivial. O
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Apéndice B
Algo de teoria ergddica

Teorema B.1 (Teorema ergddico de Birkhoff). Sea (X, A, 1) un espacio de
medida finita, y T : X — X una funcion biyectiva que preserva la medida
w. Sea f una funcion integrable. Entonces

n—1
Fa) = tim S f(Ti()
7=0

n—-+oo n

existe ctp. Ademas f es una funcidn T-invariante, integrable y Jx f(x)dx =
fX f(x)dx

Lema B.1 (Lema de recurrencia de Poincaré. Version medible). Sea (X, A, p)
un espacio de medida finita, yT : X — X una funcion biyectiva que preserva

la medida p. SeaU /p(U) >0, yU' = {z € U : T*(2) € Upara infinitos k}.

Entonces pn(U\U') =0

Demostracién. Supongamos por absurdo que existe V' C (U \ U’) tal que
(V) > 0. Entonces kg € Z tal que TF(V)NV =0 Vk > ko

Luego {7™-ko (V)}n€Z+ son disjuntos dos a dos:

Si Tmiko (V) N T2k (v) # () con ng > ng = TF(2=1) (V) NV £ (). Esto es
absurdo.

Entonces: u | U TkO"(V)> = > w(Tr (V)= 3 wV)=c

nezZt nezt nezt
Pero p4(X) < 0o = no existe tal conjunto V. O

Lema B.2 (Lema de recurrencia de Poincaré. Version topoldgica). Sea
(X, A, 1) un espacio de medida de Borel finita, con X separable, métrico.
Sea T : X — X una funcion biyectiva que preserva la medida .

Entonces R = {x € X : x es positivamente recurrente} tiene medida total.

Demostracion. Sea {Ay}, o+ base numerable de X = pu(A,) >0 Vne Z7.
Tomamos A/, como en el lema anterior y B,, = A/, UA,°".
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Los conjuntos B,, tienen medida total:
u(Br) = p(A, UAL") = p(AL) + u(An°) = n(A;,) + p(An©) = p(X)

SeaR= | Bn = u(R)=pu(X) (tomar complementos).
nezt
Veamos que los puntos de R son positivamente recurrentes.

Sea x € Ry U entorno de x. Por ser {A,}, .+ una base, existe un Ay, tal
que z € A,, CU. o
Perox € R =z € A, UA, =z€ A, =3k>0/Tk=x)€ Ay, CU. O

Lema B.3 (Lema de Kac). Sea (X, A, 1) un espacio de probabilidad y T :
X — X una transformacion que preserva medida. Sea Z C X con u(Z) >0
y 7(x) = inf{n > 0 : T"(z) € Z} el tiempo de primer retorno. Si T es
ergodica entonces:

/Z (@)dp(z) = 1

Demostracion. Sea A,, = {x € Z : 7(x) = n}, es decir los puntos de Z donde

o0
el tiempo de primer retorno es exactamente n. Tenemos que Z = |J A,. La
n=1
ergodicidad de T nos dice que casi todo punto x € X \ Z entra (en el futuro)

o0

eventualmente en Z. Luego X = |J |JAn donde A, son los x tales que
n=1 k

T*(x) € A, pero T/(x) ¢ A, si 0 < j < k. Luego

/ T(z)du(r) = Z/ T(z)dp(zr) = Zn.,u(An) = Z ZM(An,k)
z n=1"4n n=1 n=1 k
= wX)=
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