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10. Brevisima mirada a las Ecuaciones en Derivadas Parciales.

INTRODUCCION A LAS ECUACIONES DIFERENCIALES

RAFAEL POTRIE

ABSTRACT. Estas notas sirven para hacer un seguimiento del curso de Introduccion a las
ecuaciones diferenciales para la Licenciatura en Matemadtica el segundo semestre 2016,
pero de ninguna manera reemplazan la bibliografia, en particular, recomendamos [Ar,
deG, Sot, Tes] y, para los tltimos temas de ecuaciones diferenciales ordinarias [Sam, Tes,
Rob, KaH]. Los temas relacionados a ecuaciones en derivadas parciales y series de Fourier
pueden ser consultados en el excelente libro [SS], pero hay también otras referencias.
Consultas, errores, comentarios, enviar a rpotrie@cmat.edu.uy.
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1. INTRODUCCION

Las ecuaciones diferenciales ordinarias aparecen por todas partes en matematica y
otras ciencias. Permiten describir la evolucién temporal de procesos deterministas cuyos
espacios de fase son finito-dimensionales y suaves.

Por espacio de fase entendemos el conjunto de los posibles estados del sistema y el de-
terminismo refiere a que existe una ley precisa que nos indica la variacién de los estados
conociendo la posicién actual del sistema. Por suaves, nos referimos a que tienen la es-
tructura de una variedad diferenciable donde es posible realizar las operaciones usuales
del célculo diferencial de forma de presentar la ley de evolucién como una condicién
infinitesimal.

Una propiedad notable del tratamiento puramente matematico de este problema es
que sistemas fisicos (u de otras naturalezas) completamente no relacionados pueden ver
su dindmica gobernada por las mismas ecuaciones. Un ejemplo notorio es el caso de
los circuitos RLC y los sistemas masa-resorte amortiguados que responden a ecuaciones
idénticas siendo sistemas fisicos completamente diferentes.

En este curso pretendemos dar un tratamiento exhaustivo de varias de las propiedades
bésicas de estas ecuaciones, a saber, la existencia y unicidad de las soluciones, la variacién
conrespecto a las condiciones iniciales asi como el estudio de la estabilidad de estas. Pro-
fundizaremos también en una familia particularmente importante de sistemas, los sis-
temas lineales. En buena parte del curso trabajaremos con sistemas auténomos, donde
la ley de evolucién no depende del tiempo.

Al final, haremos una breve introduccién a las Ecuaciones en Derivadas Parciales, cen-
traindonos en ejemplos concretos, lineales, intentando imitar lo hecho para las ecua-
ciones diferenciales ordinarias lineales. Los apéndices incluyen resultados laterales pero
fundamentales para el estudio de las ecuaciones diferenciales. En particular, hay un
apéndice dedicado a una introduccién minimalista a las series de Fourier.

2. DEFINICIONES BASICAS

2.1. Ecuaciones diferenciales. Sea ) c R x R? un abierto y f : Q — RYR? una funcién
continua. Nos vamos a interesar por la siguiente ecuaci6on:

x'= f(t,x) (2.1.1)

Alaecuacién (2.1.1) lallamaremos ecuacion diferencial ordinaria. A esta forma particu-
lar se le conoce también como ecuacién diferencial ordinaria de orden uno en n-variables,
pues solo aparece la primer derivada respecto al tiempo. Se llama ordinaria por tener
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como incégnita una funcién en una sola variable (las ecuaciones funcionales cuya in-
cognita es una funcién de varias variables e involucran sus derivadas se conocen como
ecuaciones en derivadas parciales).

Observacién 2.1. Sitenemos una ecuacién del tipo x"™ = F(¢, x,x', x",..., x"1) podemos
reducir a una ecuacion de la forma (2.1.1) mediante la eleccion de variables: yy = x,y; =
x,...,¥n-1 = x"Y y obtenemos:

J’f) = Y1
o= 2

y;l_l = F(t;y();ylv---)yn—l)

Vale la pena mencionar que se pueden definir ecuaciones diferenciales en variedades
de forma andloga. Si M es una variedad diferenciable y 2 < R x M un abierto, podemos
definir un campo vectorial en M como una funciéon X : Q — TM donde X(¢,p) € T,M
para todo (¢, p) € Q. De esta forma, la ecuacion:

x' =X(t,x) (2.1.2)
se puede traducir, en cada carta de M, a una ecuacion del tipo (2.1.1).

Una familia particular de ecuaciones diferenciales, que llamamos ecuaciones diferen-
ciales auténomas son aquellas en las cuales la ecuacion es de la forma:

x'=f(x) (2.1.3)
con f:QcR? - R4,
Observacion 2.2. En ocasiones utilizaremos el hecho que toda ecuacién diferencial de

la forma (2.1.1) se puede llevar mediante el cambio de variables y = (¢, x) y la funcién
F:Q — R"! definida como F(y)=(, f(¢,x)) auna ecuacién como:

y' =F(),
que es de la forma (2.1.3). Esté claro que una funcién ¢ : (fp — €, +€) — R4 cumple
que @'(1) = f(t,¢(1)) si y solamente si la funcion v : (fp — €,y + €) — R x R4 dada por
w(t) = (t,(t)) cumple que v/ (1) = F(y/(1)).

2.2. Ejemplos. Vamos a presentar dos ejemplos sencillos que nos ayuden a buscar una
buena definicién de solucién para la ecuaciéon (2.1.1).

Ejemplo 2.3. Consideramos f (¢, x) = g(t), es decir, una ecuacién donde la funcién f no
depende de la coordenada “espacial”. Las soluciones de x’ = f(t,x) son entonces de la
forma:

t

p)=xo+ | gls)ds
To

Ejemplo 2.4. Consideramos f(f,x) = 3x2/3, Las funcién constante igual a 0 es solucion
de x' =3x%/3. También, para a € R las funciones de la forma:

(t—a)3 si t=a
(p“(t){ 0 si t<a

y de la forma —¢, son soluciones de la ecuacién. Notar que por (#,0) pasan infinitas
soluciones diferentes.
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2.3. Soluciones. Una solucién a la ecuacién (2.1.1) sera una funcién de un intervalo de
los reales en R" que la verifique. Como las funciones quedan determinadas por su do-
minio, deberemos dar algunas definiciones extras para hablar de unicidad, etc.

Definicién 2.5. Un par (¢, I) donde I cR es un intervalo y ¢ : I — R" una funcién C 1ge
dice solucién de (2.1.1) si cumple las condiciones siguientes:

 paratodo t € I se cumple que (£, (1)) € Q,
y %(ﬂ = f(t,¢(1)) paratodo’ t€ I.

Como ya se puede ver en el ejemplo més sencillo (el ejemplo 2.3, que proviene del
célculo diferencial e integral), incluso ignorando el problema del intervalo de definicién
de la solucién hay pocas esperanzas de tener unicidad de la solucién. Inspirados en el
problema anélogo en cdlculo diferencial e integral, consideramos el llamado Problema
de Cauchy, para f : Q — R4 y (%, Xo) € Q consideramos la ecuacion:

! _
{ =0 2.3.1)

Xx(f) = Xxo

Una solucién a la ecuacion (2.3.1) serd un par (¢, ) como en la definicién 2.5 que
ademads cumpla que % € I y que (%) = xo. También llamaremos a una solucién de (2.3.1)
una solucién con condicion inicial (ty, Xo).

La ecuacion (2.3.1) admite una forma integral.

Proposicién 2.6. Una funcion ¢ : I — R% cuyo grdfico estd contenido en Q es solucion de
(2.3.1) si y solamente si se cumple la ecuacion

t
p)=xo+ | f(s,p(s))ds. (2.3.2)
Iy

DEMOSTRACION. Esto es el teorema fundamental del calculo.
O

Para poder definir correctamente la unicidad de soluciones, tenemos que poder re-
solver el problema del dominio. Una forma (que no siempre utilizaremos) es como sigue.

Definicién 2.7. Una solucién (¢, I) de la ecuacién (2.3.1) es extendible si existe una solu-
cién (v, J) donde I c J estrictamente y ¥|; = ¢, en este caso, decimos que (v, J) extiende
a (¢, ). Una solucién se dice maximal sino es extendible.

Proposicion 2.8. Toda solucion de la ecuacion (2.3.1) que no es maximal es extendible a
una maximal.

DEMOSTRACION. Podemos ordenar parcialmente las soluciones de (2.3.1) de la forma
siguiente: (¢, ) < (v, ]) si (v, J) extiende a (¢, I).

Para probar la existencia de una solucién maximal recurrimos al Lema de Zorn?. Basta
mostrar que toda cadena creciente (¢q, I;) con a € & es acotada por la solucién (v, J)
donde J = Uy I v W esta definida como y(f) = @,(t) cuando t € I,. Esto completa la
prueba.

(]
Ejercicio 1. Describir las soluciones maximales por (0,0) del Ejemplo 2.4.

1Si £ es un extremo de I se entiende la derivada como siendo la derivada lateral correspondiente.
2Ej ercicio: Adaptar la prueba para no tener que recurrir al Lema de Zorn.
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3. EXISTENCIA Y UNICIDAD DE SOLUCIONES

3.1. Teorema de Peano sobre existencia.

Teorema 3.1 (Peano). Sea f:Q — R4 continua con Q c RxR% un abierto y sea (ty, Xp) € Q.
Entonces, existe una solucion (¢, I) al problema de Cauchy (2.3.1) definida en un intervalo
I que contiene a ty en su interior.

DEMOSTRACION. Consideramos a > 0 tal que A, = [#p — a, to + al x B, (xp) < Q. Siendo A,
compacto, tenemos que || f (¢, x)|l < C, para (£, x) € Ag.

Vamos a definir una solucién (¢, I,) donde I, = [fp — @, fp + a] y ¢ < min{a, a/Cg,}. La
construiremos en [#, fy + «], en el intervalo [#y — &, %] la construccién es andloga y como
las derivadas laterales van a coincidir, no hay problemas en su definicién.

Para k > 0 definimos la poligonal de Euler*:

X0 si hh<t<t+ %
Qi) = t—% . 1
x0+ft0 f(s,pr(s)ds si p+r<tst+a
Notar que para definir ¢ (#) en [t + i,;, fo + ”Tl] necesitamos haberla definido previa-
mente en [, fo + 1] anteriormente. Pero es no es problema pues asi lo hicimos.

Notar que como || f(¢,x)|| < C4 en A, y por como fue elegido se cumple que:

lor(®) —xoll<a, Vi€l h+al, Yk,

y ademads se cumple que para todo ky ¢, t' € [y, fp + al:

lpr(®) = @i () < Calt = 1.
Esto nos dice que la familia {¢} es equicontinuay equiacotada y por lo tanto aplica
el Teorema de Arzeld-Ascoli (ver Teorema A.1). Esto nos da una subsucesion ¢y; que

converge uniformemente a una funciéon ¢ : [ty, fp + @] — B, (xo); es decir, para todo € > 0,
existe jo tal que si j > jo se cumple que [l¢; (1) — (1) | <€ para todo 1 € [, T + a].

Veamos que ¢ es solucion de (2.3.1) verificando que cumple la ecuacién (2.3.2).

Notar que se puede escribir:

t t
(Pk(t)=x0+f f(s»(Pk(S))ds_f 1f(s,qok(S))ds
to t—E

Como ¢, converge uniformemente a ¢ y la continuidad de f tenemos que, para todo
t € [ty, to + a] vale que4:

t t
f(s, @k ()ds — f f(s,p(s)ds,
to To
mientras que el hecho que f estd acotada da que:

3En realidad, la poligonal de Euler es un poco diferente, esta formulacién es més sencilla para las cuentas
que haremos luego. La poligonal de Euler es, para k > 0 la curva que pasa por los puntos (¢;,x;) donde
ti=1o+ % y el punto x; se define inductivamente mediante xg = xo y x; = X;j_1 + %f(t,-_l ,Xj—1). Esun buen
ejercicio mostrar que tomando estas poligonales también se llega a la conclusién. Ver sino [Tes, Seccién 2.5].
4Ver Proposiciéon A.2.
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' 1
‘f 1 f(S’(Pk(S))dS‘ < Cay = 0.
=%

Concluimos que para todo ¢ € [#, tp + ] vale que

I3
@) =xo +ft f(s,o(s)ds

como buscabamos.
O

Observacion 3.2. Observar que la prueba del teorema permite estimar el tamano del
intervalo donde la solucién estd definida y que este tamafio es relativamente estable
cuando variamos (fy, Xp) un poco. Veremos luego que las soluciones maximales estan
definidas mientras pertenezcan a Q.

3.2. Escape de compactos y soluciones maximales. El Teorema de Peano garantiza que
si f:Q — R? es continua, entonces por todo punto (fy, Xo) € Q existe una solucién al
Problema de Cauchy (2.3.1) cuyo intervalo de definicién contiene a fy en su interior.
La Proposicion 2.8 garantiza que existe al menos una solucién maximal. Nos interesa
mostrar que dicha solucién necesariamente tiene un dominio de definicién lo suficien-
temente grande como para que llegue al “borde” de Q.

Teorema 3.3 (Escape de Compactos). Sea f : Q — R una funcién continua y K c Q
un compacto. Para todo (ty, xp) € Q se cumple que cualquier solucion maximal (@, I)
del Problema de Cauchy (2.3.1) verifica que existen t),t, € I, con t; < fy < tp y tal que
(t1, (1)), (B2, 0(12)) € K.

DEMOSTRACION. Usando que f es continua y K compacto, vamos a considerar C > 0 de
forma tal que || f (¢, x)|| < C para todo (f,x) € K.

Vamos a suponer por absurdo que no existe un tal £, > f.

Podemos suponer que I = (a, b) con b > ty pero b < +oo pues K es acotado (en particu-
lar, lo es en su primer coordenada). Notar también que el Teorema de Peano asegura que
por toda condicién inicial pasa una solucién, lo cual implica que el intervalo maximal
tiene que ser abierto, justificando nuestra suposicion.

Queremos mostrar que (b—a,, p(b—a,)) converge a un punto (b, x) € K independien-
temente de a, — 0. Para eso, teniendo en cuenta que K es compacto, podemos suponer
por contradiccién que existen dos limites diferentes para sucesiones diferentes, es decir,
(b—an,@b—ay)— (b,x) e Ky (b—Pneb-PBn)— (by) €K con x # y. Consideramos
no suficientemente grande de forma tal que si n > ny tenemos que:

lx=yll
b Ian_ﬁn|< 4C;, )
lx—yl

o lob-an-xl <y ok -, - yI < E221.

En particular, si n > ng usando la desigualdad triangular, vemos que || x — y|l < ¢ (b -
an)—xl+llob-LBr)-yl+l@b-Br)—@b—-a,)| conlo cual |@(b—B,)—@b—a,)| > w
Por otro lado, el Teorema del valor medio nos da que existe t entre b—a, y b— 3, de

forma tal que:

(b —Bn) — @b —ayl S

2C
|an_,3n|

Lf(t, ) =l (D)l =
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contradiciendo que || f(¢,x)|l < C en K. Esto prueba que la sucesion (b— a,, (b — ay))
converge a un punto (b, x) € K independientemente de a,, — 0.

Ahora, podemos aplicar el Teorema de Peano al punto (b, x) para extender la solucién
para t > b contradiciendo el hecho que (¢, I) era la solucién maximal. Esto completa la
demostracion.

O

3.3. Soluciones completas. Una soluciéon (¢, I) del Problema de Cauchy (2.3.1) se dice
completa si se cumple que I =R.

Ejemplo 3.4. Para la ecuacién diferencial x' = x> en R se tiene que, si a € R entonces
@a(t) = _Fla son soluciones. Notar que por cada a, esto da lugar a dos soluciones maxi-
males, una definida en el intervalo (—oco, —a) y otra en el intervalo (—a, +00). Ninguna de
ellas es completa. Por otro lado, la solucién de equilibrio ¢(¢) = 0 definida en todo R si es
una solucién maximal completa.

Ejercicio 2. Encontrar una ecuacién diferencial donde ninguna solucién maximal sea
completa.

El teorema de escape de compactos nos da condiciones sobre las cuales toda solucién
es completa. Para ello es muy Ttil el siguiente lema de analisis que volveremos a utilizar
mas adelante.

Lema 3.5 (Lema de Gronwall). Sean g: [a,b] — Rso y ¥ : [a, b] — R funciones continuas
que cumplen para todo t € [a, b]:

t
MOE k+f g(9)ys)ds. (3.3.1)
a
Entonces, para todo t € [a, b] se cumple que:

Y(t) < kela8O)ds, (3.3.2)

DEMOSTRACION. Probemos primero que si u, v : [a,b] — Rsq son funciones C' tal que
t
u'(t) < u(t)v(t) para todo t € [a, b] entonces u(r) < u(a)efa vis)ds

efecto, sea h(t) = u(a)efut v(8)ds > 0 entonces se cumple que h'(t) = h(t) v(r).

. . ©) :
Consideramos la funcién ¢ — % y tenemos que:

para todo t € [a,b]. En

(u(t))’ _d@h@O-u@F (@) _ W Oh®) - u@®h@Ov@) _w(@0)-u@v@) _
h) h(f)? - h2(1) B h(t)

Como la derivada es no positiva, obtenemos que % < Wa) _q y por lo tanto u(¢) < h(f)

) = h(a)
como buscdbamos.

Para probar entonces que si se cumple (3.3.1) tendremos (3.3.2), procedemos como
sigue: Definimos u(f) = k+fatg(s)y(s), tenemos que u(a) = ky u'(t) = g(1)y(r) < g(H)u(r)
(pues por (3.3.1) se tiene y(¢) < u(#)). Porlo anterior, deducimos que y(t) < u(t) < kelag)ds
que establece (3.3.2).

O

Obtenemos la siguiente consecuencia del teorema de escape de compactos (Teorema
3.3) que incluimos para dar un ejemplo de como se utiliza.

Proposicién 3.6. Sea f : RxR?4 — R4 continua con la propiedadde quel f(t,x)|| < C(D) |l x|+
b(t) para todo (t,x) donde C,b : R — R son funciones continuas. Entonces, toda solucién
maximal de la ecuacién (2.1.1) es completa.
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DEMOSTRACION. Sea (fy, xg) € R x R4 y sea (¢, I) una solucién maximal con condicién
inicial (#y, xo). Por la Proposicién 2.6 tenemos que:

t
o) = llxoll +/¢ (IClps) ] +1b(s)Dds.

Ahora, si queremos ver que el intervalo [—n, n] estd contenido en I donde n > |£y|, pode-
mos, usando la compacidad de [—#, n] suponer que |C(#)], |b(f)| < M paratodo t € [-n, n].
Obtenemos:

t
||<{)(t)||5||xo||+f Ml lds+Mlt—1tol , Vie[-n,nl.
Ty

Sea k = || xoll + 2Mn entonces podemos aplicar el Lemma de Gronwall y obtenemos:

lo)|l < ke | Vte[-n,nl.

Considerando el compacto K = [—n, 1] x By.2mn(0) podemos aplicar el Teorema 3.3
para concluir que la solucién maximal estad definida para tiempos #; < —ny £, > n. Esto
completa la demostracion.

O

Un caso particularmente importante de esta proposicién que revisitaremos luego es el
de las ecuaciones diferenciales lineales.

Corolario 3.7. Sea A:R — M, «n(R) continuay b :R — R4 continua. Entonces, la ecuacion
diferencial lineal

x'= A x+b(1). (3.3.3)

definida en R x R? tiene todas sus soluciones maximales completas.

3.4. La condicién de Lipschitz. Como se vio en el ejemplo 2.4, la continuidad de f no
es suficiente para garantizar unicidad de las soluciones maximales para el problema de
Cauchy (2.3.1). En esta seccién veremos una condicién de regularidad un poco mas re-
strictiva que si nos va a permitir garantizar unicidad. Es bastante notable que la condicién
de regularidad es relativamente débil.

La condicién es la bien conocida condicién de Lipschitz que permite tener un control
lineal del médulo de continuidad. La necesidad de la regularidad solo interviene en la
variable espacial y no temporal, con lo cual definiremos la condicién de Lipschitz para la
“segunda variable”. Por otro lado, es claro que la unicidad de soluciones es algo que se
puede detectar localmente, con lo cual es natural que la condicién sea impuesta solo en
entornos de los puntos.

Definicién 3.8 (Localmente Lipschitz). Decimos que una funcién continua f: Q c R x

R — R% es localmente Lipschitz en la segunda variablessi se cample que para todo (1, xo) €
Q existe U < Q entorno de (#y, Xp) y una constante ky > 0 tal que si (¢, x), (¢,y) € U en-

tonces se tiene que:

1f (¢, %)= f(&, M < kyllx—yll.

Sila constante ky se puede elegir independiente de U, entonces decimos que f es Lip-
schitz en la segunda variable. Cualquier constante k > 0 que verifique || f (¢, x) — f(t, Y|l <
kllx - yll paratodo (t, x), (t, y) € Q se llama constante de Lipschitz de f.
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Ejercicio 3. Mostrar que las funciones fj, f> : R x R — R definidas como fi(t,x) = x> y
f2(t,x) = 3x* no son Lipschitz en la segunda variable. Mostrar que sin embargo f; es
localmente Lipschitz.

Observacion 3.9. Siuna funcion f:Q cRx R4 — R? es continua y C! en la segunda vari-
able, entonces es localmente Lipschitz en la segunda variable. En particular, las ecua-
ciones lineales como en (3.3.3) son localmente Lipschitz en la segunda variable.

Ejercicio 4. Mostrar que si f : Q c R x R — R? es localmente Lipschitz en la segunda
variable y K c Q es compacto, entonces existe k > 0 tal que (t, x), (£, y) € K entonces se
tiene que:

£t %) = f@& I < kllx=yll.

3.5. ElTeorema de Picard de existencia y unicidad. La prueba del teorema que sigue no

asume el Teorema de Peano® .

Teorema 3.10 (Picard). Sea f:Q c RxR? — R? una funcién continua y localmente Lips-
chitz en la segunda variable. Entonces, para todo (ty, Xy) € Q el problema de Cauchy (2.3.1)
tiene una vinica solucién maximal.

Para (ty, xp) denotaremos entonces como J(fy, Xo) a su intervalo maximal, es decir, el
dominio de su solucién maximal ¢, x,).

Vamos a dividir la prueba en etapas. Primero trataremos el problema local, y luego
veremos como implica la unicidad de las soluciones maximales.

Presentamos primero la idea asumiendo que f esa definida globalmente en R x R? y
en las condiciones de la Proposicién 3.6 de forma de no tener que preocuparnos por los
dominios de definicién. Vamos a considerar una funcién continua cualquiera ¢ : R — R?
y definir un mapa T en el espacio de las funciones continuas mediante:

t
Te)=xo+ | f(s,@(s)ds.
5}

Estd claro que un punto fijo de T serd una solucién al problema de Cauchy. Si mostraramos
que la transformacion T es una contracciéon en un espacio de funciones con una distancia
que lo haga completo, podriamos aplicar el Teorema B.1 para obtener la existencia y uni-
cidad de soluciones. La condicién de Lipschitz serd central para establecer la propiedad
de contraccién de T.

Ejercicio 5. * Mostrar quessi f es delaforma f(z, x) = g(t) entonces T es solucién
de la ecuacion.
« Hallar las aproximaciones sucesivas para la ecuacion diferencial x' = ax con a > 0
y x € R. Comparar con el método de la poligonal de Euler y concluir que:
) A 12 o,
lim (1+—) = lim (1+t+—+...+—):e .
n—oo n n—oo 2 n!
Comenzaremos por mostrar la existencia y unicidad en su versién local. Este enunci-
ado tiene la ventaja de ser més preciso y en ocasiones eso serd util.

5Se puede dar una prueba “directa” de la unicidad utilizando la existencia que sigue la siguiente idea: Si
oy:1l— R son soluciones que coinciden en un punto, primero, podemos hacer un “cambio de coorde-
nadas” para que ¢(t) = 0 para todo ¢ y luego, vemos que en cualquier parte compacta de I se cumple que
f(£,0)=0 conlo cual |y (1) < C| psi(t)|l por la condicién de Lipschitz. Asumiendo que ¥ (f) # 0 se puede
ver que eso implica (comparando con la ecuacién x’' = —Cx) que el tiempo que seria necesiario para llegar a
valer 0 es infinito, lo cual da la prueba. Puede ser un buen ejercicio intentar implementar esta demostracion.
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Teorema 3.11 (Picard, version local). Sea f : Qg := (fo — a, fo + a) x Bp(xg) — RY una
funcion continua y Lipschitz en la segunda variable que ademds verifica que || f (t,x)|| < C
para todo (t,x) € Qgp. Entonces, existe una tinica solucion (¢, 1,) de la ecuacion x' =
f(t,x) con condicion inicial (ty, xo) definida en el intervalo I := (ty — «, tp + @) donde @ =
min{a, b/ C}.

Observacion 3.12. e Launicidad es més fuerte, de hecho, toda solucién definida en
un subintervalo I de I, conteniendo a £y es la restriccién de ¢ a I. Esto sigue de
la demostracion, pero también puede ser deducido del hecho establecido en el
Teorema 3.3 y la unicidad en el intervalo I,,.

e Notar que también da un tamafio uniforme de las soluciones, de hecho, dado
€ > 0 pequerno, es posible, mediante disminuir @ obtener que para toda condi-
cion inicial (z, x) que cumpla || (¢, x) — (£y, Xo) | < € se tiene unicidad de solucién de
tamano a.

DEMOSTRACION. Sea X := C%(Iy, B, (xo)) el espacio de funciones continuas de I, en By, (xo).
Este espacio es un espacio métrico completo tomando d(g,y) = supc;, l(x) — w2l
(ver Ejercicio 13).

Definimos T : X — X de la siguiente forma: si ¢ € X definimos T : I, — By (xp) como

t
To(t) :x0+f fs,p(s)ds.
5}

Primero tenemos que chequear que T esta bien definida (i.e. que T¢ efectivamente
pertenece a X). El hecho que T'¢ es continua es inmediato desde que tanto ¢ como f lo
sony la formula que define T'¢. Por otro lado, como | f (¢, x)|| < C en Q, ;, tenemos que

t
I Tep(t) — xoll Sf I f(s,p(s)llds<Ca<b.
To

Notar que, como fue mencionado encima, la Proposicién 2.6 implica que una funcién
@ € X es solucion si y solamente si es punto fijo de T.

Ahora veamos que T es una contraccién. Afirmamos que si k es una constante de Lip-
schitz para f, entonces si @1, @2 € X entonces

k"t — ty|"
IIT”cpl(t)—anz(t)nST"d«m,wz) , Viel,. (3.5.1)

Probaremos (3.5.1) por induccién, siendo trivial para n = 0. En general,

1T o1 () = T o (D)1l = I T(T" 1) (£) — T(T"p2) (1) <
¢ t
< f 1 (s, T"pr(s) = f (5, T"pa2(s)) I ds < f KIT"p1(5) = T"p2(s)lds <
to fo

[kn|s_t|n kn+1|t—t|n+1
< kf Tod(wmpz)ds: 1, 2).
1, !

) (n+1)!

Completando la demostracién de (3.5.1).
nyp— n non . .2

Como WT“" < kT‘f‘ — 0 tenemos que existe 1 tal que 7" es una contraccién. Por

lo tanto, podemos aplicar el Teorema B.1 y concluir que existe una tinica solucién como

buscabamos.
O
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Observacion 3.13. Este teorema también nos ofrece una forma de buscar la solucién,
dado que el Teorema B.1 nos dice que no importa con que ¢ comencemos, tendremos
que T"¢ va a converger a la solucién.

Parala unicidad de las soluciones maximales utilizaremos la siguiente proposicién que
es levemente mds general.

Proposicién 3.14. Sea f : Q c Rx R — R4 continua con la propiedad que para todo
(to, X0) € Q existe una iinica solucion® de x' = f(t,x) con condicién inicial (ty, xo) definida
en un intervalo I(ty, xo). Entonces, para todo (ty, xo) existe una tinica solucién maximal
Pty x) : J (10, Xo) — RY.

En este caso, tiene sentido hablar del intervalo maximal por ser la soluciéon maximal
Unica y asi le llamaremos al intervalo J(f, xo) que contiene a f; en su interior.

DEMOSTRACION. Consideramos J(#, Xp) como siendo la unién de todos los intervalos I,
donde (v, ) es solucion de x' = f(t,x) con condicién inicial (fy, xo) (i.e. del problema de
Cauchy (2.3.1)).

Definimos ¢4, x,) (£) = w(#) si t € I,. La unicidad dice que esta definicion es posible, en
efecto, si gy : Iy, — R yy2:ly, — R4 son soluciones, entonces el conjunto J ={r € I, N
Ly, : w1(8) = w2(0)} es cerrado por definicion y abierto por la unicidad de las soluciones.
Por conexidad, si es no vacio es todo y eso completa la demostracion.

O
Podemos ahora terminar la prueba del Teorema 3.10

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 3.10. Como f es localmente Lipschitz, en todo punto
podemos conseguir un entorno en las hipotesis del Teorema 3.11 y por lo tanto se aplica
la Proposicién 3.14. Esto concluye la prueba.

O

4. DEPENDENCIA DE LAS CONDICIONES INICIALES

El objetivo de esta seccién es probar un resultado de continuidad con respecto a las
condiciones iniciales asi como a pequefas variaciones en la ley que gobierna el sistema
(0 en otras palabras, a la ecuacién (2.1.1)).

Consideraremos entonces ecuaciones diferenciales dependientes de pardmetros. Sea
f:QcRxRYxR”™ — R una funcién continua y localmente Lipschitz en la segunda
variable. Consideramos la ecuacion diferencial:

x'=f(t,xA) (4.0.1)

Obtenemos, para cada A y cada (f,xp) tal que (f, xo,A) € Q, gracias al Teorema de
Picard (Teorema 3.10) una tinica solucién maximal

PD(ty,x0,A) : J(tg, X9, A) — [Rd,

Podemos entonces pensar que ¢ es una funcion de 2 + n + m-variables definida en

Q:=1{(t, 0, x0,A) : (tg,%0,A) €Q, t€ J(tg, X0, )} (4.0.2)

Escribiremos también ¢(t, fy, X0, A) := @4, x,,1) (£) dependiendo del contexto.

6Nos referimos a unicidad en el sentido fuerte indicado en la Observacién 3.12.
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Nos interesa estudiar la regularidad de ¢ respecto a sus variables.

Antes de comenzar con el estudio tedrico, pongamos un ejemplo de una ecuacién
diferencial paramétrica para ilustrar lo que se busca. La familia de ecuaciones diferen-
ciales que sigue se conoce como "las ecuaciones de Lorenz" y son sumamente conocidas
(recomendamos buscar "Lorenz attractor" o "Lorenz systems" en google). Fueron prop-
uestas por el meteor6logo Edward Lorenz como un modelo simplificado para un modélo
climatico.

dx

TG = o(y—x)
&= xp-2-y
o = ay-pz

Ejercicio 6. Escribir la ecuacion de encima como x' = f(t, x,A) con (¢, x,A) € R x R3 x R3,

Los pardmetros més famosos son p =28, 0 =10y f§ = %. Se necesitaron casi 40 afios
para mostrar rigurosamente que para dichos pardmetros la ecuacién diferencial presenta
sensibilidad a las condiciones iniciales’, una propiedad que parece ir en contra de nue-
stro objetivo en esta seccidon (mostrar que cambiar poco las condiciones iniciales cambia
poco las soluciones). Esperamos que quede claro al finalizar la seccién porque no hay
una contradiccién, de hecho, si bien escapa a estas notas, paraddjicamente es impor-
tante conocer esta continuidad con respecto a las condiciones iniciales para mostrar la
caoticidad del ejemplo en esos pardmetros.

4.1. Enunciados. Queremos probar los siguientes resultados. Para mantener los enun-
ciados simples no trataremos con derivadas de orden superior si bien dichos enunciados
se deducen de los que presentamos mediante algunos trucos astutos. (Ver por ejemplo
[Sot].)

Teorema 4.1 (Continuidad con respecto a las condiciones iniciales). Sea f:Q c R x R4 x
R™ — R continua y localmente Lipschitz en la segunda variable. Entonces, el conjunto C)
definido en (4.0.2) es abierto y la solucién ¢ : Q) — R de la ecuacion (4.0.1) es continua.

La demostracién que daremos da incluso algunas formas de estimar el médulo de con-
tinuidad pero con el objetivo de dejar el enunciado simple esconderemos estos hechos
en la seccién donde hacemos la demostracion.

Notar la siguiente consecuencia:

Corolario 4.2. Sea x' = f(t,x) unaecuacion diferencial con f : O c RxR? — R? localmente
Lipschitz en la segunda coordenada y (ty, xo) € Q. Entonces, para todoe >0y T € J(ty, Xo)
existe d > 0 tal que si ||(t1, x1) — (£, Xo) || < & entonces:

(T, to, x0) — (T, t1, x0) | < €.

Mas atin, si I < J(ty, Xo) es un intervalo compacto cualquiera, entonces existe 5' > 0 tal que
si||(t1, x1) — (%o, X0) | < & entonces para todo t € I se cumple

llp(t, to, x0) —(t, 1, x0) | < €.
DEMOSTRACION. Ejercicio.
O

Es importante aclarar que la hipotesis de ser localmente Lipschitz estd incluida para
garantizar la unicidad de soluciones via el Teorema 3.10. Notar que, por ejemplo, la

7Popularmente conocido como el efecto mariposa.



ECUACIONES DIFERENCIALES 13

ecuacion que aparece en el ejemplo 2.4 no goza con una propiedad de continuidad con
respecto a las condiciones iniciales.

Asumiendo que la ecuacién goza de una mayor regularidad, se puede mejorar el resul-
tado de la siguiente forma.

Teorema 4.3 (Diferenciabilidad respecto a las condiciones iniciales). Sea f:Q cR x R4 x
R™ — R% continuay C" en las tiltimas dos variables®. Entonces, la solucion ¢ :Q — R? ala
ecuacion (4.0.1) es C1 respecto a las tiltimas dos variables.

Observar que en la primer variable la funcién ¢ es C! por definicién. Lo mismo puede
ser notado acerca de la segunda variable dado que, por unicidad de las soluciones, se
cumple:

@(t1, to, x0, ) = (t1 — £, to + £, (L, ty, X0), A)

cuando tiene sentido. Volveremos a esta férmula més adelante, en particular, cuando
tratemos ecuaciones diferenciales autonomas.

El Teorema 4.3 admite versiones con otros grados de regularidad cuyas pruebas se
pueden reducir a este caso, en estas notas nos contentaremos con ese resultado y refe-
rimos al lector a [Sot, Capitulo I1.3] por refinamientos de estos resultados.

4.2. Reducci6n alas condiciones iniciales. Notar quesi f: Q c R x R4 x R”* — R, pode-
mos considerar la funcién F : Q — R4 x R™ definida como F(t,x,A) = (f(t,x);0). En
este caso, las soluciones de y’ = F(t, y) donde y = (x, ) con condiciones iniciales (Z, o)
donde yy = (xp, Ao) serdn de la forma:

D(t, 1y, yo) = (@(t, ty, X0, Ao), Ao)-

Esta observacién nos permite reducir la prueba de los teoremas 4.1 y 4.3 al caso sin
pardmetros (i.e. a la ecuacion (2.1.1)).

4.3. Continuidad. Por lo visto en la seccién 4.2 alcanza trabajar con f: Q c R x RY — R?
y definir el conjunto ) y la funcién ¢ : O — R% como encima eliminando la dependencia
en A.

Para dar un argumento heuristico de la validez del Teorema 4.1 o del Corolario 4.2 ob-
servemos lo siguiente: La solucién con condicién inicial (%, xg) es el (tinico) punto fijo
del operador: T x, definido como Ty, x,)@(f) = xo + f tz f(s,0(s))ds; 1a continuidad de
alguna forma estd vinculada al hecho que al modificar el operador T, x,) el punto fijo no
puede alejarse mucho.

Ejercicio 7. Sea T :R — R definida como T'(x) = 3.

(1) Mostrar que T es una contraccién y por lo tanto tiene un tinico punto fijo 7'(0) = 0.

(2) Mostrar que para todo € > 0 existe 6 > 0 tal que si g: R — R es tal que |g(?)| <
6|t| + 6 para todo f € R entonces el mapa T + g : R — R tiene al menos un punto
fijo y que todo punto fijo de T + g pertenece a B (0).

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 4.1.. Fijamos (f, xo) € Qy [a, b] < J(ty, Xp) un subintervalo
compacto del intervalo maximal.

Fijamos € > 0 pequeiio de forma tal que

8Esto quiere decir que existen y son continuas las derivadas parciales respecto a las variables x; y 1
donde x = (x1,...,Xp) YA =(A1,...,Am).
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Ke:=1{(t,x) : As€[a,b], (£, X) = @y,x) S =€} = Q,
es un entorno compacto de ¢, x,)([a, b]). Por compacidad, existe C > 0 tal que || f (¢, x)|| <
C paratodo (¢,x) € K.

Supondremos por absurdo que existe una sucesion (t;, x,) — (£, Xo) de forma tal que
existe a; € [a, b] tal que @(ay, t,, x,) ¢ K. Por el teorema de escape de compactos (Teo-
rema 3.3) estd claro que si la solucién por (5, x;) no se mantiene en K, se puede en-
contrar un tal a, en J(¢,,x,). Sin perdida de generalidad supondremos que a, > f y
consideramos s, como el primer t € [fy, a,] tal que @(s;, t;, X,) € 0K,. Tomando una sub-
sucesidon suponemos que S, — S.

Obtenemos que para n suficientemente grande se cumple:

&
lp (s, tn, xn) — (s, o, X0) || = 3"

Notar que esto implica que |s — #p| > % Como | f(¢,x)|| < C en K, sabemos que las

funciones ¢, : [y, s] — K, definidas como ¢, (t) = ¢(t, t,, X;) son equicontinuas y equia-
cotadas. Por lo tanto aplica el Teorema de Arzeld-Ascoli (Teorema A.1) y, tomando una
subsucesién podemos suponer que ¢, — ¥ uniformemente.

Utilizando la forma integral de las soluciones (Proposicién 2.6) vemos que 1 tiene que
ser solucion de la ecuacion con condicién inicial (f, xo) ya que:

¢ t
w(t)zlim(pn(t):lim(xn+ f(u,(pn(u))du) =xo+ | fu,yw(w)du.
n n ty t

Como tenemos que (s) # @(s) esto contradice la unicidad de las soluciones y com-
pletala demostracion.

O

El lema de Gronwall (Lema 3.5) nos permite obtener una estimativa més precisa del
moédulo de continuidad.

Proposicién 4.4. Sea f:Q c RxR% — R? que es Lipschitz en la segunda variable con con-
stante de Lipschitz k > 0. Entonces, para (ty, Xo), (fo0, yo) € Q se cumple que si t € J(ty, Xp) N
J (o, yo) entonces

lp(t, to, X0) — (1, to, yo) Il < eX1=51 | xg = pol.

DEMOSTRACION. Usando la forma integral de las soluciones vemos que

t
@(t, to, Xo) — (1, to, ¥o) =x0—J/0+f (f (s, (s, to, x0)) — f(5,0(5, to, y0))) ds.
14}

Usando la condicién de Lipschitz deducimos

t
lp(t, to, x0) — (£, to, yo) | < llx0 — yoll +f kllp(s, to, x0) — (s, to, yo)llds.
Io

Esto nos pone en las condiciones del lema de Gronwall (Lema 3.5) que implica

lp(t, t0, X0) — @(t, to, o) | < llxg — yolleX1 =,
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Observacion 4.5. Notar que las soluciones son C! en la primer variable, y segtn el truco
al final de la subseccién 4.1 vemos que es C! en todas las variables temporales. Juntando
todo, vemos que la funcién solucién ¢ : O — R? es localmente Lipschitz en todas las
variables. No utilizaremos este hecho.

4.4. Diferenciabilidad. Demoraremos la demostracién del Teorema 4.3 hasta la seccién
6.4 donde mostraremos el resultado para ecuaciénes auténomas. Mediante la obser-
vacion 2.2 y algunas consideraciones que haremos alli, eso no representa una pérdida
de generalidad.

Adelantamos que la derivada con respecto a la condicién inicial va a satisfacer una
ecuacion diferencial lineal no auténoma (incluso si el sistema es auténomo) y esa es otra
raz6n para demorar su demostracién hasta luego de discutir las ecuaciones diferenciales
lineales.

5. ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES

Las ecuaciones diferenciales lineales son una clase particularmente importante de ecua
ciones. Su importancia trasciende el estudio de las ecuaciones lineales propiamente
dichas ya que muchas veces son utilizadas como aproximacién de ecuaciones no lineales
mads generales en el mismo espiritti con el cual uno reduce problemas de célculo a prob-
lemas de dlgebra lineal. Empezaremos con algo de la teoria general de estas ecuaciones
y luego nos concentraremos en el caso de ecuaciones auténomas (con coeficientes con-
stantes). Eso nos llevard a definir la exponencial de una matriz, objeto cuya importancia
aparece también ligado a dreas que hoy son independientes de las ecuaciones diferen-
ciales como los grupos y algebras de Lie (por mds que en su origen estaban muy cercana-
mente ligados a las ecuaciones diferenciales).

Recomendamos al lector, antes de entrar en esta seccién, que recuerde (o busque en
sus cuadernos de célculo) la solucién general para ecuaciones diferenciales lineales de
primer orden en dimension 1, es decir, para funciones a, b: R — R la ecuacion:

X' =a®)x+b(1).

5.1. Ecuaciones lineales generales. Consideramos funciones continuas A:R — #;x4(R)
y b: R — R4, Una ecuacion diferencial lineal es una ecuacién diferencial en R x R% con la
siguiente forma:

X' =Ax+ b (5.1.1)

Vimos en el Corolario 3.7 que sin importar las condiciones iniciales, toda solucién max-
imal de la ecuacion (5.1.1) tiene como intervalo de definicién todos los reales. Siendo,
para ¢t € R fijo el mapa x — A(t)x+ b(t) de clase C* tenemos que por la observacién 3.9 la
ecuacion verifica las hipoétesis del teorema de Picard (Teorema 3.10) y por lo tanto hay ex-
istencia y unicidad de las soluciones para cada condicién inicial (#y, xg) € R x R?. También
aplica el Teorema 4.3.

Tenemos entonces que la solucién ¢ estd definidaen R x R x R? y es C'.

5.2. Ecuacién homogénea. Para comprender la ecuacion (5.1.1) comenzaremos por es-
tudiar la llamada ecuacién lineal homogénea:

xX'=A)x (5.2.1)
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La importancia de estas ecuaciones es que sus soluciones también tienen una estruc-
tura lineal. Resolverlas permite atacar la resolucién de las ecuaciones generales.

Proposicién 5.1. Elconjunto.& c C'(R, RY) de soluciones maximales de la ecuacién (5.2.1)
es un espacio vectorial de dimension d.

Aqui estamos sobre-entendiendo que las operaciones entre funciones son las usuales:

(p+ray) (=B +aw(t) , VteR.

DEMOSTRACION. Para ver que es un espacio vectorial, basta ver que si ¢, ¥ : R — R4 son
soluciones de (5.2.1) y a € R entonces se cumple que ¢ + aw también lo es. Eso es in-
mediato ya que:

d d d
E((,D+ ay)(t) = E(P(t) + QEW(I) =A@ +aA(Dy (1) =

=AW (1) +ay(1) = A(D) (@ + ay)(D).

Para ver que dim.¥ = d basta ver que el siguiente mapa es un isomorfismo lineal entre
Ry

x—¢(-0,x).

La linealidad es consecuencia de que .¥ es un espacio vectorial y la unicidad de las
soluciones. De la misma forma, por unicidad se tiene que el mapa es sobreyectivo. Como
se cumple que ¢(0,0, x) = x se tiene que el mapa es inyectivo.

0

5.3. Solucién fundamental. Decimos que una funcién ¢ : R — #;,4(R) de clase C les
una solucién fundamental de la ecuacién homogénea (5.2.1) si se cumplen las siguientes
propiedades:

(1) ¢'(r) = A(HP(1). (Aqui convenimos que la derivada de la matriz es derivar coor-
denada a coordenada.)

(2) Existe fp € R tal que ¢(#y) es de rango n. (Por lo tanto, V¢ € R la matriz ¢(t) es de
rango n, c.f. demostracién de la Proposicién 5.1.)

Observacion 5.2. Si ¢(t) es soluciéon fundamental y B,C € #;x4(R) son matrices, en-
tonces v () = B¢p(t)C cumple v/ (1) = A(t)w(r). Si By C son invertibles, entonces ' es
también solucién fundamental.

Ejercicio 8. Si ¢'(1) = A(D)p(r) y v/'(1) = A(H)yw(t) y ¢ es fundamental entonces existe
B e My qR) tal que w () = ¢(t)B. Ademads, ¥ es fundamental si y solamente si B es
invertible.

En particular, hay una tnica solucién fundamental tal que ¢(0) =id.

Cerramos esta subseccién con un resultado que a veces nos cuentan en élgebra lineal y
suena un poco criptico: “la traza es la derivada del determinante”.... Esto se justifica con
el siguiente resultado cldsico (y Gtil més alla de las ecuaciones lineales):

Proposicion 5.3 (Liouville). Sea ¢ : R — ;. 4(R) una solucion de la ecuacion diferencial
homogénea x' = A(t) x. Entonces, se cumple que

detp(1) = det(p(to)) el TANES,
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DEMOSTRACION. Alcanza considerar el caso en que ¢ es solucién fundamental (pues sino
su determinante es nulo para todo ¢ € R). Para probar el resultado, alcanza mostrar que
t — det(¢ (1)) es solucion de x’ = tr(A(1)) x.

Pensamos ¢(t) = det(¢(1)) = det(¢py(1),...,¢4(1)) donde ¢;(¢) son las columnas de ¢()
y pensamos det como la tinica forma multilineal alternada que vale 1 en la base canénica
orientada.

Tenemos que
n d
@' (1) =) det(p1(0),...,05(0),...,pa(0) = Y_ det(P1 (D), ..., ADPi (D),...,Pa(1).
i=1 i=1

Como, para cada t € R el conjunto {¢ (), ...,$4(t)} es una base de R? podemos escribir
AD)pi(t) = Z;.i:l a;j(t)p;(t). Obtenemos que A(f) = (a;;(1));j enlabase {¢p1(1),..., P4 (1)}
y como la traza no depende de la base tenemos tr(A(f)) = Z?zl a;; (). Por otro lado,

det(¢pi (8),..., A)P; (D),...,pa (1) = a;; (H)det(P1(2),...,di(1),...,Pa(1) = a;; (D(L).

Esto completa la prueba.
(|

Esto permitird dar condiciones en un campo de vectores para que preserve el volimen.

5.4. Ecuaci6n lineal no homogénea. Como consecuencia directa de la Proposicién 5.1
obtenemos:

Corolario 5.4. Sea¢p:R— R una solucion de la ecuacion (5.1.1). Entonces toda solucién

de (5.1.1) es de la forma ¢ + v donde v es una solucién de la ecuacion homogénea (5.2.1).

DEMOSTRACION. Sean ¢, ¥ dos soluciones de (5.1.1) entonces:

d
E(qﬂ—w)(t) =AM@(t) + b(1) - Ay (1) — b(1) = A1) (@ — ) (D).
O

Es posible, utilizando la solucién fundamental, obtener un resultado un poco més sat-
isfactorio, al menos teéricamente.

Teorema 5.5. Si (1) es solucion fundamental de la ecuacion lineal homogenea x' = A(t)x
(c.f (5.2.1)) entonces la solucion ¢ : R — R% de la ecuacion lineal x' = A(t)x + b(t) (c.f
(5.1.1)) con condicion inicial (ty, xo) estd dada por la siguiente formula:

t
o) = (1) ((,b_l(to)xo +ft ¢>‘1(s)b(s)ds).

En particular, la solucién general de la ecuacién homogénea es:

@(t, to, X0) = ()P (o) xo.

DEMOSTRACION. Una vez “adivinada” la férmula, es muy sencillo demostrar el resultado
sustituyendo en la ecuacién y apelando a la unicidad de soluciones.

Sin embargo, expliquemos porque es natural llegar a la férmula, que es motivada en el
método de “variacién de constantes” que posiblemente fue vista en un curso de célculo
para resolver las ecuaciones diferenciales lineales de primer orden en dimensién uno.
Claramente, conocer el Corolario 5.4 ayuda a buscar esta solucion.
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Supongamos que ¢(1) = ¢(£)C(f) entonces tenemos que

A (1) +b(1) = ¢'(t) = ¢'(DC(1) + () C' (1) = AP C(1) + p(1)C'(1).

Entonces, esencialmente lo que buscamos es C'(f) = (p_l(t)b(t) e integrando obten-
emos la férmula buscada.

O

5.5. Coeficientes constantes. El caso de las ecuaciones lineales con coeficientes con-
stantes (i.e. donde la funcién A(t) es constante igual a A € #,,x,(R)) es tan importante
que merece un tratamiento aparte. Su relevancia viene vinculada al hecho que es posible
obtener una férmula precisa para la solucién fundamental y a que su estudio es impor-
tante parala comprehension de ecuaciones diferenciales autbnomas no-lineales. En vista
del Teorema 5.5, el objetivo que tendremos es obtener una solucién fundamental para la
ecuacion diferencial:

X =Ax , A€My, ® (5.5.1)

El objeto de esta seccidn es hallar la férmula precisa de la solucién fundamental de la
ecuacion (5.5.1). En analogia con el caso unidimensional, donde, si a € R tenemos que
x' = ax tiene como solucién ¢(t, ty, xo) = Xo e™=1) yamos a buscar definir la exponencial
de una matriz de forma de que la solucién fundamental ¢ : R — .#;«,4(R) sea exacta-
mente: ¢(t) = e”'!. Eso requiere algunas consideraciones previas de dlgebra lineal con las
cuales comenzaremos. Luego mostraremos ejemplos en bajas dimensiones para luego
dar una respuesta completa al problema.

5.5.1. Exponencial de una matriz y solucién fundamental. La definiciéon de la exponen-
cial de una matriz se hara en analogia a su definicién para ntimeros reales la cual involu-
cra considerar una serie de potencias.

4 a? a" _ ayn
e =1+a+—+...+—+...=hm(1+—) .
2! n! n n
Para hacerlo, debemos dar sentido a estos limites. Como antes, dado A € .# . 4(R)
denotamos A? =id y si n > 01la matriz A" = A--- A. Queremos definir:
nveces

o Ak A2
=Y —=id+A+—+....
Pt 2

. . k .
Para eso, consideramos la matriz A, = ZZ:O % y notamos que si n < m:

moAR 2 AR
A, —Apll < TS T—’n—»oo
k=n+1 . k=n+1 :

En particular, sabemos que existe una matriz e de forma tal que A,, — e?. Ademas, la
estimativa implica que, fijado un intervalo [a, b] < R sabemos que la convergencia

lim) ——=e'4,
"izo K

es uniforme en [a, b]. Es entonces sencillo demostrar:

Proposicion 5.6. Para A€ 4 ;.4 R) se cumplen las siguientes propiedades:
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1) %(e“‘) = Ae' y e =id (i.e. ¢(1) = e es solucion fundamental de (5.5.1)),
(2) e(t+s)A _ etAesA

(3) (etA) 1 _ — —tA]

(4) si A= PBP~! con P € GL(n,R) entonces e'4 = pe'Bp~1,

(5) si AB = BA entonces eAtB = pApB — pB oA

DEMOSTRACION. La propiedad (1) es consecuencia directa de la convergencia uniforme.
k ok k=1 pk— . .

De hecho, basta ver que jt Ak,t = AA( ) " 1o cual es directo de chequear. La propiedad

(2) es facil de demostrar directamente (ejercicio), o se puede ver como consecuencia di-

recta de (5) que sigue® de

iAk * B’ i AlB"i i A+B)"
kok'eog' i itn—il i
La propiedad (3) es consecuencia de (1) y (2). Finalmente, si P es invertible y A =
PBP~!, tenemos que para todo k > 0 vale que:

pBP HY*=pBP 'PBP'...PBP ' = PB* P!,

entonces

(pBP—l)ktk 00 Bktk i (Bl
=Y P——P ' =pe'fp,
k:0 kn k:() kn

O

Observacion5.7. La propiedad (5) no caracteriza las matrices que conmutan (i.e. no vale
el reciproco) ni la propiedad vale sin asumir AB = BA (ejercicio).

5.5.2. Primeros ejemplos. Vamos a calcular algunos ejemplos que completan el panorama
para sistemas de dos variables.

Ejemplo 5.8. Consideramos la matriz A= (¢ 9) con a,b € R. Notar que A" = (%' 0,) de
donde obtenemos que
ta
A [e 0
e[ :( 0 etb) .

Por la propiedad (4) de la Proposicién esto permite calcular la exponencial de cualquier
matrix de /5«2 (R) que sea diagonalizable en R. De hecho, esté claro que el argumento
no precisa que la matriz sea 2 x 2 y funciona en general.

Ejemplo 5.9. Consideramos la matriz A = (§ }) parala cual se cumple que A? =0. Obten-
emos entonces que:

1 ¢
A_ . _
—1d+At—(0 1).

Notar que si B=b-id = ( 0 b) entonces se cumple que AB = BA con lo cual las matrices
de Jordan del tipo J := A+ B = (§ 1) cumplen que:

e

bt th
t_ tA tB_ [€ te
=ee” = 0 oth

n

o WA iBn=i que solo es vélida

9La dltima igualdad es consecuencia de la formula (A + B)" =

asumiendo AB = BA pues eso permite reordenar los productos.
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De nuevo, la propiedad (4) de la Proposicidn esto permite calcular la exponencial de
cualquier matrix de .42 (R) con forma de Jordan no trivial.

Ejemplo 5.10. Consideramos ahora la matriz A = (g ‘Ob ) cuyos valores propios son imag-
inarios puros +bi. Notar que para n = 0 vale que:

_ (_l)ann 0 ) A2n+l _ ( 0 (_1)n+1b2n+1) .

A2n
0 (_l)ann (_1)nb2n+1 0

Obtenemos que:

et=y eram n A (COS(bl‘) —sen(bt))
5 2nt & @n+1! \sen(bt) cos(br) |

Notar que (¢ 9) conmuta con A, entonces si consideramos C = ( %, Z), tenemos que:

ic _ (e cos(bt) —e“'sen(bt)
esen(bt) e*cos(bt) |’

Lo mismo se aplica para matrices conjugadas a matrices de la forma de C gracias a la
propiedad (4) de la Proposicion .

5.5.3. Forma de Jordan. En dimensiones mayores, las exponenciales son muy similares
al caso de dimensi6én 2. Siempre se puede llevar la matriz a su forma de Jordan cuya
exponencial es relativamente sencilla de calcular. Nos limitaremos a hacer algunas ob-
servaciones:

» En el caso que haya valores propios complejos, es més simple en algunos casos
notar que los resultados de la Proposicién 5.10 son validos en el caso complejo.
Entonces se puede diagonalizar o llevar a su forma de Jordan conjugando con una
matriz compleja y aplicar los resultados. Los niimeros complejos en este caso sir-
ven como herramienta, y aparecen en el proceso, pero vale la pena hacer ejemp-
los para ver como desaparecen para el resultado final. Conviene hacer el ejemplo
5.10 como ejercicio de esta manera.

o Las matrices con forma de Jordan se tratan de una forma similar al ejemplo 5.9.
Los bloques se pueden tratar separadamente como en el caso de matrices diago-
nales y los bloques de Jordan se escriben como suma entre una matriz nilpotente
y una que es un nimero por la identidad. Estas matrices conmutan y se pueden
aplicar razonamientos similares.

La mejor forma de familiarizarse con esto es hacer varios ejemplos por cuenta propia.
5.5.4. Sistemas lineales hiperbélicos. Ver [Sam, Capitulo 4].

5.6. Sistemas de segundo orden forzados. Tanto el sistema masa resorte amortiguado
con una fuerza externa como el circuito eléctrico RLC con una fuente de voltaje variable
en el tiempo responden a la ecuacién diferencial:

ax" +bx' +cx=d() (5.6.1)

Particularmente en el caso del sistema eléctrico, pero también en otros casos, es natural
considerar en especial el caso de funciones d : R — R peri6dicas. Veremos como esto lleva
naturalmente al estudio de las Series de Fourier que se analizan en detalle en el apéndice
C.

Primero notemos que el sistema (5.6.1) es equivalente a:
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(5.6.2)

O equivalentemente:

)= (cova el () late)

Utilizando los resultados de este capitulo, particularmente la construccién de la expo-
nencial de la matriz y el Teorema 5.5 obtenemos que para resolver completamente esta

ecuacion serd necesario hacer un cambio de coordenadas adecuado para el cual la fun-
dy (¢

o t;) yluego habrd que calcular integrales de
2

cion ( 4{,)) se transformard en una funcién (
la forma:

[ A
/ e“Sd;(s)ds (5.6.3)
1

0
con a; € C. Teéricamente eso es posible, pero resulta que calcular esas integrales direc-
tamente puede ser muy complejo en la préctica. Es por eso que se utiliza el método de
superposicion, teniendo en cuenta que es relativamente sencillo calcular las integrales
siguientes:

t t
f easeiasds — f e(a+ia)sds — 1 : (e(a+ia)t _ e(a+ia)t0).
fo fo at+ia
Las series de Fourier nos permitirdn, cuando d(t) es periédica (digamos de periodo 27w
para simplificar), escribir:

5 i jint
d;(t) = Z cpe'’.
nez
Donde ¢!, € C. Referimos al lector al apéndice por una breve introduccién a las series
de Fourier.

6. ECUACIONES DIFERENCIALES AUTONOMAS

En esta seccién trabajaremos directamente con ecuaciones diferenciales auténomas
de la forma:

x' = f(x). (6.0.1)

donde f:Q c R? — R es una funcién localmente Lipschitz. Como ya explicamos en
la Observacién 2.2, toda ecuacién diferencial se puede llevar a la forma de la ecuacién
(6.0.1).

6.1. Invariancia por translaciones temporales. Una particularidad importante de las
ecuaciones diferenciales auténomas es que las soluciones son invariantes por transla-
ciones temporales. Si ¢ : (a, b) — R es solucién de (6.0.1) y ¢ € R entonces ¢€: (a—c,b—
¢) — R4 definida como @°(t) = p(t + c) es también solucion.

En particular, el intervalo maximal J(fy, xo) cumple que J(#;,xp) es su traslaciéon por
) — tp. Podemos plantear entonces el Problema de Cauchy para 5 = 0:

{ xoo= f@ 6.1.1)

x(0) X0
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Denotaremos entonces la solucién general ¢ : Q — R4 donde Q) = {(t,x) : xeQ, te
J(0,x0)} < R x R,

6.2. Propiedad de flujo.

Proposicién 6.1. Sea ¢ : Q) — R la solucion general de (6.1.1). Entonces, se cumple que si
s,teRson tal ques, t+ s e J(0,xy) entonces

@(t+s,x0) = @(L, (s, x0)).

DEMOSTRACION. Ejercicio.

Fijado t € R denotamos Q; ={x€Q : r€ J(0,x)} y consideramos:

Qr:Qr—Q, @(x)=¢(t,x).

Por la continuidad con respecto a las condiciones iniciales (Corolario 4.2), sabemos
que ¢; es un homeomorphismo sobre suimagen. Si se cumple que Q; = Q paratodo t € R
obtenemos lo que se llama un grupo a un pardmetro de homeomorfismos de Q. El teo-
rema de escape de compactos (Teorema 3.3) por ejemplo permite verificar estas condi-
ciones cuando se tienen ecuaciones diferenciales (campos vectoriales) en variedades com-
pactas.

Ejercicio 9 (Orbitas periddicas). Si p € Q es tal que que existe ¢ > 0 tal que @:(p) = p
entonces, se cumple que la solucién maximal estd definida en Ry para todo n € Z se tiene
que ¢,;:(p) = p. Mostrar que si f(p) # 0 entonces hay un primer #, > 0 con la propiedad
de que ¢ (p) = p y que se cumple que ¢,(p) = p siy solamente si ¢ = nfy para algin
neZz.

6.3. Diferenciabilidad respecto alas condiciones iniciales. En esta subseccién mostraremos
el siguiente Teorema que implica'® el Teorema 4.3 (tener en cuenta las observaciones

de la subsecciéon 4.4). Lo interesante del enunciado que mostraremos es que también

da una férmula para la derivada como solucién de una ecuacién diferencial lineal (no
auténoma).

Teorema6.2. Sea f: Q) — R4 una funcion Cl y sea xp € Q de forma tal que [0, T < (0, xp).
Entonces, existe U entorno de xo en Q tal que para todo x € U se cumple que la solucion
de x' = f(x) con condicién inicial x estd definida en [0, T] (i.e. [0,T] < J(0,x)) y la funcién
X — @:(x) es de clase C Lenu para todo t € [0, T]. Ademds, se cumple que la derivada
A =Dy, @, es la solucion fundamental de la ecuacion diferencial lineal

X' = Dy, (0 [ (X), 6.3.1)
tal que Ay =id.

DEMOSTRACION. Escribimos ¢;(x) = x + fotf((ps(x))ds con lo cual

t
@¢(xo+ hv) —@(x) = hv+f0 (f(@ps(xg+ hv)) — flps(xp)))ds.

Aqui denotamos v al un vector cualquieray h > 0.

Escribimos f = (fi,..., f4) en sus coordenadas, entonces, si h es suficientemente pe-
queio, usando la continuidad con respecto a las condiciones iniciales y el teorema del

10Quizas ajustando levemente las hipétesis de dicho Teorema....
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valor medio, encontramos para todo s € [0,¢] e i = 1,...,d algin fcls (h) en el segmento
entre @(xo) v @s(xo + hv) tal que D;Cl;(h)fi(hv) = @¢(xp + hv) — @:(xp). Se cumple que
fcf(h) — xo cuando h — 0.

Sea By (s) la matriz cuyas filas son los diferenciales ch;‘(h) fi- Por lo mencionado, ten-
emos que s — By(s) converge uniformemente a s — D (y,)f uniformemente en [0, 7]
cuando h — 0.

Obtenemos que

t
@i(xo+hv) —@i(x0) = hwrfo By (8)(ps(xo + hv) — @g(x0))ds,

o lo que es lo mismo, llamando v (¢) = w:

t

win(n) = v+f0 Bu(s)yn(0)ds

La familia {y}o<n<c €s equicontinua y equiacotada, entonces, si ¢ es un punto de acu-
mulacion de la familia (c.f. Teorema A.1) con i — 0 entonces

t
v =0+ [ Dy fvinds

conlo cual y es solucién de x’ = Dy, (x,) f x con condicién inicial x(0) = v. Por unicidad de
la solucién con condicién inicial x(0) = v vemos que ¥, — ¥ (no siendo necesario tomar
subsucesiones).

Para ver que Dy, ¢, v = y(f) notemos que:

) @ (X0 + hv) — @ (x0)

t
. ~y0] = [ 1BUOWLD - Dy fw Dl ds 0.

]

Corolario 6.3. Si f:Q — R? de clase C' verifica que divf = 0 entonces ¢, preserva volu-
men.

DEMOSTRACION. Basta combinar la ecuacion (6.3.1) con la Proposicion 5.3 y el teorema
de cambio de variable de célculo.

O

6.4. Teorema del Flujo Tubular. Mostraremos el siguiente resultado:

Teorema 6.4 (Flujo tubular). Seax’ = f(x) una ecuacion diferencial auténomacon f : Q c
R — R de clase C! ¥ X0 € Q tal que f(xg) # 0. Entonces, existen 6,€ >0 un entorno U de
Xoyh:U— (-96,0) x Bg‘l(O) difeomorfismo de clase C' de forma tal que se cumple que
para todo x € U se tiene que (—6,06) ] y se cumple que, si ty es la primer coordenada de
h(x) yte (=6 —ty,0 — ty) entonces:

ho@(x) = h(x) + (¢,0).

DEMOSTRACION. Sea xp € Q tal que f(xp) # 0. Podemos sin perdida de generalidad
suponer que xp = 0 y que f(xp) = e; (esto se obtiene mediante un cambio de coorde-
nadas). Consideramos entonces la hipersuperficie D obtenida como D = {(0, x, ..., x;) €
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R%}. Por continuidad de f existe un entorno pequefio de 0 donde f es transversal a D, es
decir, existe € > 0 tal que si x € B,.(0) entonces

(f(x),e1y>a>0. (6.4.1)

Sea D; = DN B:(0) de forma tal que su clausura esta en Q. Por continuidad con respecto
a las condiciones iniciales (c.f. Teorema 4.1) obtenemos que existe 0 de forma tal que
todo punto x € D, verifica que (—6,0) c Jx y ademas ¢(x) € By, (x) para todo t € (-9,0).
Consideramos U = Ue(-6,5) ¢ (D¢) y definimos:

ht:(=6,6)xBI7Y0) - U, h7(t,x) = ¢:(x).

Tenemos que h~! es de clase C! por el Teorema 6.2 y su derivada es invertible en todo
punto. Como h~1es biyectiva (notar que ¢,(x) ¢ D¢ si t € (—0,0) por (6.4.1)). La inversa
de h~! da el difeomorfismo deseado.

O

Observacion 6.5. Resultados anédlogos valen para diferentes tipos de regularidad y la prueba
es escencialmente la misma. Referimos al lector a [Ar] por un desarrollo de la teoria de
las ecuaciones diferenciales centrada alrededor de este resultado fundamental. Este teo-
rema también sirve de lazo fundamental entre la teoria de ecuaciones diferenciales y la
teoria de foliaciones de variedades; referimos al lector a [CaLN] por més informacion.

Observacion 6.6. El Teorema 6.4 es 1til para hablar de pull-back o push-forward de cam-
pos vectoriales. Si g: Q) — Q, es un difeomorfismo C! entre abiertos de R%, podemos
definir, para un campo f : Q; — R% un campo g.f en Q, de forma tal que g, f(x) =
Dg-118(f (g '(x))). En el enunciado del Teorema 6.4 podemos ver que h cumple que
h*f =e].

7. ESTABILIDAD SEGUN LYAPUNOV

En esta seccién nos vamos a restringir al estudio de ecuaciones diferenciales auténo-
mas. Como ya hemos discutido, esto no es restriccién real. Salvo que se diga lo contrario,
cuando hablemos de condiciones iniciales u 6rbitas nos referiremos a soluciones de la
ecuacion (6.0.1). Llamaremos a la solucién ¢ en el dominio correspondiente y denotare-
mos @;(x) = ¢(t,x) como ya hemos hecho. Recordar que denotamos J(xp) al intervalo
maximal para la solucién con condicién inicial xy para ¢ = 0.

7.1. Orbitas estables. La continuidad con respecto a las condiciones iniciales nos per-
mite, dada una condicién inicial x( y cualquier tiempo finito T > 0 encontrar un entorno
U7 de xy de forma tal que si x € Ut entonces la érbita por x hasta tiempo T se mantiene
cerca de la orbita de xy. Sin embargo, como se puede chequear facilmente mirando la
ecuacion x’ = x es imposible en general encontrar un abierto que funcione para todo
valor de T simultdneamente. La existencia de un tal abierto tendria consecuencias prac-
ticas importantes, dado que nos permitiria asegurar que, incluso teniendo errores en las
mediciones de la condicién inicial, las soluciones se comportardn de forma similar a lo
previsto. Tal es la importancia, que existe un nombre especifico para las condiciones ini-
ciales con esa propiedad:

Definicién 7.1. Una condicidn inicial x( parala ecuacién (6.0.1) se dice estable Lyapunov
si para todo € > 0 existe 6 > 0 de forma tal que si || x— x|l < 6 entonces ||@;(x) —@:(xo) |l < &
para todo £ > 0.
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Implicito en la definicién estd que J(xp) 2 [0, +00).

En muchos casos interesa estudiar una condicién mas fuerte:

Definicién 7.2. Una condicién inicial xy para la ecuacién (6.0.1) se dice asintéticamente
estable Lyapunov si es estable Lyapunov y ademads existe €y > 0 tal que si [|x — xpll < €o
entonces || (x) — @:(xp) | — 0 cuando ¢t — +oo.

Por supuesto estas no son las iinicas nociones posibles de estabilidad y se pueden en-
contrar cientos de variantes en la literatura. En este curso, nos concentraremos en estas
dos nociones.

Ejercicio 10. (1) Construir una ecuacion diferencial autbnoma que para cierta condi-
cién inicial xy se cumpla que existe g9 > 0 tal que si || x—xp || < €9 entonces || (x)—
@+(xo) |l — 0 cuando t — +oco pero que no es asintéticamente estable Lyapunov.
(2) Mostrar que si f : R> — R? es C' y £(0) = 0 y se cumple que existe £ > 0 tal que
para todo ||x|| < € vale que [l¢;(x)]| — 0 entonces el origen es asintéticamente
estable segtin Lyapunov. (;Es cierto esto?, en todo caso, la prueba dificilmente sea
sencilla....)

* o2

7.2. Puntos de equilibro verificando la condicién Hurwitz. Nos interesard fundamen-
talmente establecer la estabilidad Lyapunov y la estabilidad asintética para puntos de
equilibrio. En ese sentido, al igual que en dimensién 1, tenemos un criterio bastante sen-
cillo. Decimos que un punto de equilibrio xy para x’ = f(x) es Hurwitz si se cumple que
Dy, f tiene todos sus valores propios con parte real negativa.

Proposicion 7.3. Los puntos de equilibrio Hurwitz son asintoticamente estables segtin
Lyapunov.

DEMOSTRACION. Esto es consecuencia directa del Teorema 6.2. Queda como ejercicio.
Como sugerencia, proponemos probar la siguiente propiedad:

e Sea g : R? — R? de forma tal que g(0) = 0y tal que ||Dogll < A < 1 entonces se
cumple que existe €y > 0 tal que para todo € < gy se cumple que g(B:(0)) < By (0).

O

7.3. Los teoremas de Lyapunov. Nos proponemos dar condiciones para la estabilidad
Lyapunov de puntos de equilibrio. Referimos al lector a los textos [deG, Kh] para mas
informacién sobre esto asi como sus aplicaciones a la teoria de control, de gran impor-
tancia en problemas de ingenieria.

La idea es construir funciones de Lyapunov que se pueden pensar como funciones de
altura, donde se pide que las orbitas bajen. Cuando el origen es un minimo local de
dicha funcién de altura, obtendremos su estabilidad de forma bien natural. Como en
todo este capitulo, trabajaremos con la ecuacién (6.0.1) y haremos durante esta secciéon
la suposicién de que el origen es un punto de equilibrio (i.e. f(0) = 0).

Definicién 7.4. Una funcién de Lyapunov es una funcién V : B;(0) — R de clase C' de
forma tal que:

(L1) v(0)=0,
(L2) existe § > 0 tal que para todo ||x|| < § tenemos que %V((p[(x)) <0.

Se dice que la funcién de Lyapunov es estricta sila segunda condicioén se reemplaza por

(L2’) existe 6 > 0 tal que para todo 0 < || x|| < § se cumple que %V((pt(x)) <0.
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Observacion7.5. A primera vista, pareceria que necesitamos conocer las soluciones para
chequear la segunda condicién. Sin embargo, una aplicacién directa de la regla de la
cadena muestra que las condiciénes (L.2) y (L2’) son equivalentes a (ejercicio):

(L2) existe § > 0 tal que para todo || x|| < & se tiene que V (x) := D, V(f(x)) <0,
(L2") existe & > 0 tal que para todo 0 < || x|| < J se tiene que Vix):= D.V(f(x)) <O.

Notar que por ser V una funcién de R en R tenemos que V(x) = (VV(x), f(x)) y que esta
es una funcién continua de Bs(0) en R.

Teorema 7.6 (Lyapunov I). Sea f : Q c R? — R continua tal que f(0) = 0 y existe una
funcién de Lyapunov tal que V(x) >0 para0 < || x|l < 6. Entonces, el origen es un punto de
equilibro estable segtin Lyapunouv.

DEMOSTRACION. Sea a > 0 pequefio (e.g. a < g) arbitrario.

Por la continuidad de V sabemos que para todo a < || x| < g se cumple que V(x) = a
para algun valor de a¢ > 0. Consideramos el conjunto Uy = {x € B5(0) : V(x) < a}. Se
cumple que U, es abierto y contiene al 0. Entonces, existe b > 0 tal que para todo || x|| < b
se cumple que V(x) < a.

Afirmamos que si || x|| < b entonces se cumple que [¢;(x)|| < a para todo ¢ > 0, lo cual
completaria la demostracion.

Para esto, notemos que la funciéon real t — V(¢;(x)) cumple que su derivada es menor
o igual a cero en todo punto con lo cual, tenemos que para todo ¢ > 0 se cumple que
0 = V(g:(x)) = V(x) < @. Supongamos por absurdo que existe fy tal que [|¢,(x)] = a,
que por continuidad de la norma, podemos suponer cumple [l¢; (x)|| = a con lo cual
obtenemos que V(¢4 (x)) = a, una contradiccién.

0

Teorema 7.7 (Lyapunov II). Sea f: Q c R? — R? continua tal que f(0) = 0 y existe una
funcion de Lyapunov estricta tal que V(x) > 0 para 0 < || x|| < 8. Entonces, el origen es un
punto de equilibro astinoticamente estable segtin Lyapunov.

DEMOSTRACION. La estabilidad segin Lyapunov ya fue establecida en el teorema ante-
rior, con lo cual solo queda mostrar que para condiciones iniciales suficientemente cerca
del origen, se tendré que las 6rbitas convergen al origen cuando ¢ — +oo.

Consideramos 6 > 0 de forma tal que V(x) <0 para 0 < | x|l < §y. Consideramos € > 0
de forma tal que si | x|| < € entonces ||¢:(x)| < 0o para todo ¢ > 0.

Dado x € B;(0) tenemos que la funcién ¢ — V(¢(x)) es estrictamente decreciente y
como V(x) = 0 en B, (0) tenemos que es acotada inferiormente. Afirmamos que V(¢;(x)) —
0 lo cual completaria la prueba dado que V(x) > 0si x #0.

Supongamos entonces por contradicciéon que V(¢;(x)) — b > 0. Notar que eso sig-
nifical! que V(g (x)) — 0 para alguna sucesion de tiempos fx — oco. Notar que {x €
Bs,(0) : V(x) = b} es un compacto que no contiene a 0 con lo cual por ser V continua
se cumple que V > a > 0 lo cual nos conduce a una contradiccion.

O

También hay una forma de chequear que un punto de equilibro no es estable:

Teorema 7.8 (Cetaev). Sea f:Q cR? — R continua tal que f(0) = 0 y existe una funcion
de Lyapunov estricta tal que existe x,, — 0 donde V (x,,) < 0. Entonces, el origen no es estable
segun Lyapunov.

11Ej erciciol. Es simple pero vale la pena hacerlo.
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DEMOSTRACION. Parecido al teorema anterior. Ejercicio.
O

Ejercicio 11. (1) Usar el Teorema de Lyapunov II para demostrar la Proposicién 7.3.
(2) Usar el Teorema de Cetaev para mostrar que si 0 es un punto de equilibrio y Dy f
tiene un valor propio con parte real positiva, entonces el origen es inestable.

Sugerencia: Diagonalizar Dy f y considerar V siendo una forma cuadratica adecuada.

El teorema de Lyapunov admite un resultado reciproco, conocido como el Teorema de
Massera. En esta version simplificada que estamos trabajando, se enuncia de la siguiente
manera:

Teorema 7.9 (Massera). Sea f:Q c R? — R? de clase C' tal que el origen es un punto de
equilibrio asintéticamente estable, entonces, existe una funcién de Lyapunov estricta.

8. LINEALIZACION DE PUNTOS DE EQUILIBRIO

Ver [Sam, Capitulo 4].

9. FLUJOS EN SUPERFICIES

En esta secciéon daremos una prueba de un resultado popularmente conocido como
el teorema de la bola peluda. Para eso, haremos uso de algunos resultados clédsicos de
topologia de superficies que enunciaremos sin demostracion. Por mds resultados acerca
de flujos en superficies, en particular la muy importante teoria de Poincaré-Bendixon,
ver [Sam, Capitulo 3].

9.1. Preliminares de topologia de R? y S?. Utilizaremos continuadamente el siguiente
resultado clasico conocido como el teorema de la curva de Jordan. Referimos al lector
a [Co] por una demostracién que solamente utiliza el teorema de punto fijo de Brouwer
de dimensién 2. Otra prueba en el contexto de curvas diferenciables a trozos puede ser
encontrada en [GP].

Teorema 9.1 (Jordan). Sea h: S' — R? una funcién continua e injectiva. Entonces, R? \
h(SY) contiene exactamente dos componentes conexas cuyo borde es exactamente h(S Ly,
Una de ellas acotada.

Por supuesto, dado que S? = R? U {oo} este teorema también es titil para analizar curvas
cerradas en la esfera.

9.2. Teorema de la bola peluda. Mostraremos el siguiente resultado:

Teorema 9.2 (Bola Peluda). Sea ¢, : S? — S? un flujo en la esfera proveniente de un campo
de vectores X de clase C', entonces, tiene un punto de equilibrio.

Si bien no hemos definido ecuaciones diferenciales en variedades el lector no deberia
tener problemas en dar sentido a este enunciado. En particular, mediante la Observacion
6.6 se puede dar sentido a definir una ecuacién diferencial en una variedad definiendola
en cartas de manera tal que el cambio de cartas sea compatible con la eleccién de la
ecuacion. Otra forma es definir la ecuacién a través de una funcién f : Q — R3 donde Q
es un entorno de la esfera pensada como S? c R® de forma tal que f(x) € T,S? siempre
que x € S2. Si f es de clase C!, por unicidad de las soluciones sabemos que la esfera sera
un conjunto invariante para la soluciones de la ecuacion diferencial y eso definira un flujo
en S2. Ellector utilizard la interpretacién que le resulte méas comoda. Vayamos ahora a
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la prueba del teorema. Por razones de espacio, daremos solamente un breve esbozo ya
que no corresponde a un resultado central en el curso. Invitamos al lector interesado a
completar los detalles.

DEMOSTRACION. Procedemos por contradiccién asumiento que ¢; no tiene puntos de
equilibrio.

Como ¢, proviene de un campo X de clase C' podemos recurrir al Teorema 6.4 y con-
siderar un cubrimiento finito {Uy, ..., Ui} de S? de forma tal que cada U; admite un difeo-
morfismo h; a (—1,1) x (—1,1) que lleva las 6rbitas de ¢, en curvas horizontales.

Escogemos un punto X, € S? arbitrario. Por compacidad se cumple que existen f; < t,
de forma tal que para algtn i € {1,... k} se tiene que ¢, (xo), ¢+, (xo) € U;. Utilizando el
difeomorfismo h; se puede construir un arco a transversal a las orbitas de ¢; que una
@, (xg) con @y (xp). La curva a U {(pt(xl)}?: 1, €s una curva cerraday por lo tanto se puede
aplicar el Teorema de Jordan obteniendo dos componentes conexas.

Se cumple que una de las componentes conexas es invariante para el futuro (pues su
borde consiste en un arco de orbita y un segmento transversal al flujo), llamamos V; ala
clausura de dicha componente. Tenemos ¢;(Vp) < Vj para todo ¢ > 0.

Consideramos & = {V < Vjj compacto con complemento conexo : ¢;V)c V V¢t >
0, 0¢:(V) c V¥Vt < 0} ordenados con la inclusién. Es sencillo mostrar que una inter-
seccién decreciente de compactos invariantes al futuro es compacto e invariante al fu-
turo, y que si todos los compactos tienen complemento conexo, la interseccién también
tiene esa propiedad. Como toda sucesién decreciente de conjuntos invariantes al futuro
o pasado contiene una subsucesién de conjuntos que son invariantes hacia una de las
direcciénes obtenemos que toda cadena decreciente estd acotada y por lo tanto hay un
elemento minimal en la familia.

Mostremos que dicho elemento minimal tiene que ser una singularidad. En efecto,
si tuviese interior, es sencillo construir, utilizando el argumento de encima una nueva
region positivamente o negativamente invariante, contradiciendo la minimalidad.

Si no tiene interior, notemos que todo punto tiene que ser de acumulacién pues los
puntos de acumulacién son un cerrado invariante incluido en ese conjunto. Pero esto
nos lleva a una contradiccion si el conjunto no contiene singularidades, pues podemos
considerar una 6rbita que no es de equilibrio ni cerrada (pues eso daria un conjunto in-
variante con interior por el Teorema de Jordan) y entonces podemos crear una regién in-
variante que tiene un pedazo de 6rbita en el borde. Por construccion es posible eliminar
ese arco de orbita y contradecir la minimalidad'?

O

Observacion 9.3. Siuno estd preparado a asumir un resultado més fuerte de topologia de

2 se puede dar una prueba mds directa utilizando el Teorema de Brouwer. El Teorema de
Shoenflies dice que si i : S' — S? es continua e injectiva, entonces existe un homeomor-
fismo de S? que lleva laimdgen de & en el ecuador de S?. De esta forma, luego de construir
una region homeomorfa al disco invariante al futuro por ¢; podemos aplicar el teorema
de Brouwer a PL Y, asumiendo que no hay singularidades, el punto fijo de P1 serd una
orbita perlodlca de longitud menor que a;, (con a, — 0). Aplicando iterativamente este
proceso ala componente conexa cuyo diametro es menor que 2a, obtenemos en el limite
una singularidad.

12Sugerimos al lector realizar dibujos de estos argumentos para visualizarlos mejor. Referimos al lector a
[KaH, Seccién 14.1] o [Sam, Capitulo 3] por argumentos similares.



ECUACIONES DIFERENCIALES 29
10. BREVISIMA MIRADA A LAS ECUACIONES EN DERIVADAS PARCIALES.

En esta seccion trabajaremos brevemente algunas ecuaciones diferenciales en derivadas
parciales. Particularmente la ecuaciéon de onda. Esto permitird mostrar como la teoria
de Fourier es bien adaptada al estudio de ecuaciones en derivadas parciales lineales por
transformar derivadas en productos y consecuentemente transformar una ecuacién donde
aparecen derivadas, en una ecuacion lineal donde se puede despejar las incégnitas operando
de forma trivial. Esto también permitird tener una mirada superficial en el tipo de prob-
lemas que se presentan y como estas dificultades necesitan de buenas elecciones de ob-
jetos. En particular, nos interesa mostrar que las ecuaciones diferenciales en derivadas
parciales son mucho mds complejas que las diferenciales ordinarias.

Referimos entonces al lector a [SS] por una introduccién un poco mayor o directa-
mente al libro clasico [Ev].

10.1. Ecuacion de onda. La ecuacion de onda en un intervalo es:

0%u 0’u

_(Gt)z = _(ax)2 (10.1.1)

donde laincégnita u es una funcién u(¢, x) cuyo dominio es Rx [0, 27]. Referimos al lector
a [SS] por la derivacién fisica de esta ecuacién (que por supuesto involucra también con-
stantes de correccion dimensional que ignoraremos por no tener relevancia al problema
puramente matematico).

Haremos algunas observaciones preliminares cuyas demostraciones son consecuencia
de célculos directos:

e Es una ecuacion lineal, es decir, si u; y uy son soluciones y ¢ € R un nimero,
entonces u; + cuy también es solucién.

¢ La funciénes constantes son soluciéon. Pero al haber dos derivadas, también son
soluciones funciones de la forma u(t, x) = (at+ b)(cx + d) al igual que combina-
ciones lineales de ellas.

e Si F:R— R es una funcién de clase C2, entonces las funciones u(t, x) = F(x — t) y
v(t,x) = F(x+ t) son soluciones de (10.1.1).

Estas consideraciones son coherentes con algo esperable: si uno busca precisar el prob-
lema de forma de tener expectativas de unicidad de soluciones uno tiene que fijar “condi-
ciones iniciales”. En EDPs, se suele llamar al equivalente a las condiciones iniciales condi-
ciones de borde por razones que seran evidentes.

En este caso, las condiciones de borde a ser utilizadas son del tipo:

u,x)=f(x) , %(O,x) =g(x), u(t,0)=u(t,2n) =0 VieR (10.1.2)

con f,g:10,2n] — R. Notar que se podria dar una condicién de borde extra fijando, por
ejemplo, una funcién u(t,0) = h(t), pero no lo haremos.

Laidea de como vamos a atacar el problema es muy especifica del problema y es cono-
cida como el método de separacién de variables. Supondrémos que u(t, x), la solucién
buscada, es de la forma u(t,x) = @(H)y(x) con ¢ : R — Ry v : [0,27] — R funciones de
clase C2. De hecho, por comodidad admitiremos funciones tomando valores complejos
y no solamente reales (para que sea adecuado al posterior uso de Fourier).

De esta forma, una tal solucién tiene que verificar:
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(p"(t) ~ w//(x)
(0w

Como ambos lados de la ecuacién dependen de variables diferentes, se deduce que
ambos lados tienen que ser constantes, con lo cual transformamos en problema en re-
solver dos ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo orden:

O"(Dwx) =)y (x) =

" (D =rp®) , ¥v'(x)=Alwx).

De esta manera, y teniendo en cuenta las condiciones de borde que piden que u(t,0) =
u(t,2m) = 0 obtenemos que los valores de A permitidos tienen que ser cuadrados de en-
teros. Deducimos, que para A = n? tenemos que las soluciones son de la forma:

u(t, x) = (a, cos(nt) + bysen(nt))sen(nx).

Utilizando el principio de superposicién y continuando con la hipétesis de que u(t,0) =
u(t,2m) = 0 obtenemos una gran familia de soluciones de la forma:

u(t,x) = Z(an cos(nt) + bysen(nt))sen(nx).

Evaluando en ¢ = 0 vemos que:
u(0,x) =) _ ansen(nx),
n

0
20,2 = Y nbusen(nx).
a1 A

Con lo cual, conociendo las series de Fourier de las funciones f y g en las condiciones
de borde (10.1.2) podemos resolver la ecuacion.

Observacion 10.1. Notar que la regularidad de las soluciones es un tema delicado dado
que los coeficientes b, aparecen multiplicados por n con lo cual cambia su decaimiento.

10.2. Ecuacién de calor en una barra. Consideramos la ecuacién de calor en una barra:

ou 0d*u

ot ox?’

La funcién incégnita u : [0,27] x [0, +00) — R representa la temperatura de la barra en
la posicién x € [0,27] en el tiempo ¢ € [0,00). Las condiciones de borde serdn de la forma:
u(x,0) = f(x) y pediremos que la barra se caliente de forma constante, i.e. u(0,t) = a
y u(2m,t) = b. Como la funcién uy(x,t) = a+ g—j’; es solucién, utilizando la linealidad,

podemos suponer sin pérdida de generalidad que a = b =0.

(10.2.1)

Separando variables como en la ecuacién de onda, obtenemos que si u(x, t) = () (x)
entonces:

") =Ap() , Y'(x)=Ay).

Como f(0) = f(27) = 0 obtenemos un desarrollo en series de Fourier del tipo:

f(x) =) apsen(nx).

n=1

Esto nos dice que A = n? y obtenemos una solucién general del tipo:
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2
u(x,t) = Z ane " 'sen(nx).
n=1
Es muy interesante notar que para cualquier ¢ > 0 se cumple que la funcién x — u(x, t)
es de clase C* (ejercicio).

10.3. Ecuacién de Laplace. Consideramos primero la ecuacién de calor en el disco D? =
{zeC : |z| <1} que es de la forma:

ou _

YT

Notar que la incégnita es una funcién u : R x D> — R que nos indica, en tiempo ¢, como

se distribuye el calor en el disco. Una familia de condiciones de borde usualmente uti-

lizada es conocer una funcién i : S' — R donde S! = {z € C : |z| = 1} = dD? indicando la

temperatura en el borde del disco y asumiendo que se mantiene fija a lo largo del tiempo

(la fuente de calor). Uno espera que luego de un tiempo razonable, el sistema llegue a un

equilibrio y la temperatura se mantenga constante. Con lo cual, es natural estudiar para
eso la siguiente ecuacion:

Au (10.3.1)

0=Au (10.3.2)

Con condicién de borde @ como encima. Al igual que el sistema RLC y el masa-resorte
amortiguado el lector puede identificar esta ecuacién como apareciendo en otros con-
textos (e.g. electromagnetismo, andlisis complejo, etc).

= Qu 4 0%u
Recordamos que Au = 57 + a7

Se puede cambiar de variables a coordenadas polares y se obtiene que

u 10u 1 0°u
ozt Tar i aer

De la misma manera que para la ecuacién de ondas (10.1.1) se puede presuponer solu-
ciones de la forma u(r,0) = F(r)G(0) donde #i nos determina u(1,8). Obtenemos que
podemos separar variables y se tiene:

Au= (10.3.3)

rF'(n+rF'(r) _ G"O)
F(r) GO
Que es un tanto méas complicado que la ecuacién de onda pero admite un tratamiento
andlogo y nos conduce naturalmente a las series de Fourier (ver [SS] por mds detalles).

Notar que la unicidad de las soluciones para la ecuaciéon de Laplace es consecuencia de
lalinealidad de la ecuacién y del principio del méaximo: Si una funcién arménica (i.e. con
laplaciano nulo) de un dominio del plano tiene un minimo o maximo local en el interior,
entonces es constante.

10.4. Resumen. Vimos muy brevemente ejemplos de ecuaciones en derivadas parciales
linealesy de segundo orden. El mundo de las ecuaciones en derivadas parciales es muy
grande y como se ve en estos ejemplos, el estudio es muy ad hoc.

Los ejemplos que vimos son bastante paradigmaticos porque entran en la clasificacion:
hiperbélico (ecuacion de onda), parabdlico (ecuacion de calor) y eliptico (ecuacién de
Laplace). Cada una de estas familias merece un curso aparte.
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APPENDIX A. TEOREMA DE ARZELA-ASCOLI

Sea ¢ : [a, b] — R? una sucesién de funciones continuas. Decimos que son

* equiacotadas si existe K > 0 tal que ||@(#)|| < K paratodo t € [a, b] v k,
e equicontinuas si para todo € > 0 existe § > 0 tal que si |t —t'| < § entonces || (1) —
@i ()] < € independientemente de k.

Recordar que ¢ converge uniformemente a ¢ : [a, b] — R% si y solo si para todo & > 0
existe ko de forma que si k > ky entonces | (t) —@(#)|| < € independientemente de ¢ €
la, D].

TeoremaA.1 (Arzeld-Ascoli). Toda sucesion{py : [a, b] — R} de funciones equicontinuas
y equiacotadas tiene una subsucesién que converge uniformemente.

EsB0z0 Esto es un argumento diagonal. Considerar Q = {t;} < [a, b] un conjunto numer-
able y denso. Tenemos la siguiente lista de sucesiones de R%:

@1(t1)  @2(t1) ... @r(t)

@1(2)  @2(t2) ... i)
{ : : : :

(pl(tn) (pZ(tn) (Pk(tn)

Usando que la sucesion es equiacotada, podemos considerar una subsucesion kjl. de
forma que la primer fila sea convergente (¢ 1(f1) — a; € RY): luego una subsucesion k? de
J

kjl. de forma que la segunda fila sea convergente y asi sucesivamente. Luego, tomando la
subsucesién diagonal k;, obtenemos que las funciones ¢ (;) — a; para todo i y ademds
tenemos que ||a;| < K para todo i.

Ahora, utilizando la equicontinuidad podemos chequear que la sucesion ¢y~ es de
Cauchy, y por lo tanto la sucesién converge uniformemente.

O

Una propiedad ttil de las sucesiones que convergen uniformemente es que se portan
bien con el paso al limite y las integrales, etc. Utilizaremos:

Proposicién A.2. Sea ¢ : [a,b] — R? una sucesion de funciones continuas que converge
uniformemente a @ : [a,b] — R? y sea f : R* — R una funcién continua, entonces:

b b
likmf f((Pk(t))dt:/ flo()dt.

EsB0z0 Por simplicidad suponemos a = 0y b = 1. Notar que por ¢ converger uniforme-
mente a ¢ tenemos que la union de las imagenes de las funciones es acotada, entonces la
podemos incluir en un compacto de R? y por lo tanto suponer que f es uniformemente
continua.

Fijado € > 0, usando la continuidad uniforme de f podemos considerar ¢ > 0 tal que si
dos puntos estdn a menos de 6 sus imagenes por f estdn a menos de £/2.

Sea ko y my suficientemente grande de forma tal que si k > ko y |t — 1| < m%, entonces
lor(t)—@(t)|| < 8. Sea ahora m > my suficientemente grande de forma tal que la integral
de f o es aproximada por la suma de Riemann obtenida al partir [0, 1] en intervalos de
largo - a menos de /2.
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Estas consideraciones juntas dan que para un tal k > ky tenemos que ‘ fol flor())dt—

fol flp)d t‘ < £ obteniendo el resultado deseado.
O

APPENDIX B. TEOREMA DE PUNTO FIJO DE CONTRACCIONES

Sea (X, d) un espacio métrico. Decimos que f : X — X es una contraccion si existe
np >0y A <1 tal que para todo par x, y € X se cumple:

dif™(x), f™ ) < Ad(x,y).

Observar que f” hace referencia al mapa definido inductivamente como f* =idy f" :=
f ° fn—l .

Ejercicio 12. Mostrar que una contraccion es continua.

Dado un mapa f: X — X decimos que xp € X es un punto fijo si se cumple que f(xg) =
Xo0.

Teorema B.1 (Punto fijo de contracciones). Sea (X,d) un espacio métrico completoy f :
X — X una contraccién. Entonces, existe un tinico punto fijo xy € X. Ademds, se cumple
que para todo x € X se tiene que f"(x) — xo con n — oo.

DEMOSTRACION. Primero suponemos que ng = 1 en la definicién de contraccién. Notar
que si xg € X es un punto fijo, entonces la unicidad y la condicién de que f"(x) — xo con
n — oo para todo x € X son inmediatas ya que se tiene inductivamente que:

a(f"(x),x0) = d(f" (x), f" (x0)) = A"d(x, xo) — 0.

Para probar la existencia, mostremos que dado x € X, la sucesién {f"(x)},, es de Cauchy.
Primero, notemos que por induccién, sabemos que:

d(f™ (2, f" 1) < A"d(f (0, x).

Ahora, si n > m obtenemos que:

n-1
d(f"(x), fMx)) = Y. AMd(f(x), x).
i=m
Y por lo tanto, dado € > 0, existe ng tal que si n, m = ny entonces d(f"(x), f™(x)) < e.
Como X es completo, la sucesion tiene limite f"(x) — xo. Por continuidad de f obten-
emos que f"*1(x) — f(xo) y por lo tanto f(xg) = xo como buscabamos.

Finalmente, supongamos que ng es arbitrario. Lo probado anteriormente implica que
f™ tiene un tinico punto fijo xy. Supongamos por contradiccién que no es un punto fijo
para f, por lo tanto, tenemos que f(xo) # Xo. Por otro lado, se cumple que f"(f(xp)) =
f Mo+l (x0) = f(f™(x0)) = f(x0), mostrando que f(xp) seria un punto fijo de f™ diferente
de x contradiciendo el hecho que xp es el tinico punto fijo. Esto completa la prueba.

O

Ejercicio 13. Sean (X;,d;) y (X3, d2) espacios métricos completos de diametro acotado y
Z = C%(X1, X,) el espacio de funciones continuas de X; en X,. Consideramos la distan-
ciad en & como d(f,g) = sup,ey, d2(f(x), g(x)). Mostrar que & es un espacio métrico
completo.
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APPENDIX C. SERIES DE FOURIER

Este apéndice es una fugaz mirada a las series de Fourier, un tema apasionante ademds
de infinitamente ttil. Una omisién imperdonable es que no aparece en este apéndice
el célculo explicito de ninguna serie de Fourier. Recomendamos al lector consultar el
excelente libro [SS], en particular los capitulos 2 y 3 por una introduccién més completa.

Sea f:[0,2n] — C una funcién de médulo integrable (i.e. 02” |f(t)|dt tiene sentido'3
y es finito). La eleccién de usar como dominio [0,27] es arbitraria pero conveniente, el
lector sabra hacer las modificaciones necesarias en caso que el intervalo de definicién
sea otro (en particular, hay veces que es conveniente utilizar [, 7]).

Consideramos los coeficientes de Fourier de f siendo:

R 1 2r X
f(n):g A f(ne dr. (C.0.1)

Y denotamos

/ ST
Sy =Y f(me.
n=—N

El operador Sy puede ser pensado como una proyeccién del espacio de las funciones
en el espacio generado por las funciones trigonométricas: {e'"*}|,;<n que es finito dimen-
sional. De hecho, consideraremos un producto interno para el cual {e!""} serd un con-
junto ortonormal y donde Sy sea precisamente la proyeccién ortogonal. Luego, veremos
que el espacio generado por las funciones trigonométricas es denso lo cual va a darnos
que S@ — f con la distancia inducida por el producto interno. Lamentablemente, no es

cierto que la sucesion S{V converja uniformemente a f cuando f es meramente continua
(y entender finamente como es la convergencia en este caso es un tema sutil y profundo),
pero mostraremos un hecho relativamente simple que muestra que la convergencia es
uniforme cuando f es de clase C?.

Este proceso va a involucrar utilizar varias nociones de convergencia, como es usual
cuando uno trabaja en espacios de dimensién infinita.

Recordamos que e'* = cos(x)+isen(x), conlo cual dado que cos(x) = cos(—x) ysen(x) =
—sen(—x) vale:

ix+ e—ix ix _ e—ix
cos(x)=—— , sen(x) = ——. (C.0.2)
2 21

Observacion C.1. Como comentario al margen, mencionamos que esto permite mostrar
un conocido teorema de Weierstrass que afirma que los polinomios son densos en las
funciones continuas. De hecho, como las funciones cos y sen son analiticas, son aprox-
imadas por polinomios. Eso permite aproximar mediante lo comentado anteriormente
que los polinomios son densos en las funciones de clase C?> con la norma del supremo,
pero al ser estas tltimas densas en las funciones continuas, se completa el argumento.

C.1. Propiedades bdsicas de los coeficientes de Fourier. Las siguientes propiedades son
inmediatas:

13poner tiene sentido es deliberado, en este curso, posiblemente eso signifique ser integrable Riemann,
pero més adelante habrédn otros sentidos posibles....
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Proposicion C.2 (Linealidad). Sean f,g:10,2n] — C, c€ Cy h = f+ cg. Entonces, se
cumple que:
h(n)=fm)+cg(n) , Ynez.

DEMOSTRACION. Esto es consecuencia directa de la linealidad de la integral.
O

Proposiciéon C.3 (Derivadas). Si f:[0,2n] — Ces ch, f0)=f@2n) yg = f entonces g(n) =
in f (n).

DEMOSTRACION. Integrando por partes, tenemos que:

2n 1 27 ) —intd .
o 21 )s f(=in)e t=inf(n).

f(t)e—inl’

g(n) = L 2ﬂf’(lﬁ)e‘””a?t:
27 Jo 27

O

Observacion C.4. Sino se tiene que f(0) = f(2r) hay que corregir el resultado para tener:

f(0) —f(ZJT))
)

R 1.
fom = —(g(m+ =

Proposicién C.5 (Funciones Reales). Si f : [0,27] — R integrable, entonces f(n) = f(-n)
para todo n € Z, en particular f(0) € R.

En particular, notar que esto significa que

N , N
S@(t) = Y fme" =ag+ ) (ancos(nt)+bysen(nt)).
n=—N n=1

Proposicién C.6 (Conjugada). Sea f :[0,2n] — C integrable y sea g : [0,2n] — C definida
como g(t) = f(t) entonces se cumple que f(n) =g(—n).

Consideramos el conjunto {e'""'},,cz. Queremos ver que es ortonormal, para eso, con-
sideramos el producto interno siguiente para funciones de cuadrado integrable en [0, 27]:

1 2n .
<f,g>—§ | f(ng(ndt. (C.1.1)

Ser de cuadrado integrable significa que fozn |f(D)|?dt < oo lo cual garantiza la finitud
de la cantidad en la ecuacién (C.1.1) gracias a la desigualdad de Cauchy-Schwarz: si de-
notamos || fl2 = (ﬁ 02” |f(D]?dt)"/? entonces

(f,8)=Ifl2lgle.

Proposiciéon C.7. El conjunto {e!"} ,c7 es ortonormal.

DEMOSTRACION. Primero veamos que si n # m entonces e'”*! | e!™!, para eso:

i(n-m)t ox

2 . 2w, e
f elnte_lmtdt:[ el(n_m)tdt:.— =0.
0 0 im—m)lo

Por otro lado,
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2n X 2w
f e””e‘””dt:f ldr=2n.
0 0
O

Proposicion C.8 (Proyeccion ortogonal). Si f:[0,27n] — C es de cuadrado integrable, en-
tonces Sﬁ es la proyeccién ortogonal respecto a (-, - sobre el subespacio generado por {e!"'} N
C.2. Unicidad de los coeficientes y densidad de las funciones trigonométricas. El re-
sultado principal es el siguiente:

Proposicién C.9. Supongamos que f : [0,21] — C continua cumple que f(n) = 0 para todo
neZ, entonces f =0.

DEMOSTRACION. Primero suponemos que f : [0,27] — Ry que f(%) > 0. Mostraremos
que entonces algin coeficiente no se anulard. Fijamos § > 0 tal que, por continuidad,
vale que si | — £y < § entonces f(¥) > 0.

Para esto, consideramos p(f) = cos(t — fp) + € donde ¢ es pequeno de forma tal que
|p(t)| < 1sisetiene que |f—ty| > §/2. Por compacidad, tendremos que existe v > 0 tal que
si|t—ty| = 6 entonces |p(t)|<1-wv.

Notar que por la ecuacion (C.0.2), tenemos que p(f) = %e” + e%e‘” +ee%, Conlo
cual por hipotesis sabemos que f02” f(Op(t)dt =0y como pesreal, p = p.

Observar que dado que para todo n, m se cumple que e*'e!™! = ¢!("+"™1 sj consid-
eramos para algin N > 0 la funcién (p(t))N tendremos una funcién real en el espacio

vectorial generado por las funciones {e'"! }],;’:_ n ¥ por lo tanto se cumple que

2m

f@@@Nde=o.

Sea C = maxyejo,27] | f(£)| y consideramos N > 0 de forma tal que (1 — N « ol en-

2nC
tonces, tenemos que:

tp—0 21
fo f(t)(p(t))NdHf 5f(t)(p(t))th =
+

lo

Por otra parte, tenemos que [ IZ"_? f(O)(p()Ndt = 262, contradiciendo que se cumple

que 27 f(B)(p(e)Ndt =0.

En el caso que f es compleja, podemos considerar f = u+ iv. Notar que si definimos
(1) = f(r) entonces tenemos que u = % yuv= % y utilizando la linealidad (Proposi-
ci6én C.2) y la Proposicién C.6 concluimos que los coeficientes de las funciones reales u y
v son todos nulos, con lo cual podemos aplicar lo anterior.

O

En particular, podemos deducir:

Proposicién C.10 (Convergencia uniforme). Sea {c,},cz una sucesién de complejos de
forma tal que Y ,,c7 |cnl < oo entonces, la sucesion Sy = Z],;]:_ Ncne”” converge uniforme-
mente a una funcién continua f tal que f(n) = c,. Reciprocamente, si una funcién conti-
nunua f verifica que }.,, | f (n)| < oo entonces Sy, converge uniformementea f.

n=-N"
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DEMOSTRACION. La convergencia uniforme es inmediata dado que las funciones e'"*!
tienen norma 1. El hecho que f(n) = ¢, sigue directamente de calcular los coeficientes y
utilizar que {e'"'} es un conjunto ortonormal.

Para ver el reciproco, consideramos g = lim, SL que existe por lo recién probado y es
continua. Aplicando la Proposicién C.9 vemos que f = g y obtenemos lo deseado.

O

Esto nos va a permitir mostrar que el subespacio generado por {e'"'},c7 es denso en las
funciones continuas, utilizando la norma || - |2 definida encima. Es decir, para cualquier
funcién continua f: [0,27] — C se cumple que:

IS% ~ flla—0 con N — +oo.

Notar que las funciones continuas con la distancia inducida por || - |, no forman un
espacio completo, con lo cual tiene sentido “completar” el espacio para cubrir todas las
posibles series de Fourier de funciones que sean limites de funciones continuas con esta
norma. Este espacio se denota como L%([0,27],C) y no lo estudiaremos en detalle en este
curso, pero se cruzaran con el muchas veces mas adelante!®.

Primero veamos que si f es continua los coeficientes de Fourier tiene que decaer con
n.

Teorema C.11 (Lema de Riemann-Lebesgue). Sea f : [0,27] — C integrablel5, entonces,

A

f(n) — 0 con|n|— oo.

Retardaremos la prueba de esta proposicién hasta que hayamos mostrado algo mads ac-
erca de las series de Fourier. Sin embargo, es muy sencillo mostrar que para una funcién
integrable (en particular, en este texto eso implica acotada) f se cumple que los coefi-
cientes de Fourier estan acotados.

De hecho:

1 27
s—f If(Oldt< sup |f(D)I. (C.2.1)
271 Jo

) 1 am int
| (n)lz‘— (Her'dr
f 27T 0 f tel0,2m]

Como consequencia directa de la cota (C.2.1) y de las proposiciones C.3 (y la obser-
vacion C.4) y C.10 obtenemos.

Corolario C.12. Sea f:[0,27n] — C una funcion de clase C? tal que f(0) = f(2m). Entonces,

se cumple que existe C > 0 tal que| f (nl< # En particular Sf\c, — f uniformemente.

Ahora utilizamos el siguiente resultado elemental:

Lema C.13. Las funciones de clase C* de [0,27n] en C son densas en las funciones continuas
con la norma del supremo (c.f. convergencia uniforme). Ademds, las funciones de clase C*™
de0,2r] en C que valen lo mismo en 0 que en 21 son densas en las continuas con la norma

-2

14gi pien aqui lo estamos definiendo como la completacién de las funciones continuas con una cierta
distancia, el espacio admite una realizacién concreta, como funciones “cuadrado integrable” en el sentido de
la integral de Lebesgue luego de un cociente adecuado que identifica funciones que difieren en un conjunto
de medida nula.

15En este texto, como estamos considerando la nocién de integrabilidad segiin Riemann, se pierden al-
gunas sutilezas. Por simplicidad, mostaremos este resultado para f acotada, en particular, de cuadrado in-
tegrable donde el resultado es mds sencillo. Cuando el estudiante aprenda lo que es el espacio I! ([0,27],C)
puede ser conveniente revisitar estos resultados.
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DEMOSTRACION. Sea f:[0,2n] — C continua y € > 0. Por la continuidad uniforme de f
existe 6 > 0 tal que si |£ — s| < 20 entonces | f (1) — f(s)| < e/2.

Cubrimos [0,27n] por intervalos I; = ((i —1)6,(i + 1)6) con i =0,...27n/5. Consideramos
una particion de la unidad ¢; subordinada al cubrimiento {I;}, es decir, ¢; son funciones
de clase C* de [0,27] — [0,1] tales que ¢; = 0 fuera de I; y se cumple que para todo
tel0,2n]vale ) ; p;(t) =1.

Tomamos ahora la funcién de clase C* definida como y(f) =} ; f(8i)¢;(t) que es sen-
cillo mostrar cumple que |y (t) — f(t)| < € para todo t € [0,27].

Para ver que aquellas funciones de clase C* tales que ¥ (0) = ¥ (27) son densas con la
norma | - || alcanza ver que dada una funcién continua f podemos tomar una sucesiéon
¥, de funciones C* que converge uniformemente a f. Por lo tanto, existe K > 0 tal que
lw, ()| < K para todo n, t. Consideramos la sucesion 1/, definida como siendo igual a v,
para t € [0,27 — 1/n] y “pegandola” de forma tal que ¢, (27w) = /,(0). Notar que eso se
puede hacer de forma tal que f02” [ W, (8) =, (1) 12dt <4K?/n — 0. Esto concluye.

O

Observacion C.14. Claramente, con la prueba se ve también que las funciones de clase
C que valen lo mismo en 0 y 27 son densas en las funciones continuas que valen lo
mismo en 0y 27 con la norma del supremo.

Observacion C.15 (Atencién!!!). Uno se ve tentado a razonar de la siguiente forma: las
series de Fourier de las funciones C? convergen uniformemente a ellas entonces, si f es
una funcién continua cualquiera, tomamos una sucesién f,, de funciones de clase Cc?
: : Jn f :
convergiendo uniformemente a f y por lo tanto Sy — Sy,. Esto aparenta decir que la
convergencia de S@ a f es uniforme lo cual no es necesariamente cierto'®. Para enten-
der el problema notar que, para N fijo, sabemos que Sﬁ’ — SL con n — oo, por otro lado,
sabemos que Sﬁ’ — fn uniformemente con N — ooy f;; — f uniformemente con 7 — oo.
Sin embargo, para garantizar que esto implique que Sy, — f uniformemente necesitari-

amos tener un control en las velocidades de convergencia con el cual no contamos (y no
podemos esperar contar dado que el resultado no es cierto).

Sin embargo, cambiando la noci6én de convergencia, es posible demostrar:

Teorema C.16 (Densidad L? de la base de Fourier). Para toda funcién continua f : [0,27] —
C se cumple que IISQ —fll2—=0con N — co.

Para demostrar este teorema, tendremos que realizar algunas estimativas de normas
que realizaremos en la siguiente subseccion.

C.3. Identidades elementales. Primero veremos la siguiente estimativa elemental que
implica directamente el Teorema C.11'7:

Proposicion C.17 (Desigualdad de Bessel). Sea f : [0,27] — C acotada, entonces se cumple
que:
Isk1z="Y 1IfmPE<IfI (C3.1)

|n|l<sN
En particular, f(n) — 0 cuando |n| — oo.

18Cyriosidad: en el curso de Analisis Funcional se puede ver como aplicacién sencilla del teorema de
acotacién uniforme (que es una consecuencia del teorema de Baire) que hay un residual de funciones con-
tinuas para las cuales las funciones S{V no convergen puntualmente en un residual de puntos de [0, 27].

17Notar que como mencionamos, el Teorema C.11 es més general y no requiere que f sea acotada, pero
en este texto nos restringiremos a este caso.
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DEMOSTRACION. Esto es esencialmente el Teorema de Pitagoras. Notar que:

(f-sk,sly=o.

De hecho, la Proposicién C.7 dice que {ei’”}n es un conjunto ortonormal, por lo tanto,
como

fy=<fe™,
obtenemos que f — S% L e para todo |n| < N. De esto se deduce lo deseado. Ahora, el
Teorema de Pitagoras garantiza que:

P12 =1~ SEIZ+ 1813, (C3.2)

Que como || f - S{V”g >0 nos da:

IfFI2=1s513="Y 1fm*

In|lsN
O

Notar que la proposicién anterior dependia exclusivamente de que {e'""};, <y €s un
conjunto ortlonormal, que SL es la proyeccion ortogonal de f sobre el espacio Vi gen-
erado por {e!"! }ini<n Y el Teorema de Pitagoras. Ahora, veremos que cuando el conjunto
ortonormal es “completo”, la desigualdad se puede promover a una igualdad. La cota a
priori que nos da la desigualdad de Bessel, nos permitira mostrar que el conjunto {e!"*},,
es completo en este sentido.

Proposicion C.18 (Identidad de Parseval). Sea f : [0,27] — C continua, entonces se cumple
que:

S IFmE=1£l5. (C.3.3)
n

DEMOSTRACION. Lo probamos primero para funciones de clase C* y luego usaremos
que estas son densas con la norma || - |2 para concluir el resultado.

Sea entonces primero f : [0,27] — C una funcién de clase C*°. Por el corolario C.12
sabemos que SL converge uniformemente con N — oo a f. En particular, tenemos que
(c.f. Proposicién A.2):

lim| f - L2 =1i 1f2”| (t)-SL(plPde= lfznl' If(t)— S, (O2de=0
11{[nf N2 =557 b ! N “2n o lzirnf N -

Consideramos ahora una funcién continua cualquiera f : [0,27] — C y consideramos
fx :10,2n] — C funciones de clase C* dadas por el Lema C.13 de forma tal que f; — f
uniformemente con k — co. Esto implica que: e

) _ 2 . ion ~ ) _ion. _ ) B
11]I€Il||fk fllz—h]rcnh | VAGESIG)] dt—Zn | 111{[n|fk(t) fl“de=o.

Consideramos ahora € > 0 y elegimos k de forma tal que || fy — fllo < &/2y N > 0 para

que IIS% — fill2 < €/2. Obtenemos que IISﬁ —fll2 < €. Porla ecuacion (C.3.2) tenemos que
de hecho:

1% - £1Z < 1S% — £113
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yaque S{\’; es una funcién en el espacio Vyy generado por {ei’”}| ni<N ylaantedicha ecuacién
implica que SL es la funcién en Vy mas cercana'® a f con lanorma | - ||l2. Por lo tanto
I SL — fll2 < € y obtenemos lo deseado aplicando nuevamente la ecuacion (C.3.2).

O

Por supuesto, si consideramos una funcién integrable cualquiera que pueda ser aprox-
imada por funciones continuas con la norma | - ||, entonces el resultado también sera
véalido. De hecho, se puede mostrar que esto ocurre para cualquier funcién integrable.

Ejercicio 14. Mostrar que toda funcién continua a trozos puede ser aproximada con la
norma || - ||2 por funciones continuas.

C.4. Otros resultados de convergencia. Aqui presentamos otros resultados de conver-
gencia de series de Fourier que pueden ser de interés. Esto no es exhaustivo y referimos
al lector a [SS] por una presentacién mas completa. Comenzamos por un resultado que
mejora el Corolario C.12. Notar que su prueba es independiente ya que utiliza la desigual-
dad de Bessel y no precisa de 1 igualdad de Parseval que si requiere el Corolario C.12 (en
la prueba que realizamos aqui).

Proposicién C.19. Sea f : [0,27] — C de clase C' tal que f(0) = f(2m) entonces SL - f
uniformemente con N.

DEMOSTRACION. Consideramos g(t) = f'(¢) y tenemos que g(n) = inf(n) por la Proposi-
cion C.3.

Pensamos alas sucesiones complejas {a,} ez con ), la, |? < 0o como un espacio vecto-
rial (chequear) con un producto interno {{a,}n, {bnln) =X, anb_n. Este espacio vectorial
se conoce como 2.

Como g(?) es una funcién continua, sabemos que, por la desigualdad de Bessel (Proposi-
cién C.17) la sucesién {g(n)},, estd en £2. Es trivial chequear que {%}n también esta. Por
lo tanto, las sucesiones de sus valores absolutos también estan en £2. Obtenemos:

A 1§ (n)| . 1 R 172 1,172
Yifmi=Y E = qgmin {1} ) <(Ligm?) (L) <eo
7 7 [V n n n N

In| In
donde la tltima desigualdad es la desigualdad de Cauchy-Schwarz. Esta cuenta junto con
la Proposicién C.10 completa la demostracion.

O

Ahora veremos un resultado de convergencia puntual*®

Proposicion C.20. Sea f :[0,2n] — C una funcion integrable de forma tal que es Lipschitz
en un entorno de un punto xy € (0,2m). Entonces, S@(xo) — f(x0) cuando N — oo.

DEMOSTRACION. Sin perdida de generalidad y por conveniencia vamos a considerar f :
[-m, ] — C y suponer que f(0) = 0 y se cumple que si || < € entonces |f(#)| < K|t| para
un cierto valor de K. Queda como ejercicio ver que el caso general se puede reducir a este
mediante operaciones sencillas.

En estas condiciones, obtenemos que

18Aqui es donde la prueba falla si quisieramos ver que SL converge uniformemente a f.
19ggte resultado, con una demostracién similar admite enunciados mads fuertes. Referimos al lector a [SS]
por més informacién.
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N . . . N R .
sLo =Y fme™=Ffo+Y (Fon+f-n.
n=—N n=1

Por simetria, vemos:

N

250 = Y (fm)+f-n)).
n=—-N

(f@+f(=n) .

)= e Como f(@®) y f(—1) son integrables, y como

para |t| < £ tenemos que (1 —e'!) ~ it y(1- e'l) esta lejos de 0 si |£] = €, deducimos que

g(t) es también una funcién integrable. Ahora, paran = 1:

Consideramos la funcién g(#) =

f+f=n= L nf(t)e‘i’”dni ”f(—t)e""”dt: L ﬂ(f(t)—f(—t))e_i"tdtz
27T -7 27[ -7 27[ 7T

4

1 . .
=5 g1 -e'He "Mdt=gn)-gn-1).

En particular, obtenemos que:

N N
2500 =Y (Fm+fm= Y @w-gn-1)=gN) -g-N-1).
n=-N n=—N
ElLema de Riemann-Lebesgue (Teorema C.11) implicaque g(N) — 0yque g(-N-1) —
0 y esto completa la demostracién.

O

Como consecuencia obtenemos un importante resultado de localizacién:

Corolario C.21 (Localizaciéon). Sean f, g : [0,2n] — € funciones integrables tales que f (t) =
g(t) en un entorno de ty. Entonces, ISﬁ(to) — Si(to)l — 0 con N — oo.

DEMOSTRACION. Consideramos la funcién f — g y tenemos que es derivable en 7y en-
tonces aplica la Proposicion C.20.

O

APPENDIX D. ALGUNAS NOTACIONES

e C%X,Y) denota el espacio de funciones continuas de X en Y. Si X e Y tienen
estructura de variedades diferenciables (e.g. R¥) entonces C’ (X, Y) denota el es-
pacio de funciones de clase C" entre X e Y con r € [0,00].

 La norma en R serd la usual | (X1, x0)ll = \/Xf +...+ xi salvo que se diga lo
contrario.

e Para x € RF y r >0 definimos B;(x) :={y € RF - ly—xll <r}.

o Para A c RF definimos A su clausura, dA su frontera y int(A) su interior.

e Siescribimos (x, y,z) € R x R4 x R™ nos referimos a que x = (x1,...,Xg) € Rk, y=
V1r-r ¥n) €ERYy 2 = (21,...,2m). En este caso hablamos de la primer, segunda
y tercer variable refiriendonos respectivamente a x, y, z. Lo mismo se aplica a
cualquier nimero de variables en diferentes espacios euclideos.

e Denotaremos B (x) como la bola abierta de radio € centrada en x. Algunas veces
denotaremos BZ (x) para indicar que es la bola en R.
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. nxn(R) denota el espacio de matrices n x n con coeficientes reales pensado
como espacio vectorial normado definiendo:

| Al := sup {I| Av]}.
lvl=1

¢ id denotard el mapa identidad en un dominio que quedara claro en el contexto.
e Si f:UcR?—R™yxe Udenotamos D, f : R — R™ el diferencial en el punto x
que identificamos con la matriz asociada en la base canénica.
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