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Resumen

Se demuestra que los tnicos difeomorfismos C!—robustamente transitivos en superfi-
cies son los difeomorfismos de Anosov en T? y se presentan ejemplos de difeomorfismos

C'—robustamente transitivos no hiperbdlicos en dimensiones mayores.



Resumen

We prove that O —robustly transitive diffeomorphisms in a surface must be Anosov in T?
and we present examples of C!'—robustly transitive diffeomorphisms which are robustly

non hyperbolic in higher dimensions.
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Capitulo 1

Introduccion

Es un objetivo de los sistemas dinamicos describir el resultado de aplicar reitera-
damente una transformacion a un espacio de estados. En particular, dada la dificultad
que representa estudiar dindmicas especificas, en muchos casos se centra la atencién en
buscar propiedades satisfechas por conjuntos grandes de sistemas®.

Conjunto grande de sistemas hara referencia a un conjunto abierto de difeomorfismos

con la topologia C.

Definicién 1.0.1. La métrica C" en el espacio Dif f*(M) (s > r > 1) estd dada por
(asumiendo que M C R¥)

dr(f, 9) = méx{sup{d(f(z), 9(x))}, Sup{[| Dfe = Dell}, ., sup | D" fo = D' all}3

zeM

Se asumird durante el trabajo que el lector se encuentra familiarizado con las no-
ciones basicas de variedades y aplicaciones entre estas. En particular, que se conocen
propiedades de la topologia C! (especificamente, se hard uso de que Dif f'(M) es un
espacio de Baire, ver [Less|). Lo necesario para seguir el trabajo se encuentra en [Mil] o
[PdM].

Histéricamente, la dinamica hiperbdlica tuvo un gran éxito en cumplir estos objetivos,
describiendo casi completamente la dindamica de un conjunto importante de difeomor-
fismos (los difeomorfismos Axioma A sin ciclos forman un conjunto abierto para las

topologfas C" con r > 1).2

IPor una introduccién a los objetos de estudio, objetivos basicos y técnicas utilizadas en la teorfa de
sistemas dindmicos, ver [KH], [Rob] 6 [BDV].
2Para una exposicién introductoria completa de la dindmica hiperbdlica ver [Sh2] 6 [KH].



Sin embargo, los difeomorfismos hiperbélicos introducidos por Smale en [Sm2] pro-
baron no ser tantos como se pensaba, encontrandose en [AS]| conjuntos abiertos de di-
feomorfismos no hiperbdlicos?.

Para subsanar esto, se comenzaron a estudiar otros comportamientos, en particular
las bifurcaciones homoclinicas (ver [PT]) para intentar “llenar” el conjunto de difeomor-
fismos con dindmicas conocidas.

Otro mecanismo utilizado fue alivianar el concepto de hiperbolicidad mediante nuevas
propiedades como pueden ser la hiperbolicidad parcial y la descomposiciéon dominada.

Estos caminos se cruzaron, aportando al entendimiento del drea. En [PS1], Pujals
y Sambarino muestran, utilizando la descomposicion dominada, que las tangencias ho-
moclinicas (un tipo de bifurcacién homoclinica) son densas en el complemento C! de la
clausura de los difeomorfismos hiperbdlicos de superficies, logrando describir, mediante
dindmicas conocidas, la “mayoria” de los sistemas dindmicos (en superficies). También
se cruzan las metodologias en [BD] donde Bonatti y Diaz utilizan la hiperbolicidad par-
cial para construir conjuntos abiertos con ciclos heterodimensionales (el otro tipo de
bifurcacién homoclinica)?.

En este trabajo, se estudiardn conjuntos abiertos de difeomorfismos presentando una

fuerte propiedad de recurrencia, la transitividad.

Definicién 1.0.2. Un homeomorfismo f : M — M (donde M es un espacio topoldgico)

se dice transitivo si existe x € M tal que su orbita ({f™(x) : n € Z}) es densa en M.

La transitividad es una propiedad puramente topoldgica, pero el pedir algo tan senci-
llo como puede ser tener una érbita densa, tiene consecuencias bastante impresionantes.
Un teorema que muestra posibles equivalencias es el siguiente (si bien es muy sencillo se

usard varias veces durante el trabajo).

Teorema 1.0.1. Sea f un homeomorfismo de un espacio topologico M con base nume-

rable (por ejemplo un espacio métrico compacto). Entonces, son equivalentes:
1. YU,V abiertos, existe n tal que f*(U)NV # 0.
2. Emiste un residual ‘R tal que para todo x € R la orbita de x es densa.

3. FEmiste x € M tal que la orbita de x es densa.

3Es todavia una pregunta abierta determinar si con la topologia C! los difeomorfismos hiperbélicos
constituyen un conjunto abierto y denso dentro de los difeomorfismos de superficies. En otras topologias

y otras dimensiones se conoce que es falso.
4Es recomendable la lectura de [PS3], [D] y [BDV] como introduccién a estos resultados.
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DEMOSTRACION. 2. = 3. es trivial. 3.= 1. es sencillo pues si se considera n de forma
tal que f"(z) € U y m tal que f(x) € V entonces f™(z) € fm"(U)NV.

Para ver 1. = 2., sea {B,} una base de la topologia de M y sean los conjuntos
abiertos A, = {x € M : 3m tal que f™(x) € B, }, que ademéds son densos por .. Ahora

si se considera R = (1), A, se obtiene la conclusién buscada.

O

Una propiedad robusta es una propiedad que se cumple en un conjunto abierto de
difeomorfismos. Un ejemplo importante de esto, es la estabilidad estructural (i.e. f es C"-
estructuralmente estable si existe un entorno C” de f de forma tal que todo difeomorfismo
en ese entorno es conjugado a f, es decir, posee las mismas propiedades dindmicas a
menos de un cambio de coordenadas topolégico®).

Se ha estudiado mucho como propiedades topoldgicas robustas caracterizan la dinami-
ca de la aplicacién tangente. Por ejemplo, en [M4] se prueba que los C'-estructuralmente
estables son hiperbdlicos.

En este trabajo, se estudiaran los difeomorfismos C'-robustamente transitivos. En
particular, se presentard una demostracion de un resultado de Mane en [M2]| que asegura
que los difeomorfismo C'-robustamente transitivos en superficies son Anosov (global-

mente hiperbdlicos).

Definicién 1.0.3. Un difeomorfismo f es C"-robustamente transitivo si y solo si existe
un entorno U(f) de f en la topologia C" de forma tal que si g € U(f) entonces g es

transitivo.

En general no se estudian propiedades CY robustas pues es sencillo observar como
mediante perturbaciones C° pequefias se pueden obtener comportamientos patolégicos
(por ejemplo, si M es compacta, todo homeomorfismo se puede perturbar C° para que
tenga un abierto de puntos periédicos del mismo perfodo y también perturbar C° para
no tenerlo).

Estamos en condiciones de enunciar el resultado principal de este trabajo.

Teorema 1.0.2. Sea f : M — M un difeomorfismo C*-robustamente transitivo y M una
superficie compacta, coneza, orientable® y sin borde. Entonces, f es un difeomorfismo de

Anosov en el toro T2.

5Como el cambio de coordenadas es topoldgico, no necesariamente se preservan por conjugacion las

propiedades dindamicas de la aplicaciéon tangente.
5No es necesario que sea orientable, eso se comentard en la Seccién 3.7



El reciproco de este Teorema también se cumple, pues los difeomorfismos de Anosov
son estructuralmente estables y en superficies se sabe son transitivos. Esto es gracias a
un resultado de Franks en [F1].

Este resultado es consecuencia directa de un teorema probado por Mane en [M2], sin
embargo, la prueba que se presentara es mas directa y fue sugerida por Martin Sambarino.

Para completar el trabajo, se mostrara la importancia de trabajar en superficies,
introduciendo ejemplos de difeomorfismos robustamente transitivos y al mismo tiempo

robustamente no hiperbdlicos.

Teorema 1.0.3. Existen difeomorfismos C*-robustamente transitivos y C*-robustamente

no hiperbélicos en variedades de dimensiones mayores o iguales a 3.

Estos ejemplos son debidos a Mane [M1] y a Shub [Sh1].

Para probar que estos ejemplos cumplen efectivamente con las propiedades deseadas,
no se hara uso de las técnicas aplicadas originalmente por Mane y Shub sino que se
recurrird a un resultado de Pujals y Sambarino ([PS4]) que permite asegurar la transiti-
vidad robusta.

No se estudiard el caso (ain abierto) de verificar estos resultados con otras topologias
(en particular la topologia C?) aunque se hard mencién a posibles dificultades, marcando
los argumentos que fallan en ese contexto.

La técnica utilizada empieza por encontrar descomposicion dominada en la clausura
de los puntos periédicos (siguiendo las ideas de [M2] y haciendo uso continuo del Lema
de Franks [F2]) y luego extendiéndola a toda la variedad mediante una técnica tomada
de [PS2] y el Closing Lemma de Pugh [Pu].

Una vez alcanzado este objetivo, la demostracion se alejara de la prueba de [M2],
siguiendo ideas de [PS1] (simplificadas pues se cuenta con mas hipétesis) para probar
que se tiene variedades estables e inestables invariantes. Esto darda puntos periédicos
densos y permitird concluir la hiperbolicidad del difeomorfismo 7.

Es importante remarcar que las herramientas utilizadas son caracteristicas de la to-
pologia C'. En particular, el Closing Lemma es un problema abierto en la topologia
C? y el Lema de Franks es falso en la topologia C? (ver [PS5]). Vale la pena aclarar
también que la dificultad se encuentra en encontrar la descomposicién dominada en la
superficie ya que resultados de [PS5]| permitirian concluir la hiperbolicidad a partir de

la descomposicion dominada teniendo en cuenta la transitividad robusta.

"Esto no es tan directo pues hay que encontrar puntos periédicos que satisfagan ciertas propieda-
des de sombreado asi traspasan sus propiedades hiperbdlicas al resto de las orbitas, contradiciendo

consecuencias del Lema de Franks.



En dimensiones mayores es cierto, que los difeomorfismos robustamente transitivos
admiten descomposicién dominada (ver [BDP]), sin embargo, esto no permite encontrar
una descomposicion hiperbélica como en el caso de las superficies. De hecho, se presen-
taran ejemplos de difeomorfismos robustamente transitivos donde si bien se cuenta con
hiperbolicidad parcial (més fuerte que la descomposicién dominada), seran robustamen-
te no hiperbdlicos. Sin embargo, se encuentra atn abierto el problema de encontrar una
caracterizacion necesaria y suficiente de la transitividad robusta en dimensiones mayores.

El mecanismo que se empleara para impedir la hiperbolicidad sera el de obtener pun-
tos periédicos hiperbdlicos de distinto indice en la misma pieza transitiva (en nuestro
caso toda la variedad). Para probar que estos ejemplos (producto cruzado [Shl] y deri-
vado de Anosov [M1]) son robustamente transitivos, se utilizara una condicién suficiente
propuesta en [PS4] que exige algo de hiperbolicidad en la direccién central.

El trabajo se organiza de la siguiente forma: en el capitulo 2 se introduciran los pre-
requisitos para comprender las pruebas de los teoremas mencionados, en particular, se
estudiard (de forma no-autocontenida) la dindmica a partir del conocimiento de propie-
dades de su derivada (estudiando hiperbolicidad y descomposicién dominada).

En el capitulo 3 se probara que los difeomorfismos robustamente transitivos en su-
perficies son Anosov en el toro T2

Por 1ltimo, en el capitulo 4, se introducira la nocién de foliacién minimal y se buscaréan
condiciones para que las foliaciones sean robustamente minimales. Esa herramienta se
empleard para probar que los ejemplos de Shub y de Mane son robustamente transitivos
(de hecho se probara que sus foliaciones son robustamente minimales) a pesar de ser
robustamente no hiperbdlicos.

En el Apéndice, se podran encontrar las pruebas de algunos resultados clasicos que se

ha considerado desviarian la atencién de la idea de la demostraciéon del teorema principal.



Capitulo 2

Dinamica en el tangente

2.1. Introduccion

En este capitulo daremos una breve introduccién a las formas conocidas de obtener
informacion de la dindamica de un difeomorfismo a partir del conocimiento de propiedades
de su aplicacion tangente. Dado que no es el objetivo de este trabajo profundizar en este
tema, la presentacion no contendrd todas las pruebas de los resultados enunciados y nos
referiremos a [KH], [Sh2] y [BS] para pruebas de resultados referidos a la hiperbolicidad y
a [BDV] y [PS3] para el resto. Ademés de estos, la exposicién de la parte de hiperbolicidad
estd basada en [S1] y [S2].

2.2. Hiperbolicidad Local

Definicién 2.2.1. Dado f : M — M un difeomorfismo y p tal que f(p) = p, se dice
que es un punto fijo hiperbolico sii Df, : T,M — T,M es una transformacién lineal

hiperbdélica, es decir, no tiene valores propios de modulo uno.

Un teorema muy importante que se enunciara a continuacién afirma que cuando un
difeomorfismo tiene un punto fijo hiperbélico, la dindmica en un entorno es relativamente
simple y conocida. El teorema lo que afirma es que existe una conjugacién local entre la

funcién y su diferencial (ver figura 2.1).

Teorema 2.2.1 (Hartman). Sea f : M — M difeomorfismo y p un punto fijo hiperbdli-
co entonces, AU entorno de p, V entorno del 0 en T,M y h : U — V homeomorfismo tal

que ho f = Df,oh. Es decir, f es localmente conjugado a su parte lineal.



ESB0ZO DE DEMOSTRACION.
Para demostrar el teorema, dado que la afirmacion es local, se puede suponer que
M =R"y p=0. La idea entonces es ver que f(z) = Az + ¢(x) es localmente conjugada
a A (donde A = Dfy) y donde ¢ es una funcién C* con derivada nula en 0. La demos-
tracion de eso es sencilla pero se basa en la estabilidad estructural de los mapas lineales
que asegura que si una transformacién lineal A es hiperbdlica y una funcién cercana G
(en el sentido de que sup{|G(x) — Ax|} < 00) es tal que G — A tiene constante de Lip-
chitz suficientemente pequena entonces son conjugadas. En vista de ese resultado es facil
encontrar la conjugacion local entre f y A considerando G(z) = Ax + p(x)¢(z) donde p
es una funcién “chichén” adecuada para entrar en las hipotesis del teorema mencionado
(ver [S1]).
O

f Df

a h C )
“(p) L

Figura 2.1: Teorema de Hartman

Proposicién 2.2.2 (Norma Adaptada para transformaciones lineales). Si A :
RY — RY es una transformacion lineal hiperbdlica, entonces existe una norma en RY
<avy||[A g < a (Donde RN = E* @& E* es

la descomposicion en los subespacios propios asociados a los valores propios de maodulo

y un niumero a € (0,1) tal que ||A

ES

menor y mayor que uno respectivamente).

Observacion 2.2.1. Es sencillo ver que existen constantes C' > 0y A € (0,1) de forma
que se cumple que:
| A" vg|| < CA™||vs]| Yo, € B*, n>0



A0, || < CA"|vu]| Voo € B n >0
%

DEMOSTRACION DE LA PROPOSICION 2.2.2. Primero se puede suponer que RY = E*
y se cumple entonces que para todo v € RY se tiene ||[A™v| < CA"||v|| si n > 0. Si se

considera ng de forma tal que CA™ < 1 y la siguiente norma:

no—1

lolls = 1A%l
i=0

Se verifica inmediatamente que esta norma cumple lo deseado. Luego, considerando

una norma analoga en E* y tomando como norma

lv]]1 = méx{||vs||s, [|vulle} donde v = v+ v,

se llega a lo deseado.
O

Observacion 2.2.2. También se podria haber considerado la suma de las dos normas en

vez del maximo entre ambas.

Variedades Invariantes

Definicién 2.2.2. El conjunto estable local de un punto fijo p es

W5(p) ={z € B(p,B) : f"(x) € B(p,$) ¥n >0}

El conjunto estable de un punto fijo p es

Wo(p) ={zeM : f"(x) = p n— +o0}
Analogamente se definen los conjuntos inestables W (p, f) = Wi(p, f~1) y W*(p, f) =
Wep, f71).

Observacion 2.2.3. A partir del Teorema de Hartman (Teorema 2.2.1) se observa que
los conjuntos estables e inestables locales son variedades topoldgicas inmersas y se ve

también que

wep)=J i) vy W) = wip)

n>0 n>0
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La comprensién global de estos conjuntos es esencial para el estudio de la dinamica.
En el caso de los puntos periddicos hiperbdlicos se tiene una descripciéon bastante com-
pleta de estos conjuntos en vista del siguiente teorema, cuya demostracion completa se
puede encontrar tanto en [Sh2] o [HPS](esas demostraciones no siguen la misma idea que

esbozaremos, sacada de [S2]).

Teorema 2.2.3 (Variedad Estable). Sea f : M — M un difeomorfismo de clase C”
y p un punto fijo hiperbélico. T,M = E°* @ E" la descomposicion del espacio tangente
segun los valores propios de modulo mayor o menor que uno. Entonces, 33 > 0 tal que
Wg(p) es una subvariedad encajada de clase C™ en M que cumple que TpWﬁS(p) = F°
y W5(p) C W*(p). Ademds, si f, g [ entonces W5(pn, fn) — Wi(p, f) uniformemente

C" en compactos.

EsBOzZO DE DEMOSTRACION. Por tratarse de un teorema local se puede suponer que
se tiene f : R" — R"™ con f(0) = 0 y llamando A = DFj se obtiene que f = A + ¢
(donde ¢(0) = 0 yD¢y = 0). Utilizando la norma adaptada de la Proposicién 2.2.2, se
considera un ¢ de forma tal que ™' —e >1>a+¢ey > 0 tal que si ||z] < 3 valga
que [6(z) | < elle] ¥ 1 De. | < e.

La idea es definir la variedad estable como un grafico de una funciéon de F* en E* y
luego ver que es una funcion diferenciable y que su derivada se anula en 0. Para eso, se

definen los conos estables e inestables de la siguiente forma:

O = {(vs,va) oyl 2 Ilous 1}

Es sencillo ver que estos conos son invariantes por el diferencial de f (el cono estable
para el pasado y el inestable al futuro).

Se define también lo que se le llamara variedades casi verticales (ver figura 2.2) como
variedades de igual dimensién que E" en B(0,3) que cumplan que su tangente en todo
punto esté contenido en el cono inestable. No es dificil ver que al iterar al futuro estas
variedades por f e intersectar con B(0,(3) se obtiene nuevamente una variedad casi
vertical. Es asi que se prueba que Wg(()) es el grafico de una funcién pues para todo
punto = € E* se considera la variedad casi vertical z + B*(0, 3) (el supraindice u indica
que es una bola en E*), al iterarla hacia el futuro se ve que sélo un punto de ella puede
permanecer en B(0, 3) en todos los iterados y de esa forma se define la funcién buscada.

Para testear la diferenciabilidad se observa primero que la funcién tiene que ser

Lipchitz y luego se buscan candidatos a espacio tangente iterando hacia atréas los conos
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estables de las imdgenes de un punto de W;(0) e intersectandolos todos. Por argumentos
de contraccién exponencial en la interseccién se corrobora que son subespacios y para
ver que son el tangente a la variedad se trabaja por absurdo asumiendo que no lo son y

contradiciendo que la funcién sea Lipchitz.
O

e f(W)
Bo-aH

NIl

\

Figura 2.2: Variedades casi verticales

Observacion 2.2.4. Las observaciones hechas anteriormente valen ahora en un contexto
diferenciable concluyendo que tanto W#(p) y W*(p) son variedades inmersas en M (en
particular se puede observar que no pueden tener autointersecciones, aunque si pueden
tener intersecciones entre ellas, lo que conduce a comportamientos muy ricos que estaran

muy presentes en nuestro estudio)

¢

Otro teorema clasico y de gran importancia es el A-lemma o lema de Inclinacién (ver
[PAM]) que permite comprender el comportamiento local de los puntos fijos hiperbélicos
a partir de sus variedades invariantes. Tampoco se presentard una demostracion formal

del teorema y se sugiere al lector leer [PAM] por més detalles.

Teorema 2.2.4 (A-Lemma). Sea f : M — M wun difeomorfismo, p un punto fijo
hiperbdlico y D* un disco compacto en W*(p) cualquiera. Sea D una variedad de igual
dimension que W*(p) tal que D N W?*(p) # 0 y la interseccion es transversal. Entonces
Ve > 0 existe un ng tal que ¥Yn > ng existe D, C D tal que f*(D,) estd e — C' cerca de
D,

EsB0OzO DE DEMOSTRACION. La clave de la demostracién consiste en que puede ser
hecha localmente pues al valer que W* = J, -, f"(Wj) se puede pedir que la variedad

12



Figura 2.3: A— Lemma.

se acerque a f~"(D") un cierto valor £; de forma tal que al iterar luego n; veces hacia
adelante este € cerca de D". Al mismo tiempo, dado que el diferencial de f es siempre
un isomorfismo, la intersecciéon de los iterados de D por f seguird siendo transversal y
cada vez mas cercana a p. Dado que localmente se tiene una norma adaptada y se sabe
que iterando hacia al futuro todo se hace cada vez mas “vertical”, se sabe también que
en algin momento, un iterado de D sera lo que se le llamé anteriormente una variedad

casi vertical. A partir de ahi, por lo menos parece bastante intuitivo el resultado final.
O

Vale observar que todo lo expuesto para puntos fijos hiperbdlicos vale también para

puntos periédicos.

Definicién 2.2.3. Un punto p es periddico hiperbdlico para f si existe k € N tal que
p es fijo hiperbdlico para f*. Le definimos sus variedades estables e inestables como las

variedades estables de p para f*

Se desprende de la definicién que valen todos los teoremas enunciados cambiando

puntos fijos por periédicos y las demostraciones son analogas.

2.3. Conjuntos Hiperbdlicos

La idea de punto periddico hiperbdlico, se extiende a lo que se le llamara conjuntos

hiperbdélico.

13



2.3.1. Definiciones

Definicién 2.3.1. Sea f : M — M difeomorfismo C” con M variedad riemanniana y
A C M f—invariante. Se dird que es hiperbolico para f si es posible escribir TAM =
E° @ E* donde E?, E* son dos subfibrados D f invariantes y existen C' >0y 0 < A < 1
tal que Vn > 0

Es

I1Df"

<CXN' y || Dfee|| < ON"

Observacion 2.3.1. Dado que todas las normas de R" son equivalentes y la variedad es
compacta se ve que ser hiperbélico no depende de la métrica de la variedad, de hecho lo
unico que modifica un cambio de métrica es la constante C. Se probara que existe una

métrica para la cual C'= 1 (posiblemente cambiando el valor de \).

Observacion 2.3.2. Si se tiene O(p) = {p, f(p),..., /" '(p)} una drbita periddica hi-
perbdlica, el conjunto O(p) es un conjunto hiperbélico y la descomposicién es la misma
que como punto periddico hiperbdlico. Mas aun, dado que la descomposicion es tnica
por estar caracterizada por el decrecimiento exponencial de sus vectores tangentes, si en
un conjunto hiperbdlico hay un punto periédico, entonces este debe ser hiperbdlico y su

descomposicion coincidir con la del conjunto.

Un resultado importante que sera utilizado a lo largo del trabajo permite caracte-
rizar el decrecimiento exponencial por medio de una propiedad mas débil pero que en
algunos momentos resulta ser lo ideal para contradecir la hiperbolicidad (u otras formas

de decrecimiento exponencial por el absurdo).

Proposicion 2.3.1. Sea A un conjunto compacto invariante cuyo tangente se descom-
pone como IT\M = E® F con E, F subfibrados invariantes por Df y ademds se cumple
que Im € Z* tal que Vo € A 30 < ky(z) < m tal que | Df* ||| < 3 y 30 < ko(z) <m

tal que || Df~%|p)|| < 3 entonces A es hiperbdlico. Ademds, vale el reciproco.

DEMOSTRACION. El reciproco vale trivialmente (basta elegir m de forma tal que CA™ <
1),

La prueba es sencilla. Se desea probar que D f contrae exponencialmente en el subfi-
brado E (el caso de F' es andlogo).

La clave de la demostracién es observar que

n n— 1 n—
IDf" e | < IDFH eI DF"F er@nll < SIDFFlegr@l
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donde 0 < k(x) < m. Entonces, para un n cualquiera, si n — k(z) > m se puede aplicar
el mismo procedimiento para f* %) Esto se puede realizar al menos [%] (parte entera

de n/m) veces concluyendo que

n

D71l < (5) 127 s
conleZtyn—1<m.

Y con la siguiente cota

ID " p(pn1apll < max{[IDFIE()] « y€ A; 0<i<m}=Co
se tiene la siguiente acotacién

n

1 m
1D F o | < Co (5) <O

3=

donde A\ = (%)
O

Observacion 2.3.3. Lo interesante de esta proposicién es que ahora, suponer que un
conjunto con dos subfibrados invariantes no es hiperbdlico es equivalente a decir que

Vm € Z* existe un punto z,, € A de forma tal que

I Df*| Bl > 3 VO<i<m

y | ,
I Df ™" Pl = 5 YO <i<m

Si A es compacto, se puede considerar x de acumulacién de x,, para el cual valdra

Vn >0

DN | —

1D f" | p@ |l =

En particular, se prob¢ el siguiente Lema que serd de utilidad en el trabajo.

Lema 2.3.2. Si un subfibrado invariante E no es hiperbdlico en un conjunto compacto,

entonces dx de forma tal que

Vn >0

N —

IDf" Bl >

15



2.3.2. Propiedades Basicas de los conjuntos hiperbdlicos.

Proposicion 2.3.3. £ y EY dependen continuamente de x y su dimension es localmente

constante.

DEMOSTRACION. Podemos suponer que M C RY donde tenemos una nocién clara de

convergencia de subespacios. Sea x, — x en M y {w§"), e ,w,g:)} base ortonormal de
E; .

Tomando subsucesiones, podemos suponer tanto que k, = k constante y que wgn) —
w; C T, M. Es sencillo verificar que {wy,...,w;} es un conjunto ortonormal contenido

en E? (basta verificar, intercambiando limites, que los vectores w; decrecen exponencial-
mente en norma por D f™").

Para ver que E? estd generado por esos vectores, basta tomar bases ortonormales de
E de forma que complementen a {w%n), o ,w,in)}. Con los mismos argumentos (vol-
viendo a tomar subsucesiones si es necesario) se llega a que esos vectores convergen a

vectores de Y y por un argumento dimensional se concluye la tesis.
O

Definicién 2.3.2. Dado un punto periédico hiperbédlico p, se dice que tiene indice k si

k = dim(E}). Al conjunto de puntos periédicos de indice j de f se le denotard Per;(f)

Observacion 2.3.4. De la proposicién juntamente con la observacion 2.3.2 se deduce que
si A es un compacto transitivo y hay dos puntos peridédicos hiperbdlicos en A de diferente
indice entonces A no puede ser un conjunto hiperbdlico. Esto se debe a que la descom-
posicion debe coincidir con la descomposicién como punto peridédico, pero la dimension
de los subfibrados es localmente constante (y como los subfibrados son invariantes y el

conjunto transitivo, deben coincidir las dimensiones en ambos puntos periédicos).

¢

Observacion 2.3.5. La proposicién anterior permite afirmar que si A es hiperbélico en-
tonces A también lo serd considerando su descomposiciéon de forma obvia. En general se

consideraran conjuntos hiperbdlicos compactos.

Proposicion 2.3.4. Existe una métrica donde se puede elegir C' = 1.

DEMOSTRACION. La demostracién es muy parecida a la ya vista para el caso lineal en
la proposicién 2.2.2. Se considera ng tal que CA™ < 1 y consideremos la métrica en E*

dada por
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no—1

<va>1 - Z(Df;U’Df;w>

n=0

Luego, haciendo lo mismo para E* y tomando la suma tenemos una métrica que cum-
ple lo deseado. Se observa que esta métrica hace que £ L EY Vx € A pero es solamente
continua pues los fibrados varian continuamente y no necesariamente C” . Tomando una
métrica C™° cerca de esta se seguird cumpliendo la tesis pero no necesariamente los su-
bespacios invariantes sean perpendiculares (aunque si van a encontrarse suficientemente
“separados”).

0

La definicién que se introdujo de conjunto hiperbdlico es en muchos casos dificil de
verificar, algunas definiciones que se introduciran a continuaciéon van a permitir caracteri-
zar los conjuntos hiperbdlicos de una forma en algunos casos mas sencilla. En particular,

van a permitir verificar su robustez en la topologia C*.

Definicién 2.3.3. C' € T,M es un cono si 4B, : T,M — R forma cuadratica no
degenerada tal que C'= {0} U{v : sg(B,(v)) = constante}. Le llamamos dimensién del
cono a la dimensién de el mayor subespacio contenido en C.

Se tiene la siguiente equivalencia para conjuntos hiperbélicos:

Teorema 2.3.5. Sea f : M — M difeomorfismo C* y A C M compacto e invariante

entonces son equivalentes:
1) A es hiperbdlico.
2) Yx € A existen conos C5,C¥ y existen constantes ng > 0 y p > 1 tal que:
(1) Df7°(CF) C Chagry y Df"(CF) C Chongay
(i) [IDfzovll > pllvll sive Oy [IDfm] > pllo]| sive 5.

(11i) Las dimensiones de los conos son complementarias (suman la dimension de

M ) y son constantes en las trayectorias.
Este teorema permite demostrar algunas propiedades de los conjuntos hiperbdlicos:

Corolario 2.3.6. Sea A compacto e hiperbdlico para f : M — M difeomorfismo C*
entonces, exviste U abierto entorno de A y U(f) entorno C' de f tal que si K C U

compacto invariante para g € U entonces K es hiperbolico para g.

17



Definicién 2.3.4. f € Dif fY(M) es un difeomorfismo de Anosov si M es un conjunto
hiperbdlico para f.

A partir del Teorema anterior, resultados que seran mencionados y resultados de

Franks en [F1] se cumple el siguiente Teorema que serd utilizado en el trabajo.

Teorema 2.3.7. f es Anosov =

1. Existe un abierto U(f) donde todo difeomorfismo es de Anosov
2. [ es estructuralmente estable

3. En T? es transitivo.

Otra consecuencia del teorema 2.3.5 es la expansividad del difeomorfismo en los con-
juntos hiperbdlicos, pero para eso es necesario trabajar un poco mas, utilizando funciones
de Lyapunov. La expansividad también puede ser vista como consecuencia del Teorema
de la variedad estable como se vera més adelante.

Para completar la introduccion a la teoria hiperbdlica se enunciaran un par de teore-

mas importantes en la teoria (ver [Sh2] o [KH]).

Definiciéon 2.3.5. La variedad estable local de un punto x es

Wiz) ={y e M : d(f"(x), ["(y)) < B Vn = 0}

La variedad estable de un punto x es

We(x)={ye M : d(f*(z), f*(y)) — 0 con n — +oo}

Andlogamente se definen las variedades inestables W (p, f) = Wj(p, fHywu(p, f) =
We(p, f71).

Vale observar la simetria en las definiciones que implica que si z € Wj (y) =y €

Wi(z) y que y € W (z) = W*(z) = W*(y).

Teorema 2.3.8 (Variedad Estable). Sea f : M — M un difeomorfismo de clase C" y
A un conjunto hiperbolico. Tx\M = E° ® E* la descomposicion hiperbolica del tangente.
Entonces, 36 > 0 tal que Vx € A Wg(a:) es una subvariedad encajada de clase C" en
M que cumple que T,Wj(x) = E; y W5(x) C W*(p). Ademds, estas variedades varian

continuamente en subconjuntos compactos al variar f y x.
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Las variedades varian continuamente, en caso que W NW* C A, Vx,y € A se dird que
el conjunto presenta estructura de producto local (esté claro que con € pequeno, si existe
el corte, es en a lo sumo un punto). En el caso Anosov, estas variedades definen foliaciones
estables e inestables F° y F".

Corolario 2.3.9. Sea A un conjunto hiperbolico cerrado e invariante para un difeomor-

fismo f: M — M. Entonces, f es expansivo en A.

DEMOSTRACION. Sea ¢ de forma tal que si se cortan variedades estables e inestables de
tamarfio € lo hacen en a lo sumo un punto, si sup,, d(f™(z), f*(y)) < € entonces x € W?(y)
y x € W¥(y) y por lo tanto x = y.

O

La hiperbolicidad tiene una propiedad muy importante de sombreado (Shadowing
Lemma) que enunciaremos a continuacién. Esta permite entre otras cosas probar la
densidad de los puntos periédicos en un conjunto hiperbélico (con algunas propiedades)
y ademads es pieza clave para encontrar conjugaciones para difeomorfismos cercanos (y

probar la estabilidad estructural).

Proposicién 2.3.10 (Shadowing Lemma). Sea A un conjunto hiperbélico cerrado
para f: M — M difeomorfismo C”. Si A tiene estructura de producto local entonces para
todo 3 > 0 eziste a > 0 de forma tal de que toda a—pseudo orbita (d(z,41, f(x,)) < )
es f—sombreada por una orbita de A (es decir que existe y € A tal que d(f™(y), x,) < ().

Un teorema muy importante de esta teoria (de la hiperbolicidad uniforme) es el que
sigue y da propiedades de los difeomorfismos que satisfacen el Axioma A (nombre que
viene del articulo de Smale [Sm2]). Este teorema es de gran importancia pues muestra
como en presencia de hiperbolicidad la dinamica se descompone en piezas basicas que
contienen a todos los puntos con formas de recurrencia y permite reducir el estudio de
la dindmica al estudio de estos conjuntos. En [Sh2] se estudian generalizaciones de esta
descomposicion a difeomorfismos u homeomorfismos mas generales pero no se obtienen

resultados tan completos como éste.

Definicién 2.3.6. Un difeomorfismo f : M — M es Axioma A si cumple que Per f =
Q(f) y Q(f) es un conjunto hiperbdlico’

'Recordar que Q(f) es el conjunto de los puntos no errantes de f, es decir,

Q(f) = {z € X : VYU entorno de x 3n tal que f™(U)NU # 0}
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Observacion 2.3.6. Esta claro, que gracias al Shadowing Lemma, si se tiene un conjunto
hiperbdlico con estructura de producto local también se cumple que el conjunto recurrente

por cadenas R(f) (son los puntos tales que para todo £ > 0 existe una e-pseudoorbita, o

también llamada e-cadena, de x a ) también cumple Per(f) = R(f). Esto resulta mas

general pues en general se puede dar que las inclusiones Per(f) C Q(f) C R(f) sean
estrictas (ver [Sh2]).
¢

Teorema 2.3.11 (Descomposiciéon Espectral). Si f es Azioma A entonces se puede
descomponer Q(f) = Ay U ... U Ay donde los A; son disjuntos invariantes compactos
y transitivos. Ademds, cada Aj = A;; U ... U Ay, donde los A, son disjuntos y ciclicos
(f(A;,) = Aj,,, porlo tanto, invariantes por 1)y ademds, f* es topoldgicamente mizing®

en Aj,.

EsB0z0O DE DEMOSTRACION. La idea es considerar la siguiente relacién de equivalencia
en los puntos periédicos: p; ~ py si We(p1) W4 (pe) # 0y Wo(py) h W¥(py) # 0.
Llamemos X; a las clases de equivalencia y H; a sus clausuras. No es dificil probar que
los conjuntos H; son finitos y disjuntos. Luego, utilizando el A-lemma se pueden probar

el resto de las afirmaciones (ver [Sh2]).
U

Los difeomorfismos Axioma A no sélo son importantes por cumplir este teorema que
da importante informacién sobre la dindmica y sobre que conjuntos se han de estudiar.
Ademés, suméndoles algunas hipétesis son los tinicos difeomorfismos C! estructuralmente
estables (ver [M4]), es decir, si los perturbamos en la topologia C'' se mantienen conju-
gados (iguales a menos de un cambio de coordenadas). Un ejemplo de difeomorfismos
Axioma A (y estructuralmente estables) son los difeomorfismos de Anosov (donde toda

la variedad es un conjunto hiperbdlico).

2.4. Alternativas a la hiperbolicidad

La hiperbolicidad permite tener una descripcion de la dindmica de un difeomorfismo a
partir del estudio de su derivada. Se vio como para un punto periddico, la hiperbolicidad

brinda mucha informacién acerca del comportamiento de la dindmica localmente, esto

2Un homeomorfismo es topoldgicamente mizing si para todos U y V abiertos, existe ng tal que para
todo n > ng se cumple que f*(U) NV # 0.
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a partir del teorema de Hartman (2.2.1). Cuando un difeomorfismo es hiperbdlico, se
tiene una informacion de su dinamica mucho mas rica y global y esto se debe a que a
la informacién que se tenia de los puntos periddicos, se le agrega una descripcién clara
de que puntos se acompanaran tanto en el presente como en el futuro teniendo una
comprension importante de las variedades invariantes (ver teorema 2.3.8).

Hay dindamicas hiperbdlicas de estudio sencillo, ese es el caso de los difeomorfismos de
Morse-Smale, en los cuales el conjunto no errante es finito (por lo cual la hiperbolicidad
no resulta muy exigente) y por lo tanto la dindmica queda (esencialmente) dada por el
comportamiento local en los puntos periddicos (el no errante) y por el conocimiento que
todos los puntos errantes morirdan eventualmente en alguna 6rbita periddica.

Sin embargo, la hiperbolicidad resulta ser un requerimiento muy exigente cuando el
conjunto no errante es mayor, de hecho, existen conjuntos abiertos de difeomorfismos en
los cuales no hay hiperbolicidad (ver [AS], también se presentaran ejemplos en el capitulo
4). Un impedimento de la hiperbolicidad (que es el que se tratara en este trabajo) es la
existencia de puntos periddicos con diferente indice en las mismas “piezas” (entendiendo
piezas como conjuntos dindmicamente conectados). Ese fenmeno, impide la eleccién de

fibrados estables e inestables en el tangente como fue explicado en la Observacion 2.3.4.

2.4.1. Descomposicion Dominada

Se pretende en esta seccién introducir el concepto de descomposicion dominada y mos-
trar algunas de sus propiedades bésicas mas interesantes, en particular comparandolas
con las propiedades ya conocidas para conjuntos hiperbdlicos. La exposicion esta funda-
mentalmente basada en [BDV] y [PS3].

De todas las generalizaciones (desde el punto de vista de estudiar la dindmica de un
difeomorfismo a partir de su aplicacién tangente) de la hiperbolicidad esta resulta ser la
mas general. La descomposicién dominada, esencialmente pide que el fibrado tangente se
pueda dividir en subfibrados invariantes por la derivada del difeomorfismo para los cuales

se cumpla una condicién de “dominaciéon” que se expresara en la siguiente definicién.

Definicién 2.4.1. Sea f : M — M difeomorfismo C' y A C M un subconjunto invarian-
te. Se dice que una descomposicién de TAM = E @ F es una descomposicion dominada
sii es D f invariante, las dimensiones de los fibrados son constantes® y ademds se cumple

que existe un valor n > 0 de forma tal que

3Esta no es la definicién méas general, ver [BDV].
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Observacion 2.4.1. La definiciéon es equivalente a pedir que exista n tal que Vs € E'y

u € F' de norma 1 se cumpla que:
D) 1
Dl 2
Ademas, teniendo en cuenta que si se toma s y u de forma tal que ||Df"s|| =

|Df~"u|| = 1 tenemos que

sl _ IDf"Df"s| 1
lul = IDFDful] = 2

por lo tanto es también equivalente a que para todos ||s|| = ||u|| = 1 se cumpla que
Df™" 1
D"l 1
IDf=sll 2

¢

A partir de esta observacién, se probara la unicidad de la descomposicién dominada

fijada la dimension de esta.

Proposicion 2.4.1. Si T\M = E & F descomposicion dominada con dimE = k. En-
tonces,
s € E < fijados k + 1 vectores l.i. existe uno de ellos w de forma tal que existe ng
que cumple que sin > ng
IDf"s|

1
- < —
D frwl 2

Es importante notar como esta Proposicién caracteriza el subespacio E (andlogamen-

te F hacia el pasado) dado que indica como el subespacio F es el de los vectores que

crecen mas lento que los que no se encuentran en F.

DEMOSTRACION. (=) fijados k + 1 vectores [.i. tiene que existir por lo menos 1, que se
le llamard w de forma tal que w = wg +wp v wr # 0. Por la descomposicién dominada,

para todo £ > 0 existe ng(¢) de forma tal que si n > ny vale que

IDf"s|
1D frwe|

Al mismo tiempo, para existe un valor de mg de forma tal que si m > my

<€
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|Dfmwg|| 1 1
< — = || Df"w|| > =||DfM"w
pues || Df"w|| > ||| Df"wr||—||Df"wg|||. Considerando entonces, kg = méax{mg,no(1/4)}

se cumple que

D fo D fFo 1 1
I QSHS I {3”32_:_
|Dfrow|| = | Dffowpl] = 4 2
(<) Supongamos s ¢ F entonces s = sg+sg con sg # 0. Por lo tanto, si {eq,...,ex}
es una base de F, entonces {eq, ..., ek, s} serd un conjunto [.i.. Pero por la cuenta reali-

zada en el directo se observa facilmente que esto es un absurdo pues

Dn
w22 Vn > n;
|Dfrei]

y ademas,
|Df"s||
— =1 Vn >0
D fs]|

O

También es interesante el siguiente Lema, que si bien no sera utilizado, su reciproco

jugara un rol fundamental en la prueba del Teorema 1.0.2.

Lema 2.4.2. St TA\M = E ® F es una descomposicion dominada, entonces, el angulo

entre E y F' estd uniformemente lejos de 0.

DEMOSTRACION. Basta probar que si s € E, u € F de norma 1 se cumple que ||s — ul|
estd acotado lejos de 0 (observar que el seno del dngulo entre E y F esta dado por
s — ull/2).

Si por absurdo se supone que no es cierto, existiran s,, € E(x,) y u, € F(z,) de
norma 1y de forma tal que ||s,, — u,| — 0.

Como la derivada de f se encuentra acotada (M es una variedad compacta), se tiene

que para todo m > 0 existe £(m) > 0 de forma tal que si ||[v — w]|| < ¢ entonces

1 |DfA )]
2 < 1D (w)|

lo cual contradice la dominacién pues dado [ > 0 podemos encontrar s, € E(z,) y

<2 VO<E<m

u, € F(x,) de norma 1 de forma tal que ||s,, — u,|| < (1) y por lo tanto
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2 [Df(un)ll
contradiciendo la dominacién.

O

Como en el caso hiperbdlico, se tiene una forma alternativa de caracterizar el decre-
cimiento exponencial (ver Proposicién 2.3.1) que también serd de utilidad. Lo explicado

en la Observacién 2.3.3 vale en este caso también haciendo las modificaciones necesarias.

Proposicion 2.4.3. Sea A un conjunto compacto invariante cuyo tangente se descompo-
ne como TaAM = E®F con E, F subfibrados invariantes por D f y ademds se cumple que
Im € Z* tal que Vo € A 30 < k(z) < m tal que | Df¥| g ||[|Df 7 pw)ll < 5 entonces la

descomposicion de A dominada. Ademdas, vale el reciproco.

DEMOSTRACION. El reciproco es la definicién de descomposiciéon dominada.
La prueba es muy similar al caso hiperbdlico.

De nuevo se observa que

IDf @ DL rin@pll < WD e DL Ene@p D [ me@y DL p-nsr@y | <

1 n— —MN
< SIDF"F @l D" o p-ntigay

donde 0 < k(x) < m entonces, si n — k(x) > m se aplica el mismo razonamiento para

fr*@)(2). Esto se puede realizar [Z] (parte entera de n/m) veces concluyendo que

m

n —n 1 n— —nNn
I Df" el Df ’F(f"(z))”§(§> 1D " i@y NI p(p=nsian |

conleZtyn—1<m.

Es sencillo entonces acotar (ver la demostracién de la Proposicién 2.3.1)

1D agm-1@p D~ | pnstopll < max{[IDFIE@)ND S eyl + y € Az 0 <i <m} =G

Y tomando n suficientemente grande (independiente de x) se tiene

Il llDS ool <o (5) " <5
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Otra propiedad que se hereda del caso hiperbdlico es la continuidad de la descom-
posicion y el pasaje de la descomposiciéon a la clausura de un conjunto. Esta propiedad

sera de gran utilidad en el transcurso del trabajo.

Proposicién 2.4.4. Los fibrados E(z) y F(x) varian continuamente en A. Ademds, es

posible extender la descomposicion a A de forma de que continue siendo dominada.

DEMOSTRACION. Seax € Ay x,, € A tal que x,,, — x. Se puede (tomando subsucesiones)
asumir que los subespacios E(x,,) v F(x,,) convergen a subespacios E(x) y F(x) con
iguales dimensiones (por ejemplo tomando bases ortonormales y viendo que convergen).
Si se toma s € E(x) y u € F(x), tomando sucesiones s,, € E(z,,) v ty, € F(z,,) que

converjan a s y u, se llega entonces a que

Tl o o . 1S9
[Dffull m=+oe [DfE um| 2
Lo cual caracteriza a F por lo visto en la Proposicién 2.4.1 (de donde se deduce que

no depende de la sucesién x,,) y por un argumento analogo F' también esta bien definido.
O

Otra propiedad importante de los difeomorfismos que presentan descomposicion do-
minada es que esta es persistente frente a perturbaciones. Para ser mas precisos, vale la

siguiente proposicion:

Proposicion 2.4.5. Sea A un conjunto f—invariante con descomposicion dominada,
entonces, para todo € existe un entorno U de A y un entorno C* U de f tal que para toda
g €U el conjunto invariante mazimal de g en U admite una descomposicion dominada.

En particular, si A = M el conjunto invariante mazimal serd siempre M.

La descomposicion dominada resulta una herramienta 1til en el estudio de la dinami-
ca. Sin embargo, a diferencia de la hiperbolicidad, en este caso no se cuenta con la
poderosa herramienta que resultan ser las variedades estables e inestables para el estu-
dio de propiedades globales de la dinamica de difeomorfismos. Lo mas parecido con lo
que se cuenta es con los Teoremas de Hirsh-Pugh-Shub ([HPS]) que dan integrabilidad
local de los subfibrados (sin unicidad) obteniendo variedades localmente invariantes pero
sin poseer necesariamente propiedades dinamicas. A pesar de ser mucho mas débiles,

pueden ser ttiles en algunos contextos (ver por ejemplo [Less]).
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Es importante también resaltar, que a pesar de que la descomposicion dominada
no da mucha informacién acerca de la dindmica, en [PS5] se demuestra un andlogo al
Teorema de Descomposicién Espectral (Teorema 2.3.11) para difeomorfismos C? con
descomposicién dominada en superficies.

Valen muchas versiones de teoremas vistos para hiperbolicidad en este contexto con
algunas modificaciones, en particular, a veces es 1til la caracterizacién mediante familias
de conos (Teorema 2.3.5). Estos resultados no serdn utilizados, el lector interesado puede

recurrir a [Less].

2.4.2. Hiperbolicidad a partir de descomposicion dominada

En esta seccién se probard un resultado que ilumina un camino para conseguir hi-
perbolicidad cuando se cuenta con descomposiciéon dominada en una variedad (o en un
subconjunto compacto e invariante)?. El resultado es el Lema 3.1.1. de [PS1] y permite
a partir de la Proposicion 2.3.1 desprenderse de la necesidad de encontrar decaimiento

exponencial por parte del diferencial.

Proposicion 2.4.6. Sea A compacto invariante que admite descomposicion dominada
T\M = E @ F y tal que para todo x € A wvale que |Df"|pwl — 0 y | Df " |p@)l — 0

entonces A es hiperbolico.

Es interesante mencionar que para probar resultado se utiliza solamente la descom-
posicion y en ningin momento se utiliza la dominacién. La prueba es idéntica al Lema
2.3.2 y ademas, se puede considerar como una consecuencia directa de ese Lema, pero se

presenta la prueba por utilizar ideas que se reiteraran varias veces en el trabajo.

DEMOSTRACION. La clave es que a partir de la Proposicién 2.3.1 y la Observacién 2.3.3
se ve que si A no es hiperbdlico entonces Vm € Z* existe z,, € A de forma tal que

(suponiendo que no contrae exponencial en E, en F' es andlogo):

VOo<i1<m

DN —

IDf ' Bl >

Tomando subsucesiones si es necesario se puede suponer que x,, — =y F(z,,) — E(zx)

y esto resultara absurdo pues

DO | —

IDf el = lm [Df" sl =

llegando a un absurdo y concluyendo la prueba.

4 Agradezco a José Vieitez por hacerme notar esto.
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Capitulo 3

Transitividad Robusta en Superficies

3.1. Introduccion

En este capitulo se demostrara el Teorema 1.0.2 que asegura que un difeomorfismo
C'l-robustamente transitivo en una superficie ha de ser un difeomorfismo de Anosov (en
el toro T?).

Se vera en el proximo capitulo como es posible encontrar difeomorfismos robustamente
transitivos y robustamente no hiperbélicos al mismo tiempo. De hecho, hay ejemplos
conocidos con esta propiedad en variedades de dimensién mayor o igual a 3.

Esta seccion es la mas complicada del trabajo y tiene partes bastante técnicas. Para
aliviar eso, se intentd incluir previo a las demostraciones alguna idea central de forma tal
que en una primera leida esos argumentos permitan continuar la lectura sin necesidad
de entender (o incluso leer) la demostracién por completo. Para eso se buscé en algunos
casos dar la idea general y en otros mostrar la idea en un contexto mas sencillo donde
se pueda entender geométricamente.

Antes de comenzar con la prueba del resultado principal, se presenta un resumen de

esta:

1. Ser robustamente transitivo implica que los puntos peridédicos son robustamente
hiperbdlicos. Para eso, se utilizard el Lema de Franks (Teorema 3.2.1) observando
que un difeomorfismo robustamente transitivo no admite pozos ni fuentes (seccién

3.2).

2. A partir del item anterior, se encontrara una descomposicién dominada en la clausu-
ra de los puntos periédicos de tipo silla y se extenderd a toda la variedad utilizando

el Closing Lemma (ver Apéndice A.2). La dificultad de este item es esencialmente
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técnica; la idea sin embargo es bien simple, el hecho de que los puntos periédicos
sean robustamente hiperbdlicos (que entre otras cosas implica que no pueden haber
pequenos dngulos entre los subespacios) permitira extender la descomposicién a la

clausura de los puntos periédicos (seccién 3.3).

Como se trabaja en superficies, la descomposiciéon dominada contard con fibrados
unidimensionales que podremos integrar utilizando el Teorema de Peano ([Sot]).
Se buscaran propiedades dindmicas para estas variedades invariantes probando
que efectivamente son estables e inestables. La idea es que si no tienen propiedades
dinamicas no habra contracciéon en una de las direcciones y la descomposiciéon do-
minada obligard a que la haya en la otra permitiendo construir variedades estables
fuertes. De esa forma se construiran “cajas” que llevaran a un absurdo construyen-

do conjuntos atractores que violan la transitividad (seccién 3.4).

El hecho de que sean estables e inestables permitira probar la hiperbolicidad. La
dificultad de este punto se encuentra en que el hecho de que las variedades tiendan
a cero no implica que la derivada tienda a cero en su tangente, sin embargo, en
caso de que no tienda a cero se podran encontrar puntos periddicos cercanos, que
acompanen a los puntos que no contraen, que se podran perturbar a pozos o fuentes
mediante el Lema de Franks (esto sera pues haber acompanado a un punto que
no es “hiperbdlico” hara que el periédico “herede” esa propiedad y sea facilmente

perturbable contradiciendo la transitividad)(secciones 3.5 y 3.6).

En la seccion 3.7 se realizaran comentarios generales sobre otras posibles pruebas y

otros resultados vinculados.

Durante todo el capitulo, a menos que se haga referencia, se trabajara con la topologia

Clen Dif f1(M).

f robustamente transitivo = f € F(M)

Definicién 3.2.1. f € F(M) < todos sus puntos periddicos son hiperbdlicos y existe un

entorno U( f) tal que si g € U entonces todos los puntos periddicos de g son hiperbdlicos.

Para ver que los difeomorfismos robustamente transitivos pertenecen a F (M) se reali-

zard la siguiente observacion, que si bien es practicamente evidente, va a ser el argumento

fundamental para lograr el objetivo de esta seccién.
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Observacion 3.2.1. Si f es transitivo, entonces, f no tiene puntos periddicos hiperbdlicos

atractores (pozos) ni repulsores (fuentes).

Antes de pasar a la prueba, se recuerda que w(z) = {y € M : Iny — +oo tal que
fr(x) =yt yalr)={ye M : In, — —oo tal que f™(z) — y}.
Demostracion. Vale recordar que un punto periodico hiperbdlico atractor es un punto
periédico p para el cual todos los valores propios de Df (donde n es el perfodo) tienen
médulo menor que 1. Sea U un entorno de dicho punto que cumpla que {U, f(U), ..., f*~1(U)}
sean disjuntos. Aplicando el teorema de Hartman (2.2.1) a f™ se concluye que existe un
ko € N de forma que f*(U) C U Vk > k.

Esto asegura 2 cosas, por un lado, si la 6rbita de un punto x entra a U, entonces
w(z) = O(p) y por otro lado, si a(x) C U entonces x = p lo que impide que exista
un punto con érbita densa. El argumento se aplica de forma idéntica para repulsores

hiperbdélicos.
O

Para completar el argumento, se hard uso de un resultado que se encuentra en [F2]
(que se volvera a utilizar en reiteradas ocasiones) y cuya demostracién se encuentra
en el apéndice de este trabajo. El resultado, conocido como “Lema de Franks” es una
técnica de perturbacion muy fuerte dado que permite realizar perturbaciones en entornos
arbitrariamente pequefios y lo interesante es que permite hacerlo en la topologia C*. El

enunciado preciso es el siguiente:

Teorema 3.2.1 (Lema de Franks [F2]). Sea f € Dif f'(M). Dado U(f) entorno C*
de f, U(f) ye >0 tal que si g € Up(f), 0 ={z1,...,zm} y

L: @TxiM — @Tg(xi)M tal que ||L — Dylgr, v <

:EZ'G@ xiGG
Entonces, existe g € U(f) tal que Dg,, = Llr, m y si R es un conjunto compacto

disjunto de 0 se puede considerar g = g en R.
Ahora se puede probar:

Proposicién 3.2.2. f robustamente transitivo en M?* = f € F(M)

DEMOSTRACION. Por ser f robustamente transitivo, FU(f) entorno de f que cumple
que si g € U entonces g es transitivo. En particular, por la Observacién 3.2.1 no posee
pozos ni fuentes. Utilizando &/ como entorno de f, el Lema de Franks nos da un abierto

Uy v un valor de € > 0.
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Supongamos entonces que f ¢ F (M), entonces, existe g € Uy y p € Per(g) de forma
tal que p no es hiperbdlico para g. Eso significa que Dy, : T,M — T,M no es una
transformacién lineal hiperbdlica.

Por no ser hiperbodlica, la transformacion lineal Dg; ha de tener al menos un valor
propio de modulo 1. Es muy sencillo ver que se puede perturbar la derivada para construir
un pozo o una fuente.

Como Dgy no es hiperbdlica, si se compone con una transformacion lineal que realice
una homotecia (en el caso que haya un valor propio mayor que uno, una homotecia de
razén mayor que uno, en cualquier otro caso una de razén menor que uno funciona) de
razon arbitrariamente cercana a 1 se logra que la transformacion lineal resultante tiene
ambos valores propios menores que uno (o mayores en caso que hubiese un valor propio
de médulo mayor que uno).

Sea h : T,M — T,M esa homotecia, que como fue mencionado, se puede elegir muy

cerca de la identidad, en particular, de forma tal que

|h—1d)| < —
1Dggn-105)|

Si consideramos en el Lema de Franks 6 = {¢g"'(p)} (el conjunto de puntos que se
perturban) y la transformacion L : Tgn-1,yM — T,M dada por L = h o Dggn-1(,) se ve

que

1L = Dggn-ipll = [[(h = Id) Dggn-1p) | < [lh = Ld[|[| Dggn-1(p)[l <

y por lo tanto, el Lema de Franks nos asegura que existe g € U para el cual p es periddico
y al mismo tiempo se cumple Dg; = ho Dgy lo cual es absurdo pues p serfa un pozo (o

una fuente) para g pero por estar en U deberfa ser transitivo.
O

Observacion 3.2.2. Si todos los puntos peridédicos de f son hiperbdlicos, entonces, hay

finitos puntos peridédicos de periodo menor o igual que cierto nimero.

DEMOSTRACION. Supongamos que hay infinitos. Entonces, se puede suponer que todos
tienen el mismo periodo (pues tiene que haber infinitos de algin periodo) , digamos n.
Pero esto lleva a un absurdo pues si se considera py de acumulacién de p,, (recordar que
la superficie es compacta) se puede ver que py serd un punto periddico no hiperbdlico.
De hecho, tomando cartas locales y una potencia de f, supongamos que pg es el origen

en el plano y z,, — 0 puntos fijos. Entonces, f(z,) = z, por lo tanto, tomando un vector
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w de acumulacion de

o flzn) = f(0)

lzall — flzn — O]

se tiene que D fyw = w lo cual es absurdo pues todos los puntos periédicos son hiperbdli-

COS.

¢

3.3. [ robustamente transitivo = M admite una des-

composiciéon dominada

Se presentard una prueba de un resultado que se encuentra en [M2]. La prueba que
se dard se basa fundamentalmente en juntar algunas ideas de [PS1], [PS3] y [BDV].

La idea esencialmente esta dividida en dos grandes etapas. Por un lado, ver que si
un difeomorfismo estd en F (M) entonces, los dngulos que forman los espacios estables
e inestables de sus puntos periédicos se encuentran acotados lejos de cero utilizando de
nuevo el Lema de Franks (Teorema 3.2.1). Una vez hecho eso, se pasa a probar tener
los angulos acotados lejos de cero es condicion suficiente para tener una descomposicion
dominada (esto se encuentra probado en [PS1]). Para probar eso, primero se mostrara que
los modulos de los valores propios del diferencial en los puntos periédicos se alejan de 1
exponencialmente con el periodo. Eso volvera a ser util mas adelante.

La ventaja de trabajar en dimension 2 es la simpleza en algunos argumentos de
algebra lineal, ya que teniendo puntos periddicos de indice uno, los diferenciales van a
ser transformaciones lineales diagonalizables con un valor propio de médulo menor que
uno y uno mayor.

Antes de empezar, se definird la nocién de angulo entre subespacios.

Definicién 3.3.1. Sean E, F subespacios de RY tal que EGF =RY ysea L : E+ — E
la tnica transformacién lineal de forma tal que F = graf L = {v + Lv : v € E*}.

Entonces, se define el dngulo entre F y F como ang(E, F) = || L.

Observacion 3.3.1. Se toma la transformacién lineal L : E+ — E y no al revés pues si
las dimensiones son diferentes no tendria sentido. Como se va a trabajar en dimensiéon 2

se consideraran transformaciones L : E — E* donde valdrd ang(E, F) = ||L]|.

Es importante observar que si se considera uno de los vectores propios como el (0, 1)
(en alguna base ortonormal, por ejemplo el contractivo) entonces la matriz asociada a

Df} serd de la forma:
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w0
Dfl'=A=
donde 0 < |A\| <1 < |y].

Se puede observar que un vector propio asociado a p es (1, M—I_(/\) y por lo tanto el angulo
entre ambos subespacios serd dado por la transformacién lineal L : ((0,1)) — ((0,1))* =
((1,0)) dada por L((0,1)) = £22(1,0). La norma de este operador es exactamente £,
lo cual muestra como el angulo entre ambos subespacios tiende a cero cuando K se hace
muy grande.

Esta claro que los valores propios de esa matriz son A y p que posiblemente se
encuentren lejos de tener norma 1, ademads, es sabido (por el teorema de funcién implicita)
que los valores propios varfan continuamente al variar los coeficientes de la matriz (no
es relevante especificar en que topologia pues son todas equivalentes). Sin embargo,
paraddjicamente, si se agranda K lo suficiente, serd posible, realizando una perturbacién
arbitrariamente pequena, variar sensiblemente los valores propios de la matriz. { A qué se
debe?, a que los valores propios de A se calculan como los ceros de det(A — al) =

(11— a)(A — a) pero si en la matriz A se agrega una entrada de £ donde se tenia un 0, se

A= Hc
K A

los valores propios pasan a ser det(A. —al) = (u — a)(A — «) — Ke que si bien € puede

llega a la matriz:

ser muy chico, dejando ¢ fijo (que es el caso que se utilizara, pues el Lema de Franks
permite perturbar una cierta constante dada las derivadas) al hacer crecer K da valores
propios arbitrariamente lejos de los iniciales.

Si bien la prueba que se presentard a continuacion utiliza esa idea, la demostracion es
un tanto distinta, debido a que hay que formalizar la idea. Lo que se hara es lo siguiente,
teniendo un angulo pequeno, se encontrara un punto cuya imagen este muy cercana y
por lo tanto, componiendo con una transformacién lineal pequena se podra realizar un

valor propio 1, facilmente perturbable a un pozo o una fuente (ver figura 3.1).

Lema 3.3.1. Sea f € F(M) donde M es una superficie. Entonces,existe Uy(f) entorno
Cl de f y~v >0 de forma tal que para toda g € Uy y p € Per(g) se cumple:

ang(E}, ) > 9
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DEMOSTRACION. Aplicando el Lema de Franks a f y U(f) = F(M) se tiene un entorno
Uy de f y un valor e.
Supongamos que el teorema no vale, entonces, se puede considerar un difeomorfismo

g € Uy para el cual hay un punto periédico p que cumple que

ang(Ey, E)) < o

donde ¢y es suficientemente chico (a ser especificado después). Para aliviar la notacién,
llamemos £ = E y F = EY Sea L : E — E* con ||L|| < g de forma tal que
F = graf(L).

Si n es el perfodo de p, llamense 0 < A < 1 < p a los valores propios de A = Dg,' (se
puede, sin pérdida de generalidad, suponer que son todos positivos, pues sino se considera
f?).

Dado v € T, M se puede escribir como v = ae+(f donde |le]| =lee€ Ey f =e+Le
con lo que v = (a + f)e + [SLe. Por lo tanto, se tiene que Av = (Aa + pf)e + pfLle.

Haciendo calculos, se llega a que

[o]l = a+B+BILI v [[Av] = Aa+ pb + pB||L

- _ 1-)
y tomando a =1, § = =70

vale observar, que dado que « y [ son positivos, y se supuso que también lo eran \ y

se tiene que ambas normas son iguales. Ademas,

w, el angulo que forman v y Av es menor que el que forman F y F' (el dngulo entre dos

vectores estd dado por el dngulo entre los subespacios generados por estos).

F

o

E

Figura 3.1: Si hay angulos pequenos, hay puntos cuya imagen estd cerca.

Esto muestra (ver figura 3.1), que mediante una pequena perturbacién (componer
con una pequena rotacion de angulo menor que g9 que se puede elegir de forma tal

que la perturbacién sea menor que el € dado por el Lema de Franks) en la derivada se
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podra hacer que la imagen de v sea v logrando un valor propio 1 y llegando por lo tanto
a un absurdo.

Por ser Av y v de igual norma, existen 2 rotaciones que llevan Av en v. Por lo visto
(elegimos Av y v en el cuadrante de dngulo pequeno entre E'y F), el 4ngulo entre Av y
v es menor que £y. Si se considera gy de forma tal que para todo 0 < v < ¢y se cumpla

que

g
|Rot,, — Id|| < ————
! 1 Dggn-1(5) |

Se tiene que para algin v € (0,¢p) vale que Rot, o A(v) = v por lo cual Rot, o A no
es hiperbdlica.

Si se aplica ahora el Lema de Franks a 6 = {¢"'(p)} y se considera L : Tyn-1(,) M —
T,M dada por L = Rot., o Dggn-1(,) se ve que

||L — Dggnfl(p)H = ||(R0t7 — Id)Dggnfl(p)H S ||RO7f7 — ]dH”Dgg”*l(p)H < €

Obteniendo g € U = F(M) lo cual es absurdo pues p no es hiperbélico para g.
O

Ahora, se pasard a probar el siguiente Lema que permitira probar el resultado prin-

cipal de esta seccién.

Lema 3.3.2. Si f € F(M) existe « > 0 yUy(f) de forma tal que para todo p € Pery(g),
g € Up(f) se cumple que

Mol < (I =a)" y oy > (1 +0a)"
donde A, y o, son los valores propios de Dgy = T,M — T,M con n el periodo de p.

DEMOSTRACION. Sea ¢ > 0 y Uy dados por el Lema de Franks aplicado a f y U(f) =
F(M).

Sea p un punto periédico de periodo n y se considera

n—1
= D
=0

donde E; es el subespacio asociado al valor propio menor que 1. Se puede considerar
entonces la siguiente transformacién lineal en ese espacio vectorial L, : V,, — V}, definida

de forma natural como L, = D f|y, .
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Sea A un valor propio de L,, entonces, L,(vy,...,v,) = (Avy,..., Av,) por lo tanto:

/\1)1 = fon—l(,p)vn
)\UQ = Dpr1

Ay = D fpn-2p)Vn_1

De aqui se ve que A es valor propio de L, si y sdlo si A" es valor propio de Df}
(el directo es trivial aplicando Ly, el reciproco también es cierto pues sabiendo que
D f"; = X'y y considerando v; = A'™'D fi~1y; entonces (v1,...,v,) serd vector propio
de L, con valor propio A).

De esto comentado, basta ver que los valores propios de L, estan acotados lejos de 1
para todo p.

Si no fuese asi, existiria p € Pery(g) con g € Uy de forma tal que L, tiene un valor
propio con médulo arbitrariamente cercano a 1 (digamos 7), pero eso no puede pasar

pues si se considera que |y|™! — 1 < € y se define

n—1
Qp = GB Tf"'(p)M
=0

y también se define G : Q, — @, como G = |y| ' Dglg, se cumple que G tiene un valor
propio de médulo 1 y se cumple que ||[Dglo, — G| < € lo cual contradice el Lema de
Franks pues se podria perturbar a g sacandolo de U(f) = F(M).
Una demostracién analoga vale para los valores propios inestables.
0]

Ahora se enunciara el resultado principal de esta seccién y se procedera con su de-

mostracion.

Teorema 3.3.3. Sea f € Dif fY(M) robustamente transitivo donde M es una superficie

compacta. Entonces, M admite una descomposicion dominada para f.

Observacion 3.3.2. Antes de escribir la prueba formalmente, se realizara una observacion
acerca de el problema que se presenta.

La informacién que se tiene es que en el periodo, los puntos son hiperbdlicos, pero si
se supone que no hay dominacion, se tiene que antes de “cerrar” la érbita, por un tiempo
se mantiene sin “dominaciéon”. M4és especificamente, si no hay dominacién en Per;(f)

entonces existen puntos periddicos p, que cumplen que
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1
Iz
2

Efm(pn)

Simplificando el problema, supongamos que p es periédico de periodo n + 1 y su
diferencial (suponiendo que se pudiesen identificar todos los espacios tangentes) fuese la
identidad en los primeros n iterados y una matriz hiperbdélica en el ultimo iterado (con
valores propios por ejemplo 1/2; 2) entonces, en alguna base (de nuevo aclarando que
esto no tiene mucho sentido “formal” en una superficie) entonces se cumpliria que los

diferenciales serian

10 , 5 0 0 0
Dfpw=\ o | WO=isn=1y Dfpmy={ | = PhH={,,

donde se ve que el dngulo entre el espacio estable e inestable es recto (ang(Ey, E}) = o0).

N[ =

Se pude ver como con una perturbacion pequena en cada diferencial se logra hacer
(si se considera n arbitrariamente grande) que el dngulo entre ambos subespacios sea
arbitrariamente pequenio (este argumento va a ser el que lleve a culminar la prueba,
pues se sabe que si se mantiene en un entorno de f los dngulos han de estar acotados y
utilizando el Lema de Franks este argumento conducird a un absurdo).

La idea es agregar una entrada de tamano ¢ en los primeros n iterados observando lo

(3) ()

Por lo tanto, si se perturba todas las identidades de esa forma (encontrando un

siguiente:

difeomorfismo ¢ cercano a f con el Lema de Franks), se llega a que al volver se tiene lo

0

Y ya se vio que con ne suficientemente grande, el angulo entre los subespacios estable

siguiente:

p|F o=

e inestable sera arbitrariamente pequeno.

Una vez entendida esta observacion, la unica dificultad de la prueba es lograr forma-
lizar esta idea para el caso general (obviamente en la exposicién que se acaba de hacer se
realizaron muchas simplificaciones que hay que levantar). En particular, dado que sabe-

mos que no hay dominacion por los primeros m iterados, se intentard modificar el espacio
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estable e inestable por esos iterados (generando dngulos arbitrariamente pequenos a me-
dida que m se hace arbitrariamente grande) y luego “deshacer” la perturbacién de forma

tal que al final del periodo los espacios estables e inestables sean iguales.

¢
s
Df py PIs Df Df
T LT T L /\Dfnos
Df™u T D frou
u e
Figura 3.2: Diferencial de f en p,
s
mDg"u
Dy Dg P9 b Dy Dy
T L T Dgos — Df”os
Dfmu i Dg™u = D fmoy

Figura 3.3: Modificacion del diferencial mediante pequenas perturbaciones

Antes de realizar la prueba del Teorema, probaremos el siguiente Lema que prueba

parte del resultado principal.

Lema 3.3.4. Sea f € Dif f*(M) robustamente transitivo en M superficie compacta.
Entonces, IU(f) y no de forma tal que si g € Uy y p € Per(g) entonces

1

||D9n0 E“’(g"o(p))” < 5

womlI1Dg™™

DEMOSTRACION. Recopilando lo obtenido, por ser f robustamente transitivo en una
superficie, se sabe, por la seccién anterior (Observacién 3.2.1 y Proposicién 3.2.2) que
todos los puntos periédicos de f son sillay f € F(M).

Sea U un entorno de f para el cual se cumpla que si g € U entonces g € F(M)
y g transitivo (en particular, como U es un entorno de g, también serd robustamente

transitivo).
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Gracias a los resultados anteriores (Lemas 3.3.1 y 3.3.2) se sabe que por un lado los
angulos entre los espacios estables e inestables estan acotados lejos de cero, y que los
modulos de los valores propios estan lejos de uno. En particular, se puede restringir ¢
de forma tal que si g € U y p € Per(g) con periodo ng entonces el angulo entre £°(g) y
E}(g) es mayor que v > 0 y los valores propios de Dg;° cumplen 0 < [A| < (1 — )™ <
L<(I4+a)™ < |yl

Para el abierto U, el Lema de Franks (Teorema 3.2.1) proporciona un abierto Uy y un
valor de ¢ > 0 de forma que si g € Uy se puede perturbar su derivada en una cantidad
finita de puntos menos de € y que el perturbado se mantenga en .

Supongamos ahora que el Lema no se cumple para U, entonces, existen f, € Uy y

pn € Per(f,) de forma tal que

1D £

o 1
e 1D fn " Eegmmpll = 5 V0sm<n

Esto conducird a un absurdo pues para n suficientemente grande esto no sera posible.
Para simplificar la notacién, se le llamara f = f,, (ojo, no confundir con el f inicial)
Y P = pn ¥ np su periodo.

Primero, es sencillo ver que ng se puede considerar arbitrariamente grande, pues

| D frme

BP0 | gugprnopll < (1 =)™ (1 +a)™ -0 k— +oo

Entonces, existe ky de forma tal que

1

1D 5 lIDS ™ [ prorou | < 5

lo que implica que ng > n/kg y como se puede considerar n arbitrariamente grande, se
podra hacer lo mismo con ny.

Ahora, se consideraran dos nuevos subespacios de T, M mediante las siguientes trans-
formaciones lineales.

Sea L : Ej — E5 de forma tal que L(u) = ds (donde u € E} y s € E5 de norma
1) por lo que se puede considerar ||L|| < § (donde § es una constante arbitrariamente
pequena que sera elegida).

También se define L : Ey — E; dada por L=01+ d)"o(D fro

Vale observar que se puede elegir § de forma tal que

;) o Lo (Df"|gy).

~ (1 —a)™
LIl <(1+§)"——||L|| <||IL
L] < (1+9) (1+a>n0|| | <Ll
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Con L vy L se construyen los siguientes subespacios G = futLu @ uvweE}y
G={u+Lu : uc BV} que se pueden ver en la figura 3.4.

Ey

G
G

Ey

Figura 3.4: Subespacios G v G.

Ahora se puede construir una familia de transformaciones lineales L; : Ty M —
T'piv1(pM cercanas a D fri(,) (a menos del € dado por el Lema de Franks). Para eso, se

consideraran las siguientes transformaciones lineales auxiliares:

P:E®E) — E &L, tal que P(s,u) = (Lu,0)

S:E;@@HE;@@ tal que S(s,§) = (—Lu,0) con gzu—l—iuquEg

ps =0y (Id+ P)(EY) = G; S|z = 0y (Id + S)(G) = EL.

Ademas, dado que el angulo entre E* y E" estd acotado por abajo, se puede elegir § de

En resumen, cumplen P

forma tal que || P|| y ||S]| sean arbitrariamente pequefios independientemente de el punto
periodico que se tome.

y Tj| g« = 0 que por lo mismo se puede asumir que tiene norma arbitrariamente pequena

También se considerard 7} : T' fj(p)M — TpjpyM con 0 < j < ng tal que T;

(independientemente del punto periédico) tomando § pequerio.
Ya se estd en condiciones de definir las transformaciones L; mencionadas anteriormen-

te. Es sencillo comprobar que cumplen ||L; — D fi(,|| < €. La definicién es la siguiente:

Ly=(Id+Ty)oDf,o(Id+ P)

L= (Id+T;) 0 Dfpigy ¥0<j<mo—1
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Lno—l = ([d + S) o ([d + T()) o fo“o—l(p)
Sea g : M — M el difeomorfismo en U dado por el Lema de Franks (Teorema 3.2.1)
donde

no—1

no
LD TrpmM — P TrpM
=0 i=1

dado por L|Tf

grande (y para el cual n sea muy grande) se puede hacer que g tenga puntos periddicos

M = L;. Se vera que encontrando un punto p con periodo suficientemente
p

para los cuales el angulo entre los subespacios estable e inestable sea arbitrariamente
pequeno.

Antes que nada, se puede observar que E¥; (p)( f) = Elw
subespacio E* es invariante tanto para (/d+ 7)) como para (Id+ P) y (Id+S) (ademas

(¢) para todo j dado que el

de obviamente ser invariante para D f) y ademds, al retornar en el periodo, el tamano
crece (14 0)™ pero como se sabia que decrecfa mds que (1 — )™ y ((140)(1 —9))™ =
(1 —0%)™ < 1 por lo que se tiene que es estable.

Por otra parte, con un poco mas de cuidado se observa que E}(f) = E;(g) pues si
se considera T,M = E* @ E" se tiene

(Id+S)™" o Lyy-10...0Ly(0,u) = ((1+6)"Df° o Lu, D f*u) € G

y por lo tanto Dg;°(0,u) = (Id + S)(g) € E}.
Resta ver que si se toma m suficientemente grande entonces el angulo entre Egm ®) (9) =

By (f) = E5, ¥ B,y = Ey, es pequetio.

m

Se cumple entonces, que si se consideran las coordenadas de Tym(,) M dadas por
E*(f) ® E*(f) (y llamando como ya fue hecho s = (1,0) y u = (0, 1)) vale que

By = (s)y By, = ((L+0)"Dfy"(Lu), D f"(u)))

Recordando que
1 m m
SIDf ull < | Df™"s|
se puede ver facilmente que el angulo entre ambos subespacios estd dado por

| Df™ul
(14 0)md||Dfms|| — (140)™0

—0 m— +©
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Lo que resulta absurdo y por lo tanto se concluye que Per;(f) admite una descom-
posicién dominada.

O

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 3.3.3. Gracias al Lema anterior, tenemos que si f es
robustamente transitivo, existe Uy(f) entorno para el cual existe ny de forma tal que si

g € Uy entonces Pery(g) admite una descomposiciéon dominada que cumple

1

1Pg™ 5@ II1Pg™™ |se (gl < 3

Gracias a la Proposicién 2.4.4 podemos pasar la descomposicion a A = Peri(g) y
obtener ThM = E @ F verificando

o 1
1Dg" @) [Dg™"[r(g" (@)l <5 Yz €A

Como esto vale Vg € Uy y alli son todos transitivos, se cumple que (g) = M
Vg € Uy. Ahora, utilizando los resultados del Apéndice A.2 se tiene que para un residual

de difeomorfismos se cumple que Per(g) = €2(g), entonces, tenemos que existe g, — f

(dado que Dif f1(M) es un espacio de Baire) para los cuales Per(g,) = M y por lo tanto
M admite descomposicion dominada para ellos.

Sea entonces € M, tomando subsucesiones se puede considerar que E(z,g,) — E
y F(x,g,) — F y utilizando la uniformidad de la descomposicién dominada, se ve que

se tiene que cumplir que

IDFMDS ] < 5
lo cual caracteriza a los subespacios £y F' (ver Observacion 2.4.1) y por lo tanto no
depende de la sucesion g, tomada y en particular va a coincidir con la descomposicion
hallada en los puntos periddicos (pues cumplen la caracterizaciéon) y la va a extender
a toda la variedad concluyendo la prueba (esta prueba se basé fundamentalmente en
[PS2]).
O

Observacion 3.3.3. Que admita descomposiciéon dominada en toda la superficie ya implica
que la superficie es un toro pues esta es la tinica superficie orientable que admite un campo

continuo que no se anule ([Mil]).
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3.4. Propiedades dinamicas de las variedades inva-

riantes

En esta seccién se probara que las curvas que integran los campos E'y F' (en realidad
E y F son subespacios, se hace referencia al campo definido por vectores unitarios de
ellos) son efectivamente estables e inestables y son tinicamente integrables.

El Teorema que se probara es el siguiente (se especificara con mas detalle el significado

de los términos utilizados):

Teorema 3.4.1. Sea f : T?> — T? un difeomorfismo que admite descomposicién domi-
nada TT? = E® F vy es transitivo. Entonces, E y F son tinicamente integrables y tienen

propiedades dindmicas.

3.4.1. Integrabilidad de los fibrados F y F

En esta seccion se estudiard la integrabilidad tnica de los fibrados F' y F' bajo algunas
condiciones. Se seguiran las ideas de [PS6]. Los resultados son de alguna manera técnicos

y quien desee creerselos, en una primera leida puede saltear a la seccion 3.4.2.

Definicién 3.4.1. » La distribuciéon! E en M es integrable sii Vo € M existe W(x)

inmersiéon de R¥ (con k = dimFE) tal que:

o v cW(x)
e Siye W(x) entonces T, W (x) = E(y).

A We(z) se le llama variedad centro estable por x (si dim(E) = 1 se le llamara tam-
bién curva integral de E). En el caso de la distribucién F' se notard W (z) y se le

llamara variedad centro inestable.

» La distribucién E es dnicamente integrable sii cuando J(z) y W (y) son variedades
centro estables entonces J(z) NW (y) es abierta (relativa a las inmersiones de J(z)

y W(y)). La definicién es andloga para F'.

Se notard como W< (z) a una curva integral de longitud 2¢ centrada en x. Es impor-
tante tener en cuenta que no necesariamente es tnica. También se utilizara la siguiente
notacion W (z) ={y € M : d(f"(z), f*(y)) — 0y es menor que ¢ Vn > 0}

!'Una distribucién es una funcién que a cada punto de la variedad le asocia un subespacio del espacio

tangente y en este caso, pedimos que esa asociacién sea de forma continua. Ver [HJ.
2Ya utilizamos la notacién W2 = {y € M : d(f"(x), f"(y)) < e¥n > 0}.
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Definicién 3.4.2. Se dira que es unicamente integrable en x si existe € > 0 de forma tal
que para toda curva integral J(z) se cumple que W (x) N J(y) es un abierto relativo a

la inmersion de W (x).

Se pretende probar que contar con propiedades dinamicas es suficiente para asegurar
la unicidad de estas variedades.

El tema es que si se cuenta con propiedades dindmicas y no hubiese unicidad, se podria
trazar una centro inestable que intersecte a dos centro estables que pasan por el mismo
punto y eso indefectiblemente llevara a un absurdo como se probard a continuacién.

La idea es que teniendo propiedades dinamicas el arco centro inestable que une las
dos centro estables se tendrd que mantener muy pequeno lo cual contradecira la descom-
posicién dominada (para eso hay que hacer una cuenta, no es evidente ya que podria
en principio una centro inestable mantenerse pequena para el futuro, pero si las cuentas
dan, dan...).

Antes es importante hacer unas cuantas observaciones de demostracién simple pero

muy importantes.

Observacion 3.4.1. » La integrabilidad es muy facil de probar. Basta considerarse
un campo unitario con vectores en E y el teorema de Peano ([Sot]) asegura la

integrabilidad dado que el campo es continuo.

» Si W(z) es curva integral por x entonces f(W(x)) es curva integral por f(z).
Esto es también muy sencillo, si se considera o : I — W (x) una parametrizacion
tenemos que o/(t) € E(a(t)) Vt (de hecho se podria definir integrabilidad de esta
forma). Por lo tanto, si consideramos f o & como parametrizacion de f(W(z)) se
cumple que (f o) (t) = D fan/(t) € E(f oa(t)) puesto que E es D f invariante.

= Para ver que las variedades centro estables son tinicas hay que corroborar que la
interseccién con cualquier otra es un abierto con la topologia relativa a la inmersion.
Es importante notar que si J(z) y W(y) son variedades centro estables encajadas
y cerradas J(x) N W (y) es un conjunto cerrado para la topologia relativa de ambos
encajes. Esto se da por ejemplo cuando se toman imagenes de intervalos (es decir

variedades centro estables locales).

= La distribucién es unicamente integrable si y solo si lo es en cada punto de la

variedad.

¢
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Dadas las dificultades técnicas que aparecen en la prueba, primero se dard una prueba

asumiendo ciertos detalles que luego se saldaran.

Lema 3.4.2. Sea x € T? tal que dado € existe e, tal que W (x) C W2 (x) (para cualquier

W) entonces, E es tinicamente integrable en x.

ESB0ZO DE DEMOSTRACION.
La idea es que si la variedad centro estable no es tinica entonces se puede considerar

una centro inestable que atraviese ambas como se ve en la figura 3.5.

Wcsl (l‘) WCS2<$>

we(z)

Figura 3.5: Variedades centro estables no tunicas.

Primero se puede ver que las distancias entre los iterados de z y w seran comparables
a las longitudes de los iterados de la centro inestable que los une.

Se cumple entonces que

d(z,w) = d(f"(f"(2), (" (W) = D" i [d(F" (), " (w))

pues los puntos z y w se mantendran cercanos a x y la curva centro inestable que los une
también, entonces se puede aproximar el diferencial de f™ en la curva con el diferencial

en F(f"(x)). Con el mismo argumento se llega a que

d(f"(2), [*(w)) = d(f"(x), f"(2)) + d(f" (), ["(w)) = [ Df* 5@ |(d(2, 2) + d(z, w))

Pero esto lleva a un absurdo con la descomposicion dominada puesto que nos asegura

que

d(z,w) = [|Df " [p(m@n 1D p@l(d(z, 2) + d(z, w)) < CX*(d(z, 2) + d(z, w)) — 0
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que no puede ser pues z # w.

Veamos que cosas falta responder o formalizar:

1. jPor qué se puede conseguir la variedad centro inestable que atraviese y corte

ambas?
2. jPor qué la variedad centro inestable que une a z y w se mantiene cerca de x?

3. Completar las cuentas un poco mas rigurosamente.

Las preguntas 1. y 2. se responden mediante el siguiente Lema después del cual se
finalizara la prueba.

Lema 3.4.3. Dado ¢ suficientemente pequeno, existe & tal que para todo x € T? se
cumple que podemos considerar un entorno B de x de tamano € de forma tal que OB
tiene cuatro lados y de forma tal que siy € B(x,0) entonces W(y) cruza OB por dos
lados opuestos y W (y) cruza OB por los dos restantes. Los lados en que cortan la centro

inestable y la centro estable no dependen de y.

Es mas sencillo entender el enunciado a través de un dibujo, véase la figura 3.6.

We(y)

we(y)

Figura 3.6: Enunciado del lema 3.4.3.

DEMOSTRACION. Se puede pensar en cartas locales y poner a x en el origen. Ademds,
es posible considerar que los ejes coordenados coinciden con las direcciones E(0) y F(0)
(basta hacer un cambio de coordenadas lineal). Se utilizara la distancia dada por la

norma 1 (las bolas son cuadrados).
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Ahora se puede considerar € suficientemente pequeno de forma tal que si un punto
se encuentra en la B(0, ) entonces el dngulo® entre su direccién E y la direccién E del
origen no es mayor a 30 grados (por decir un nimero, lo importante es que sea menor
que 45). Lo mismo se puede pedir a la direccién F.

Ahora, considerando § de forma tal que si se toma un punto en B(0, ) y se trazan las
rectas por ahi con 30 grados de diferencia con los ejes salgan por costados del cuadrado

(ver figura 3.7).

Figura 3.7: Construccién de ¢.

Emulando pruebas de teoremas clésicos de ecuaciones diferenciales (Teorema de Es-
cape de Compactos, comparacién entre ecuaciones de primer orden, ver [H] o [Sot]) se
llega a la conclusién del teorema pues tenemos que W y W son curvas que integran
campos en FE y F' respectivamente y por como fue construido d se puede ver que las
soluciones sélo pueden salir de B(0, ) por los lados correctos (para la prueba del Lema)
pero tienen que salirse dado que podemos utilizar el Teorema de Escape de Compactos
(la prueba es idéntica para un campo continuo, basta utilizar la definicién de solucién
maximal y la existencia local de soluciones que vale para campos continuos).

O

Ahora se puede completar la prueba del Lema 3.4.2.

DEMOSTRACIONDEL LEMA 3.4.2..

Sea €' = C(e) de forma tal que si y € W™ () entonces C W sy (y, 2) < d(y, 2) <
C’dcs(u) (y, 2). Donde d.4(,) denota la longitud del arco de variedad centro estable (inesta-
ble) que une y con z.

Supongamos que E no es unicamente integrable en x. Se puede tomar entonces W;

y Wy variedades centro estables que contienen a x y cuya interseccion no es abierta. Se

3Es posible medir angulos entre puntos distintos ya que nos encontramos en una carta local.
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puede también considerarlas pequenas (se busca probar la unicidad local) de forma que
sean un encaje y cerradas, por lo que su interseccion también lo sera.

Por lo tanto, el complemento de la interseccion entre ambas sera abierto, como son
curvas, una unién numerable de intervalos abiertos.

Si se toma uno de ellos en W suficientemente cercano a x y z; un punto del borde

de Wl \WQ .
W1 W2

V-
Vi
;f;}L//

xT

Figura 3.8: Curva que cruza Wy y Ws.

Gracias al Lema 3.4.3 se puede asegurar que cerca de z; habrd un punto z € W; de
forma tal que su variedad centro inestable cortara a W5 en un punto w como se puede
ver en la figura 3.8.

Ademads, como z y w estdn en W2 (x), se puede suponer que la variedad centro
inestable que une sus iterados futuros siempre estard cerca de los iterados de x (digamos
que si se busca que estén a menos de v, se puede considerar € como en el Lema 3.6 y se
sabe que la centro inestable por f"(z) debe salir por el “otro” lado y por lo tanto cortar
a f"(W,) antes de alejarse una distancia mayor que v de ).

Se puede considerar § y v de forma tal que si d(u,v) < -y entonces

IDfleall < L+ 0)IDflewll  1Df rwll < X+ 8)Df ™ rwll

y ademas (1 + §)?X < 1, donde A es la constante de dominacién.

Esto lleva a un absurdo pues:

d(z,w) = d(f"(f"(2)), (" () < Cdea(F (" (2)) [ (F () <
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< C2(1+0)"|IDF " p(ra ld(F" (2), £ (w)) <
< C2 1+ 0)" |1 DF (gl (d(f" (@), f(2)) + d(f" (@), [ (w))) <

< C*H1+0)"IDf " [r(ma@n IC* A+ 0)" | Df" | p@w l(d(w, 2) + d(w,w)) <

< 64(1 + 8P CN(d(x, 2) + d(z,w)) = é4C(d(x, 2) +d(z,w)) (14 8)*\)" — 0

Lo cual resulta absurdo pues z # w.
O

Para completar la prueba del Teorema 3.4.1 sera necesario utilizar el siguiente Teo-

rema:

Teorema 3.4.4 (Variedad Estable Fuerte). Sea f : M? — M? un difeomorfismo que
admite descomposicion dominada TM = E & F. Entonces, para todo p < 1 existe € de
forma tal que si para x € M se cumple que || D f"|gw)|| < Cp™ entonces existe W? arco
de longitud € para cada lado de x, tinico que integra a E (es decir que TW? = El|ws ).

Ademds, la longitud de los iterados futuros de este arco tiende a cero exponencialmente.

DEMOSTRACION. Primero hay que observar que a menos de cambiar constantes (ta-
mafios), la variedad estable de z con f es igual a la variedad estable de z con f*. Por lo
tanto, se puede suponer sin pérdida de generalidad que || D f"|g)|| < p"-

Ahora, se considera en E un campo unitario y se toma ~ una curva integral del campo
que pasa por x y tiene longitud € para cada lado. Sea o : I — M una parametrizacion
por longitud de arco.

Se probard por induccién en n que £(f" o) < (14 0)"p"e.

Primero, tomando ¢ de forma tal que (1 + d)p < 1, se puede considerar ¢ de forma

tal que si d(z,w) < € entonces?

IDfleell < (T+)Dflewl

Para n = 1 es muy sencillo pues como todos los puntos estan a menos de € de = se

ve que

4Es importante notar que la eleccién de ¢ depende sélo de p y no de z.
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af0®=j[HDﬁWﬁKOH§(1+5WDfm@Ma®

Ahora, si se cumple para k =n — 1, el mismo argumento permite ver que se cumple
para k = n dado que como los puntos de f"~!o a estdn a menos de ¢ de f"~!(z) la

misma cuenta nos permite ver que

("0 0) < (14 O)|Df eI 0 @) < (1+6)"" ()

como se buscaba.

Usando el Lema 3.4.2 se obtiene la unicidad de esta variedad.

3.4.2. Propiedades dindmicas e integrabilidad tnica

En esta seccion se completard la prueba del Teorema 3.4.1. Esto sera consecuencia
de unir el Lema 3.4.2 (de la seccién anterior) y el Teorema 3.4.8 que se probara en esta
seccion y muestra como en las hipotesis que se esta trabajando las curvas integrales de
E v F son estables e inestables.

La idea de la prueba es la siguiente (basada en [PS1] y [PS3]), si las variedades no
fueran estables e inestables, van a haber trozos de curvas tangentes a alguna de las
direcciones (por ejemplo F') para las cuales en el pasado no hay contraccién. Eso va a
implicar que en algunos puntos, la direccién de F' no va a ser contraida por Df~ !y
utilizando la descomposicion dominada tendremos buena contracciéon exponencial en la
direccién de F por Df.

Esto permitird encontrar para un entorno de puntos variedades estables de tamano
uniforme (para eso hay que estudiar propiedades de las curvas integrales de E' y F', se
utilizaran las ideas de [PS6]). A partir de eso, se conseguirdn una especie de “cajas”
foliadas por variedades estables® (ver figura 3.9). Estas cajas tendran interior no vacio
(pues las variedades estables tendran tamano uniforme) y por lo tanto (dado que (f) =
M) algin iterado de esta se cortard consigo mismo. Se probard luego que eso conduce
a un absurdo encontrando en esas condiciones algin conjunto atractor que sabemos

contradice la transitividad.

En la seccién 3.5 se utilizard una nocién de caja un poco modificada, se le pedird que se encuentren

foliadas en ambos sentidos. Creo que no da lugar a confusiones.
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Figura 3.9: Cajas de variedades estables.

Como fue adelantado, lo primero que se hara es probar que si una variedad centro no
tiene propiedades dindmicas localmente, entonces se podra encontrar una caja como la
ya mencionada.

Se enunciard ahora el primer resultado extraido de [PS1]. Se le llamardn variedades
centro estable y centro inestable a las curvas obtenidas al integrar campos unitarios en

E vy F respectivamente.

Lema 3.4.5. Euxiste 0 tal que si I es un trozo de variedad centro inestable de forma tal
que L(f™(I)) < § Vn > 0 entonces eziste v € (0,1) y C > 0 tal que para todo v € I y
n >0 se cumple que || D f"|g@)| < Cy™.

DEMOSTRACION. La descomposicién dominada da que

IDf" e DL e @yl < CA"

Si se toma 07 y ¢ suficientemente pequeno de forma tal que si d(z,y) < d; entonces

IDfle@ll
<1l+c¢

IDflewl

Df\pe

| f|F(>H>1 .

D fl @l

Es facil ver que existe 0 < A; < 1 de forma tal que si x € I (tomando ¢(I) <
d < 61) entonces ||Df"|pe|l < A" a partir de algin n grande (o sea que la expansién
estd acotada). Esto pasa pues si no fuera asi, existiria n, — 400 que cumpliria que
| Df™ |yl = AL ™. Entonces, como ¢(I) < §; tenemos que para todo y € I se cumpliria
que
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IDf™ pll > (1= c)ATH)™ = p™

con pu € (0,1). Pero tomando ny suficientemente grande como para que p"<¢(I) > ¢

concluimos que

(D)) > p™ (1) > 6

lo cual es absurdo® pues por hipétesis se cumple que £(f™(I)) < § Vn > 0.
Entonces se tiene que | D f"|p)|| < A" para todo n suficientemente grande. Ahora,

por la descomposicién dominada vale que

D" p@)ll < CAM D" p@)|| < CAC'AT™ < KAy

Para algin K > 0y 7; < 1 (habiendo elegido 0 < A < A; < 1) y como para todo
yel,d(f"(y), f"(z)) < d; se tiene (con buenas elecciones de ¢y 1)

1D f" |l < K'"

con K’y 7 convenientes.
O

En resumen, se probo que si un arco “inestable” se mantiene pequeno al futuro existe
una contraccién fuerte en la direccién de E. Se vera ahora, que si las variedades centro

inestables no tienen propiedades dindmicas, existe un arco con esta propiedad”.

Lema 3.4.6. Si existe un arco I de variedad centro inestable con ((I) < & y tal que
U(f~™(1)) - 0 cuando n — +oo entonces existe un arquito J de variedad centro inestable
que cumple que ((f"(J)) <6 Vn > 0.

DEMOSTRACION. La prueba se separa en dos etapas, primero, se probard que el Lema
es cierto si la longitud de los iterados pasados del arco se mantienen con longitud menor
a 0. Luego, se vera el caso general en donde eso no se puede asegurar, reduciendolo al
primer caso.

Caso I: Supongamos que ¢(f~"(1)) < 6 Vn > 0. Entonces, podemos tomar un arco
J definido como de “acumulacién” de arcos I, = f~™(I) que verifican ¢(I) > . Los I}

existen por la hipétesis de que £(f~"(I)) - 0 y el arco limite J se puede construir de la

50bservar que la primera desigualdad ocurre dado que los puntos se mantienen siempre a menos de

J.

"Todos estos argumentos valen de forma andloga para arcos centro estables
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siguiente forma concluyendo también que es curva integral de F': como todas las curvas I,
son integrales y tienen longitud lejos de cero y acotada, se pueden reparametrizar (por
longitud de arco) obteniendo una sucesién equicontinua y equiacotada de curvas que
por el Teorema de Arzela-Ascoli [Sot| tiene subsucesién convergente, ademads, serd curva
integral pues calculando su derivada en un punto t, (de la parametrizacion o = lim a,; )

se tiene que

a(to + h) — alto) O, (to + h) — an, (to)

lim = lim lim =
h—0 h—0 j—+o0 h
. (to+h) —an(te)
lim lim = lim u;
j——400 h—0 h

con u; € F(an,(ty)) por lo que o/(tg) € F(a(ty)). Ademds, £(f™(.J)) < d pues dadon > 0
existen curvas arbitrariamente cercanas a J para las cuales la longitud en esos iterados
no pasa de 4.

Caso II: Si no se cumple que ¢(f~"(I)) < § Vn > 0 existe un primer natural n; donde
se verifica que £(f~"(I)) > §, pero entonces, es posible “partir” el arco f~"(I) en una
cantidad finita de arcos con longitud menor a d y mayor a §/2. Todos estos arquitos
verificaran que su longitud es menor a d y por lo menos uno de ellos verificara que su
longitud no tiende a cero en el pasado pues si la longitud de todos se fuese a cero, la
longitud de f~"(I) también tenderia a 0. Ademads, es facil observar como estos arquitos
se mantendran de longitud menor a ¢ por lo menos en los primeros n; iterados al futuro
(recordar que se eligié n; como el primer iterado en el cual se alcanzaba longitud 0).

Este nuevo arco (que mide més de §/2) puede estar en las hipdtesis del Caso I, con
lo cual se finalizaria la prueba o sino, se le podra repetir el argumento.

Esto se puede realizar indefinidamente (en caso de que nunca se encuentre en el Caso
I) construyendo una sucesién I, de arcos que verifican que miden menos de J y méas de
d/2 y que al mismo tiempo, sus iterados futuros se mantienen con longitud menor a §
por al menos nq +ns+...+mn, > k iterados. Ahora, se puede considerar J como un arco
limite de los I y verificard la tesis del Lema (la construccién de J a partir de los I es

idéntica al Caso I).

O

Como fue mencionado, estos lemas permitiran crear “cajitas” (ver figura 3.9) foliadas
por variedades estables. El hecho de que (f) = M implica que estas “cajitas” se cortaran
en el futuro. Segiin como se corten se encontraran conjuntos atractores que conduciran

a una contradiccién con la transitividad y se terminard probando que las variedades
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centro estables y centro inestables son efectivamente estables e inestables. Por ejemplo,
es facil ver que si llamando a una cajita B y se cumple que f"(B) C B existird un
punto periddico atractor (violando la transitividad). No es tan fécil ver que pasa cuando

simplemente se cortan (ver figura 3.10).

JmI)

Figura 3.10: Interseccion de cajas estables.

Se notard w(Il) = |J,.; w(x). La siguiente proposicién también es de [PS1].

Proposicion 3.4.7. Existe dg tal que si I es un intervalo de variedad centro inestable

que cumple que L(f™(I)) < d < dp Vn > 0 entonces se cumple una de las siguientes:
1. w(l) estd contenido en una curva periddica cerrada y simple atractora.
2. w(I) contiene un punto periddico que no es hiperbdlico de tipo silla.

Vale observar que probando esta proposicion se concluye que las variedades centro
estables y centro inestables son efectivamente estables e inestables finalizando el objetivo
de esta seccion pues en el Lema 3.4.6 se prueba que si no fuesen estables e inestables
existirian arcos como en las hipdtesis de esta Proposicion, pero esta Proposiciéon da tres

alternativas incompatibles con la transitividad.

DEMOSTRACION. Consideremos B = W2,(I) = U,e; W2j(x) donde € es tal que la
contracciéon dada por el Lema 3.4.5 teniendo en cuenta el Lema 3.4.6 da que utilizando
el Teorema de la Variedad Estable Fuerte (Teorema 3.4.4) asegure variedades estables
de tamano ¢ para los puntos de I.

El hecho de que Q(f) = M asegura que existe ng de forma tal que f™(B) N B # ()
(y por como fue elegido B se cumplird que f™ (1) NWZE(I) # 0).

Hay dos posibilidades:

Caso I: Si se cumple que £(f*"(I)) — 0 con k — +o0 entonces w(I) serd una érbita

periodica.

o4



Esto es porque si £(f*0(I)) — 0 entonces se cumple que ((f*(I)) — 0 (por la
continuidad uniforme de f) si se toma entonces un punto p de acumulacién de z, € f*(I).
Entonces p = lim f* (x) Vo € I. Pero como f (1) N W2(I) # () existe x € I tal que
fro(z) € WE(I) entonces p = lim f%+7(z) y por lo tanto p es periédico.

Es facil ver que la existencia de este punto periddico contradice la transitividad ro-
busta pues si el punto periédico fuese hiperbdlico tendria una direccién inestable (y por
no tenerla se puede perturbar C” a un pozo).

Caso II: Si ¢(f*™0(I)) - 0, se toma k; tal que f*"(I) — L donde L ser4 un intervalo
cuya direccién tangente es F' (ver argumento en la demostracién del Lema 3.4.6).

Por un argumento similar (dado que ™ (I)NW2(I) # 0) se tiene que frimotmo([) — [/
y f™(L) = L'. Obviamente, dado que f™(I)NW2(I) # (), LUL’ serd también un intervalo
tangente a F' (pues LN L' # ().

Se considera ahora

J=J )

k>0

J serd unién de intervalos. Por ser limites de f (1) tienen en su direccién F variedades
estables de longitud e en todos sus puntos. Esto implica que J es o bien un circulo
periédico o un intervalo periédico (en ambos casos atractores por tener las variedades
estables de longitud ¢)

Para ver eso, sea x € J entonces x € f*°(L) para algtin k y se considera S =
B.5(x) N J, basta entonces ver que S es un intervalo probando que J es una variedad
de dimensién 1 (que por lo tanto es un intervalo o un circulo, ver [Mil]).

Supongamos que S no es un intervalo, entonces, existe y € B.js(x) NJ que no se
encuentra en la componente conexa de S que contiene a x. Por lo tanto, pertenece a
fo(L) para algtin [ distinto de k.

Pero entonces, se pueden encontrar iterados de I muy cercanos a f**(L) y de la mis-
ma forma cercanos a fI"° (L), pero se puede ver (por el tamafio uniforme de las variedades
estables fuertes) que las estables de los puntos de fFmimotkno([) y de frnemotino(T) (donde
f¥mo(I) — L) se cortarén en B.s(x), indicando que f*0(L) U f°(L) es un intervalo y
que y pertenece a la misma componente conexa que x de S (ver [PS1]).

En el caso de ser un intervalo, por ser J invariante por f"°, ha de tener un punto
periédico y este no podra ser hiperbdlico de tipo silla pues localmente su dinamica no

puede ser conjugada a un lineal de tipo silla.
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Por lo tanto, se puede probar con facilidad el siguiente Teorema que engloba los

resultados de esta seccion.

Teorema 3.4.8. Sea f C'—robustamente transitivo y TM = E ® F su descomposicion
dominada. Sea vy : I = [—1,1] — M una curva tal que v'(t) € E(y(t)) Vt € I. Entonces,
para todo € existe €y de forma tal que si consideramos o = 7y|[_,z S€ cumple que
U(f"(a)) <eV¥n >0y ademds, {(f"(a)) — 0 con n — +0c0.

DEMOSTRACION. El hecho de que tiende a 0 la longitud es lo que se probd en esta
seccion.

Para ver que se puede considerar ¢y de forma que la longitud se mantenga acotada es
sencillo®. Si no fuese asf, se podrian considerar aj, = Y|=1/k,1/% de forma tal que existiese
nr — 400 para los cuales £(f™ (ay)) > & (ny tiene que irse a 400 pues las longitudes
de ay tienden a 0 y por lo tanto necesita mas tiempo para pasar €). Ademads se puede
suponer que ny es el primer valor donde superan la longitud de .

Ahora, si se considera J un arco limite de f™* (a4) (que se puede ver que existe pues las
longitudes de f™(qy) estdn acotadas por abajo y por arriba y se pueden reparametrizar
y utilizar el Teorema de Arzeld-Ascoli) serd un arco que integra a E y que al mismo
tiempo mantiene su longitud acotada en el pasado contradiciendo la transitividad robusta

teniendo en cuenta la Proposicion 3.4.7.

O

Queda claro que juntando el Teorema 3.4.8 con el resultado de unicidad alcanzado

en el Lema 3.4.2 queda completamente probado el Teorema 3.4.1.

Observacion 3.4.2. La unicidad de estas variedades, junto con un buen uso del Lema
3.4.3 permiten probar que se tiene una estructura de producto local, es decir, dc y § de
forma tal que si d(x,y) < ¢ entonces, W?(x) N W(y) es un tunico punto. La estructura
de producto local permite ver es que la variedad queda foliada por hojas estables y hojas

inestables.
Observacion 3.4.3. Si f es ' —robustamente transitivo entonces es expansivo.

DEMOSTRACION. Siguiendo la prueba del corolario 2.3.9, si se toma € de forma que haya

estructura de producto local y si se cumpliese que

d(f"(z), f"(y)) <e Vnel

8La demostracién estd basada en argumentos muy similares a los utilizados en [Lew].
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se tendria que x € W2 (y) N WX (y) = {y} y por lo tanto xz =y .

3.5. Puntos periddicos y sombreado de érbitas.

La idea de esta seccion es presentar las herramientas restantes para probar la hiper-
bolicidad de los difeomorfismos robustamente transitivos. Como se vio, (ver Proposicién
2.4.6), lo necesario para culminar la prueba es ver que el diferencial contrae a cero los
vectores de E en el futuro y los de F' al pasado.

Ademas, se sabe, por el Lema 3.3.2 que los valores propios de los puntos periédicos
estan alejados exponencialmente de 1 con el periodo. Entonces, para llegar a la tesis
se buscard probar que los puntos periddicos son densos en la variedad y de esta forma
probar que se cumplen las hipotesis de la Proposicion 2.4.6.

El motivo por el cual se busca encontrar muchos puntos periddicos, se basa en que
si un punto no contrae o expande correctamente en alguno de los subespacios de la
descomposicién, se podra encontrar un punto periédico cercano, lo cual conducira a un
absurdo, pues esta no contraccién o expansion, sera “heredada” por el punto periédico
y se sabia que la transitividad robusta tenia fuertes implicancias en la hiperbolicidad de
los puntos periodicos.

Lamentablemente, ese argumento presenta una dificultad. Para que el punto periédico
“herede” las propiedades de contraccién o expansiéon del punto cercano, no basta con
que este muy cerca, sino con que durante toda su érbita se mantenga cercano. En otras
palabras, se podria tener un punto periédico cercano de periodo muy grande, que a
pesar de acompanar al punto en cuestién por muchos iterados (por estar cerca), luego
se aleje durante mucho mas tiempo de forma tal de poder alcanzar las condiciones de
hiperbolicidad necesarias.

En resumen, no solamente es necesario encontrar muchos puntos periédicos, sino
que también es importante que estos puntos periddicos acompanen a los puntos que se
desee acompanar. La solucion a este problema es una especie de Shadowing Lemma que
permitira concluir la prueba.

Explicado esto, se puede repasar la idea de la prueba. Si el difeomorfismo no fuese
hiperbdlico, habrian puntos para los cuales en la direccién E (por ejemplo) no hay con-
traccion. Por lo tanto, si se consigue encontrar un punto periédico muy cercano y que
ademas se mantenga cerca por mucho tiempo, se podra llegar a un absurdo dado que el

punto periddico no tendra mas opcion que no tener contraccion.
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Vale la pena observar, que para esto basta que el punto periédico acompane al punto
durante tiempos arbitrariamente largos siempre y cuando se sepa que el tiempo de “re-
greso” se mantenga acotado. Es decir, si x es el punto que no contrae suficiente, basta
con encontrar p, — x de forma tal que el periodo de p, sea k, + N donde k,, — oo,

N € Ny se cumpla que la érbita de p, acompaiie la de x por k, iterados.”

Definicién 3.5.1. A un conjunto B C M se le llamaré caja si existe un homeomorfismo
h :[0,1] x [0,1] — B que lleva verticales en centro estables y horizontales en centro

inestables.

Observacidn 3.5.1. Si B es una caja, entonces, f*(B) también Vk € Z.

Se le llamara lado estable de la caja a cualquiera de los bordes de esta que corresponda
a variedades centro estables. Analogamente, se definen lados inestables. La mejor forma

de entender la definiciéon es por medio de un dibujo, ver la figura 3.11.

WCU

h

7N

WCS

WCU

Figura 3.11: Cajas

Antes de pasar a demostrar que se puede encontrar puntos periédicos que acompanen,

se probara un Lema que permitira expresar la idea de la prueba de forma mas clara.

Lema 3.5.1. Sea B una caja tal que existe n tal que f"(B) N B es una caja C cuyos
lados estables e inestables estan contenidos en los lados estables de B e inestables de

f"(B) respectivamente. Entonces, hay un punto fijo de f™ en C.

DEMOSTRACION. La idea queda bastante clara en vista de la figura 3.12.
En definitiva, las hipdtesis que se requieren aseguran que f"(B) “atraviesa” a B.
Como las cajas estan foliadas por variedades centro estables y centro inestables que

son invariantes, podemos concluir la existencia de una variedad centro estable que es

9Los motivos por los cuales esto lleva a un absurdo se profundizaran en la préxima seccién.
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P Wes = fn (Wcs)

W cu fn(Wcu)

Figura 3.12: Puntos periddicos en el corte de cajas

invariante para f" y un centro inestable que es invariante para f". Es claro que el punto
de interseccion entre ambas serd un punto fijo de f™.
O

Ahora se pasa a probar el Teorema que se menciond solucionaria los problemas res-

tantes para probar el teorema central de este capitulo.

Teorema 3.5.2. Sea x € M y f: M — M un difeomorfismo C*-robustamente transiti-
vo. Entonces, Ve > 0 existe un N > 0 que satisface que para todo n > 0 existe un punto

periodico p de periodo k + N mayor que n y que verifica que

d(fi(p), fP(x)) <e  YO<j<k

La idea de la prueba no es complicada pero no es muy sencilla de expresar. Lo
recomendable es hacer un dibujo mientras se lee la demostracion siguiendo los pasos de
esta.

En resumen, se tomara un punto del w(z) al cual se puede acercarse tanto como se
desee por iterados arbitrariamente grandes de x. Al mismo tiempo, se puede ir (gracias
a la transitividad) desde cerca del punto limite a muy cerca de x en una cantidad fija de
pasos (ese va a ser el N). De esa manera, si se quiere que el periodo del punto periédico
sea muy grande, uno se toma un tiempo muy grande (lldmese k) para llegar desde x
al punto limite y luego se construye una caja cerca de x que se atraviese en el iterado
k+ N —ésimo. Para eso, se utilizaran las propiedades dinamicas de las variedades centros

que se probaron anteriormente.
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Figura 3.13: Demostracion del teorema

DEMOSTRACION. Sea z € w(x), entonces, se sabe que existen iterados arbitrariamente
grandes de x que se acercan a z.

Fijado e, se considera d de forma tal que f*(W§*(w)) C W (w) Vn > 0,w € M y que
(Wt (w)) € W (w) VYn > 0,w € M y se consideran cajas B(z) y B(z) centradas en
x y z respectivamente de forma tal que su didmetro sea menor que §/2.

Utilizando la transitividad, se sabe que hay un punto y € B(z) cuya 6rbita es densa.
En particular, su 6rbita acumula en x.

Sea N suficientemente grande de forma tal que fN (W< (y) N B(2)) € B(z)Y* y que

loc

FNWe(fN(y))NB(x)) C B(z). Esto se puede hacer debido a las propiedades dindmicas
de las variedades centro ya que como su tamano tiende a cero, se puede asegurar que a
partir de un momento, la longitud de estas variedades es menor que la distancia de y

al borde de B(z) sobre dos por un lado y menor que §/4 al mismo tiempo'!. Entonces,

108e considera la variedad centro estable local para indicar que es solo la componente conexa de la

interseccién que contiene a y lo que interesa.
"Es claro que a partir de un momento £(f¥ (W< (y) N B(z))) pues su longitud tiende a cero con N.

Para ver que £(f~N (W< (fN(y)) N B(z))) tiende a cero, se puede proceder por el absurdo observando
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tomando un punto cuyo iterado asegure eso y que al mismo tiempo f (y) este a menos
de /4 de x se obtiene lo afirmado.

Ahora, si se fija un valor de n > 0. Se puede considerar entonces k£ > n de forma que se
cumplan las siguientes condiciones similares a las que pedimos a y y f~ (y). Por un lado, se
busca que fH(W (z)NB(z)) C B(z) y ademds, se quiere que f~*(We(f*(z))NB(z)) C
B(z). Esto se puede hacer por los mismos argumentos por los cuales valia para y.

Ahora se va a buscar una caja que en su iterado k + N se “atraviesa” quedando en
las hipdtesis del Lema 3.12 y encontrando un punto periédico de periodo & + N y que
acompaia a x en sus primeros k iterados'?.

Se definen las siguientes cajas (ver figura 3.13), C; = f~*(B(2)) N B(x), Cy =
F¥(B(2) 0 B(2), Dy = f5(Cy) ¥ Ds = [Y(Cy).

Se ve que para la caja C; N Dy se cumplen las hipotesis del Lema con el iterado k+ N,
es decir, fMN(Cy N Dy) N (Cy N Dy) es una caja cuyos lados estables e inestables estdn
contenidos en los lados estables e inestables de C;N Dy y fEV (C1N Dy) respectivamente.

Esto es directo ya que f*(C, N Dy) C D; y atraviesa Cy (pues va de lado a lado de
B(z)). Si ahora se ve f*(C; N Dy) N Cy y se observa que fY(f*(Cy N Dy) N Cy) es una
franja de D, se llega a lo deseado'®.

Ademas, es facil observar que los puntos de C N Dy se mantienen cercanos a x durante
k iterados. Esto se debe a que los puntos de D; se mantienen a menos de ¢ de x por k
iterados para el pasado (pues se encuentran en arcos inestables de tamano 9) y lo mismo

pasa para los puntos de D, para el futuro.
O

3.6. Robustamente transitivo implica Anosov

Las propiedades dinamicas, en vista de la Proposicion 2.4.6 que asegura que basta
con que ||Df" gl — 0y que |Df™"|p@)|| — 0 para tener hiperbolicidad, parecerian
liquidar el problema, dado que el hecho de que las curvas integrales de los campos F y F'
cumplen que ((f"(Ig)) — 0y £(f"(Ir)) — 0 uno podria verse tentado a asegurar que

se encuentra en las hipétesis de la Proposicién 2.4.6. Lamentablemente esto no es cierto

que si no fuese asi, encontrariamos un arco atractor, un circulo atractor o una orbita peridédica que se

puede perturbar a un pozo como ya hicimos en demostraciones anteriores.
12 Ahora més que recomendable, resulta casi esencial seguir los argumentos con un dibujo.
13En realidad, la imagen del resto de la caja podrfa tener otros cortes, que si bien aleja el problema

de las hipédtesis del Lema, es claro que el resultado es igual de cierto utilizando la misma demostracién.
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y se puede observar mediante un muy sencillo ejemplo en dimensién 1.

Sea la siguiente transformacién de R dada por la funcién f(z) = z — 2 que tiene a 0
como punto fijo (ver figura 3.14). 0 como punto fijo no es hiperbélico pues f'(0) = 1 por
lo tanto no es cierto que (f")'(0) = (f’(0))" tienda a 0 (de hecho vale 1 para todo n).

W= (0)

Figura 3.14: Dindmica de f(z) = z — 2.

Sin embargo, es facil corroborar como si se considera un entorno cualquiera I del 0
(que pertenece a W#(0) pues para todo z € R se cumple que lim f™(z) = 0 se cumple
que £(f"(1)) —0).

Por esta razon es que el argumento que se va a realizar en esta seccidén es un poco
mas delicado. La idea es la siguiente. Como ya se sabe, por cumplirse que f € F(M)
gracias al Lema 3.3.2 que los valores propios de los puntos periédicos estan lejos de uno
exponencialmente en el perfodo. Serd posible ver que si se supone que || Df"|gu| =
0 se podran encontrar puntos periédicos con valores propios cercanos a 1 y periodos
arbitrariamente grandes. Para eso, se harda uso de los resultados vistos en la seccion
anterior, en particular del Teorema 3.5.2.

Se llegara a un absurdo de esta forma, dado u < 1 podremos encontrar un punto
periédico p (de periodo k) de forma tal que

IDf* 5l = 1

contradiciendo el Lema 3.3.2.
Suponiendo que f no es Anosov, gracias al Lema 2.3.2 se tiene que existe z € M de

forma tal que
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Vn >0

N —

IIHDﬂEm = 11Df" | e@ll =

0 que pasa algo analogo con F' para el pasado. Por simplicidad se supondréa que pasa lo
descripto'?
En particular, lo supuesto indica que VA < 1 existe un y de forma tal que

HHDfrEﬂ |25 W0

Esto se debe a que dado A < 1, como ||Df]| estd acotada, si existiera una sucesion
| D flecn @)l < Xentonces [T [|Df| g i) |l — 0 conn. Por lo tanto, existe ko de forma
tal que para todo k > ko || Df|g(fme @) || > )\ y por lo tanto considerando y = f*(z) se
tiene lo deseado.

Ahora, fijado u < 1 se pueden considerar valores § de forma tal que A(1 —0) > p.

Entonces, existe ¢ > 0 de forma tal que si d(z,w) < e:

IDflewll = (1 =)D f|ewl

Utilizando el Teorema 3.5.2 se obtiene un valor de N de forma tal que se pueden
encontrar puntos periddicos de periodo arbitrariamente grande que se mantienen a menos
de € de la oOrbita de y exceptuando a lo sumo, los ultimos N iterados. Entonces, si

considerando n suficientemente grande de forma tal que para todo k > n valga que

)\k(l _ 6)kCN > Mk+N

donde ¢ es la minima norma del diferencial (es decir que nada es contraido mas de ¢ por

el diferencial en un iterado). Es claro que dicho n existe ya que esa desigualdad se puede

() =)

donde un lado de la desigualdad es una exponencial creciente y el otro una constante.

expresar de la siguiente forma:

Visto esto, se puede encontrar un punto periédico p de periodo k + N (usando el

Teorema 3.5.2) que va a satisfacer

ID "N gyl = Xo(1 = 8)F e > N

MT,a demostracién en el otro caso es idéntica.
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llegando a un absurdo con el Lema 3.3.2 y concluyendo la prueba del Teorema central

de este capitulo (Teorema 1.0.2).
U

3.7. Comentarios sobre las pruebas y otros resulta-

dos

3.7.1. Otros Resultados

El Teorema 1.0.2 fue probado por primera vez en [M2] donde se prueba que en
superficies, f € F(M) < f es Axioma A y cumple la condiciéon de no ciclos (esto
representa una generalizacién de la conjetura de estabilidad en superficies).

Eso implica que un difeomorfismo robustamente transitivo es Anosov pues por ser
robustamente transitivo pertenece a F(M) y por ende (gracias al resultado de Mane) es
Axioma A. Pero siendo §(f) = M y Axioma A, ha de ser Anosov.

Lo que prueba Mane en [M2] es en realidad mucho més rico, pues en ese articulo
prueba que en cualquier dimensién vale que si f € F(M) entonces w admite
descomposicion dominada.

Las técnicas utilizadas son similares a las que fueron utilizadas en este capitulo,
solo que aparecen dificultades técnicas vinculadas con el hecho de que en dimensiones
mayores el algebra lineal se torna mas complicado (por ejemplo, hay que lidiar con formas
de Jordan y valores propios complejos conjugados).

Su prueba se distancia de la acé presentada en la forma de obtener puntos periédicos
pues utiliza lo que él llamo6 “Closing Lemma Ergddico” que asegura que si p es una medida
invariante, entonces el conjunto de puntos que se pueden “cerrar” (hacer periddicos)
mediante una pequena perturbacién y que acompanen a su érbita original durante el
periodo, tiene medida total.

Este resultado fue importante y entre otras cosas, con el prob6 en [M2] la conjetura de
estabilidad para superficies que luego generalizé (sin utilizar el “Closing Lemma Ergddi-
co”), en [M4] probando la conjetura de estabilidad en cualquier dimensién (probé que si

[ es C'-estructuralmente estable entonces es Axioma A).

Acerca de la obtencién de una descomposicién dominada a partir de la transitivi-
dad robusta es bueno mencionar el resultado de [BDP] que asegura que si f es Cl-

robustamente transitivo entonces M admite descomposicion dominada para f. Si bien
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se sabe que no se puede probar hiperbolicidad a partir de la transitividad robusta en
dimensiones mayores (como serd visto en el préximo capitulo) este resultado no es tan
completo como en el caso de superficies pues no se conoce una condicién suficiente de
transitividad robusta °.

Las ideas presentadas aqui hay que trabajarlas mas para llegar a este resultado pues
en dimensiones mayores la no existencia de pozos ni fuentes no prueba que f € F(M)
(de hecho, no es necesariamente cierto, como se vera en el préximo capitulo). Una buena

introduccién a ese resultado se puede encontrar en [BDV].

Dado que se cuenta con mas hipotesis, hay otro resultado que se prueba a medias en

este capitulo.

Teorema 3.7.1 (Lema 2.0.1 de [PS1]). Sea f € Dif f1(M) y supongamos que existe
v >0 y un entorno U(f) de f de forma tal que para toda g € U y para todo p € Peri(g)

se cumple que

ang(Ey, Ey) > v
Entonces, vale que Pery(f) admite una descomposicion dominada.

De hecho, en [PS1] se prueba también que lejos de tangencias hay descomposicién
dominada (como paso intermedio se prueba que lejos de tangencias hay angulos grandes)
y eso permite probar que las tangencias son densas en el complemento de la clausura de
los Axioma A en superficies (conjetura de Palis, ver [PT]).

Otra herramienta utilizada en [PS1] para ese objetivo son las técnicas presentadas en
la seccién 3.4.

Mas adelante, en [PS5] Pujals-Sambarino, mejoran esos resultados y prueban el si-
guiente Teorema (que representa una especie de descomposicién espectral para difeomor-
fismos con descomposicién dominada) que entre otras cosas puede ser un paso adelante

hacia la prueba del Teorema 1.0.2 en la topologia C?.

Teorema 3.7.2 ([PS5]). Sea f un difeomorfismo C? en una superficie compacta M de

forma tal que el conjunto limite's L(f) admita una descomposicion dominada, entonces,

|4 ;. . . . o, . . .y .
5Es facil construir un ejemplo de un difeomorfismo transitivo con descomposicién dominada que no
es robustamente transitivo. Por ejemplo, el producto de un Anosov en T? por una rotacién irracional en

el circulo.
16E] conjunto limite de un homeomorfismo es



L(f) =ZULUR unién disjunta tal que:

= 7 es un conjunto de puntos periddicos de periodos acotados contenidos en una

union disjunta de arcos periodicos atractores o repulsores.

s R es una union finita de circulos periddicos cuya dindmica es conjugada a una

rotacion irracional.

= [ se descompone como union finita y disjunta de compactos transitivos donde los
puntos periodicos son densos y a lo sumo finitos de ellos nos son hiperbolicos.

Ademds, f|; es expansivo.

Pasando al problema de probar el Teorema 1.0.2 en el caso de la topologia C? es
sencillo observar como el Teorema recién expuesto permite probar que si un difeomorfismo
C?-robustamente transitivo admite descomposicién dominada entonces es Anosov, puesto
que los conjuntos Z y R violarian la transitividad y argumentos similares a los de este
capitulo se pueden utilizar para ver que L ha de ser hiperbdlico.

La prueba entonces radica en demostrar que un difeomorfismo C?-robustamente tran-
sitivo admite descomposicién dominada. Por ejemplo, bastarfa con probar que C?-lejos de
tangencias hay descomposicién dominada (siguiendo a [PS1]) pero esto continua abierto.

La dificultad viene dada (entre otras cosas) por que en la topologia C? no se cuenta
con el Lema de Franks (es falso en la topologia C?, ver [PS5]) ni con el Closing Lemma

(problema atin abierto).

3.7.2. Otras posibles pruebas

Ya fue comentado que en [M2] lo realizado en las secciones 3.4 y 3.5 es obviado y
se utiliza el Closing Lemma FErgédico para conseguir puntos periédicos que acompanen
los puntos donde supuestamente no hay hiperbolicidad y llegar a un absurdo como en la

seccion 3.6.

Otra técnica puede ser eliminar la seccion 3.5 y utilizar el hecho de que si f es
Cl-robustamente transitivo entonces f es expansivo en T? (ver Observacién 3.4.3) y
utilizando los resultados de [Lew] se concluye que f ha de ser conjugado a un Anosov
lineal y por lo tanto “hereda” el Shadowing Lemma que permite realizar los argumentos

de la seccién 3.6.

Ambos caminos fueron realizados con objetivos mas ambiciosos y por eso sus pruebas

son mas complicadas, sin embargo, se considerd interesante mencionarlos, sobre todo
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en el caso que algin lector se encuentre familiarizado con estos resultados y le permita

ahorrarse gran parte de la maquinaria técnica del capitulo.

3.7.3. El caso (f) = M robustamente

Primero, es facil observar que la observacion 3.2.1, que asegura que un difeomorfismo
transitivo no tiene pozos ni fuentes, vale en el contexto de difeomofismos cuyo conjunto
no errante es toda la variedad. La prueba es muy similar, y basta observar que teniendo
una conjugacion local, con el Teorema de Hartman es muy sencillo encontrar abiertos
no errantes en caso de haber un pozo o una fuente (simplemente basta considerar un
entorno del punto periédico que no se corte con sus iterados antes del periodo y encontrar
el abierto errante en la conjugacién con el lineal).

Fuera de eso, el inico momento en el que se utilizé la transitividad en lugar de el
hecho de que Q(f) = M robustamente fue en el Teorema 3.5.2 donde se encuentran
puntos periédicos que acompanan las orbitas por periodos largos.

Se presentaran algunas formas de salvar eso utilizando algunos resultados mas pesa-
dos.

Una forma es utilizar el siguiente Teorema conocido como Lema de Pliss (ver [Pl] o

[M3] por una prueba). El enunciado que se presentara no es el usual pero es equivalente.

Teorema 3.7.3 (Lema de Pliss inverso). Dado f € Dif f}(M) y 0 < 71 < 79 < 1,
existen, un entero positivo N = N(v1,%, f) y ¢ = c(y,72, f) > 0 con la siguiente
propiedad: Si x € M, S C T,M cumple que existe n > N donde vale (si S; = Df*(S)),

[IIDf
=0

Entonces, existen 0 < nqy <ng < ...<n; <n tal que

S Z’Y;

nr+j
[T IDAs = r=1,....0 ;1<j<n—n,

Ademas, | > cn.

Como el hecho de que no sea Anosov implica (ver seccién 3.6) que YA > 1 existe
y € M tal que

H IDfleigyll = A" 5 ¥n>0
i=0
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se esbozara como con ayuda del Lema de Pliss esto conduce a un absurdo.

Con los resultados de la seccién 3.4 (de las variedades invariantes), para estar en
condiciones de llegar a un absurdo como el de la seccién 3.6 (encontrar un punto periédi-
co que acompafie un punto con poca contraccién) basta encontrar un punto con poca
contraccion que luego de una cantidad arbitrariamente grande de iterados retorne cerca
de si mismo, de forma de utilizar el argumento de las cajas utilizado en el Teorema 3.5.2.

Esto se logra mediante el Lema de Pliss pues permite encontrar muchos puntos donde
no hay buena contracciéon en ningtin paso, entonces, como M es compacta estos iterados
de y se comenzaran a aglomerar y por lo tanto se encontrard un punto para el cual no
hay buena contraccién en E y que retorna cerca de si mismo muchas veces y por lo tanto
se puede utilizar el argumento de las cajas (ver Teorema 3.5.2) y encontrar un punto
periddico que acompaifie y conduzca a un absurdo de la misma forma que en la seccién
3.6.

Otra forma de probar esto es utilizar argumentos ergddicos. También se hard un
pequeno esbozo sin entrar en detalles.

Si no hay hiperbolicidad entonces, existe una sucesién z,,, de forma tal que

Vo<n<m

DN —

IDF* Bl =

Sea

m—1
1
H m;:O:f(m

se cumple entonces que

1 1
[ 1081015 din = 105 5

m
Por el Teorema de Banach-Alaoglu (ver [Rud]) se cumple que p,,, — 1 débilmente y
mediante un simple cdlculo se puede ver que p ha de ser f—invariante ([RS]) y verificar
que [log||Df|g|ldp > 0.
Como lo que se busca es un punto recurrente (para utilizar el argumento de las
cajas, encontrar un punto periédico y llegar a un absurdo) para el cual no haya mucha
contraccion, bastaria con ver que los promedios temporales de un punto x recurrente

cumplen

e

-1

log [|Dfle(i@yll =0

| =

I
o
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Siempre que se trate con medidas invariantes existirdn puntos recurrentes gracias al
Teorema de recurrencia de Poincaré (ver [M3]), para que los promedios sean mayores
que 0 hay que utilizar el Teorema de Birkhoff ([M3]) pero serfa necesario contar con
una medida ergdédica que cumpla la condicién de la integral del logaritmo. Para eso,
se utiliza que toda medida invariante se puede “descomponer” en medidas ergodicas
usando el Teorema de Krein-Milman (ver [Rud]) y observando que las medidas ergddicas
son extremales ([RS]).

Ver [M2] o [M4] por més detalles sobre estas técnicas.

3.7.4. El caso de superficies no orientables

En este capitulo se trabajo con superficies orientables, pero todo el trabajo hecho
funciona para superficies no orientables. De hecho, el inico momento donde se utilizé el
hecho de que M era orientable fue cuando se concluy6 que la existencia de una descom-
posicién dominada en toda la variedad implicaba que la variedad era un toro T2.

Levantando la hipdtesis de orientabilidad, quedaria descartar a la botella de Klein
que también tiene caracteristica de Fuler cero. Eso se logra luego de probar que es un
difeomorfismo de Anosov, pues de hecho, tampoco se volvié a utilizar que la variedad
era un toro, ni siquiera que era orientable, por lo tanto, se podria haber esperado a
probar que era Anosov para concluir que la superficie ha de ser un toro T? (la tnica
superficie que admite un difeomorfismo de Anosov es el toro T?, en [F1] se prueba que
un difeomorfismo de Anosov transitivo en una variedad de dimensién menor o igual a 3

ha de ser conjugado a un Anosov lineal en un toro).
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Capitulo 4

Condiciones Suficientes Para
Transitividad Robusta

En este capitulo se buscara encontrar criterios para asegurar la transitividad robusta.
Por lo visto en el capitulo anterior, en dimensiéon 2 se tiene una condicién necesaria
y suficiente que es ser un difeomorfismo de Anosov en el toro T2.! En este capitulo,
sin embargo, se presentaran ejemplos de difeomorfismos robustamente transitivos (en
dimensiones mayores a 2) que son robustamente no hiperbélicos.

Para probar que dichos ejemplos son robustamente transitivos, se presentara una con-
dicion suficiente de transitividad robusta para difeomorfismos parcialmente hiperbdlicos
(con la definicién de la seccién 4.1), y se probard con ella que los ejemplos presentados
son robustamente transitivos a pesar de no ser hiperbélicos.

La idea es encontrar una condicién que asegura una propiedad mas fuerte que la
transitividad, que es que alguna foliacién (estable o inestable) sea minimal, es decir, que
todas sus hojas sean densas.

Para asegurar la robustez de esta propiedad, serd necesario pedir condiciones sobre
la expansion o contraccién exponencial en la direccion central.

La robustez de la no hiperbolicidad, estara dada por el criterio dado por la Ob-
servacién 2.3.4 que asegura que si en un compacto transitivo A hay puntos periddicos
hiperbdlicos de distinto indice entonces A no puede ser hiperbdlico.

En particular, se probara el Teorema 1.0.3:

Teorema 4.0.4. Existen difeomorfismos Ct-robustamente transitivos y C*-robustamente

no hiperbolicos en variedades de dimensiones mayores o iguales a 3.

1Ya fue mencionado que los difeomorfismos de Anosov en T? son estructuralmente estables y son
transitivos. Ver [F1], [Lew].
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Este capitulo esta basado en [PS4] (ver también [PS3] por una exposicién més heuristi-
ca). Para la presentacion de los ejemplos, también se tuvieron en cuenta [BDV], [M1] y
[Sh1].

4.1. Hiperbolicidad Parcial

La definicién de descomposicion dominada se puede generalizar ain més, permitiendo
que haya més de dos subfibrados cumpliendo la misma relacién (en general se escriben de
derecha a izquierda segun la dominacién). Un ejemplo particularmente interesante es el
de los difeomorfismos parcialmente hiperbdlicos que segun el caso pueden ser agregando
una condicién de contraccién en E (o de expansién en F') o simplemente teniendo una
descomposicion de la forma E* @ E°@ E" dominada y que ademas presente contraccion
en F° y expansion en K.

La exposicion es en base a los requerimientos de este capitulo, el lector puede recurrir
a [HPS] para las demostraciones. Por una presentacién més completa se sugiere [BDV].

Se utilizard la notacién m{L} = ||[L7!||7' donde L es un isomorfismo lineal entre

espacios normados.El valor m{L} mide la minima expansién del operador L.

Definicién 4.1.1. f : M — M difeomorfismo es parcialmente hiperbolico® sii el tangente
se descompone en tres subfibrados no triviales TM = E** & E¢ @ E"™ invariantes por
D f para los cuales existen constantes 0 < A < pu < 1 para las cuales se cumple que para

todo x € M vale que

IDf

el <A |[Df B < A

IDflgell <™ m{Df|gew} > n

De la misma forma que en el caso de la descomposicién dominada, se puede asegurar
la robustez de esta descomposicién més general (ver Proposicién 2.4.5).

Al igual que fue mencionado en el caso hiperbdlico (y que también es valido para el
caso de tener descomposicién dominada), se puede caracterizar la hiperbolicidad parcial

mediante la existencia de conos invariantes cumpliendo ciertas propiedades.

Teorema 4.1.1. Sea f : M — M difeomorfismo C' de forma tal que existen existen

conos C3,C C* CY Vo € N y existen constantes ng > 0 y p > 1 tal que:

2Esta definicién tampoco es la més general.

71



(i) Df(CH) € Cpletd y D (CE) € O3

fro(x) )

(ii) | Dfzov]l > pllvl| siv e CF y [Df"0v]l > pllo|| sive C.

(1i1) Las dimensiones de los conos C" y C° son complementarias (suman la dimension

de M) al igual que las de C* y C* y son constantes.
Entonces, [ es parcialmente hiperbolico en toda la variedad.

Se presentaran resultados (sin prueba) acerca de las consecuencias de la hiperbolicidad
parcial sobre la existencia de variedades invariantes. La referencia para estos resultados
es [HPS]. Como introduccién a esos resultados es recomendable leer [Sh2]| (que si bien
no contiene todas las demostraciones, presenta los resultados y las ideas generales).

Por un lado, se tiene que los fibrados E* y E"* son unicamente integrables y dan
lugar a F°° y F*".

Teorema 4.1.2 (Foliaciones Estables e Inestables). Sea U un entorno de f de
forma tal que toda g € U sea parcialmente hiperbolica con iguales constantes. Entonces,
para toda g € U hay dos particiones F**(g) y F*“(g) de M tal que para todo x € M el
elemento de cada particion que contiene a = (los denotamos F**(x, g) y F*(x, g)) es una
variedad C* de forma tal que T,F*(x,g) = B (x) y T,F"(x,9) = E*(x). Ademads,
estas subvariedades dependen continuamente (en la topologia C en compactos) del punto
x € M y el difeomorfismo g € U.

El caso de la variedad centro es mas complicado ya que, en general, no es tinicamente
integrable. Sin embargo, considerando E“* = E° @ E"* se puede enunciar el siguiente

teorema. Se le llamard I. a la bola de radio ¢ en R* (con k adecuado).

Teorema 4.1.3 (Variedad Centro Inestable). Sea U un entorno de f de forma tal
que toda g € U sea parcialmente hiperbolica con iguales constantes. Eziste una funcion
continua ® : M x U — Emb(l1, M) de forma tal que si se le denota W (x,g) =
O(x,9)(1:) entonces:

= T,W(z,9) = B5(x).
» Ve > 0 existe v = r(g) que cumple que g~ (W (x,g)) C W (g (), g).

Esta claro que como W{"(x,g) es una subvariedad de M y se puede considerar que
hereda su métrica riemanniana, se puede reenunciar el teorema anterior con respecto a

esta métrica (y no con respecto a la métrica dada por el encaje).
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Por 1ltimo, se enunciard un Lema que permite asegurar propiedades dindmicas a
las variedades centrales siempre que se tenga contraccién o expansién exponencial del
diferencial en esa direccién. La demostracion no es complicada pero se omitira (es similar

a una prueba que si se presentard en la seccién 3.4, por una demostracién, ver [PS4]).

Lema 4.1.4. Sea U un entorno de f de forma tal que toda g € U sea parcialmente
hiperbolica con iguales constantes. Dado 0 < A < Ay < 1 existe ro tal que si g € U y
x € M cumple que

H 1D | geu(gipll < X* 1<n<m
7=0

entonces g~ (Wet(x, g)) € Wik, (97 (@), 9):

4.2. Primera aproximacion

Definicién 4.2.1. Sea f : M — M un difeomorfismo parcialmente hiperbdlico. Se dice
que su foliacién estable® F* es minimal si F**(z) es densa Yz € M. Se dice que es
robustamente minimal si existe U(f) entorno de f de forma que Vg € U se cumple que

F**(g) es minimal.

Proposiciéon 4.2.1. Sea f : M — M parcialmente hiperbélico y F*° la foliacion estable.

St F*° es minimal, entonces f es transitivo.

DEMOSTRACION. Sean U y V abiertos. Se considera z € M, como F* es minimal,
existe I C F**(x) NV intervalo de variedad estable. Tomemos y € [ y z un punto de
acumulacién de {f~"(y)} (f™(y) — z) . Por ser I parte de una variedad estable, se
cumple que F**(z) C m y como F*(z) es densa, se tiene que corta a U y por
lo tanto, existe ng de forma tal que [T (V)YNU # Dy f es transitivo.

O

Observacion 4.2.1. Es importante observar que lo importante en la prueba es que f~"(y)
acumule en algin punto cuya variedad estable sea densa. En particular, si se tiene un
punto periédico cuya variedad estable es densa y su variedad inestable también, se puede
asegurar la transitividad (pues se puede considerar y € W*(p)).

Vale observar también, que no conociendo eso, nada puede asegurar que la hoja por

el punto z de acumulacién de f~"(y) sea densa.

3Las mismas definiciones valen para la foliacién inestable.
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Antes de continuar con el capitulo, se dara una definicién que serd utilizada a lo largo

de este.

Definicién 4.2.2. Sea W*®(z) la variedad estable (inestable) de un punto de M. Se
dice que es (K, e)—densa si Yy € M se cumple que W[s((u) (x) N B(y,e) # 0.

Una condicion para F*° minimal

Antes que nada, se mostrara como esta condicién se cumple en los ejemplos conocidos,
en particular, se vera que se cumple en el caso de difeomorfismos de Anosov.

Como se puede ver en el Apéndice A.3, las variedades estables e inestables de los
Anosov lineales son densas y por lo tanto, sus foliaciones estables e inestables son mini-
males.

Para un difeomorfismo de Anosov transitivo* cualquiera, f : M — M, se mostrard que
las foliaciones estables e inestables son minimales. Esto motivard un criterio mas general
para el caso de difeomorfismos parcialmente hiperbodlicos.

Primero, es sencillo observar que las variedades estables e inestables de puntos pe-
riodicos son densas. Esto se debe a tener en cuenta la demostracién del Teorema de
Descomposicién Espectral 2.3.11 (recordar que los difeomorfismos de Anosov son Axio-
ma A) donde se determinan las piezas bésicas como clases de equivalencia homoclinica
(dos puntos periédicos son equivalentes si se intersectan sus variedades estables e in-
estables), como en el caso de un Anosov transitivo Q(f) = M y las clases son abiertas
(gracias a la estructura de producto local), la densidad de los puntos periédicos (dada por
el Shadowing Lemma 2.3.10) implica la densidad de las variedades estables e inestables.

Vale observar, que este argumento utiliza la conexién de la variedad, en caso contrario
se podria tener que el difeomorfismo permute las componentes conexas siendo de todas
maneras transitivo y que sus foliaciones trivialmente no sean densas.

Se pasa entonces a probar la siguiente Proposicion.

Proposicion 4.2.2. Sea f: M — M difeomorfismo de Anosov transitivo en M conexa.

Entonces, F*° es minimal.

Dado que los difeomorfismos de Anosov son estructuralmente estables, esta Proposi-

cion implica que la foliacién estable es de hecho, robustamente minimal.

4Es un problema abierto determinar si existen difeomorfismos de Anosov no transitivos.
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DEMOSTRACION.Como fue mencionado, para todo p periddico, las variedades estables e
inestables son densas.

En particular, fijado p periddico, es sencillo observar que se cumple que Ve, existe K
de forma tal que W*"(p) es (K, e)—densa (ver Definicién 4.2.2).

Por la estructura de producto local entonces, a menos de cambiar un poco las cons-
tantes, se puede asegurar que existen ¢,¢9 y K de forma tal que Vo € M se cumple que
WE(p) N WE(z) # 0y que existe D, C WZ(z) un disco de didmetro ¢ centrado en un
punto de W (p). Se verd ahora que estas condiciones son suficientes para asegurar que
F*% es minimal.

Se observa que se puede considerar que p es fijo, pues las foliaciones, al igual que la
descomposicion del tangente, no cambian al tomar una potencia del difeomorfismo.

Sea U un abierto de M y x € M un punto cualquiera. Se le llamard W € W#(p) N U

algin subconjunto compacto.

U

W2(p)

frWe(f (@)

Figura 4.1: Variedades estables densas.

Utilizando el A-lemma (Teorema 2.2.4) que 3ny de forma tal que si D, es un disco
de didmetro gy que corta Wi (p) transversalmente y estd centrado en un punto de corte,
entonces, se cumple que (D) NU # 0.

Ahora, la prueba es sencilla, pues considerando f™(z) se cumple que W2(f"(z))
contiene un disco D,, con las propiedades recién mencionadas. Por lo tanto, se tiene
que cumplir que f~"(W2(fm(x))) C W*(z) corte a U probando que W¥(z) es densa y
concluyendo la prueba.
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El mismo argumento permite probar el siguiente Lema, més general, que da una

condicién suficiente para la minimalidad de una foliacion dinamicamente definida.

Lema 4.2.3. Sea f : M — M parcialmente hiperbdlico con TM = E* & E° & E* y
supongamos que existe un punto periddico p que verifica que E*(p) = E5* y E*(p) =
E; & EJ* y que también se cumple que W=(p) es densa y existen e,e9 y K de forma tal
que W (x) N Wi (p) # 0 Ve € M y W2 (x) contine un disco de didmetro o centrado en

un punto de interseccion. Entonces, F*° es minimal.

DEMOSTRACION. La demostracién estd contenida en la de la Proposicién anterior, basta

observar que estas son las tnicas hipétesis utilizadas para llevar a cabo la prueba.
O

4.3. Condicion suficiente de transitividad robusta

Se presentara una condiciéon que garantiza la transitividad robusta. De hecho, la

condicién que se introducira, garantiza una propiedad mas fuerte.

Definicién 4.3.1. Se dice que f : M — M difeomorfismo parcialmente hiperbdlico es
robustamente minimal si existe un entorno C* U(f) tal que Vg € U se cumple que F**(g)

es minimal (i.e. todas sus hojas son densas)®.

La condicién suficiente para que un difeomorfismo sea robustamente minimal per-
mitira probar que los ejemplos que se presentaran, tanto el de Shub como el de Mane
son robustamente transitivos. Eso, terminara probando que ademas son robustamente no
hiperbdlicos pues se vera que tienen puntos fijos (o peridédicos) hiperbdlicos de diferente
indice en la misma componente dindmica (por ser transitivo habrd una tinica componente
dindmica) no podra ser hiperbélico (ver Observacion 2.3.4).

La idea es trabajar con difeomorfismos parcialmente hiperbdlicos para los cuales
una foliacién es minimal (por ejemplo, F*°). Para que esta propiedad persista frente a
perturbaciones se pedira algo de expansién en algunos puntos de el fibrado E¢. No es
conocido que esta condicion sea necesaria para que la foliacion se mantenga minimal
frente a perturbaciones, pero facilitara la prueba y es sencillo ver que se verifica en los

casos concretos que interesan en este trabajo. Esta condicién fue introducida en [PS4].

5También se hard uso de foliaciones robustamente minimales con el mismo significado.
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. Por qué se pide esa cierta hiperbolicidad en el fibrado E7. La intencién es mostrar
que la foliacién permanece minimal con el conocimiento de que la original lo es. Que
la foliacion sea minimal da una especie de densidad uniforme de las hojas, es decir, que
dado ¢ existe un valor de K para el cual las hojas de tamano K son e—densas (i.e. cortan
todo entorno de radio ).

Fijado el € y el K se puede encontrar un entorno de el difeomorfismo con la misma
propiedad (que las hojas de tamano K sean e—densas, pero solamente, en principio, para
este valor particular de €)°. La idea entonces es que si se elige bien el valor de e dados dos
puntos cualesquiera, se cortaran la variedad estable de tamano K de uno con la centro
inestable (de tamano arbitrariamente pequeno) del otro.

Entonces, si se pudiese asegurar que la variedad centro inestable de algunos puntos
se comporta como variedad inestable sera posible mostrar que el difeomorfismo cercano
también tiene su foliacién estable minimal (con argumentos similares a los utilizados
en el Lema 4.2.3). Eso es porque si tomando un abierto cualquiera y un punto en el
donde la variedad centro inestable se comporta como inestable, se puede iterar al futuro
y ahi cortar con la estable de tamano K. Tomando preimagenes, se podra asegurar que
la estable (por la invariancia) cortard el abierto deseado.

La hiperbolicidad en algunos puntos (que garantizard que algunas variedades centro
inestables se comporten como estables utilizando lo visto en la Seccién 4.1) se expre-
sard mediante la siguiente propiedad que se le llamara Propiedad SH (siguiendo a [PS4],
que asumo refiere a “Some Hyperbolicity”). Lo importante de esta propiedad, y de hecho
es la parte més trabajosa de la prueba, es que asi considerada (ese algo de hiperbolicidad)

es robusta frente a perturbaciones C*.

Definicién 4.3.2. Sea f € Dif f1(M) parcialmente hiperbdlico. Se dice que f exhibe la
Propiedad SH si 3\ > 1y C > 0 tal que para todo x € M existe un y* € F{"(z, f) que

verifica

m{Dfn|Ec(fm(yu))} > O)\g Vn,m >0
El Teorema que da una condicién suficiente para que las foliaciones sean robustamente

minimales es el siguiente.

Teorema 4.3.1 (Pujals-Sambarino [PS4]). Sea f € DiffY(M) parcialmente hi-
perbdlico que satisface la Propiedad SH y tal que F**(f) es minimal. Entonces, F**(f)

es robustamente minimal.

5En realidad las constantes se tienen que tomar con més cuidado pero eso se hara con cuidado en la

prueba para la prueba
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La idea de la prueba consiste en probar antes que nada que la Propiedad SH es
robusta y luego ver como implica que algunas variedades centro inestables se comportan
como inestables (ademds de ver que son suficientes las que tienen ese comportamiento).

La prueba del Teorema sera pospuesta para la préxima seccién.

4.3.1. Ejemplos no hiperbdlicos de difeomorfismos robustamen-

te transitivos.

Ademas de los difeomorfismos de Anosov, existen varios ejemplos de difeomorfismos
robustamente transitivos. Algunos de los fenémenos que dan lugar a estos difeomorfismos

SO1:

1. Perturbados de tiempos-uno de flujos de Anosov transitivos (no son de Anosov por
tener la direccion del flujo que no expande ni contrae, son parcialmente hiperbolicos

por ese motivo, ver [BD]).
2. Productos cruzados de Anosov y derivados de Anosov (Ejemplo de Shub, [Sh1]).

3. Derivados de Anosov en dimensiones altas (Ejemplo de Mane, [M1] y también ver

[BV] por un ejemplo no parcialmente hiperbdlico).

4. Intersecciones robustas entre variedades estables e inestables de puntos peridédicos

con distinto indice (Ciclos Heterodimensionales, ver [D] y [BD]).

El objetivo de esta seccion es presentar los ejemplos 2 y 3, para probar el Teorema
1.0.3. El Teorema queda completamente probado a partir del ejemplo de Mane, y queda
probado para dimensiones mayores o iguales a 4 con el ejemplo de Shub. Si bien eso indica
que no es necesario introducir el ejemplo de Shub, se presenta para mostrar diferentes

tipos de ejemplo.

Ejemplo de Shub

Se estudiard un ejemplo presentado en [Sh1] (también se encuentra en [HPS], capitulo
8) , la exposicién estard basada en [PS3] y [BDV].

La idea es la siguiente, se busca un difeomorfismo transitivo (en realidad robus-
tamente transitivo) y no hiperbélico. Como ya fue mencionado, el mecanismo que se

utilizara para crear no hiperbolicidad es obtener puntos periédicos de distinto indice
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(recordar la Observacién 2.3.4) en la misma pieza dindmica, en este caso, como se busca
que el difeomorfismo sea transitivo, dos puntos periddicos cualquiera con distinto indice.

Una primera aproximacién podria ser tomar un producto entre un Anosov y un
derivado del Anosov (en T? cada uno, o sea, el resultante serfa en T*) y de esta manera
lograr puntos periddicos de indice 2 y de indice 1 (suponiendo que se hace un DA con
un pozo). Sin embargo, es ficil ver que este ejemplo no es transitivo pues como no lo
es el DA (se eligi6 de forma de tener un pozo) se pueden considerar en la “segunda
coordenada” dos abiertos que no se corten, U,V por iterados del DA y considerando
entonces los abiertos T? x U y T? x V se contradice la transitividad.

Para solucionar esto, lo que se hace es tomar un producto cruzado con cierto cuidado.
Se presentara una construccién particular, pero puede ser hecha con més generalidad (ver
[PS3] o [BDV]).

Sea a : T? — T? un difeomorfismo de Anosov lineal y f : T? — T? una potencia de
este suficientemente grande, en particular, teniendo 2 puntos fijos, p y ¢.

Sea también g : T? x T? — T? (también puede ser pensado como g : T? — Dif f1(T?))
de forma tal que g, = a para todo punto fuera de un pequeno entorno U de ¢ que no
contiene a p. G, es un DA de g para el cual p es un punto fijo atractor. La deformacién
al DA se hace en el entorno U con la isotopia presentada en el Apéndice A.3 en cada
“rayo” que une ¢ con el borde de U (ver figura 4.2) manteniendo en todo momento a p

como punto fijo.

Anosov g

ﬂ

Isotopia al difeomorfismo DA

Figura 4.2: g : T? — Dif f1(T?)
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De esta manera, no es dificil ver que el producto cruzado entre f y g es parcialmente

hiperbdlico. Se recuerda que el producto cruzado es F : T? x T? — T? x T? dado por

F(l’,y) = (f(x)mgx(y))

Por un lado, se tiene que la foliacién {z} x T? es invariante. Por otro lado, es sencillo

ver que se cumple que

([ Df. 0
DF(z,y) = ( %(x’y) D(gz)y )

Recordar que f = a" con n suficientemente grande. Sea {e;, ez} una base (paralela,
si se desea se puede pensar el el levantamiento, recordar que f es un Anosov lineal) de

TT? de forma tal que en ella valga

Dfx:(g\ )\0_1>

Sea también {es, e4} una base (de la misma forma) para la cual

D(gay:(g‘ 3)

Donde A\ < p < 1y v variando en (u, u']. Ademds, se puede asumir que si se toma,
un n suficientemente grande (donde f = ¢g") los valores propios de %(m, y) se encuentren
acotados por un valor suficientemente pequefio en comparacién con A~

La inversa de DF(z,y) en esta base serd de la siguiente forma

A0
DFz,y) =

-1
A w0
0 ~°¢

donde A también se puede considerar acotado por un valor pequeno en comparacion con
)\—1 7
Es facil entonces ver, si se considera v; la proyeccién de un vector v € TT* sobre e;

se cumple que los conos

"Acotando groseramente, si se le pide a A~ que verifique que A~ > 100! v que si K es una cota
de los valores propios de % y de A, entonces \™! — K > ’\T_l es suficiente para que F sea parcialmente

hiperbdlico. Se hara alguna cuenta para mostrar como se utilizan las cotas.
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O = eTT : [l > oz +vs + i)}

C*={veTT" : |vi+us|]| > |lva+uvs]}

Cce ={ve TT* llvr + v3 + vy > ||ve|}

son invariantes para el pasado (y ademds los conos C** y C* tienen expansiéon exponen-

cial) mientras que los conos

Cu = {w e TT ol = |or + vs +va]}

C={veTT" : |lvy+uvs|| <|jva+val}

son invariantes para el futuro (con expansion exponencial en el cono C*"). Se reali-
zard una de las comprobaciones, el resto es idéntica: sea v € C"* por lo tanto, en
coordenadas v se escribe como (a,b,c,d) donde se cumple que |b] > |a| + |¢| + |d|. Al
aplicar DF se tiene que

9y 9y

DF((CL, b? ) d)) - ()‘aa )‘_lba %(aa b)l + He, %(aa b)2 + Pyd)

Si A7! es grande en comparacién a los valores propios de % es posible suponer que

(por ejemplo) [N — |Z(a,b)i| — |%2(a,b)s] > A7'L. Y ademds, se asumiendo que
A1 > 2471 se concluye que DF((a,b,c,d)) € C" y ademés, es facil ver como la norma
de v crece con DF, ya que si se tiene en cuenta que ||[v|| < 4[b| es facil ver como tomando
A7l > 10 se tiene que ||[DF(v)|| > 5|b] dando expansién exponencial. El resto de las
cuentas son iguales salvo por ver que C® expande a los vectores para lo cual hay que
pedir que la cota de los valores propios de A sea pequena en relacién a =1 lo cual no es
dificil de lograr pues la isotopia se puede hacer “despacio”.

Este argumento permite obtener una descomposicién de TT* = E* ¢ B @ B¢ ¢ B
parcialmente hiperbolica donde el espacio estable es E* @& E?.

Es importante observar que E*° y E" no van a ser los espacios estables e inestables

de f y tampoco vale que E° y E° sean los espacios estable y centro de g,.
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Se verd que la foliacién estable F*° (tangente a £ U E®) es minimal (siguiendo a
[PS3]). Se utilizara la siguiente notaciéon: W#(«, h) denotard la variedad estable de el
punto « con respecto a la transformacion h; la misma notacion la aplicaremos para va-
riedades inestables, centro, centro estable , estable fuerte, etc. y para variedades estables
e inestables de tamano dado. Cuando no se especifique la transformaciéon h referira a F'.

Es muy sencillo observar que

W ({p} x T%) = [ W*((p, 2)) = W*(p, f) x T

z€T?

Esto se puede ver de la siguiente forma. Todo punto que converja a {p} x T? acompanard a
una érbita de T? pues cerca de {p} x T? F es un producto entre 2 Anosov y por lo tanto,
para estar en W*({p} x T?) ha de pertenecer a W2*(p, f) x {z} con z € T?. Por lo
tanto, como W**((p, 2)) = U,so (W25 (p, f) x {z}). Esto prueba que W*({p} x T?) C
U,er2 W*((p, 2)), la otra inclusién es trivial al igual que la otra igualdad.

Por lo tanto, se ve que W?*({p} x T?) es claramente denso en T? x T? por serlo
W (p, f) en T2

Se cumple también que

W)= | wWokw)

weWs=(p,gp)

pues si (2,y) € Uyews(zg,) W (0, w) entonces (z,y) € W*(p,w) donde w € W*(z, gy)
por lo tanto F"((z,y)) — (p, z) ya que

Fn((x‘,y)) = (fn(x)agf"(m) ©0...0 g:t(y))

y por ser g, Anosov lineal, W*(z, g,) es denso en T?, por lo tanto, W*((p, z)) es denso en
We({p} x T?) y por lo tanto en T*. En particular, vale que F**((p,p)) es densa en T.

Observando que

Fa,y) = (F 1 (2), (95-10) " (%)
se puede concluir también que

wh({p} x T) = |J W"((p,2)) = W"(p. f) x T?

2€T?2
por el mismo argumento ya que localmente (cerca de p) F' es un producto y por lo tanto

W ((p,z)) = F*(WX(p, f) x {z}). De la misma manera, se observa que
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W)= U W w)
weW(p,gp)
concluyendo de igual manera que W"((p,p)) es densa.

En particular, se obtuvo que W*((p,p)) y W*((p, p)) son densas permitiendo, a partir
del Lema 4.2.3, probar que F*° es minimal (observar que por ser F** de dimensién 2 de
igual forma que W*"((p,p)) y por ser transversales, la densidad de W*((p,p)) hace que
se cumplan las hip6tesis del Lema).

De esta manera, gracias a la Proposicion 4.2.1 el difeomorfismo es transitivo y por
la Observacién 2.3.4 no puede ser hiperbdlico (es transitivo y (p,p) es un punto fijo de
indice 2 mientras que (g, p) es de indice 1). Si se prueba que la transitividad es robusta,
automaticamente se probara que la no hiperbolicidad también lo es, pues los puntos fijos
hiperbélicos no pueden cambiar de indice bajo pequenas perturbaciones.

Ver que el difeomorfismo es robustamente transitivo sale de aplicar el Teorema 4.3.1
que, verificandose sus hipétesis aseguraria que el difeomorfismo es robustamente mini-
mal y por lo tanto robustamente transitivo. Habiendo probado que F' es parcialmente
hiperbdlico y que F*® es minimal, resta ver que se verifica la Propiedad SH.

Esto es bien sencillo pues no es dificil observar (dado que W#({p} x T?) es denso)

que existen ¢ y K de forma tal que V(z,w) € T4

F((zw)) N Wi({p} x T?) # 0

Asegurando la Propiedad SH pues se tiene que para un punto de interseccién (lla-
mesé y*) valdrd que a partir de cierto valor ng (que no dependerd de (z,w) pues se tiene
que existe ng para el cual F™ (W5 ({p} x T?)) estd contenido en la regién donde F es un
producto de dos Anosov lineales) se cumplird que y* tendra expansion exponencial en la

direccion central, es decir, valdra que existe o > 1 de forma tal que

m{DF"

y esto valdrd para todo (z,w) y con la misma constante o. Como ny no depende de

(z,w), se puede encontrar un valor de C' de forma tal que

m{DF"

Ec(pm(yu))} > (Co" Vn>OyVm20
verificando la Propiedad SH.
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Esto concluye la prueba del Teorema 1.0.3 para dimensiones mayores o iguales a 4
(observar que el difeomorfismo f podria ser tomado en T™ con n > 2 sin cambiar ningin

argumento).

Ejemplo de Mane

El ejemplo de Mane permitird completar la prueba del Teorema 1.0.3 aunque por si
solo la completa pues el ejemplo se puede realizar en T" con n > 3 obteniendo en esas
variedades difeomorfismos robustamente transitivos y robustamente no hiperbdlicos.

Este ejemplo fue propuesto por Mane en [M1] consiguiendo un difeomorfismo robus-
tamente transitivo no hiperbélico en una variedad de dimensién 3 a decir el toro T?. De
nuevo la exposicion se apoyara en [PS3] y [BDV].

La idea de este ejemplo es aprovechar que en dimensién 3 hay dos formas en las cuales
un punto periédico hiperbélico no sea un atractor o repulsor (indice 1 0 2) y entonces un
Anosov con indice 2 y deformarlo (mediante un DA) en un punto para que tenga indice
1 teniendo cuidado de no perder la transitividad.

Se parte de un Anosov lineal A : T2 — T3 con valores propios 0 < \; <1 < Xy < )3
para el cual la matriz asociada es diagonalizable y por lo tanto se pueden integrar tres
foliaciones (una asociada a cada valor propio) que son cada una densa en todo T2,

Ahora se puede hacer un derivado de Anosov en un pequeno entorno del punto fijo
p = 7(0) de forma tal de no alterar la foliaciéon dada por el valor propio Ay (que ahora
serd una foliacién central por pasar de ser valor propio mayor a menor que uno). La
construccién se puede hacer igual que en el Apéndice A.3 perturbando tnicamente el
valor propio A\, al diagonalizar.

Es sencillo observar que la perturbacién creara dos nuevos puntos fijos con indice
diferente que p pues al mantenerse la foliacion central y expander lejos de la perturbacion
pero contraer en p, inevitablemente apareceran dos nuevos puntos fijos con indice 2 a
diferencia de p que pasara a tener indice 1.

Se puede ver que es posible realizar esta construccion y tener transitividad, el ar-
gumento que se utilizara, siguiendo a [PS4], se basard en que esta construccion (la del
derivado del Anosov) es isotpica a un Anosov y por lo tanto, si se piensa como una de-
formacion a un parametro, va a existir un valor de frontera donde dejara de ser Anosov
(aunque se mantendré conjugado) y alli se probard la transitividad robusta, concluyendo
en definitiva que hay abiertos robustamente no hiperbdlicos en T?® de difeomorfismos
transitivos.

Siguiendo a [PS4] se trabajara con una variante del ejemplo de Mafie que permite
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ver que hay abiertos de difeomorfismo de T" (n > 3) que son robustamente transitivos
y robustamente no hiperbélicos.

Si se considera un difeomorfismo de Anosov f : T" — T™ con descomposiciéon TT" =
E#®E'"®E" de forma que ninguno de los subfibrados sea trivial (en particular obligando
que n > 3). Se asumira por simplicidad, que dim(E") = 1 (si se desea para que sea aun
maés visual, se puede suponer n = 3).

Se toma un entorno U de un punto fijo p de f y se considera una isotopia g; : T" — T"
soportada en U con t € [0,1] de forma tal que gy = f y que g; sea Anosov para todo

t €10,1) (recordar que los Anosov son abiertos).

Anosov

a1

Figura 4.3: Construccién del Derivado de Anosov

Se puede suponer que g; no es Anosov, pero si tendra asociados subespacios inva-
riantes de la forma TT" = E*(g1) ® E(¢g1) ® E"“(g1) (recordar que sélo se modifica el
valor propio correspondiente a E") que sera invariante como se puede facilmente observar
tomando limites de los subespacios E**, E* yv E* de ¢g; con t — 1.

Ademss, se puede observar que ¢; es conjugado a f.®

La conjugacién permite concluir que la foliaciéon F**(g;) es minimal. Para ver que

cumple la propiedad SH basta observar que si se toma U suficientemente pequeno se

8Esto se puede probar de la siguiente forma, con la misma idea utilizada en [Lew]. Por estar en la
misma clase de isotopia del lineal, se tiene una semiconjugacién (pues se puede ir al levantamiento y
utilizar la propiedad del sombreado de los mapas lineales hiperbdlicos), entonces basta probar que g; es
expansivo con constante de expansividad infinita para probar que existe la conjugacién. Eso no resulta
muy complicado pues se tiene que en las direcciones E*® y E"" hay trivialmente, y en la direcciéon E°
que podria ser la complicada, si se hace con cuidado la isotopia, también se cumple pues es solo en un
entorno que se modifica el comportamiento y solo en un punto que hay derivada de médulo 1 por estar

en la frontera .
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puede ver que para cualquier punto x € T" tiene que haber un punto en F{"“(z,¢g;) de
forma que su orbita futura no entra a U en ningiin momento.

Para encontrar dicho punto se puede proceder por induccién como se explicara. Antes,
se puede suponer que todo arco inestable fuerte de longitud 1 tiene un arco de tamano &
fuera de U (basta elegir U suficientemente pequeno). Al mismo tiempo, se puede también
suponer que la expansién A en la direccién inestable fuerte verifica que Ae > 1 (para esto
basta elegir el Anosov inicial con suficiente expansién en la direccién inestable). Ahora,
dado x, hay un arco de longitud e en F{"(z, g;) que no corta U. Al iterar ese arco, se
obtiene un arco de longitud mayor que 1 que por lo tanto tiene un subarco de longitud
£ que no corta U. De esta manera (tomando la preimagen de ese arco) se encuentra un
arco en Fi"™(z, g1) que no corta a U y que su primer iterado tampoco. De esta manera,
se puede construir una sucesion encajada de arcos en Fi*(x, g;) los cuales no cortan U
en sus primeros n iterados. La interseccién de sus clausuras sera un punto cuya orbita
futura no entra a U y por lo tanto, un punto para el cual la direccién central se comporta
como inestable pues el punto no se ve afectado por la perturbacion. Esto prueba que ¢;
cumple la propiedad SH como se buscaba.

Para concluir, se observa que tan cerca como se desee de ¢g; hay difeomorfismos
derivados de Anosov arbitrariamente cercanos y por lo tanto también robustamente
transitivos. Como estos poseen puntos periddicos o fijos con distintos indices, se concluye
también que son robustamente no hiperbdlicos.

Esto concluye la prueba del Teorema 1.0.3 a menos de la prueba del Teorema 4.3.1.

4.4. Demostracion de la condicién suficiente

En esta seccién se probara el Teorema 4.3.1. Como fue mencionado, eso requerird pro-
bar que la propiedad SH es robusta si F*° es minimal. La prueba de la robustez de la

propiedad SH se dejara para el final, enunciando antes el resultado.

Teorema 4.4.1. Sea f € Dif fY(M) parcialmente hiperbdlico que exhibe la propiedad
SH. Entonces, existe U(f) entorno C*, C' > 0y o > 1 tal que para todo g € U yVor € M

se cumple que existe un y* € F{"(x,g) tal que

m{Dg"

Be(gmyw)} > C'o™  ¥n,m >0

La prueba estara fuertemente basada en los resultados de la Seccién 4.1.

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 4.3.1.
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Sean U;, C" y o dados por el Teorema 4.4.1.

Sin pérdida de generalidad se puede suponer que C’ = 1 (pues se puede tomar iterados
de todas las g € U; ya que las variedades estables e inestables seran las mismas).

Fijado un valor de § > 0, como F**(f) es minimal, existe un valor de K tal que
Fi(x, f) es 6/2—densa para todo x € M 9.

Ahora se busca que todas las estables corten centro inestables suficientemente pe-
quenas, de forma tal que cuando se utilize la propiedad SH para darles propiedades
inestables se pueda llevar las estables a donde se desee.

Para darles propiedades inestables a las variedades centro inestables (se recuerda que
la centro inestable denota la que integra E¢ @ E"*) se utilizard el Lema 4.1.4 en cuyas
hipotesis se puede identificar una propiedad similar a la SH.

Para eso, se considera A = ¢!, un valor de \; tal que 0 < A < A\; < 1 y un valor de

ro de forma tal que si g € Uy y x € M cumple que

[T1pg
=0

entonces se sabe que ¢~ (Wi(z, 9)) C Win, (97" (), 9) (ver Lema 4.1.4). Esta es la

Ecu(gfj(x))” <\" 1 <n<m

propiedad inestable de las variedades centro inestables.

Ahora, si se elige ¢ suficientemente pequeno, se puede suponer que

Fio(z, [YNWi, # 0o,z € M = FU(f) CUy tal queVgeU y x,2 € M

vale que Fyj(x, ) N W' (2, 9) # 0

Se probara entonces que la foliacién estable de g es minimal.

Sea U abierto de M y x € M cualquiera.

La idea es la siguiente, para ver que la estable de x corta a U se buscard un punto
que este en U y de forma tal que su centro inestable se comporte como inestable para
iterados futuros de él. Entonces, tomando su centro inestable de tamano ry cortara la
estable de una imagen de z y luego iterando al pasado hasta que el punto vuelva a U
junto con su centro inestable (dado que actuaba como inestable se hizo pequena tomando
preimagenes) y por lo tanto la estable de x tendrd puntos en U.

Se elige entonces z € U 'y > 0 tal que F5*(2,g9) C U. Sea ng tal que Fi*(g9"°, g) C
g™ (F§*(2,9)) (que existe pues F** es inestable fuerte) y tomamos, usando la propiedad

SH, un punto y* € F{"*(¢g™, g) dado por el Teorema 4.4.1 que cumpla que

90bservar que las hojas son uniformemente densas y que varian continuamente con el difeomorfismo.
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m{Dgn‘Ec(gm(yu))} >o" Vn,m >0

Se puede elegir un valor de vy de forma tal que g™ (W<*(y*, g)) C U. Ahora, existe un
punto en U para el cual su variedad centro inestable se comporta como estable gracias al
Lema 4.1.4. Se puede elegir m tal que A\'rg < v y se toma k = ng+ m. La idea entonces
es que la estable de g*(x) cortard a la centro inestable de g™ (y%) y eso obligard a la
estable de x a entrar a U.

Y efectivamente pues ya se vio que valia que

Sk (" (@), 9) D W (g™ (y"), g) # 0

Pero ahora, la dominacion obliga a que

[[IDg e (gmuepll <A™ 1<n<m
j=0

pues se sabe que

H ”Dg_l‘E‘c(gm(yu))“ <\" 1 <n<m
j=0

1

y la mayor contraccién de Dg~! en E° es menor que la menor contraccién de Dg~! en

E"*. Por lo tanto se concluye que

g "W g™ (y"), 9)) € Wi, (¥, 9) € WI(y", g)
De donde se deduce el resultado buscado pues se tiene (recordando que g™ (W< (y*, g)) C
U)

g (W (g™(y"), 9) CU = F*(x,9) NU #0

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 4.4.1.

La idea de la prueba es que si se toma un perturbado de f, las propiedades del
tangente se cumpliran de forma similar para puntos cercanos pero solamente por periodos
de tiempo acotado. Lo que se buscara es construir una sucesioén de puntos que hereden la
propiedad (por estar cercanos a alguna 6rbita de f) durante tiempos cada vez mayores.
Esto podra darse gracias a que se buscan puntos en la variedad inestable que se hace

muy pequena en el pasado y sera posible considerar estos puntos por induccion.
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Antes que nada, se empieza por ver que basta con encontrar un entorno U(f) y un

ko > 0 tal que Vo € M existe un y* € F§(x, g) que cumpla que

m{Dg"" ge(gromep} > 2" I, m >0 (4.1)

Esto es sencillo de ver pues por un lado, el hecho de que se tome una potencia no afecta
pues se soluciona considerando una constante C’ mayor. Por otro lado, el que el punto
este en F3" tampoco afecta pues se puede considerar un entero [ arbitrario para el cual se
cumpla que g~ (Fi(g'(x), g)) C Fi(z, g) y esto para todo € M. Entonces, ajustando
la constante C’ nuevamente para que valga en los primeros [ iterados la desigualdad,
se puede considerar para z € M el punto de F{* conseguido como la preimagen del y*
conseguido para ¢'(z) utilizando (4.1).

Como se cumple la propiedad SH para f, es posible, considerando una potencia de f
(v teniendo en cuenta lo mencionado acerca de que el resultado vale si vale para potencias,
ajustando la constante C’) asumir que existe Ay de forma tal que para todo x € M se

cumple que existe un y* € F{*(x, f) con la siguiente propiedad:

m{Df"

O sea que si se considera el conjunto

Hy, ={y e M : m{Df"|gemunt = Ag Vn,m > 0}

se cumple que es un conjunto cerrado y que Va € M se tiene F{(z, f) N HY # 0.

La idea es que si se perturba poco a f en la topologia C! las variedades F{"“ se
moveran poco y por lo tanto se cumplird que si g esté cerca de f valdrd que F{"(z, g)
estard cerca de HY (f)y se buscard comparar la accion del diferencial de g en la direccion
central con la de f en los puntos de HY . Para eso se estimard cuanto se puede perturbar.

Primero que nada, es facil ver que se puede considerar 1 < A; < Ao, g9 > 0y Up(f)
cumpliendo que si z € HY (f) .,y € M y g € Uy cumplen que d(f'(z),g'(y)) < €0
V0 <7 < n entonces se cumple que

Ya que por ser Uy un entorno C! se puede considerar suficientemente pequefio como
para que se preserven las propiedades del diferencial y teniendo en cuenta que x e y se

mantienen cercanos se concluye lo afirmado.
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La prueba ya se encuentra encaminada pues lo que resta hacer es encontrar algin
punto en F3"(z, g) (con x cualquiera) que se mantenga cerca de Hy en el futuro. Para
eso, se hara uso de la contraccién en F"“.

Sea m de forma tal que para toda g € Uy y para todo x € M valga que

F3' (g™ (x),9) C g™ (Fiypa(z,9)) Ym >mg

Ademas, dado que en Uy son todos parcialmente hiperbdlicos, se puede considerar ng

de forma tal que para toda g € U, valga que:

AP inf{m{Dg"°

Para completar los requerimientos se considerara €, y U; C Uy de forma tal que si

g € Uy y se cumple que

d(z,y) < &1 = d(g(2), f(y) < 5 VL <i<ng

Y como ya fue mencionado, por la continuidad de las foliaciones, se puede considerar

Us C U, de forma tal que si g € Us se cumpla que

d(F"(x,g), Hy) <e1 Ve eM

Ahora, se considera U(f) = Us y kg = mg + ng y se verificard (4.1) para g € U y
xr € M concluyendo la prueba del teorema.
Hay que encontrar y* € Fy“(x,g) que verifique (4.1). Para eso, se considera una

sucesion {z,} de la siguiente forma:
(i) 20 € Fi"(z,9) v d(20, Hy (f)) < €.
(i) 241 € Fi"(g"(2)).9)

(iif) d(z;, H},(f)) <&

Que se puede construir pues d(Fi"(y, g), Hy, ) < e1 Yy € M.
Se ve que y* = g0 (z,) € Fi(z,g) y quesisetomai,jecon0 < j<nyl <i<n—j

vale

m{ngoi

Ec(g’m"(y%))} > 2
Lo que concluiria la prueba pues si se considera y* punto de acumulacién de {y“} se

habra encontrado el punto deseado.
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Para ver que y* € Fi%(z,g) se observa que z, € Fi(g*(z,_1),g) por lo tanto,
recordando que g™(F1%5(y,9)) D F3"(9™(y),9) Yy € M, Vm > mg se cumple que
97" (20) € F9(2n-1,9) C F3(9" (20-2), 9) (Pues 2,1 € Fi1(g"(2n-2), 9) y se puede su-
poner que £y/2 < 1). Con el mismo argumento, se llega a que g~2*(z,) € o (2n—2,9) C
Fuu(gko(z,_3),9) v continuando por induccién (recordando que zy € Fi¥(z,g)) se llega
a que y, € F3"(z,9).

Para probar la otra condicion se aprovecharad nuevamente la contraccién en F“* y
se utilizara el hecho de que si dos puntos se mantienen cerca con sus Orbitas por fy g
entonces se cumple lo que buscado para el diferencial de g.

Con la misma induccién que ya fue hecha, vale también que g~ kU-1(z ) €

(9" (25)). Porlo tanto, sil = 0,...,nyd =0,...,ng se tiene que d(g?ttko(y), g%(2)) <
£0/2 (pues gt (yr) = gl (z,) € Fuu, (g%(21), 9))-

Como ademés d(z, HY, (f)) < 1y por como fue elegido £; se cumple que d(g?(z), f* (1)) <

€0/2 (con x; € Hy (f)). Entonces, por la desigualdad triangular se tiene que:

(g™ (yy), [ (1)) < €0

y por la eleccién de gy vale que

m{Dg"°

Be(g*o(yuy) b > AT

Pero entonces, por como fue elegido ng se cumple que

m{Dg*|pegioqunt 2 MDY (gt i) D™ e (gtrora )} >
> A\ inf{m{Dg™|ge(»y} : z€ M} >2

Terminando la prueba 9.

00bservar que como ||AB| < ||A|l||B|| = m{AB} > m{A}m{B}
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Apéndice A

Resultados utilizados

A.1. Lema de Franks

Teorema A.1.1 (Lema de Franks [F2]). Sea f € Dif f'(M). Dado U(f) entorno C*
de f, U(f) ye >0 tal que si g € Up([f), 0 = {x1,.. ., Zm} ¥

L: @TxiM — @Tg(m)M tal que HL - Dg‘EBTziMH <e

x; €0 x; €0
Entonces, existe g € U(f) tal que Dg,, = L|r, m (eso ya implica que g(z;) = g(w;))

y st R es un conjunto compacto disjunto de 0 se puede considerar g = g en R.

DEMOSTRACION. Sea 8Ug(6) = {y1,...,yn} y se considera B; = {v € T, M/|v|| < 0} (se
puede suponer que M C RY y que la métrica es la heredada del ambiente). Se considera
también B; = expyi(f?i).

Se elige 0 > 0 cumpliendo las siguientes propiedades:

(I) Todas las B; son disjuntas entre si y de R.

(1) |expv — v|| < e si v € B; (se considera la norma de RN donde M esté inmersa y

el plano tangente trasladado de formé que 0 coincida con ;).

Para restringir més a § > 0 se dard alguna definicién més. Sea o : R™ U {0} — [0, 1]
una funcién “chichén” C' que cumpla que o(z) = 1siz < §/dyo(z) =0siz >4dy
0 < |o’'| <2/§. Ahora se define p : TM — R tal que p(v) = o(||v]])-

A partir de esto, se intentara hacer una perturbacion de g en el plano tangente que

cumpla con las propiedades deseadas. Para eso se considera h : UE — DTy M
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tal que h(v) = exp;(;i) og o exp,;(v). La funcién h es una especie de pasaje de g al

plano tangente, ahora se puede tomar § : |JB; — @D Ty,)M definida como g(v) =
p(v)L(v)+(1—p(v))h(v). A partir de esto, la forma intuitiva de considerar la perturbacién
buscada es considerar g : M — M tal que:

() XD,y 0J 0 exp,l(z) siz € B
r)= ‘
g g(x) siz ¢ B;

Para ver que § esta C! cerca de ¢ se dardn un par de restricciones més para 6.

(II1) || L(v) — h(v)|| < 2¢||v|| si v € B; (se cumple que h = Dg + ¢ donde % — 0).

(IV) |Dyexp|| < 1+ ey |Dyexp™|| < 14+esiv e Biyx € B; (Recordar que
Dy exp = Id).

(V) ||L(u) — Dhy(u)|| < 2¢|jul| u,v € B; (observar que Dhy = Dyg,)
(VI) Si K = sup,c,, [|Dg.|| entonces || Dexp, —Dexp, || < e/K con u,v € Bi.

Sea ahora, v = exp~!(z) entonces (se observa que basta ver que estdn cerca en B;),
usando (II) y (III):

lg(x)=g(x) || = [ exp oh(v)—exp og(v)[| < 2e+[|h(v)=g(v)|| = 2e+|p(v)|[[A(v)=L(v)]| < 4e

Antes de acotar la distancia entre las derivadas, se realizara el siguiente calculo basado

en la regla de la cadena y del producto para las derivadas y recordando que DL = L:

Dgu(u) = p(v)L(u) + Dpy(u) L(v) + (1 = p(v)) Dhy(u) = Dpy(u)h(v)

Ahora, tomando v € |JB; se puede calcular || Dhy(u) — Dgy,(u)|| obteniendo (recor-
dando el céculo recién hecho):

[Dhy(u) = Dgo(u)|| = [|p(v)(L(u) = Dhy(u)) + Dpu(u)(L(v) = h(v))] <

p(v)[[L(u) = Dhy(u)|| + [[Dpu(u)(L(v) = h(v))]| < Gellu]

Teniendo en cuenta que por (V):

p(v)[[L(u) — Dhy(u)|| < 2¢]fu]
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y por como fue elegido p y (III) se cumple

2 2
1Dpo(u)(L(v) = h()]| < Slull2eljv]| < Sull2e0 = 4e]lu]

Ahora si se le llama y = exp~*(z), 2 = h(y) y w = §(y) entonces

A =||Dg,(v) — Dg,(v)|| = ||Dexp, oDh, o Dexp;l(v) — Dexp,,0Dg, o Dexpgl(v)H

Donde si sumando y restando D exp,, oDh, o D exp, ' (v) se llega a que:

A < ||Dexp, oDh, o Dexp,'(v) — Dexp, oDh, o Dexp,"(v)|| +

Ao

|D exp,, oDh, o D exp, ' (v) — D exp,, 0Dg, o Dexp, "' (v)]|

Ay

y gracias a (VI) se sabe que:

g _
Ao < —|Dhy 0 Dexp; (v)]

y teniendo en cuenta que Dhy = Dg,, vy por (IV) vale que

Ay < el|Dexp, (v)]| < (1 +2)|v]

Al mismo tiempo, por (IV) se cumple que

A <q(1 +5)||Dhy © Dengl(U) — Dg, o Dexp;1(0)|]

y por la cota ya obtenida se cumple que

A1 < (1+e)6e]| Dexp,* (v)|] < (1 +€)*6e|v]|

Por lo tanto, se logré encontrar una perturbacién C!' de ¢ que coincide con g en R
y de forma tal que las derivadas coinciden con L en un conjunto de puntos arbitrario,
y todo esto solamente suponiendo que estas derivadas se encuentren lo suficientemente

cerca como para que el perturbado se mantenga en U(f).
[
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A.2. Closing Lemma y sus consecuencias

En esta seccién se hard mencién a las consecuencias que tiene el Closing Lemma
([Pu]). Lo que dice este resultado, es que dado un punto no errante de un difeomorfismo
C! de una variedad, se puede encontrar un difeomorfismo C! cerca con la propiedad
de que ese punto es periddico para el nuevo difeomorfismo. Este resultado, tiene como
consecuencia (cosa que se verd en esta seccién) que el conjunto de difeomorfismos para
los cuales los puntos periédicos son densos en el conjunto no errante es residual (o sea que
es una propiedad genérica). En la prueba que se presenta, se van a asumir dos resultados

que escapan de los objetivos de este trabajo y uno de ellos es el Closing Lemma.

Teorema A.2.1 (Closing Lemma [Pu]). Sea f € Dif fY{(M) y x € Q(f) entonces,
VU(f) entorno Ct de f existe g € U tal que x € Per(f).

La demostracion de este teorema es realmente dificil a pesar de lo sencillo del enun-
ciado. De hecho, no se sabe nada acerca de una igual versién para el caso C? y es uno
de los obstaculos mayores para avanzar en la teoria de sistemas dindmicos genéricos con
topologias C" con r > 2.

En el mismo articulo, a partir del Closing Lemma, Pugh prueba el siguiente resultado
que es el que va a interesar a los efectos de este trabajo (y que tampoco se conoce para
topologias C" con r > 2).

Teorema A.2.2. Eziste un conjunto R C Dif f*(M) residual tal que si f € R entonces

Q(f) = Per(f).

La demostracién de este teorema se basa en la siguiente idea, sea la funcién I' :
Dif f{(M) — H donde H = {K C M : K compacto} definida como T'(f) = Per.(f)
(donde Per.(f) es el conjunto de los puntos periddicos de f cuyos valores propios son
distintos de 1). Si se considera la topologia inducida por la métrica de Haussdorff en ‘H
se puede ver que la funcién resultante es semicontinua inferiormente.

La métrica de Haussdorf esta dada por la siguiente distancia:

d(A, B) = max{d(B),dp(A)}

Donde se define da(B) = sup{d(xz,A) : € B}. Otra forma interesante de pensar
esta distancia es ver a d4(B) como el menor valor (el infimo) de € tal que si se considera
un entorno de A de radio € entonces B queda contenido en él.

La demostracion hace uso de los siguientes resultados, el primero de los cuales no

demostraremos.
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Teorema A.2.3. Existe Ry C Dif fY(M) tal que Vf € R se cumple Per.(f) = Per(f).
1

Proposicién A.2.4. SiT : Dif fL(M) — H es semicontinua inferiormente® entonces
existe Ry C Dif f1(M) residual tal que toda f € Ry es un punto de continuidad de T'. 3

DEMOSTRACION. Sea Uy = {f : 3f, — f tal que dr(p(I'(f,)) — o > 1/t}

U, es cerrado: Sea {g,} C U, tal que g, — f entonces

Jg," — gn que cumple dr,)(I'(g,") > 1/t = 3w, € I'(gy,) tal que d(z,,I'(gn)) > 1/t

Entonces, como g — f basta ver que d(z!',z) — « > 1/t (a menos de subsucesiones)

para ver que U, es cerrado.

Por la semicontinuidad inferior, vale que dado ¢ > 0 existe § > 0 tal que si d(f,g) < ¢

entonces dr,)(I'(f)) < € por lo tanto, se tiene que

1/t < d(wn, T(gn)) < d(wn, ) + d(2,T(g,)) Vo € T(f)

Por lo tanto, se cumple que d(z,,z) > 1/t — e Vo € T'(f) por lo tanto, vale que
d(x,,I'(f)) — a > 1/t y por lo tanto f € U;(ver figura A.1.

U; tiene interior vacio: La idea es que los conjuntos pueden “explotar” pero no
implotar, entonces, se buscara un conjunto discreto infinito lo cual llevara a un absurdo
con la compacidad de M. Supongamos que f es interior de U; y sea 0, tal que si d(f,h) <
01 entonces h € Uy y dry(I'(f)) < € (por la semicontinuidad inferior, donde 2e < 1/t),
por lo tanto existe g; a distancia menor que d; de f y tal que exista un punto x; € I'(g;)
tal que d(z1,I'(f)) > 1/t — €. Ahora, tomando 0, de forma tal de que si d(h, g2) < 2
se cumpla que d(h, f) < 01y drny(I'(91)) < €/2. Nuevamente, usando la definiciéon de
U,, se tiene gy a distancia menor que dy de g; y un punto x5 € I'(g2) que cumple que
d(z,I(g1)) > 1/t — /2. Ademas, se sabe que

d(22,I'(f)) = d(z2,1'(g1)) — dr(g(I'(f)) = 1/t —e/2 —¢

'Una idea de la prueba del teorema A.2.3 se puede encontrar en [Rob] y también allf se encuen-

tran referencias a la prueba del teorema que utiliza resultados muy particulares de transversalidad en
variedades de dimension infinita.
2En este caso, que I' sea semicontinua inferiormente significa que dado € > 0 existe § > 0 tal que si

d(f,g) < entonces dr4)(I'(f)) <e.
3El resultado en realidad es valido en contextos mds generales con la misma prueba que presentamos.
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Figura A.1: Construccion de conjunto discreto infinito.

Continuando el proceso se llega a un absurdo.

Para finalizar, se observa, tomando complementos, que US son abiertos densos. Y

MNn<oUs son los puntos de continuidad de I' terminando la demostracién.
O

Ahora se puede ver que si f € R;1 MRy = R entonces se cumple que Per(f) = Q(f).

Para eso, supongamos que existe x € Q(f) — Per(f) (véase la figura A.2). Como I es

continua en f, se considera un entorno V' de Per(f) que no contenga a x entonces se sabe
que existe un entorno C* de f para el cual m C V, eso implica que x ¢ W en
ese entorno (pues si x fuese periédico se podria perturbar para que no tenga valor propio
1); pero eso contradice el Closing Lemma pues se sabe que en ese entorno de f hay un
difeomorfismo g para el cual x es periédico.

Eso culmina la demostracién del teorema A.2.2 a menos de la siguiente proposicion.

Proposicién A.2.5. T : Dif f1(M) — H es semicontinua inferiormente, es decir, dada
[y dado € > 0 existe 6 > 0 tal que si d(f,g) <& entonces drig)(I'(f)) <€

DEMOSTRACION. Basta ver que si p es un punto periédico elemental de periodo n para f
(es decir que D f! no tiene valor propio 1) existe un entorno U(f) y un entorno U(p) tal
que si g € U entonces ¢ tiene un punto periédico elemental en U(p) del mismo periodo.

Para eso se utiliza el teorema de la funcién implicita en dimensién infinita [Lan]
(podemos suponer que estamos en R"™ ya que el problema es local) para la siguiente

funcion:

F :Dif fY(M) x R" — R" tal que F(g,2)=g¢"(z)—x
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* z€Q(f)

Figura A.2: Punto no errante aislado

Para la cual (f,p) es un cero. Ademds, DF(y,) = Df} — Id que es invertible por la
hipdtesis de que p es elemental. Por lo tanto se llega a lo deseado.
O

A.3. Difeomorfismos DA y productos cruzados

Anosov y Derivado del Anosov

Antes que nada, se introduciran brevemente los difeomorfismos de Anosov lineales

siguiendo [S2]. Para encontrar los detalles y las pruebas el lector se puede referir a [S1]

o [KH].

rQ

\

Figura A.3: Difeomorfismo inducido por A

Dada una transformacién lineal hiperbélica de SL(N,Z) (matrices de entradas en-
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teras y determinante 1) es inmediato verificar que induce un difeomorfismo en el toro

TV = RY/Z" (al mapa cociente lo indicaremos como 7 : RY — T¥). Se estudiard, por

-(2)

pero los argumentos son validos para cualquier otra. Por ser hiperbdlica (y tener deter-

simplicidad, la matriz

minante 1), la transformacién va a tener valores propios de médulo mayor y menor que
1 (en este caso uno mayor y uno menor). Ademads, es sencillo comprobar que el dngulo
entre los espacios propios con los ejes es irracional y por lo tanto, al pasar al cociente los
subespacios invariantes se enrollan densamente en el toro.

Es facil comprobar también, que toda la variedad es un conjunto hiperbdlico para
este difeomorfismo y que los puntos periddicos son densos en la variedad (de hecho
son las imagenes por 7 de los puntos de coordenadas racionales). El hecho de que las
variedades estables e inestables se enrollen densamente en todo el toro muestra que el
difeomorfismo es transitivo, pues basta tomar dos abiertos y cortarlos con la variedad
estable e inestable del origen (punto fijo) respectivamente para encontrarse con que, dado
que por cortar la variedad estable contienen una franja transversal a ésta, utilizando el
A—Lemma (Teorema 2.2.4) se concluye la transitividad (de hecho se demuestra que es
topolégicamente mixing).

Ademas, por ser un difeomorfismo de Anosov, es estructuralmente estable y el mismo
argumento vale en general para probar que estos difeomorfismos son transitivos (en su
conjunto no errante) y se estaria frente a un difeomorfismo robustamente transitivo
hiperbdélico.

Como interesa mostrar difeomorfismos robustamente transitivos no hiperbdlicos, se
buscara hacer modificaciones a este para lograr ese objetivo.

Para entender la construccién del llamado difeomorfismo DA (derivado del Anosov)
se construira primero a partir del ya mencionado Anosov proveniente de la matriz A en
R? (para encontrar una presentacién completa el lector puede recurrir [Rob] y [KH]).

La idea es perturbar (isotépicamente) un punto fijo y convertirlo en un atractor o un
repulsor (esto en dimensién dos, pero en dimensiones mayores se buscard simplemente
cambiar el indice del punto fijo). Para eso, observando que A tiene determinante uno, se

sabe que su forma diagonal (A) es de la forma



donde A > 1. Ahora se considera A > u > 1 y una funcién “chichén” p : T?> — R de
forma tal que p(7(B:(0))) = 1y p(7(Ba:(0))¢) = 0 con ¢ suficientemente pequeno. Sea
p el levantado de p a R, entonces se considera el siguiente mapa, isotépico al Anosov,
que baja al toro si € es suficientemente pequenio como para que By (0) se mantenga
en un dominio fundamental. Se consideran en R? las coordenadas que hacen que A sea

diagonal:

F((z,y)) = (1 = plz,y))

VR
[ R
>~
| o
v

T4

Figura A.4: Derivado del Anosov

El resultado de esta perturbacién (se le llamara g) se puede observar en la figura
A4, que muestra como se transforma al origen en un punto fijo repulsor y aparecen dos
nuevos puntos fijos (p y ¢) cuyas variedades estables coinciden con la que era variedad
estable del origen. Ademas, la cuenca de repulsién del origen (los puntos que en el pasado
convergen al origen) son un abierto denso en el toro pues ademds de ser abierto (por ser
la cuenca de repulsién) es denso pues lo que era la variedad inestable sigue siendo parte

de la cuenca de repulsién del origen. No es dificil ver que el complemento de esta cuenca

() 9(T*\Bs.)

nez
es un conjunto hiperbélico (por una demostracion rigurosa ver [KH|) . Ademas, se

puede hilar mas fino y ver que es ademas globalmente parcialmente hiperbdlico ya que
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una de las direcciones se mantiene y la direccion que se convierte en repulsora cerca
del origen repele menos que la repulsora original (formalizar esto implicaria probar que
las familias de conos que da el teorema 2.3.5 para el Anosov funcionan para este dando
hiperbolicidad parcial).

Una observacion también importante es que por como fue realizada la perturbacion
no se afecté la foliacién invariante correspondiente al valor propio A=! de A pues esta
consistia, en la proyeccién de las curvas de la forma (zg,t) con ¢ € R y por como fue
realizada la perturbacion, su imagen serd la curva proyecciéon de (Ax, t).

Resulta claro que esta construcciéon se puede hacer en cualquier dimension variando
uno o mas valores propios de un punto fijo, y si se realiza cuidadosamente se puede lograr
que los difeomorfismos resultantes sean parcialmente hiperbdlicos o admitan descompo-

sicién dominada en toda la variedad (ver [BDV]).

Productos Cruzados

Sea f: M — M un difeomorfismoy g : M — Dif f(N) (g, : N — N es un difeomor-
fismo para todo x € M) un mapa continuo donde M y N son variedades (compactas,
conexas y sin borde aunque no es necesario). Se define el producto cruzado entre f y g

(o skew-product) al difeomorfismo

F:MxN—MxN

dado por F(z,y) = (f(2), 92(y))-
Esta construccién es bastante utilizada pues en particular es una gran fuente de

ejemplos de difeomorfismos parcialmente hiperbdlicos (si se considera f el Anosov del
Toro y se toma g, de forma tal que nunca expanda o contraiga demasiado, el resultado
va a ser un difeomorfismo parcialmente hiperbélico con direccién central T,N C T,,(M x
N)).
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