ENTROPIA Y TOPOLOGIA DE VARIEDADES.
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AssTrACT. Estassonnotas fueron escritas como apoyo (a los estudiantes y al autor) al minicurso
de posgrado “Entropia y topologia” a ser dictado en el primer semestre de 2014. El curso trata
sobre la conjetura de entropia de M.Shub ([Sh]) que vincula la complejidad dindmica de un
mapa (su entropia topoldgica) con como el mapa deforma la variedad al nivel de la homologia.
Por tratarse de una propiedad conjeturada para mapas diferenciables (y falsa para mapas
continuos) es natural que también propiedades geométricas e invariantes por conjugacién
diferenciable entren en juego junto con la entropia que es puramente topolégica. El objetivo
es mostrar el “estado del arte” al respecto de esta conjetura terminando por dar una prueba
(casi) completa de la conjetura para mapas de clase C* siguiendo [Yom;].
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INTRODUCCION

El objetivo de estas notas es presentar una prueba relativamente completa del Teorema
de Yomdin ([Yom;]) que resuelve la bien conocida conjetura de entropia ([Sh]) en el caso de
mapas C*. La conjetura continua abierta en toda su generalidad y en estas notas presentamos
también un panorama de los resultados conocidos y parciales asi como variados ejemplos
iluminadores.

Sibien las notas son “practicamente autocontenidas”, dificilmente puedan ser seguidas sin
consulta a referencias externas (fundamentalmente en lo que respecta ala teoria de homologia
de variedades). La seccién 1 se encarga de presentar los conceptos bdsicos necesarios y fijar
notacién pero dista de ser una introduccién completa a la entropia y homologia, para eso
recomendamos al lector la lectura de [KH, Capitulo 3] y [BT, Capitulo 1].

Como las notas son pensadas para un minicurso tienen una gran cantidad de ejercicios de
variadas dificultades que a entender de quien escribe es importante dedicarles tiempo. Los
ejercicios marcados con (*) son mds desafiantes y/o mas laterales al desarrollo del texto.

Hay bastante redundancia en el texto de forma tal de facilitar (en la medida de lo posible)
la lectura no lineal. En particular (salvo las secciones 8, 9 y 10 que son pensadas para leer
en orden) se buscé que cada seccién fuese independiente de las otras y que la notacién no
difiriese mucho de la literatura usual.

Hay dos apéndices, uno de ellos presentando un ejemplo que muestra que la conjetura de
entropia es falsa para homeomorfismos. Dado que hay un ejemplo muy simple para mapas
de S%, a entender de quien escribe, este ejemplo (que es bien mas complicado), no tenia lugar
en el cuerpo central del texto. El otro apéndice da una prueba de un ejercicio que si bien no
es dificil, es escencial en vincular la prueba de Yomdin con la conjetura de entropia con lo
cual se presenta la prueba para quien no tuviese la paciencia de pensarlo.
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La numeracién de Teoremas, Proposiciones, Ejemplos, Observaciones, Definiciones, etc
es lineal y coherente, los ejercicios estin numerados aparte con la finalidad de facilitar la
busqueda de estos.

1. CrasE 1: CONCEPTOS BASICOS

1.1. Entropia topolégica. Sea f : X — X un mapa continuo donde X es un espacio métrico
con métrica d. Definimos las siguientes métricas relacionadas con el mapa f:

(2, ) = max{d(f'(x), f (1))}

Denotaremos B(x, 6) las bolas de centro x y radio 6 para la métrica d y B,(x, 6) las corre-
spondientes bolas para la métrica d,. Notese que si n > m se cumple que B, (x, 6) C B,,(x, 6)

Ejemplo 1.1. Si M = R? con la métrica usual y f : R? - R? es la funcién x — ax cona € R
entonces:

-duy(x,y) =d(x,y)silal <1
- dy(x,y) = lal"d(x, y) si lal > 1

Ejercicio 1.1. Con M = R? y f una transformacion lineal, calcular d,,.
Si A C X es un compacto (no necesariamente invariante) definimos los siguientes ntimeros:
ra(f, e, A) =inf{#E : E C Aes ¢ — denso en A parad,}
su(f, €, A) = sup(#E : E C A sus puntos estan 2 a 2 separados por més de ¢ para d,}
Ejercicio 1.2. Probar que r,(f, ¢, A) < su(f, &, A) < 1u(f, 5, ).
Los conjuntos E en la definiciéon de r, se llamaran (n, €)-generadores (en A). Los conjuntos

en la definicién de s, se llamaran (n, €)-separados (en A). Si no se hace referencia a A se
sobreentendera que X = A (en particular, X es compacto).

Ejemplo 1.2. Sea A = [0,1]? ¢ R? y f(x) = ax con |a| > 1. Se cumple que 7,(f,&,A) ~
safre ) ~ (L)'
Definicién 1.3 (Entropia topoldgica). Para f : X — X continuo y A C X compacto:
hiop(f, A) = 16% hr,?j;lp % logru(f, e, A) = 1813(} lir?_)so?p % logs.(f, e, A)
Si X es compacto, definimos iy (f) := hiop(f, X).

Algunas veces, utilizaremos la entropia a escala ¢ del mapa f : M — M (con M compacto)
que es:

hiop(f, €) := lim sup % log r,(f, €, M)

n—-oo

que es una cantidad que depende de la métrica en cuestion. Sin embargo, al hacer que ¢ — 0
la dependencia en la métrica desaparece.
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Proposicién 1.4. La entropia de f es un invariante por conjugaciones topoldgicas'.

DeMosTRACION. La clave es la compacidad que permite encontrar un médulo de continuidad
uniforme. Luego, si g es conjugado a f por un homeomorfismo k (h o f = g o h) se cumple
que existe 6 : Ryy — Ryp homeomorfismo creciente tal que

€, A) < 1a(g,8(e), H(A)) < i, 5, )

Los detalles quedan de ejercicio para el lector.

O

Ejercicio 1.3. Si  : M — M es un cubrimiento y f : M — M levanta a f y se cumple que A
es un compacto tal que (A) = A y cada punto de A tiene finitas preimagenes en A por 7,
mostrar que /o, ( f, A) = hiop(f, A). Deducir que si 7t es un cubrimiento finito de X compacto
y f un levantado entonces hy,,(f) = hyop( f).

Ejemplo 1.5. (1) La identidad en X tiene entropia cero.

(2) Sea A : R? - R? una transformacién lineal dada por una matriz dxd. Sea A = [0,1]? C
R?. Se cumple que RY = E* @ E* donde E® es el subespacio propio correspondiente a
valores propios de médulo < 1y E* correspondiente a los valores propios de médulo
> 1. Usando el Teorema de Jordan vemos que A”|g= expande distancias a lo sumo
polinomialmente con lo cual la métrica d, no aumenta (més que polinomialmente) en
esa direccién. Por otro lado, para cubrir una bola de radio 1 en E* por bolas de radio

¢ luego de n iterados se necesitan aproximadamente EdilW(IMI” ... |Agime«|") bolas,
donde Ay, ..., Agim« son los valores propios de médulo mayor que uno. Deducimos
que:

dim E*

huop(A, A) = ) Tog A
i=1
(3) Como aplicacion del ejemplo anterior y el ejercicio previo vemos que si A es una
matriz d X d con coeficientes enteros, el mapa inducido en T¢ = R?/ tiene entropia
dada por la suma de los logaritmos de los médulos de los valores propios de médulo
mayor que 1.

Ejercicio 1.4.  (a) Probar que hyg,(f*) = [klhp(f).
(b) Probar que htop(f/ Al U AZ) = max{htop(f/ Al)/ htop(f/ AZ)}

En algunos casos es ttil reducir el calculo de la entropia a los lugares donde existe recur-
rencia.

Proposicién 1.6. Si f : X — X un mapa continuo de un espacio métrico compacto y sea CQ(f) su
conjunto no errante’ entonces

htop(f) = htop(f/ Q(f))

'Decimos que g : Y — Y es conjugado a f si existe un homeomorfismo h : X — Y tal que f = ™! o g o h. Notar
que si f se ve como homeomorfismo tanto de (X,d) y (X,d’) donde d y 4’ son métricas dando lugar a la misma
topologia, entonces id : (X,d) — (X,d’) es un homeomorfismo que conjuga las dindmicas.

2Un punto x € Q(f) siy solo si para todo € > 0 existe n > 0 tal que f*(B(x, €)) N B(x, €) # 0.
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Notar que hy, (f, Q(f)) = hiop(flagp)-

DeMosTRACION. La prueba no es trivial pero queda como ejercicio (desafiante). Esto serd
consecuencia también del principio variacional de la entropia que se mencionard mas ade-
lante.

O

Ejemplo 1.7. (4) El shift de dos simbolos es el homeomorfismo o : {0,1}¢ — {0,1}% que
“corre” la sucesion un lugar. Es sabido que considerando la métrica:

) ) = Y

nez
se obtiene la topologia producto. Notar que fijado ¢ < 1, y n > 0 grande, se pueden
escoger ~ 2" sucesiones de forma tal que cualquier sucesion en {0,1}* coincide con
alguna de esas en sus primeros n términos. Esto muestra que esa eleccion es (1, ¢)-
generadora. Por otro lado, se ve facilmente que son (1, ¢€)-separados ya que en algtin
término difieren. La conclusién es que hy,,(0) = log 2.

(5) Es bien sabido que se puede hacer un difeomorfismo de la esfera S* de forma tal que
su conjunto no errante consista de exactamente un punto fijo atractor, uno repulsor y
un conjunto cuya dindmica es conjugada al shift de dos simbolos. Este difeomorfismo
es usualmente llamado la herradura de Smale. Es recomendable ver imagenes ([SSh]).
La entropia es log 2.

(6) El mapa z > z* se extiende a un mapa de S*> = C. El conjunto no errante coincide
con el 0 y el infinito (puntos fijos atractores) y el ecuador (circulo repulsor) donde la
dindmica es como x — 2x(mod1) en el circulo. Usando que la entropia coincide con la
del conjunto no-errante y el ejemplo (3) obtenemos que /,,(f) = log 2.

(7) El mapa z — %l en C también se extiende a un mapa continuo de grado 2 de la esfera
S?. Se cumple que el conjunto no errante consiste del 0 y el co donde 0 es un punto
atractor y oo un punto repulsor. Notar que f es diferenciable en todos lados menos

en 0y en oo.

1.2. Homologia. Sea M una variedad de dimensién d. Siempre que sea necesario y que
olvidemos de mencionarlo, asumiremos que M tiene una métrica riemanniana y que es
orientable, compacta, conexa, etc.

Consideramos o : A* — M un mapa de clase C! (simplejo singular) donde A¥ ¢ RN (N > k)
es la envolvente convexa orientada de k + 1 puntos que no estdn en el mismo k — 1-plano.
Denotamos AF = [xy, ..., x| cuando queremos ser explicitos en cuanto a que simplejo es.

Definimos un espacio vectorial que codifica todos los posibles mapas como o, es decir,
Ci(M) es el espacio vectorial generado por todos los posibles mapas ¢ : A* — M. Para

o € Cx(M) un simplejo singular, definimos®:

k
do = Z(_1)i‘7|[x0,--~,f[,~~~,xk] € Ce1(M)
i=0

3La notacién [xo,...,%, ..., x¢] denota el k — 1 simplice definido por los puntos xo, ..., x; al remover x; en el
orden (“orientaciéon”) que aparecen.
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y extendemos d a todo Cy obteniendo un mapa lineal di : Cx(M) — Ci_1(M).

No es dificil ver que di_; © dx = 0 para todo k (0 mds sucintamente, 9> = 0). Entonces se
pueden definir los siguientes subespacios vectoriales de Ci(M):

Zi (M) =kerdy ; Bi(M) =Im i
Que nos permite definir la homologia k-dimensional de M como el cociente:
Zi(M)
Bx(M)

Si f: M — N es un mapa C' entre variedades, se ve facilmente que induce mapas lineales
en Ci(M, R) que respetan (conmutan con) di con lo cual se puede hablar del mapa inducido:

Hi(M) =

fok : Hi(M) — Hi(N)
quesic =Y. a;0; € Zi(M), cumple que f.x([c]) = [L;aif o 0;] € Hk(N).
Teorema 1.8. Si M es variedad compacta orientable y conexa de dimension d se cumple que:
- dim Hy(M) < oo para todo k
- Hi(M)=0sik>d.
- (Dualidad de Poincare) Hy_ (M) = Hy(M).
- Hy(M) = H;(M) = R.
- Si f,g : M — M son homot6picos entonces f. = g.x para todo k.

Estas propiedades serdn mas visibles con la cohomologia de de Rham.

Ejercicio 1.5. Mostrar que si f : M — M es un mapa C' entonces f., es multiplicar por el
grado de f.

Ejercicio 1.6. Mostrar que Z;(M) corresponde con curvas cerradas en M y que si y y )’
son curvas homotdépicas entonces representan el mismo elemento en H;(M). Tratar de
caracterizar H;(M).

1.3. Cohomologia de de Rham. Consideraremos M una variedad orientable.

Sea Qi (M) = {k —formas diferenciales en M}. Definimos dj : Q(M) — (Q11(M) la derivada
exterior. se cumple de nuevo que di,; o dy = 0. Podemos entonces definir ZK(M) = ker d y
B¥(M) = Im dj_;. Definimos la k-ésima cohomologia de de Rham de M como el cociente:

Z5M)
BX(M)

H: (M) =
Teorema 1.9 (de Rham). Hy(M) = H% (M).

EsBozo Definimos W : H’;R(M) — (Hg(M))* como

Ww)([c]) = f o

donde si ¢ = Y a,0; entonces fc w =Y. a; fa w.
1
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El Teorema de Stokes implica que W esta bien definido (ejercicio). Para probar que es un
isomorfismo se utiliza la llamada sucesién de Mayer-Vietoris y el siguiente hecho™:

Lema 1.10. Si M es una variedad y U una familia de abiertos tales que:

(i) Si U es difeomorfo a un convexo de R? entonces U € U.
(ii) Si U,V y U NV pertenecen a U entonces U U V también.
(iii) Si{U,} € U son disjuntos dos a dos, entonces su union pertenece a U.

Entonces M pertenece a U.

O
Nota, el Teorema de dualidad de Poincare también sigue de una estrategia similar. Ver el
libro [BT].

Ejercicio 1.7. Calcular Hy(S%) y H;(T%).

1.4. Radio espectral y enunciado de la conjetura. Si T : R? — RR? es una transformacién
lineal, definimos su radio espectral como

. anl
(1) = lim ||T"]]

que se puede ver no depende de la norma y coincide con el médulo del mayor valor propio
deT.

Sea f : M — M un mapa de clase C'. Llamamos

d d
f.: @ HOM - P HM
i=0 i=0

al mapa suma de los f.x. Se cumple entonces que:

s(f.) = maxs(f.,)
Conjetura (Conjetura de Entropia [Sh]). Sea f : M — M un mapa C* de una variedad compacta
M. Entonces, hy,(f) > logs(f.).

Ejercicio 1.8. (i) Mostrar que los ejemplos de 1.7 que son de clase C! verifican la conjetura
de entropia.
(ii) Mostrar que el ejemplo (7) alli no es diferenciable y no la verifica.
(iif) Mostrar la conjetura de entropia para mapas C' del circulo.
(iv) Mostrar que un homeomorfismo del circulo tiene entropia nula.
(v) Mostrar quesi f : M — M es un cubrimiento continuo, entonces h;,,(f) > log | deg(f)!.

45i el lector encuentra molesto que hayamos definido la homologia utilizando simplejos de clase C' puede
intentar dar una prueba de que la homologia definida con simplejos C° es la misma utilizando este lema.
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2. CLASE 2: MOTIVACIONES Y PANORAMA

Predecir el futuro conociendo el presente es quizds el objetivo principal de los sistemas
dindmicos. Es por eso que cualquier informacién a priori que tengamos acerca de la comple-
jidad de la distribucién asintética de las 6rbitas de un sistema es invaluable en la tarea del
dinamista.

Informacién a priori es un concepto vago que vale la pena precisar, pero sea cual sea, las
propiedades topolégicas del mapa, y fundamentalmente las mas groseras como la manera
que el mapa “enrolla” a la variedad en si misma son definitivamente informacién a priori.
Esta claro que no podemos esperar conocer la dindmica precisamente con solo entender esta
informacion, pero la idea de que esto nos puede dar cotas inferiores a la complejidad es un
hecho notable.

La conjetura de entropia también puede ser incluida en preguntas mas generales. Por mas
problemas relacionados con el vinculo entre la dindmica de un mapa y su informacién en el
nivel de la topologia algebraica de la variedad, ver [Sh, Sh;].

A pesar que la conjetura de entropia se encuentra abierta en toda generalidad, avances
considerables se han obtenido desde su formulacién a principios de los afios 70. El més
notable de todo es su resolucién completa en el caso de mapas C* debida a Yomdin [Yom;,
Yom,](ver también [Gr]).

Es también importante mencionar varios resultados parciales como por ejemplo el resul-
tado de Manning ([Man]) que asegura que el logaritmo del radio espectral de la accién en
el primer grupo de homologia es siempre cota inferior a la entropia de mapas continuos.
También se cumple que si f : M — M es un mapa C! de una variedad cerrada entonces el
logaritmo del grado es cota inferior de la entropia ([MP;]). Estos resultados son presentados
en estas notas en la seccién 3.

Hay variedades cuya sencilla topologia nos permite probar la conjetura de entropia. Para
mapas C' de las esferas d-dimensionales, es consecuencia del resultado de Misiurewicz-
Przytycki mencionado encima ([MP;]). Misiurewicz y Przytycki también logran probar que
la conjetura de entropia se verifica para mapas continuos del toro d-dimensional [MP,]. Este
resultado ocupa la seccién 4 de estas notas junto con el calculo de la homologia del toro. Vale
remarcar que estas ideas han sido extendidas recientemente y se conocen otras variedades
que verifican la conjetura de entropia (incluso para mapas continuos), ver [MaP].

El resto de las notas se ocupa de estudiar vinculos entre como varia el volumen de las
bolas de Bowen y el de los iterados de subvariedades encajadas y encontrar vinculos con la
entropia del mapa. Un hecho notable es que la variacién de volumen de una subvariedad
es un invariante por conjugacion diferenciable mientras que la entropia es un invariante de
conjugacion topolégica. En la seccién 5 mostramos una propiedad sencilla que garantiza
que un difeomorfismo cumpla la conjetura de entropia y la utilizamos para mostrar que los
difeomorfismos de Anosov la verifican. Enla secciéon 6 presentamos una breve introduccién a
algunas herramientas de teoria ergddica diferenciable para mostrar como en algunos casos el
estudio de medidas invariantes permite obtener informacién relevante acerca de la entropia
(sobre todo via el Principio Variacional). En dicha seccién se da un esbozo de la prueba de
un teorema debido a Gromov ([Gr;]) que muestra que para mapas racionales de la esfera de
riemann la entropia se puede conocer a priori exactamente via la accién en homologia.
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Las secciones 7,8,9 y 10 se encargan de presentar y demostrar el Teorema de Yomdin.
Ademés, en la seccion 7 se presenta un resultado debido a Newhouse y se muestran otras
aplicaciones de la teoria de Yomdin a la continuidad de la entropia. La prueba del Teorema
de Yomdin estd escencialmente contenida en las secciones 8 y 9 médulo un resultado de
geometria subalgebraica real que se presenta en la seccién 10.

Cerramos esta seccion mencionando que la conjetura de entropia sigue dando lugar a
trabajos de investigaciéon que buscan comprender mejor como eliminar la hipétesis de alta
regularidad impuesta por Yomdin en su trabajo y algunos resultados recientes han logrado
avanzar en algunos casos particulares. Referimos al lector a [SX, LVY] por nuevos resultados
y otras referencias relevantes.

3. CLASE 3: ALGUNOS RESULTADOS PARCIALES

3.1. Entropiay grupo fundamental. Seaay, ..., a, un generador (simétrico)’ de 1r(M). Para
a € m1(M) denotamos ¢,(a) como el menor nimero de elementos necesarios para escribir
f(a) en los generadores ay, ..., 4, y consideramos GF(a) = limsup,, + log ¢,(a).

Ejercicio 3.1. Mostrar que GF(a) no depende del generador escogido. Mostrar que logs(f.1) <
maXaeq, vy GF(a). Mostrar que alcanza tomar el maximo en los elementos de un generador.

Teorema 3.1 (Manning [Man]). Sea f : M — M un mapa continuo, entonces hy,,(f) > logs(f.1).

De hecho, la prueba muestra que para cualquier a € 7;(M) se cumple que hy,(f) > GF(a).
Este resultado se debe independientemente (por lo menos) a Bowen, Gromov, Katok, Man-
ning y Shub (segian [KH]).

DeMosTRACION. Sea ¢ : [0,1] — M una curva suficientemente pequefia y ¢ > 0. Vamos a
mostrar que existe ¢ := c(o, €) constante tal que para todo n > 0 se cumple que la curva f"o¢o
es homotdpica a extremos fijos a una curva cuya longitud es menor o igual a cr,(f, €).

De esta forma, si y es una curva cerrada cualquiera, podemos partirla en ¢ := ¢(y) curvas
pequefias 01, ..., 0; como arriba y obtenemos que dado ¢ > 0la curva f" o y serd homotépica
a una curva de longitud a lo sumo ¢ max,,{c(o, €)}7.(f, €) que nos da hy,(f) > GF([y]).

Fijamos 6 > 0 suficientemente pequefio como para que toda bola de radio menor o igual
a 26 en M sea contractible. Consideramos K usando la continuidad uniforme de f de forma
tal que toda curva contenida en una bola de radio menor o igual a £ verifica que su imégen
es homotdpica a una curva de longitud menor o igual a 6.

Sea o : [0,1] = M una curva cuya imdgen estd contenida en una bola de radio 6 y sea ¢ > 0.

Podemos suponer que ¢ es suficientemente pequefio de forma tal que si x, y € M cumplen
que d(x, y) < 4¢ entonces se pueden unir en una bola de radio menor que 2.

Fijaremos de ahora en més n > 0 y la métrica d,(x,y) = maxgsis, d(f'(x), f'(y)). Con-
sideramos Q, una e-red con respecto a la métrica d, en M que tenga exactamente r,(f, )

elementos.

Notamos la concatenacion de curvas como * y subdividimos o = [z, z1] * ... * [25-1, 25] de
forma tal que existen puntos x; € Q, tal que para todo 0 < i < s — 1 se cumple que [z;, zjs1]
esta contenido en B, (x;, €) U B,,(xiy1, €).

°Es generador y si un elemento pertenece, entonces su inverso también.
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Consideramos curvas [x;, z;] y [zi, x;] contenidas en B, (x;, €) y orientadas de la forma natural
y tenemos que si consideramos la curva

0’ = [zo,x0] * [x0, z0] * [20, z1] * . . . # [zica, zi] * [z, xi] * [xi, zi] .. % (2521, 2Zs] * [ 25, Xs] * [, 25]

que es homotdpica a extremos fijos a 0 y estd contenida en una bola de radio a lo sumo 26. Si
hay puntos x; = x; con i # j se cumple que ¢’ contiene algun lazo, pero como ¢’ estd en una
bola de radio 26 ese lazo tiene que ser contractible necesariamente y tenemos entonces que
eliminando algunos de los segmentos de ¢’ obtenemos una curva ¢” homotépica a extremos
tijos a 0 que tiene curvas de la forma [z;, zi11], [xi, zi] y [zi, x;]. En particular, ¢” tiene a lo sumo
3ru(f, €) segmentos de dichos tipos.

Ahora, sea 11 = [y, y’'] un segmento de los de 0", vamos a ver que f" o 1 es homoté6pico a
extremos fijos a una curva de longitud menor o igual a 2.

Para eso, sabemos que 7 lo es, y asumamos que f' o 17 es homot6pico a extremos fijos a
un arco 7); de longitud menor o igual a 4. Tenemos entonces que f™*(1) es homot6pico a
extremos fijos a f o 1; y como los extremos f*1(y) y f*'(y/’) estdn a menos de 4¢ obtenemos
la curva 1,4, deseada.

Obtuvimos que f" o ¢ es homotdpico a extremos fijos a una curva de longitud menor o
igual a 30r,,(f, €) que da el resultado deseado.

O

Observacién 3.2. Notar que la prueba da que si f : M — M es un mapa continuo, entonces
existe ¢ (que s6lo depende de la métrica en M y los médulos de continuidad uniforme de f)
de forma tal que hy,(f, €) > GF(a) para todo a € 1i;(M).

3.2. Grado y entropia. En esta seccién probaremos un resultado de [MP,] (ver también
[Ka]). Recordar que s(f.4) = | deg(f)| donde deg(f) denota el grado topolégico del mapa f.

Teorema 3.3 (Misiurewicz-Przytycki). Sea f : M — M un mapa C' de una variedad compacta
(orientable) M, entonces hy,p(f) > log | deg(f)I.

La hipétesis de ser C! es escencial, recordar el ejemplo z — %I en la esfera de Riemann.
Para un mapa C' en una variedad M definimos Jac,(f) como el volumen (orientado) en T sy M

de la imdgen por D, f del cubo de de lado 1 en T, M.

Observacion 3.4. Este teorema implica que la conjetura de entropia se verifica para mapas C
de la esfera S/ para cualquier d.

DeEMOSTRACION. Sea N = |deg(f)|y sean a € (0,1) y L = max; |Jac,(f)|. Fijamos 6 = L.

Consideramos B = {x € M : |Jac,(f)| > 6} compacto (con interior). Podemos cubrir B por
abiertos donde f es un difeomorfismo local y consideramos ¢ > 0 el nimero de Lebesgue
del cubrimiento, en particular:

— Six,y € B cumplen que d(x, y) < € entonces f(x) # f(y).

Ahora fijaremos n > 0 y consideramos el conjunto A de los puntos x € M tal que no mas
de an de los puntos x, ..., f"~!(x) pertenecen a B.
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Supongamos que x € A, entonces:

n-1
|Jac, f*| = H |Jacsy f1 < sU=ampan < (51eLYy" < 1
=0

Con lo cual obtenemos que Vol(f"(A)) < Vol(M). En particular, M \ f"(A) tiene medida
positiva y el Teorema de Sard® implica que hay valores regulares en M \ f"(A).

Sea x € M\ f"(A) un valor regular de f" (y por lo tanto de f). Vamos a construir Q, C
f7"({x}) un conjunto (n, €)-separado tal que contenga aproximadamente N*" puntos (notar
que #f"({x}) > N" por ser x valor regular).

Construiremos Q¥ ¢ f~({x}) inductivamente de la siguiente forma:

— QO = {x}.

— Para cada y € Q" hacemos lo siguiente: si f~'({y}) tiene N puntos en B, elegimos
esos N puntos (que necesariamente estdn a mas de ¢), si no, elegimos una preimagen
cualquiera de y que no esté en B (notar que siempre y tiene al menos N preimagenes
por ser x valor regular de f"). Llamamos al primer caso una buena transicion.

— Definimos Q, = Q™ c f™"({x}).

En primer lugar, Q, es (1, ¢)-separado pues si y # vy’ € Q, entonces f"(y) = f"(y’) = x.
Consideramos k > 1 el primer entero tal que f*(y) = f*(y’). Notar que por como fue elegido
Q. se cumple que f*(y) y f*1(y’) pertenecen a B de donde, por la eleccién de ¢, tenemos
que d(f“L(y), () > e.

Ahora, si consideramos m como el mayor entero menor que an, afirmamos que #Q,, > N™.

Para ver esto, consideramos y € Q, entonces, como x ¢ f"(A) se cumple y ¢ A y entonces
se cumple que por lo menos an iterados futuros de y intersectan B. Eso quiere decir que en
el futuro de y se pasa por al menos an buenas transiciones. Esto da al menos” N puntos en

Qn-

Obtuvimos que s,(f, &) > N para todo n con lo cual h,(f) > alogN. Como a era
arbitrario, obtenemos lo deseado.

O

Pregunta. Sea f : S* — S de clase C' y grado 2. Existe & > 0 tal que hy,y(f, €) > log2?

Ejercicio 3.2. Mostrar que si f : M — M es de clase C' y cumple que un conjunto de medida
total en M tiene al menos d preimagenes entonces h,,(f) > logd. Dar un ejemplo que muestre
que este enunciado es mds general que el teorema anterior (nota: esto también fue mostrado
en [MP4]).

Ejercicio 3.3. Entender como y que falla en el ejemplo 1.7 (7). Mostrar que dicho ejemplo se
puede hacer de forma tal de ser diferenciable en el atractor pero no en el repulsor.

®Recordar que para mapas de R en R? el teorema de Sard vale C'.

7Recordar que cada buena transicién implica que las N preimagenes se toman en B. Entonces, tenemos que
cada camino de x a un punto de Q, pasa por al menos an bifurcaciones en N puntos diferentes, esto implica
que hay N** puntos en Q, al menos.
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Ejercicio 3.4. Mostrar, usando los resultados de esta seccion y la dualidad de Poincare, que
la conjetura de entropia se cumple para mapas C' de variedades de dimensién < 2 y home-
omorfismos de variedades de dimensién < 3.

7

4. Crask 4: CONJETURA DE ENTROPIA EN T

4.1. La homologia de T". Primero veamos la homologia de S!. Las 0-formas son las fun-
ciones ¢ : S! = Ry son cerradas si son constantes. Las 1-formas son de la forma ¢(x)dx, son
todas cerradas y son exactas si y solo si fsl @(x)dx = 0 (notar que en este caso @(x)dx = h’'(x)dx

con h(x) = [ @(s)ds bien definida).

Como conclusién obtenemos que:

HY,(S") = {[const]} = R
Hi (8" = {[adx] : ae R} =R

Consideramos T? = S x ... x S!. Las 0-formas son funciones ¢ : T — Ry son cerradas si
son constantes (= HSR(Td) =~ [R). Las 1-formas son de la forma:

w = fi(x1,..., x5)dx1 + ...+ fa(x1, ..., xa)dxy

Afirmacién. Toda 1-forma cerrada es cohomologa a una de la forma a;dx; + ... + azdx,.

DEMOSTRACION. Sea w una 1-forma cerrada. Consideramos y; curva cerrada homotépica a
{0,...,t,...,0): t € [0,1]} (i.e. {0}7! x ST x {0}¥"71) y los nimeros

a; = fa)
Vi

1

que como w es cerrada no depende de la eleccién de ;.
Sea® =mdx1 +...+adx;yn=w-a.
Definimos / : T — R como h(x) = fy n donde y, es una curva que une 0 con x. Como 7

integra 0 en todo camino cerrado se ve que h(x) estd bien definida y se chequea facilmente
que dh = 1. Esto prueba la afirmacion.

¢

Por otro lado, las formas ), a,dx; son claramente cerradas y si algtin a; # 0 entonces integran
diferente de cero en una curva cerrada. Deducimos que H}(T%) = R”.

Proposicién 4.1. Una base de H: (TY) estd dada por las k-formas {dx; A ... Adx;, @ 1<iy <ip <
.. <iy < d). En particular H'(T?) = R®),

De la prueba se desprende que los elementos de Hy(T") se pueden representar a través de
encages canénicos i : TF — T,

DEMOSTRACION. La prueba es escencialmente igual pero integrando en toros k-dimensionales
generados por las direcciones xi,...,x;. Notar que la prueba de “sobreyectividad” sera
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neesariamente més tediosa pues hay que construir una k-forma cuya derivada exterior
coincide con w — @. La clave se puede ver en el siguiente:

Ejercicio 4.1. Sea f(x, y)dx A dy una 2-forma en T? (f es Z*-periédica). Mostrar que si a =
J;FZ f(x, y)dx Ady entonces (f(x, y) —a)dx Ady es exac’cai (Sugerencia: Buscar 1-formas del tipo
h(x)dy + g(x, y)dx donde & se elige de forma tal que fo (f(x,y) = H(x))dy = a para todo x).

Este resultado también es consecuencia de una construccién més general. Buscar la formula
de Kuneth en [BT].

O

4.2. Entropia de mapas del toro.

Ejercicio 4.2. Mostrar quesi f4 : T — T es el mapa inducido en T por la matriz A € Mx4(Z)
entonces se cumple que (f4).1 = Ay que hy,(fa) = logs((fa).)). (Ojo: (fa). # A).

Mostraremos que la conjetura de entropia es cierta (incluso sin necesidad de que el mapa
sea C') para mapas del toro d-dimensional siguiendo [Ka].

Teorema 4.2 (Misiurewicz-Przytycki [MP,]). Para todo f : T¢ — T continuo se cumple que

() = log s(£.).

DEemMosTRACION. Fijamos k > 1y veremos que hy,(f) > logs(f.x) que es obviamente suficiente.
Consideramos 8B una base de Hy(T%) de forma tal que para todo a € B tenemos i, : TF — T¢
un encaje lineal. Consideramos &, : T¢ — T* la proyeccién que logra que h, o i, = id.
Utilizaremos también los mapas 7t : R — T* el cubrimiento estandar y denotaremos con
tildes los levantados al cubrimiento universal (por ejemplo tenemos que 7t o h, = h, 0 T14).

La matriz de f' ”k en la base B se tiene coordenadas:

Cup = deg(hg o f" 0iy) ; a,peB

Sea Y = [0, 1]F ¢ R* un dominio fundamental de 7. Definimos entonces:

Qux) = (g o " 0 1a(Yr)) N 7" (1))

Como el volumen k-dimensional de /i o f" o i,(Y;) es mayor o igual a |deg(h; o f" o i,)|

sabemos que existe x € T* tal que #Q,(x) > IcZﬁL

Ejercicio 4.3. Corroborar las afirmaciones precedentes:

(i) Mostrar que |deg(hg o f" o i,)| es menor o igual que el volumen k-dimensional de
flﬁ © jfn © ;a(Yk)'

(ii) Mostrar que eso implica la existencia de x con #Q,(x) > ICZﬁl.

Para cada y € Q,(x) elegimos z(y) € (fzﬂ o f” o 1,)"'({y}) y consideramos K, = Uye0, ) Ta ©
T(z(Y))-

Vamos a mostrar que existe ¢ > 0 tal que para y # ¥ € Q,(x) se cumple que d,(i, ©
1x(2(Y)), ia © T(z(y’))) = €. En particular, K, tiene al menos |c”; /| elementos y es un conjunto
(n, €)-separado.

gl
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Para eso, escogemos ¢ de forma tal que para que en el cubrimiento universal dos puntos
se separen a distancia mayor que 1 se necesita que tengan un iterado a distancia entre 2¢ y
1/2. Como y, y’ son puntos diferentes en Q,(x) se deduce que tienen un iterado entre 0y n a
distancia entre 2¢ y 1/2 lo cual prueba lo deseado.

Esto muestra que

. 1 n
hiop(f) = lim sup - log Ianﬁ% el = 1og s(fux)
O

Ejercicio 4.4. Pensar ejemplos en T¢ donde vale la igualdad hy,(f) = logs(f.) y donde la
desigualdad es estricta. Para todo 1 < k < d dar ejemplos donde h,,,(f) = log s(f.x)-

El resultado anterior deja la pregunta acerca de en que situaciones la diferenciabilidad se
hace escencial.

Conjetura (Katok [Ka]). Si M es una variedad tal que M = R% y f : M — M es un mapa continuo,
entonces ho,(f) = log s(f.).

En [MaP] se confirma esta conjetura para mapas de nilvariedades.

5. CrAsE 5: DILATACION, ENTROPIA Y VOLUMEN

5.1. Primeras estimativas de volumen. Sean V, y V; espacios vectoriales con producto
interno de la misma dimension d. Denotamos A" V; = EBZ:l A V.
SiA:Vy — Viesuna transformacién lineal, podemos definir una transformacién inducida
NA:NVy— N Vitalque N"A(wr A...Avg) = Ay A ... A Avg y se extiende por linealidad.
En A" V; hay un producto interno natural que hace todos los AV, ortogonales y tal que
o1 A ... Avgl| es el volimen k-dimensional del paralelogramo generado por dichos vectores.
Definimos J*(A) = || A" All.

Ejercicio 5.1. (i) Para A matriz diagonal de IR con el producto interno usual mostrar que
J#(A) es igual al producto de los modulos de los valores propios de médulo mayor o
igual a 1.
(ii) Calcular J*(A) para matrices con forma de Jordan.

En [FSh] se utilizan estas herramientas para formular una propiedad que implica la con-
jetura de entropia. Dado f un mapa C' de una variedad M decimos que cumple la propiedad
(V) si:

(V) Para todo 6 > 0 existe C > 0y ¢ > 0 tal que para todo x € M y n > 0 se cumple que:
(1+0)"
Je(f")
Donde para g : M — M de clase C' denotamos J*(g) = J*(D,9).

Vol(B,(x,¢)) < C

Proposicién 5.1 ([FSh]). Si f : M — M es un difeomorfismo de clase C' que cumple la propiedad
(V) entonces hyyp(f) > log s(f.).
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Esta proposicién reduce el problema al estudio de una propiedad “local”® de como se
pierde volumen.

Antes de dar la prueba, veremos algunos preliminares. Sea w una k-forma diferencial.

Denotamos |w,| = sup —l(l‘l;"](ilu’_’xjkkﬁl y llwllee = sup, |wyl.

Ejercicio 5.2. Definimos para ¢ € H’;R(M) el valor ||| = infj,= fM lwy|d Vol(x). Probar que || - ||
es una norma en HY(M).

Ejercicio 5.3. Probar la siguiente desigualdad para w € Q*(M), f : M > My A C M medible:

f | @ld Vol(r) < [lo]le f J(H)d Vol(x)
A A

DEMOSTRACION DE LA PROPOSICION:. Asumimos que M es orientable y consideraremos la
cohomologia de de Rham. Sea A un valor propio de f*y ¢ € H% (M) un vector propio.
Consideramos w una k-forma cerrada tal que [w] = c.

Tenemos que (usando la norma de HER(M) definida en el ejercicio 5.2):

APl = MGl < [ I @dd Vol
M
Fijamos 6 arbitrario. Sea ¢ suficientemente chico para que (usando la propiedad (V)) se

cumpla que para todo y € M tenemos

Vol(B,(y, 2¢))],(f") < C(1 + 6)"
Para x € M, como B, (x, €) C B,(y, 2¢) para cualquier y € B,(x, ¢) obtenemos
(1+0)"
Vol(B,(x, €))

Por lo tanto, utilizando el ejercicio 5.3

Jufm<C ; VyeBuxe)

fB Y@ Vol < ol f JA(FVol(y) < llwlloC(L + 5)"

Bn(x,¢)

Sea S un conjunto (1, €)-generador con #S = r,(f,¢). Se cumple que M = (J,s Bu(x, €).
Entonces:

APl < fM (Y@ dvol) < ¥

x€S

L( .) I((f") w)yld Vol(y) < #SllwllC(1 + 6)"

con lo cual

10g IA| < hop(f) +log(1+06) V6> 0

O

8por supuesto que no es magia, es algo local en todos lados y es por eso que permite recuperar un resultado
global.
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5.2. Difeomorfismos de Anosov. En esta secciéon veremos como se aplica el resultado de
la seccién anterior para probar que algunas clases de difeomorfismos verifican la conjetura
de entropia. La prueba se extiende en general a difeomorfismos estructuralmente estables
([ShW, FSh]) e incluso en algunos casos permite probar que no solo se cumple la conjetura de
entropia sino que ciertos mapas realizan la entropia que predice la conjetura (ver [RS, Ka]).
Remitimos al lector a las referencias citadas para ver esos resultados ya que involucran
muchas nuevas definiciones y se apartaria de los objetivos del curso.

Sea f : M — M un difeomorfismo C!. Decimos que f es un difeomorfismo de Anosov si
TM = E° @ E* es una descomposicion continua y D f-invariante tal que existe una métrica
riemanniana tal que

ID:flell <1y [IDef Mpell <1 VxeM

Teorema 5.2. Si f : M — M es un difeomorfismo de Anosov entonces f cumple la propiedad (V), en
particular cumple la conjetura de entropia.

EsBozo Podemos suponer (cambiando la métrica) que E} es ortogonal a Ej en todo punto.

Fijamos 6 > 0. Si consideramos ¢ y a suficientente chico, por la continuidad de Df
obtenemos que si d(x,y) < ¢ y E C T,M es un subespacio de la misma dimensién que E; se
cumple que

Jac(Dxfler) < (1 +6) Jac(Dy f1E)

y ademads se cumple que J{(f) es muy cercano a Jac(Dx flg:) (por la propiedad Anosov).

Descomponiendo By(x, ¢) en variedades “tangentes” a subespacios transladados de E¥
tenemos que al iterar, en cada una de estas variedades, el volumen perdido estd relacionado
con Jac(Df|gx) con un error no mayor a (1 + 6).

Un argumento de tipo Fubini inductivo nos da la propiedad deseada.
O

Ejercicio 5.4. (+) Probar que si f : M — M es Morse-Smale entonces logs(f.) = 0. (Si no se
conoce la definicién de Morse-Smale, parte del ejercicio es averiguarla.)

Pregunta. Hay algiin difeomorfismo f : M — M que no cumpla la propiedad (V) ?

5.3. Laimportancia de la regularidad y un ejemplo importante. Presentaremos un ejemplo
atribuido a Margulis en [Ka] y [Yom;]. En [Yom;] se puede ver como generalizar a dimen-
siones mayores. La idea es construir un difeomorfismo de forma tal que el volimen de
subvariedades crece més rapido de lo “esperable”. Este ejemplo reaparecera varias veces en
lo que sigue. Aparece aqui para mostrar que hacer un argumento tipo Fubini para probar la
propiedad (V) sin tener cuidado no funciona.

Consideramos en S? un difeomorfismo’ que extiende a co el mapa de R? dado por (x, y)
(x/2,2y). Consideramos una métrica riemanniana en S* que hace que B = [-1,1]*> C IR? es

9Este difeomorfismo se puede hacer tan diferenciable como se desee (incluso real analitico) y se puede hacer
que sea Morse-Smale haciendo una variaciéon en un entorno de oo.
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isométrico a su imdgen en S*>. Llamamos f : $* — $? al difeomorfismo que acabamos de
considerar.

Consideramos la funcién g : [0,1] — [-1,1] dada por

g(t) = ¢ sin (%)

que es una funcién de clase C* perono C*1. Sea Y = {(t, g(t)) : t € [0,1]} c [-1,1]*> C S%. Nos
interesa saber como crece la longitud de f"(Y). Tenemos que:

fr) =1{(/2",2"g(t)) - t€[0,1]} = {(s,gu(s)) : s €[0,1/2"]}

donde g,,(s) = 2"(2"s)"*¢ sin(1/2"s) = 2""+1+€)g+¢ gin(1/2"s). Para calcular long f"(Y) vamos a
dividir [0,1/2"] = I] U I donde

n _p et n _pE) o,
I = [0,2 e ] y I'= [2 e 2 ]
Se cumple que |g,(s)| < 1 para s € I7. Como g,(s) es oscilante y alcanza los maximos locales
en puntos de la forma

_ 1
= on(@km + §)

Tenemos que existe C > 0 (independiente de 1) tal que |g,(sx)| < 2”C(%)”f. Obtenemos que
la longitud de f"(Y) estd acotada por

long(f"(Y) NI x [-1,1]) <4 Y 7,0)

k>Ky

donde Kj es el primer k tal que |g,(s¢)| < 1. Esto implica que en I} la longitud de f"(Y) esta
acotada uniformemente por una constante Cy independiente de 7.

Asumiendo que la métrica de S es razonable y f también fuera de [-1, 1]* podemos asumir
que las componentes conexas de f"(Y) que salen de [-1, 1] tienen longitud menor que 10.
En [-1,1]? cada oscilacién de g,(s) que se “sale” tiene longitud de al menos 2. Por lo tanto, si
contamos cuantos maximos locales hay en I} obtenemos que la longitud de f"(Y) en I} esta
comprendida entre 2 y 20 veces la cantidad de maximos locales.

Para eso, alcanza estimar cuantos enteros hay en el intervalo comprendido entre 1 y
(r+e+1)

(2"(27"))~L. Es decir, que hay del orden de 27 maximos locales.

Obtuvimos que:

Co + 27 < long(f"(Y)) < Co +20 - 27

1
r+&

Esto nos da que limsup, Lloglong(f"(Y)) =

n

considerado f de forma tal que 2 = max, ||D,f]|.

log?2. Perfectamente podriamos haber

Notar que Y es de clase C*. Para hacer Y de clase C* podemos conjugar f por un difeo-
morfismo de clase C¥ que “enderece” Y, en revancha, obtenemos un difeomorfismo de clase
CF (vamos a ver mds adelante explicaciones para esto).
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6. CLASE 6: PANTALLAZO DE TEORfA ERGODICA DIFERENCIABLE

6.1. Entropia métrica y exponentes de Lyapunov. Por mds informacién ver por ejemplo
[KH] capitulo 4 y suplemento.

Sea f : M — M un mapa (por ahora sélo continuo) y u una probabilidad f-invariante (i.e.
p(f1(A)) = u(A) para todo A medible).

Se dice que p es ergddica si todo conjunto f-invariante medible A cumple que u(A) es igual
alol.

Ejercicio 6.1. Mostrar que si p es ergddicay ¢ € L'(u) cumple po f = ¢ entonces ¢ es constante
u-ctp.
Definicién 6.1. Si p es una medida ergédica, definimos'”
. 1
h.(f) = suop (hm sup (_E log u(B,(x, e))))

La definicién tiene sentido a pesar de que el término a la derecha dependa a priori de x.

Ejercicio 6.2. Probar que la funcién x = sup,_,limsup, (—% log u(B,(x, e))) pertenece a L'(u)
y es f-invariante.

Teorema 6.2 (Principio Variacional). K, (f) = sup{h,(f) : u ergodica }.
Ejercicio 6.3. Probar la desigualdad h,(f) < h,(f) para u ergddica.

A partir de ahora consideraremos f : M — M de clase C' al menos. Definimos:

1
R(f) = lim - log max ||D, f"||

Ejercicio 6.4. (i) Probar que si a, es una sucesién tal que 4,4, > a, + a, entonces existe
lim, ** = inf, ** € [~o0, c0).
(ii) Mostrar que R(f) esta bien definido.
(iii) Demostrar que si d = dim M entonces /., (f) < dR(f).

Las medidas ergddicas son muy similares a los puntos periédicos:

Teorema 6.3 (Oseledets). Sea f : M — M un mapa C' y u una medida er¢édica. Existe { € Z.*
subespacios {0} = EX ¢ EL ¢ ... € E = T\M definidos p-ctp x € M que varian mediblemente y que
verifican que D, fE., C E;(x). Ademds, existen niimeros —co < x1 < ... < x¢ < oo tal que para u-ctp
x € M tenemos que si v € E', \ Ei"! entonces

1 .
dlim - log ||IDy f"vl| = x'
Los ntimeros x; (a veces xi(u) para hacer referencia a la medida) se llaman exponentes de
Lyapunov de p y llamamos m; := dim E' — dim E'~! a su multiplicidad.

Ejercicio 6.5. (i) Demostrar que R(f) > x((u) para toda medida ergddica.
(ii) (*) Investigar la ecuacién R(f) = sup x(u) con u-ergdédicas.

O¢Creo que esta definicién de entropia métrica es debida a Brin-Katok.
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(iii) (*) Dar una prueba del Teorema de Oseledets como fue enunciado cambiando limite
por limite superior (sugerencia: Los vectores que tienen el mismo limsup son un
subespacio....).

(iv) Dar un enunciado de Oseledets para difeomorfismos que introduzca la aplicacion del
Teorema para f~! y probar dicho enunciado.

Se puede acotar la entropia de mejor manera que con dR(f):

Teorema 6.4 (Ruelle-Margulis). Sea f : M — M un mapa C' y y una medida ergédica. Entonces,

() < Y mixi
Xi>0
Corolario 6.5. Si u es una medida con entropia positiva, entonces tiene al menos un exponente de
Lyapunov positivo.

6.2. Mapas racionales y algunas desigualdades. En esta seccién daremos un ejemplo de un
caso de una familia de mapas (interesantes por si mismos) donde la conjetura de entropia
no solo vale si no que provee una igualdad. El resultado es una version simplificada de un
Teorema de Gromov ([Gr,, New;]) con una prueba simplificada también'’.

Teorema 6.6 (Gromov). Sea P/Q : C — C un mapa racional de la esfera de riemann. Entonces

hiop(P/Q) = log deg(P/Q).

Estamos entendiendo deg(P/Q) como el grado topolégico del mapa (que es positivo por
preservar orientacién) pero es posible dar una férmula en funcién de los grados de Py Q
como polinomios (en particular, si Q = 1 es exactamente el grado de P como polinomio).

Essozo Por el Teorema de Misiurewicz-Przytycki (Teorema 3.3) sabemos que /., (P/Q) >
log deg(P/Q), entonces alcanza mostrar la otra desigualdad.

Ejercicio 6.6. (i) Usar el teorema fundamental del Algebra para ver que #Fix((P/Q)") <
(deg(P/Q))".
(ii) Demostrar que si u es P/Q-invariante y ergédica y tiene un exponente de Lyapunov
positivo entonces ambos exponentes de Lyapunov son positivos (sugerencia: utilizar
que P/Q es conforme).

Ahora, supongamos que h,,(P/Q) > log deg(P/Q). Entonces, por el Principio Variacional
tenemos que existe una medida ergddica u tal que h,(P/Q) > log deg(P/Q).

Por el Corolario 6.5 y el ejercicio 6.6 (ii) tenemos que ambos exponentes de Lyapunov de u
son positivos.

Un célebre teorema de Katok (ver [KH] Suplemento) dice que entonces se tiene que
#Fix((P/Q)") = exp(nh,(P/Q) — ¢) para cualquier ¢ > 0y n > ny := ng(¢). Esto contradice el
ejercicio 6.6 (i).

o

Hay otras formas de acotar la entropia por debajo y por encima. El lector interesado
deberia consultar textos relacionados con la llamada Igualdad de Pesin y la Férmula de
Leddrappier-Young. Para dar un “sabor” de ese tipo de resultados, dejamos el siguiente:

Yo la aprendi de E. Pujals.
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Ejercicio 6.7. Sea f : (X,d) — (X, d) un homeomorfismo de (X, d) espacio métrico compacto.
Supongamos que existe ¢ > 0y K > 1 tal que para todo x, y € X se cumple:

max{d(f(x), f(y)), d(f~(x), f(y))} = minfe, Kd(x, y)}

(i) Probar que f es expansivo'?
(ii) Probar que la entropia de f es finita.
(iii) (Fathi) Probar que

hiop(f)

dimy(X,d) <2 Tog K

7. CrLASE 7: VOLUMEN Y ENTROPiA

7.1. Enunciados. Dado ¢ : [0,1]° — M definimos v(c) como su voltmen ¢-dimensional.
Estd dado por integrar la forma de volumen generada por el pullback por ¢ de la métrica rie-
manniana de M. Denotamos esta forma como v(do) con lo cual notaremos v(c) = f[o T u(do).

Definiremos:

o(f,n,0) =v(f" o0)
Sea L(k, ) = {0 :[0,1]) > M : o € Ck}.
Definicién 7.1. Parak > 1y ¢ < d = dim M definimos:
) 1
Uke(f) = sup limsup —logo(f,n,o)
oex(kl) n n
Recordemos que para f : M — M de clase C' definimos R(f) = lim, % log max, [[D. f"|l.

Ejercicio 7.1. (i) Probar vy .(f) < €R(f).
(if) () log s(£. ) < .
(iif) Probar que vi((f™) = mug(f).
(iv) Probar que vk ((f) es un invariante por conjugacién C¥. ;Es invariante por conjugacién
C? sy C%.

Teorema 7.2 (Newhouse [News]). Si f € C*9 con 6 > 0y k > 1 entonces hp(f) < maxe vy e(f).

Teorema 7.3 (Yomdin [Yom;, Yom,]). Si f € C* con k > 1 entonces

o) < () + SR(f)

Observacion 7 4. — Sik =1 el Teorema de Yomdin es vacio por el ejercicio 7.1 (i).
— Con k = oo el Teorema de Yomdin implica la conjetura de entropia para mapas de
clase C* gracias al ejercicio 7.1 (ii).

12Fathi de hecho muestra que la existencia de un métrica con esa propiedad es equivalente a la expansividad.
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7.2. El teorema de Newhouse. En esta seccion indicaremos la prueba del Teorema de New-
house (teorema 7.2) para difeomorfismos de Anosov y luego daremos alguna idea de como
se pasa al caso general (en particular de porque es necesario pedir que el mapa sea C'*? para
que la prueba funcione). Observamos aqui que los resultados de [New] son mas generales
y referimos al lector a dicho paper por mds informacion.

Ejercicio 7.2. Sea u una medida ergédica y A un conjunto tal que u(A) > 0. Entonces,
Tuop(f, ) = hy(f)-

Vamos entonces a asumir que f : M — M es un difeomorfismo de Anosov. Fijamos ¢ > 0
y p una medida ergédica tal que hop(f) < hu(f) + €.

Como en la seccién 5.2 vamos a asumir que Ej y E} son ortogonales y que en bolas de radio
6 > 0 pequetio tenemos una estructura de producto local uniforme, con esto nos referimos a que
todo par de puntos a menos de 6 corresponde un tinico punto que es la interseccién entre
sus variedades estables e inestables (por estos conceptos, referimos al lector a [KH] Capitulo
6).

Para algtin x € M se cumple que u(B(x, 6)) > 0 entonces hy,,(f, B(x,0)) > h,(f).

Consideramos 6 de forma tal que existen conjuntos E, que son (11, §)-separados contenidos
en B(x, d) y tal que para n suficientemente grande tenemos:

#Eﬂ > en(hy(f)_s)

Ahora veremos que el voliimen dim E*-dimensional de f"(‘W}/ (x)) crece con al menos esa
tasa.

Para eso, notamos que en una caja de estructura de producto local de radio 6 cada variedad
inestable que atraviesa tiene volumen acotado por debajo por una constante positiva 1.

Proyectando E, en W} (x) alo largo de variedades estables sabemos que si dos puntos en
la inestable se separan mas de 6 entonces nunca mds vuelven a estar cerca (en la topologia
de la hoja). En consecuencia, se deduce que:

Vol(f"(W,,.(x))) = (#E,)n

Esto implica que Uxqime«(f) = hu(f) — 2¢ con ¢ arbitrario. Esto concluye la prueba del
Teorema 7.2 en el caso que f es Anosov.

Ahora mencionaremos brevemente algunas ideas que permiten extender este argumento
a casos més generales:

7.2.1. Piezas bdsicas: No utilizamos realmente el hecho de que f sea Anosov. La misma
prueba se extiende mds o menos directamente al caso en que existe A compacto invariante
uniformemente hiperbélico (ver [KH] Capitulo 6) tal que ko, (f, A) = hyop(f).

7.2.2. Caso “Parcialmente hiperbélico”: Si en A hay una direccién central donde si bien puede
que no contraiga exponencialmente se cumple que no expande exponencialmente (es decir,
puede expandir a lo sumo polinomial o subexponencialmente) entonces el argumento se
puede adaptar con alguna dificultad técnica (se dificulta al proyectar) pero sin mayores
problemas. En particular, en este caso tampoco es necesario utilizar que f sea C'*°.
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7.2.3. Caso general: Involucra el uso de la llamada teoria de Pesin para reducir a los casos
anteriores (aqui Newhouse tiene que adaptar varios de los resultados cldsicos del caso
difeomorfismos al caso de mapas).

La idea fundamental es que si bien en el Teorema de Oseledets los objetos (subespacios)
varian s6lo mediblemente, se puede eliminar conjuntos de medida arbitrariamente pequefia
para tener continuidad uniforme (teorema de Luisin). En esos conjuntos se trabaja.

Técnicamente la dificultad también aparece en que si bien los subespacios en ese conjunto
varian continuamente, los entornos donde los argumentos del tipo transformada del grafico,
etc se extienden pueden ser muy pequefios. La clave de la regularidad Holder de la derivada
es que permite mostrar que se pueden considerar entornos de tamafio que decrezca a lo
sumo subexponencialmente en la orbita de puntos genéricos para p. Esto permite adaptar
casi todos los argumentos de la teoria uniformemente hiperbodlica (ver [KH] Suplemento).

La prueba del Teorema 7.2 en este caso termina siendo muy similar al caso Anosov (pero
por supuesto bastante mds tediosa).

7.3. Propiedades de continuidad de la entropia. En esta secciéon repasaremos muy breve-
mente los resultados de [New;] que estdn de alguna forma vinculados a esta teoria en que
se apoyan fuertemente en los resultados de Yomdin. Mencionamos que varios de estos
resultados han sido mejorados y en cierto sentido clarificados, ver [Buz]. El objetivo es dar
mads motivaciones (como si no fueran suficientes) para entender el Teorema de Yomdin.

Teorema 7.5 (Newhouse [New:]). Si f € C*(M) entonces u + h,(f) es semicontinua supe-
rior en el espacio de medidas invariantes con la topologia débil-+. Es decir, si u, — u entonces

limsup, I, () < ().
Ejercicio 7.3. Dar un ejemplo donde lim i, (f) < h,(f) para y, — p.

Como el espacio de medidas invariantes es compacto, el teorema anterior implica que,
para mapas C* existen medidas de entropia maximal. Notar que si f es Cf hay contraejemplos
en todas las dimensiones (Misiurewicz y Buzzi).

Teorema 7.6 (Newhouse [New,]). El mapa f + hy,, es semicontinuo superior en C*. Es decir, si
gn — f en C* entonces lim sup, hiop(gn) < Hiop(f).

Corolario 7.7 (Newhouse/Katok [New,]). El mapa f +— hy,(f) es continuo en Diff™ (M?).

Ejercicio 7.4. Dar ejemplo de g, — f en C* tal que limsup, h,(g,) < f. Hacer el ejemplo en
dimensién 3 y difeomorfismos.

Una nota relevante es que el teorema de la semicontinuidad superior de la entropia
topolégica también requiere escencialmente el hecho de estar en la topologia C* ya que
se puede hacer ejemplos de difeomorfismos en superficies (con tangencias flat) de forma que

log R(f)

una perturbacién C* arbitrariamente pequefia crea entropia del orden de =2~

La idea atrds de estos resultados es estimar el defecto de semicontinuidad superior de
los mencionados mapas a traves de acotar este defecto con entropias locales bien definidas.
Luego, utilizar la idea del Teorema de Newhouse de la seccién anterior (Teorema 7.2) para
acotar dicho defecto por crecimientos locales de volumen de subvariedades. Luego, las
estimativas de Yomdin permiten probar que en caso que el mapa sea suficientemente regular,
el defecto de semicontinuidad es arbitrariamente pequefio.
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8. CrASE 8: TEOREMA DE YOMDIN: REDUCCION A VERSION LOCAL Y EL caso £ =1

El objeto de esta secciéon es reducir la prueba del Teorema 7.3 a una version local que
involucra el estudio del crecimiento de volimen en bolas de Bowen y no globalmente.
Luego, veremos la prueba para el caso { = 1 que simplifica enormemente los problemas
técnicos'

8.1. Reduccién a volumenes locales. Recordemos que Z(k,¢) = {0 : [0,1] > M : o € C'}.
Si S c [0,1]¢ definimos:

u(f,n,0,5) = ‘fsﬁ(d(f” 0 0))

con la notacién de la seccion anterior. Sea 8;, el conjunto de todas las bolas de radio ¢ para
la métrica d,, en M (también llamadas bolas de Bowen), definimos:

0°(f,n,0,¢) = supo(f,n,0,0 ' (B))
BeB;,
Denotaremos log" (2) = max{0, loga} paraa € R*.
Definicién 8.1.

1
v,?/t,(f, €)= s;l(kpf) lim sup - logJr vo(f, n,0,¢€)
oeX(k, n

Teorema 8.2 (Yomdin). Si f € C* entonces
0 =i 0 4
Uk,f(f) =um vk,f(f’ €) < ER(f)

El teorema 7.3 es consecuencia del teorema 8.2 y la siguiente:
Proposicién 8.3. Si f € C* se cumple que v (f) < hiop(f) + 07 (f)-
DEMOSTRACION. Sea N¢(n, €) = inf #{ cubrimiento por e-bolas de d,,}.
Ejercicio 8.1. Mostrar que hy,(f) = lim,_,olimsup, % log N¢(n, €).

Fijado 0 € L(k, {) y ¢ > 0 tenemos que v(f, n,0) < N¢(n, €)°(f,n,0,¢) con lo cual

Vee(f) < o (f) + 07 ()
O
Ya vimos en la seccién 5.3 que el Teorema 8.2 es 6ptimo en el caso £ = 1. Una idea muy

similar permite ver que es 6ptimo para todo ¢ (ver [ Yom,]).

135 bien en términos de la conjetura de entropia el caso £ = 1 no aporta mucho, el resultado es no trivial
y tiene consecuencias por ejemplo para los resultados de Newhouse sobre continuidad de la entropia. Por
ejemplo, el corolario 7.7 solo utiliza esta versién de los resultados de Yomdin.
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8.2. Tamafio C*. Un concepto (técnico) importante en las pruebas de estos resultados es el
de tamafio C* de un mapa. Eso involucra introducir alguna notaciéon que juntamos en esta
seccion para futura referencia.

Seas = (s1,...,5;) un multindice. Denotamos |s| =s1+ ... +s;ysih: M C RY - R es una
funcién de clase C¥ denotamos

*h
(Dx1)1 ... (dxy)%

Sih:RY— R” esuna funcién h = (hy, ..., hy) denotaremos &°h = (Fhy, ..., Phs).

’h =

Ejercicio 8.2. Sea h: [0,1]" - RY y ¢ : [0,1] — [0,1]? un mapa afin de la forma @(x) = ax + b
cona € (0,1) y b de forma tal que la imdgen de ¢ este contenida en [0, 1]?. Demostrar que

10°(h 0 @)l = aM||o*hll.

Definicién 8.4. Sea h : C ¢ R? » R¥ un mapa de clase C*. Definimos su tamafio C* como:

Al == sup  [IF°h(x)

1<|s|<k ; xeC

Notar que no hacemos uso de la norma C° (es decir, a ||i(x)|]). Como toda variedad es
encajable en algun R? y todo mapa extendible a un entorno, vamos a considerar la norma C*
para entornos fijados a priori para no entrar en técnicismos de definir intrinsecamente estas
cantidades. Es bien claro lo que significa, es el méximo de todas las posibles derivadas hasta
orden k. El tamafio C, ||f]l; es exactamente maxyeym ||D,fll que ya hemos utilizado varias
veces. (En particular R(f) = lim, %log If"l1.)

Ejercicio 8.3.

(i) Sea f : B(0,1) — M c R? un mapa de claseA C*. Mostrar que existe a > 0 tal que si
consideramos el mapa f : B(0,a) — M dado por f = f(%) se cumple que ||f|lx < 1

(ii) Sea f : B(0,1) > M c R? un mapa de clase C*. Mostrar que existe a > 0 tal que si
consideramos el mapa f : B(0,a) — a-M c R? definido por f = af(%) entonces se cumple

que [Ifl < lIflk = NIk

(iii) Mostar que si o : [0,1]° = M de clase C* verifica que ||o]l; < 1 entonces v(c) < 1.

8.3. Prueba en dimensién uno. En esta seccion probaremos el Teorema 8.2 para el caso
t=1.

Consideramos f : M — M un mapa de clase C*. Sea L := L(f) = maxyem |ID:fIl = |Ifll1- La
clave es probar lo siguiente:

Proposicién 8.5. Existen constantes i := u(k) y €9 1= eo(f) tal quesi0 < e < ey o :[0,1] - M
es de clase CF existe ¢ := c(o, €) tal que para todo x € M se cumple que:

o(f" 00,07 (By(x, ©))) = long(f" © 0ly-1(s, 1) < "L

Es escencial que los valores de c y de u no dependen de f (en particular de n).

Antes de probar la proposicion veremos como implica el Teorema 8.2 para £ = 1. Para eso,
fijamos 0 y 6 > 0, elegimos entonces m > 0 tal que se cumpla:
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2

Elegimos entonces ¢ < ¢y(f™) (notar aqui la dependencia de ¢ respecto a 6) y aplicamos la
proposicién a todos los x € M (y el ejercicio 7.1 (iii)) obteniendo:

1 - ko logu 6
—log L(f") - R(f)| < 5 <

1
o (f,€) = o, (f",€) < 7 log L(f") + log

con lo cual

D(f,) < 7 10gR(f) +0

Como 6 era arbitrario esto concluye la prueba del Teorema 8.2 en el caso £ = 1 asumiendo
la Proposicién 8.5.

Ejercicio 8.4. Seguir la prueba de la proposicién 8.5 para el caso particular del ejemplo de la
seccion 5.3.

DEMOSTRACION DE LA PROPOSICION 8.5:. A lo largo de esta prueba d = dim M.

Primero, utilizando el ejercicio 8.3 (ii), fijamos ¢y = &o(f) de forma tal que si ¢ < &
y consideramos x € M existe ¢, : RY — B(x, (L + 1)¢) difeomorfismo de forma tal que
©(B(0,1)) = B(x, ¢) y el mapa f; : B(0,2) - R? definido como

fi=@rmofops
esté bien definido y cumple que ||fllk < L = [|flh.
Fijado ¢ < & y o : [0,1] > M de clase C* podemos subdividir [0,1] en ¢ := ¢(g, ¢)
subintervalos de forma tal que al reparametrizar los subintervalos a longitud uno y obtener
(ver el ejercicio 8.3 (i)) que cada uno de ellos verifica que su tamarfio C* es menor que 1

y su imagen contenida en una bola de radio ¢. Podemos entonces reducir al caso en que
o :[0,1] — M tiene su imdgen contenida en una bola de radio 2¢ y cumple que ||o]| < 1.

La proposicién sigue de un argumento inductivo y el siguiente resultado (completamente
geométrico y no dindmico) de reparametrizacién de mapas C*:

Afirmacién (Reparametrizacién por contracciones). Fijado k € Z.* existe u = (k) de forma tal
que si g : B(0,2) — R? es un mapa de clase C* con ||glle < Ly o : [0,1] = B(0,2) es un mapa C* tal
que ||ollx < 1 entonces existe k < u(k)LY* y mapas ; : [0,1] — [0,1] con i = 1,...,x de forma tal
que:

(1) Los mapas ; son difeomorfismos sobre su imdgen'*,
(2) S = (f 0 o) '(B(0,1)) € U%, Im(y) y Im(y) € B(O,2).
B) llgoooillk <lparatodoi=1,...,x.

Utilizando los mapas f, definidos encima, un argumento inductivo y el ejercicio 8.3 (iii) no
es dificil ver que [0, 1] puede ser dividido en a lo sumo p"L"/* intervalos de forma tal que la

l4pe hecho, son afines en este caso.
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longitud de cada uno al ser mapeados por f" o o es menor que 1y de forma tal que cubren
“1(Bu(x, €)). Esto demuestra la proposicién, por lo tanto resta s6lo probar la afirmacion.

DemosTrACION. Utilizando la regla de la cadena iterativamente'®, vemos que existe y; :=
p1(k) de forma tal que:

lg o olle < p1(k)L

Sea I C [0, 1] segmentos de longitud menor que (10u;(k)L'/%)~!. Utilizando el ejercicio 8.2
vemos que eligiendo una reparametrizacién afin ¢ : [0,1] — I se cumple que si |s| < k se
cumple:

19°(g 0 0l < f—OLl—%

Podemos cubrir [0,1] con no mas de p,(k)LY* intervalos I; coni = 1,...,LY* de forma tal
que cada uno tiene longitud menor que (10u;(k)LY*)™L. Consideramos ¢; : [0,1] — I; las
reparametrizaciones afines y h; : [0,1] — R? dadas por h; = g o 0 o ¢; obtenemos de la
estimativa anterior

l°hi|l < L si |s| <k y [|Fhi]| < 11—0 si |s| =

Observacion 8.6. Es en este punto exactamente donde se ve que considerar k grande da una
mejor estimativa: Para reducir la derivada k-ésima alcanza dividir en ~ LY* subintervalos.

Sea ahora p; el polinomio de Taylor de orden (k — 1) de h; centrado en 1/2. La formula del
resto nos da que'®:

k

1 /1
. —p. < | = Sh
max ()~ pl < 1 (5) | _max 19l < 35

Entonces, tenemos que si hi(x) € B(0,1) entonces ||p;(x)|| < %(1) Por otro lado, tenemos que
si [|pi(x)|] < 10 L entonces h;(x) € B(0,2). Esto indica que los puntos que estamos buscando (el

conjunto S definido en el punto (2) de la afirmacién) verifica

P12

L’ N S C S; = {q)l(x) : ”pl(x) - 100

—}
y ademads se cumple que g o o(S}) C B(0,2).

La gracia es que ahora tenemos que ||p;(x)|* es un polinomio de grado menor o igual a
2k — 2 definido en el intervalo. Por lo tanto, existen a lo sumo k subintervalos de [0, 1] donde
la desigualdad |[p;(x)|| < % se cumple. Llamamos esos subintervalos [jconj=1,...,7r <ky
tenemos las reparametrizaciones afines &; : [0, 1] — J; tal que se verifica que sih;; : [O 1] — R?

son los mapas h;j = hj o &;.

15 a derivada de g0 respecto a s con |s| < k se puede escribir como una suma de productos de las derivadas
de g de orden < |s| por polinomios en las derivadas de orden < |s| de o que son universales, en el sentido que
no dependen de nada méas que los ordenes de las derivadas.

oNotar que también se pueden aproximar las derivadas, pero no lo utilizaremos por ahora.
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Se cumple que Im(f;;) € B(0,2) y al mismo tiempo tenemos que [[0°h;(x)|| < 75 sils| = k'y
x €[0,1].

Ejercicio 8.5. Mostrar que existe C > 1 tal que si ¢ : [0,1] = R es una funcién de clase C* tal
que |p(x)] < 1y |p®(x)| < 1 para todo x € [0,1] entonces |p?(x)| < C para todo x € [0,1] e
i=1,...,k (o equivalentemente, ||¢||x < C).

La misma idea del ejercicio anterior (que mostraremos en mas generalidad en la seccién
siguiente) nos dice que al haber acotado la funcién y las derivadas k-ésimas por un valor
(independiente de L) obtenemos una cota uniforme u3 := u3(k) de forma tal que ||h;llx < ps.

Subdividiendo nuevamente cada uno de los intervalos en 3 intervalos iguales y haciendo
las reparametrizaciones afines obtenemos a lo sumo (u,L'*)2kp; mapas afines ¢; (con i =
1,...,%x < u(k)LV¥) de forma tal que se verifican todas las condiciones de la afirmaci6n.

O

9. CLASE 9: TEOREMA DE YOMDIN: PRUEBA MODULO LEMA ALGEBRAICO

En esta seccién mostaremos una versién un poco mas débil del Teorema de Yomdin para
¢ arbitrario.

Teorema 9.1 (Yomdin). Si f : M — M € CF entonces

() < 2R()

La dimensién d = dim M serd fijada en toda la seccién (para no tener que escribir la
dependencia de las constantes en ella y alivianar la notacién). Como en la seccién anterior
notaremos L := L(f) = ||fll;.

Notar que es més débil que el Teorema 8.2 y no es 6ptimo pero es suficiente para todas sus
aplicaciones a mapas C*. Vamos a seguir la prueba de Yomdin, en particular, utilizaremos su
version del Lema Algebraico (que luego fue mejorado considerablemente por Gromov, ver
[Gr, Bur]). Probar esta version levemente més débil elimina algunas dificultades técnicas.

Aligual que en el caso que ¢ = 1, tenemos que el teorema se reduce a probar la siguiente:

Proposicion 9.2. Dado f : M — M de clase C* existen constantes u = u(k,€), v := v(k,€) y
€0 := eo(f) tal que si 0 < e < g9y 0 : [0,1]° = M es de clase C* existe ¢ := c(o, €) tal que para todo
x € M se cumple que:

0(f,n,0,¢) < cu"(log(L))™ L*/x

Si bien las estimativas son més tediosas, la forma de probar el teorema a partir de la
proposicion es practicamente igual al caso £ = 1.

Ejercicio 9.1. Probar el Teorema 9.1 a partir de la Proposicién 9.2.

Mirando la prueba de la Proposicién 8.5 se observa que el tinico lugar donde se utiliza de
forma importante que £ = 1 es en la afirmacién de reparametrizacién. Cuando ¢ es arbitrario,
esto también ocurre.
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Proposicién 9.3 (Reparametrizacion por contracciones). Fijado k € ZZ* y 1 < € < d existen
= uk, &) y v :=v(k, €) de forma tal que si g : B(0,2) — R? es un mapa de clase C* con ||g|lx < L
y o :[0,1]° - B(0,2) es un mapa C* tal que |lo|ly < 1 entonces existe x < u(log L)'L*/* y mapas
Y; 1 [0,11¢ = [0,1] con i = 1,.. .,k de forma tal que:

(1) Los mapas ; son difeomorfismos sobre su imdgen".
(2) S := (f 00) (B(0,1)) C UL, Im(¢h) y Im(y,) C B(O,2).
B) llgoooillk <lparatodoi=1,...,x

Ejercicio 9.2. Siguiendo la prueba de la seccién anterior, probar la Proposicién 9.2 a partir de
la Proposicién 9.3.

9.1. Prueba de la reparametrizacién médulo un lema algebraico. La prueba sigue exac-
tamente la misma estrategia que en el caso de £ = 1 salvo en una parte: El conjunto de
puntos donde un polinomio definido en [0, 1]* es menor que un cierto numero deja de ser
una union finita (que depende solo del grado del polinomio) de sub-cubos. Es por ello que
hay que entrar mds delicadamente en lo que se llama geometria subalgebraica (la geometria de
conjuntos definidos por ecuaciones e inecuaciones con polinomios).

Comenzamos aplicando la regla de la cadena iteradamente como antes para ver que existe
pi := pi(k, £) de forma tal que

19 ©allk < gL
Tenemos entonces i, = pa(k, £) de forma tal que podemos dividir [0, 1]¢ en cubos Q; de
lado menor o igual a $;L* de forma tal que no hay més de p,L"* cubos y se cumple que
si@;:[0,1]° > Q;es la reparametrizacion afin (con 1 < i < u,L%) obtenemos que el mapa
h; = g o 0 o @; cumple que

1
Il < L silsl <k y |[Fhi]l < 0 si |s| =

Considerando p; el polinomio de Taylor de grado k — 1 centrado en el medio de [0, 1]
obtenemos que

k
1( Vet 1
hi(x) = piOll < = | =7 Fhi(x)l < —
Qﬁﬁ”(@ pi)l kxzf)wﬁﬁQJ” ()l 10
El conjunto que nos interesa es entonces S! = {x € [0, 11¢ ¢ |pi)I? < % que claramente
verifica que (¢;)™'(S) C S/ y quesix € S’ entonces h;(x) € B(0, 2).
La clave entonces estd en el siguiente resultado (que citando a Yomdin [Yom;] “pertenece
enteramente a la geometria subalgebraica real”)

Teorema 9.4 (Lema Algebraico-Version 1). Dados €,6,k € Z* existen ¢; := c1(6,k, ), ¢x =
c2(5,k, €) tal que si C > 0y A C [0,1]° un conjunto definido por una ecuacion P > 0 donde P es un
polinomio de grado 6 entonces existe T < c1(log C)? y subconjuntos A; C A con 1 < j < 7 tal que
A =i Ajy cada uno de los A; verifica una de las siguientes:

(1) o bien A; estd contenido en un cubo de lado 1/C 6

17En este caso no son necesariamente afines. Se puede ver que son algebraicos.
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(2) Existe un mapa analitico y semialgebraico ¢; : [0,11° — A; que es un difeomorfismo C* tal
que ||Pjllc < 1.

Por una definicién precisa de mapa semialgebraico consultar [Bur] y las referencias alli
contenidas. Ahora veamos como esto permite concluir la prueba.

Vamos a aplicar el Lema Algebraico con C ~ L al conjunto S!. De esa forma, en los A;
que caen en la opcién (1) del Lema tenemos ya controlado y sabemos que al reparametrizar
afinmente esos cubos de lado 1/C tenemos ||h;;llx < 1.

Consideramos ahora Ir;; : [0,1]° — R? dado por ;; = hjo¢; paralos A; que caen en la opcion
2. Tenemos que usando de nuevo la regla de la cadena iterada'® se cumple que ||f;jlle < psL
para algan us = us(k, £).

Como antes, podemos dividir en aproximadamente pyL* cubos y llevar las derivadas
de orden k a ser menores que 75. La ventaja es que ahora sabemos que la imagen de 7;
de todo el cubo [0,1]¢ esta contenida en B(0,2) con lo cual podemos deducir que todas
las derivadas intermedias van a estar también acotadas y solo resta una tdltima division y
reparametrizacion afin para llevar todo a tener tamafio C* menor que 1. Por lo tanto, la
demostracion sigue del siguiente:

Lema 9.5. Existe ¢ := c(k, €, d) tal que si ¢ : [0,1]° — R? de clase C* y verifica que ¢([0,1]°)
B(0, C1) y Il p(x)|| < C, para todo |s| = k y x € [0, 1] entonces se cumple que ||@|lx < c¢(C1 + Ca).

EsBozo Aproximando por el polinomio de Taylor de orden k — 1 (y usando la formula del
resto para todas las derivadas) el Lema se reduce a ser probado para polinomios. Ese caso
es relativamente simple (ejercicio).

O

10. Crask 10: EL LEMA ALGEBRAICO

10.1. Prueba para ¢ = 2. En esta seccién daremos la prueba en el caso { = 2 presentada en
[Yom;]. Haremos la suposicién simplificante de que 0 es valor regular del polinomio P. Por
como se utiliza en la prueba del Teorema 9.1 es claro que la restricciéon es inofensiva.

Teorema 10.1 (Lema Algebraico-Version 1 para ¢ = 2). Dados 6,k € Z* existen ¢, := c1(6,k),
ca := ¢2(6, k) tal que si C > 0y A C [0,1]* un conjunto definido por una ecuacion P > 0 donde P
es un polinomio de grado 6 y O es valor reqular de P entonces existe T < c;(log C) y subconjuntos
AjcAconl<j<ttalque A= Ui Ay cada uno de los A; verifica una de las siguientes:

(1) o bien A; estd contenido en un cuadrado de lado 1/C ¢
(2) Existe un mapa analitico y semialgebraico ¢; : [0,1]> — A; que es un difeomorfismo C* tal
p Yy g j iq
que||Qjlls < 1.

DEMoOsTRACION. Asumimos que P no es constante pues en ese caso no hay nada que de-
mostrar.

Como 0 es valor regular de P podemos considerar

18pg aqui que vamos a perder el 1/k y convertirlo en 2/k. Prestando mds atencién y controlando mejor las
derivadas, en particular las de orden k se puede evitar esto pero se vuelve (atin) més tedioso.
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I'={(xy) e [0,1] : P(x,y) = 0}

que es una union de curvas. Notar que cada componente conexa de I tiene un polinomio
irreducible, con lo cual I' tiene no mds de 7; := 1;(0) componentes.

Consideramos el conjunto de puntos {(x;,y;)) € I : |yl =1 6 J,P(x;,y;) = 0} que es
claramente finito (no tiene més de 1, := 1,(6) puntos).

Podemos suponer que los puntos x; verifican x; < x;;1 para todo i.

Trabajaremos en los rectangulos [x;, x;.1] X [0, 1]. Tenemos que A N [x;, xi1] X [0, 1] es union
finita (no més de 13 := 13(6)) de conjuntos de la forma:

(v, y) : xelx,xima] yyi(x) <y < yo(x))

con y; funciones semialgebrai(:as19 en x y ademads son C* en (x;, x;_1) (incluso analiticas).

Si reparametrizamos [x;, xi11] a [0,1] no aumentamos derivadas y el mapa es afin (en
particular semialgebraico, analitico, etc) por lo tanto lo hacemos.

Vamos a ver como el Teorema entonces sigue de la siguiente:

Afirmacién. Dado 6,k € Z* existen ¢, := ¢1(k,0) y & := &y(k, 0) tal que si y = y(x) es una funcion
semialgebraica de grado 6 que es continua en [0,1] y analitica en (0,1) y cumple que 0 < y(x) < 1
para todo x € [0,1] entonces para todo C > 0 existe T < ¢(log C)® y una particién de [0,1] en T
subintervalos de forma tal que:

(1) o bien la longitud del intervalo es menor a 1/C
(2) o bien al reparametrizarse a longitud 1 las derivadas de y hasta orden k son menores o iguales
al.

La afirmacién nos permite asumir que las partes de A que se encuentran en el caso (2)
verifican que A es de la forma {(x,y) : x € [0,1] y y1(x) < y < y2(x)} con y; e y, verificando
ademds que sus derivadas hasta orden k son menores o iguales a 1. Ahora, considerando el
mapa ¢ : [0,1]* — A definido como

Px, y) = (x, ya (%) + y(y2(x) = y1(x)))

es un mapa algebraico que es un difeomorfismo C* y cumple que [|¢[lx < 2. Subdividiendo
una vez mds tenemos lo deseado.

Para concluir basta aplicar la afirmacién a los mapas en los intervalos de longitud 1/C que
quedaron intercambiando los roles de y y de x, de esta forma, los de longitud menor que
1/C ya estan en las condiciones de (1) en el teorema y los otros pueden ser reparametrizados
de forma andloga. Es facil ver que las estimativas que da la afirmacién y las reducciones
hechas anteriormente nos dan las estimativas deseadas en la cantidad de reparametrizaciones
necesarias.

Ypueden no ser polinomios pues entran raices al hacer funcion implicita, pero si tienen las mismas
propiedades que los polinomios y no aumenta el “grado”. En los usos que haremos quedard claro que
las propiedades son satisfechas.
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DEMOSTRACION DE LA AFIRMACION. Dado que y es de grado 6 tenemos que podemos di-
vidir [0, 1] en n4 := 14(0) subintervalos donde todas las derivadas de orden < k de y sean
monoétonas. Reparametrizando linealmente podemos asumir que esto ocurre en todo [0, 1].

Sin perdida de generalidad vamos a asumir que i’ (la derivada de y) es creciente. Entonces,
dividimos [0, 1] en g = [log(C)] + 2 intervalos I, ..., I, tal que la longitud de I; = (1/2)/ para
j=1,...,q-1yladeles (1/2)"' <1/C.

La gracia es que como y(x) € [0, 1] para todo x deducimos que la derivada de y en I; tiene
que ser menor que 2/ con lo cual al reparametrizar a [0, 1] hacemos que la derivada primera
sea menor o igual a 1.

Ahora, inductivamente dividimos cada subintervalo en aproximadamente log C intervalos
y vamos llevando cada una de las derivadas a ser menor o igual que 1 después de ser
reparametrizadas. Notar que este proceso se hace k veces.

Para ser explicitos, notemos que obtuvimos aproximadamente 1,k intervalos de longitud
menor que 1/C y aproximadamente 7n4(log C) intervalos que al reparametrizarlos todas las
derivadas de orden < k son menores o iguales a 1.

¢
O

Esta idea es empujada en [Yom,] para mostrar el Lema algebraico para ¢ cualquiera. El
lector notara que esto requiere aumentar considerablemente la tediosidad de la prueba y que

la induccién que permite aumentar la dimensién es no trivial (arriba se ve como pasar de
t=1lat=2!.

10.2. Versiones mas generales. En [Gr] propone una versiéon mejorada del lema algebraico
de Yomdin. Una prueba se puede encontrar en [Bur] (que como bien menciona, el esquema
de prueba de [Gr] es bastante escueto).

Teorema 10.2 (Lema Algebraico, Version 2 [Gr, Bur]). Para todok,,d € Z* existe T := t(k, 6,d)
de forma tal que para todo A C [0,1] semialgebraicode dimension maximal € y grado < O existe
N <tydy,...,0n : [0,1]° — [0,1]? mapas semialgebraicos que son difeomorfismos C™ sobre su
imdgen de forma tal que:

(1) A c UL, ¢:([0,11%)
@) Il <1
(3) deg(¢i) <.

La prueba involucra algunos resultados de geometria subalgebraica pero son todos rela-
tivamente bésicos (por ejemplo que la proyeccién de un conjunto subalgebraico a un sube-
spacio es subalgebraico de grado menor o igual) y luego varias etapas elementales (aunque
bastante dificiles). Referimos al lector a [Bur] por mds informacién.

ArPENDIX A. UN HOMEOMORFISMO DE UNA VARIEDAD QUE NO VERIFICA LA CONJETURA DE
ENTROPIA

Simplemente esbozaremos la construcciéon de un homeomorfismo que no verifica la conje-
tura de entropia. Los detalles se pueden encontrar en [Man] o en [Ka].

La idea es como sigue. Sea f : T> — T? un difeomorfismo de Anosov.
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Consideramos ST? = T? x [-1,1]/. donde cocientamos T? X {—1} a un punto y lo mismo
hacemos con T? X {1}. Definimos Sf : ST?> — ST? como

Sf(x/ t) = (f(x)l (P(t))

donde ¢ : [-1,1] — [-1,1] es un homeomorfismo tal que ¢(t) > t para todo t € (=1,1). El
mapa Sf es claramente un homeomorfismo.

Se cumple que Q(Sf) son dos puntos y que Sf.» = f.1 con lo cual logs(Sf.,) > 0. Pero ST?
no es una variedad (notar que en variedades de dimensién 3, la conjetura de entropia vale
para homeomorfismos gracias a la dualidad de Poincare).

Para que el ejemplo viva en una variedad hay que utilizar argumentos delicados de
topologia. La idea es la siguiente, se considera i : ST? — R un encaje de forma tal que
Sf se pueda extender a un entorno. Dicho entorno tiene una variedad como borde, entonces
se puede duplicar para obtener una variedad compacta de dimensién k. Luego, se “empuja”
a traves de la variedad de forma tal que la dindmica vaya de un ST? al otro.

Las dificultades son varias:
— En que dimensién podemos incluir ST? de forma tal que Sf se extienda a un entorno.
— Por que podemos pegar esta extension de forma tal que defina un homeomorfismo
de la variedad pegada.
— Como hacemos para empujar el mapa dejando que la tinica dindmica no trivial sea la

que habia.
— Por que la accién en el segundo grupo de homologia es preservada.

Resulta que lo mas complicado es lo segundo e impone la condicién de que k sea al menos
8. Se puede hacer gracias a un resultado de Hirsch ([Hi]).

El primer punto en dimensién 8 no parece tan complejo. El tercer punto tampoco parece
tan grave. Para el altimo, notar que el entorno en IR? se puede suponer simplicial, entonces
la variedad con borde tiene las mismas homologias. Al pegar las dos no se muere el segundo
grupo de homologia tampoco.

ArpenDIX B. Ejercicio 7.1 (1)

Aqui mostraremos el siguiente resultado:

Proposicién B.1. Se cumple que logs(f.r) < vk ¢(f).

Primero establecemos que podemos dotar H,(M) de una norma conveniente.

Lema B.2. Sipara a € H/(M) deﬁnimoszo ||| = inf{Volg(c) . [c] = a} entonces || - || es una norma
en Hy,(M).

DemosTrACION. Tenemos que [la + Bl < |lall + |IBll v lIAe]| = |Alllal| trivialmente. Para ver que
|| - || es una norma hay que ver que ||a|| = 0 implica que a = 0.

Sean wy, ..., wy, € Z'(M) {-formas tal que [w1], ..., [wn] es base de H. (M).

2Donde si ¢ = ¥ a;0; € Z¢(M) definimos Vol’(c) = ¥ |a;|v()).
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El teorema de de Rham (via Stokes) dice que la integral de un elemento de H,(M) respecto
a un elemento de HsR(M) estd bien definida. Ademds, dice que si un elemento es no nulo
tiene que integrar mayor que cero con respecto a alguna forma de la base.

Fijada una ¢-forma w y un simplice 0 sabemos que existe C := C(w) (que en el ejercicio 5.2
notamos ||w||.) de forma tal que | fg w| < Co(0).

Deducimos que si |la|| = 0 entonces para todo ¢ existe ¢, € « tal que | j; wj| < € para
todoi =1,...,m. Pero como las integrales no dependen del representante, obtenemos una
contradiccién.

O

DEMOSTRACION DE LA PROPOSICION B.1. Sea A un valor propio de f., y @ € H/(M) un vector
propio. Se cumple

A lall < 1l fs cal

Sea ¢ = ). ai0; € Zy(M) de forma tal que [c] = a. Tenemos que

Ifcall < Vol'(F* 0 ¢) = ) laifo(f, n, 0:)

Juntando ambas obtenemos que

Y lafo(f,n, ) = Al > 0

De donde existe un valor de 1 > 0 tal que para todo n > 0 existe algun i tal que

'U(f, n, Gi) > r]l/\'n
que como los i son finitos muestra:

Uke(f) > log|A|
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