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5.3. Algoritmos de búsqueda lineal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78

6. Geometrı́a diferencial computacional 81

6.1. Variedad de Stiefel euclı́dea . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82

6.1.1. Geodésicas en St(n, p) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82

6.2. Variedad de Stiefel cociente . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85

6.3. Geometrı́a de Grass(p,n) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87

6.3.1. Grass(p,n) como cociente de St(p,n) . . . . . . . . . . . . 89

6.4. Hessiano de funciones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90

6.4.1. Hessiano de una función en St(p,n) y Grass(p,n) . . . . . 90

7. Método de Newton 93

7.1. Método de Newton en Rn . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93

7.2. Método de Newton en variedades . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95

7.2.1. Método de Newton para puntos crı́ticos . . . . . . . . . . . 97

7.2.2. Cociente de Rayleigh en la esfera . . . . . . . . . . . . . . . 97

7.2.3. Método de Newton en Grass(p,n) . . . . . . . . . . . . . . 98
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Capı́tulo 1

Introducción

Optimización en variedades es un área que se encuentra en pleno desarro-
llo motivado por sus multiples aplicaciones en distintas disciplinas cientı́ficas.
Básicamente el objetivo es el siguiente.

Dada M una variedad, y f ∶M→R una función diferenciable, encon-
trar x∗ ∈M tal que f (x∗) ⩽ f (x) para x en un entorno de x∗ en M. (i.e.
x∗ es un mı́nimo local de f .)

Un algoritmo que intente resolver este problema producirá una sucesión x0, x1, . . .

en M que se aproxime a x∗.

Hay al menos dos escenarios distintos que motivan este problema. El prime-
ro consiste en problemas de optimización clásicos de funciones definidas en Rn

sujetas a restricciones (por ejemplo tomando M la esfera Sn−1). El segundo es-
cenario surge de considerar funciones definidas en Rn que tienen simetrı́as, o
son invariantes bajo cierto grupo de transformaciones. Un ejemplo importante es
cuando consideramos funciones que son constantes en las órbitas de una acción de
un grupo G sobre Rn. En tal caso, un espacio natural para trabajar es el espacio
de “órbitas”, (i.e. el espacio cociente M =Rn/G). Ejemplos clásicos son espacios
proyectivos, grassmaniananas, espacios homogéneos en general.)

9



10 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

Históricamente este tipo de problemas, con restricciones en el dominio, se
atacaban con técnicas de optimización no-lineal en Rn. Sin embargo, en las últimas
décadas se observó que el análisis de este problema de optimización de manera
“intrı́nseca” a la variedad resultó en el diseño de algoritmos más eficientes. (Este
nuevo enfoque refuerza el principio general en matemática de que para estudiar un
problema es recomendable primero eliminar las redundancias.)

En este curso pondremos especial énfasis a problemas clásicos de álgebra lineal
como el problema de valores propios, valores singulares, o mı́nimos cuadrados.

Es interesante ver como estos problemas básicos motivan la utilización de
herramientas provenientes de distintas áreas de la matemática, como álgebra,
análisis, geometrı́a, y sistemas dinámicos.

1.1. Descripción del curso

En la primera parte del curso veremos cómo problemas clásicos de álgebra li-
neal pueden ser abordados con implementaciones de sistemás dinámicos (continuos
y discretos). En particular, especial énfasis se dará al estudio de flujos gradiente, y
flujos “isoepectrales”, y discretizaciones de los mismos.

En esta primer parte los problemas que estudiaremos son los relacionados a
encontrar vectores propios dominantes y subespacios dominantes.

En otro capı́tulo estudiaremos el problema de programación lineal, y también
problemas clásicos relacionados a clasificación de grafos.

En la segunda parte estudiaremos métodos que hagan uso de la geometrı́a
“de segundo orden” (i.e. conexiones afines y riemannianas). En particular se estu-
diará retracciones , y el método de Newton en variedades Riemannianas. Para tal
fin nos aproximaremos a la geometrı́a diferencial desde un punto de vista compu-
tacional. Este enfoque será de utilidad para implementaciones de algoritmos.

Hemos agregado un apéndice que contiene la gran mayorı́a de los requisitos
técnicos de geometrı́a diferencial. Algunos de estos temas no fueron abordados
durante el curso, pero sı́ se dedico buena parte del curso al estudio de grupos de
Lie y espacios homogéneos dado que estos son los espacios que más nos interesa

Curso - OPTIMIZACIÓN EN VARIEDADES - 2017 PEDECIBA - UdelaR



1.1. DESCRIPCIÓN DEL CURSO 11

para las aplicaciones.

También se dedicó un tiempo a estudiar conexiones en variedades, que sirven
como una herramienta básica para poder estudiar algoritmos más finos y rápidos
que los estudiados en la primer parte del curso.
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Parte I

Métodos globales
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Capı́tulo 2

Algorı́tmos clásicos para valores
propios

2.1. Método de la Potencia

Sea A ∶Cm→Cm una matriz diagonalizable con espectro Sp(A) = {λ1, . . . ,λm},
donde los ordenamos por

∣λ1∣ > ∣λ2∣ ⩾⋯ ⩾ ∣λm∣,

y sean v1, . . . ,vm los vectores propios correspondientes En este caso, decimos que
v1 es vector propio dominante.

PROBLEMA (Vector propio dominante): ¿Cómo encontrar el vector propio
dominante de A?

El método de la potencia es el algoritmo más sencillo para resolver estse
problema. Su belleza y simplicidad, desde el punto de vista de sistemas dinámicos,
lo hace muy atractivo. Sin embargo este método tiene un lado negativo, no es
eficiente desde el punto de vista del análisis numérico.

En esta sección analizaremos este método y lo relacionaremos con la ecuación
de Riccati.

15



16 CAPÍTULO 2. ALGORÍTMOS CLÁSICOS PARA VALORES PROPIOS

Sobre Cm consideramos la estructura hermitiana usual. Al producto hermitiano
lo dentotamos por ⟨⋅, ⋅⟩, y por ∥ ⋅∥ a la norma.

El método de la potencia se define por la iteración siguiente

xk+1 ∶=
Axk

∥Axk∥
, k ∈N,

donde x0 ∈C es cierto vector unitario inicial. (Observar que el método está definido
siempre que Axk ≠ 0.

Tomando como base del espacio los vectores propios de A resulta natural que
la sucesión definida anteriormente converja a ηv1, para cierto η ∈C, con ∣η ∣ = 1.
Sin embargo, como veremos a continuación, esto no siempre es verdad.

Ejemplo 2.1. Sea A = (1 0
0 2

), y x0 = 1√
2
(1

1
). Resulta

xk =
1√

1+22k
( 1

2k) ,

de donde resulta

lı́m
k

xk = (0
1
) .

Ejemplo 2.2. Sea A = (1 0
0 −2

), y x0 = 1√
2
(1

1
). Resulta

xk =
1√

1+22k
( 1
(−1)k2k) ,

de donde resulta xk acumula en el conjunto

{(0
1
)( 0

−1
)} ,

y por tanto su lı́mite no está definido.

♢ 2.3 (Dinámica en S1). Extender los ejemplos anteriores, en el caso real, a condi-
ciones iniciales x0 ∈ S1 = {x ∈R2 ∶ ∥x∥ = 1}. Estudiar el comportamiento dinámico
de la sucesión xk en S1.
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2.1. MÉTODO DE LA POTENCIA 17

De lo anterior surge, que aunque la sucesión xk no tenga lı́mite, sus puntos
de acumulación pertenecen al subespacio propio asociado al vector dominante.
Esto motiva a definir el método de la potencia sobre el espacio proyectivo RPn−1 o
CPn−1.

Disgresión: sea V un R-espacio vectorial. Denotaremos por P(V) al espacio proyectivo
asociado. Para el caso de caso de Cn usaremos indistintamente la notación P(Cn+1) =CPn.
Idem para el caso real.

2.1.1. Método de la potencia sobre CPn−1

Una transformación lineal A ∶Cn→Cn, invertible, induce un mapa

Â ∶CPn−1→CPn−1,

de manera natural: Â(`) = A`, donde A` denota el subespacio unidimensional
generado por la imagen de ` por A.

Definimos en este caso el método de la potencia como la sucesión

`k+1 ∶= Â(`k), k ∈N.

Teorema 2.4. Si A diagonalizable, con Sp(A) = {λ1, . . . ,λm}, ordenados por

∣λ1∣ > ∣λ2∣ ⩾⋯ ⩾ ∣λm∣,

Entonces, si `0 es genérico, y `k = (Â)k(`0) se tiene

lı́m
k
`k = [v1],

siendo [v1] el subespacio generado por el vector propio dominante.

Demostración. Dado que A es diagonalizable, existe X ∈Gl(n,C), y D diagonal
tal que A = XDX−1. Por lo tanto los mapas Â y D̂ son topológicamente conjugados
por el homeomorfismo X̂ ∶ CPn−1 → CPn−1. (En particular, (Â)n = X̂(D̂)n(X̂)−1,
n ∈N, donde (X̂)−1 = X̂−1.) Resulta entonces que basta probar el teorema para el
caso A = diag(λ1, . . . ,λn).

Sea U1 ⊂CPn−1 el abierto dado por `0 = [x1 ∶ . . . ∶ xn], tales que x0 ≠ 0.

Curso - OPTIMIZACIÓN EN VARIEDADES - 2017 PEDECIBA - UdelaR



18 CAPÍTULO 2. ALGORÍTMOS CLÁSICOS PARA VALORES PROPIOS

Se tiene

(Â)k`0 = (Â)k[1 ∶ y2 ∶ . . . ∶ yn]
= [λ k

1 ∶ λ k
2 y2 ∶ . . . ∶ λ k

n yk]
= [1 ∶ (λ2/λ1)ky2 ∶ . . . ∶ (λn/λ1)kyk]

Dado que (λi/λ1)k→ 0, para todo i = 2, . . . ,n, resulta que el (Â)k`0→ [1 ∶ 0 ∶ . . . ∶ 0].
1

♢ 2.5. Generalizar el resultado anterior para el caso en que `0 pertenezca al
subespacio propio generado por vectores propios.

2.1.2. Método de la potencia vs ecuación de Riccati

La idea de esta sección es estudiar el método de la potencia a través de una
carta local. Para simplificar, tomemos el abierto U1 y la carta local φ1.

Consideremos la descomposición en bloques A=(A11 A12
A21 A22

), donde A11 ∈C1×1,

A22 ∈C(n−1)×(n−1).

Dado `i = [1 ∶Ki] ∈ U1, y asumiendo Â`i ∈ U1, de la igualdad

[( 1
Ki+1

)] = Â[( 1
Ki

)] , (2.1)

resulta
Ki+1 =

A21+A22Ki

A11+A12Ki
, (2.2)

definiendo de esta manera una sucesión {Ki}i∈N en Cn−1.

De esta manera tenemos que

φ1(`i) =Ki, i ∈N, (2.3)

siempre que `i ∈ U1.

La elección de U1 es completamente arbitraria.
1Una forma de concluir este lı́mite es hacerlo en cartas locales, i.e., si consideramos la carta

local asociada al abierto U1, a saber, φ1 ∶ U1 →Cn, dada por φ1([x1 ∶ . . . ∶ xn]) = (x2/x1, . . . ,xn/x1),
se tiene que φ1(Âk(`0))→ 0.
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2.1. MÉTODO DE LA POTENCIA 19

♢ 2.6. Describir el conjunto de ` ∈CPn−1 tales que Â` ∉ U1. Probar que el conjunto
de ` ∈CPn tales que la iteración (2.1) no está definida, tiene medida de cero en
CPn.

De (2.2) resulta

Ki+1−Ki =
1

A11+A12Ki
[A21+A22Ki−A11Ki−KiA12Ki] .

Esta identificación sugiere que la sucesión Ki es una aproximación discreta de la
ecuación diferencial de Riccati (vectorial) en Cn−1

K̇(t) = d
dt

K(t) = A21+A22K(t)−A11K(t)−K(t)A12K(t). (2.4)

con condición inicial K0 = φ1(`0).

Observar que puntos fijos de la sucesión Ki definida en (2.3) se corresponden
con puntos de equilibrio de la ecuaciones diferencial (2.4). Además, es fácil ver que
los subespacios propios se corresponden. Por lo tanto, estos puntos se corresponden
con las soluciones algebraicas del sistema ( a lo sumo cuadrático)

A21+A22K−A11K −KA12K = 0, K ∈Cn−1 (2.5)

Comentario 2.7. La sucesión (2.3) está definida aunque la matriz no sea diagona-
lizable (a menos de los ` problemáticos de ♢2.6).

Comentario 2.8. Podemos entender las soluciones de la ecuación de Riccati
mediante la identificación con el método de la potencia. Si estamos parados en
las buenas coordenadas, y la matriz resulta diagonalizable con valores propios de
diferente módulo, entonces el sistema (2.5) tiene n soluciones. Observar que el
sistema de ecuaciones anterior tienen n−1 variables y de grado 2 (genéricamente).

♢ 2.9. Mostrar con un ejemplo que la sucesión {Ki} puede no estar acotada.

En los siguiente párrafos daremos una prueba formal de las discusiones ante-
riores.

Dada una matriz X ∈Cn×n definimos el mapa exponencial

exp ∶Cn×n→Gl(n,C), exp(X) =
+∞
∑
n=0

Xn

n!
.
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(Usaremos indistintamente la notación eX = exp(X).)

Recordar que la solución de la ecuación diferencial matricial α̇ = Xα , con
condición inicial α(0) =C ∈Cn×n, está dada por α(t) =CetX , t ∈R.

Proposición 2.10. Sea F ∈ Cn×n, y consideremos la partición en bloques F =

(F11 F12
F21 F22

) donde F11 ∈C1×1 y F22 ∈C(n−1)×n−1).

Dado `∗ ∈ CPn−1, sea `(t) = etF`∗, con t ∈ R. Si escribimos dicha curva en
coordenadas homogéneas `(t) = [`0(t) ∶ . . . ∶ `n−1(t)], y `0(t) ≠ 0, entonces la curva
K(t)= (`1(t)/`0(t), . . . ,`n−1(t)/`0(t)) ∈Cn−1 es solución de la ecuación de Riccati

K̇ = F21+F22K−F11K−KF12K (2.6)

con condición inicial φ1(`∗).

♢ 2.11. Probar el resultado anterior.

Corolario 2.12. Hay una correspondencia biyectiva entre soluciones de la ecua-
ción de Riccati (2.6) y las soluciones de la ecuación diferencial lineal Ẋ = FX, con
X ∈Cn×n .

Esta correspondencia es la que ayuda a resolver la ecuación de Riccati en una
variable.

Proposición 2.13. Sea x(t) la solución de la ecuación diferencial ẋ = ax2+bx+c
con a ≠ 0 (ecuación diferencial de Riccati . Entonces, si ẏ = −axy, (i.e. y(t) =
exp(∫

t
0 x(y)du), resulta ÿ(t) = bẏ−acy. Recı́procamente, si y(t) satisface x(t) =

ẏ(t)/y(t), con y(t) ≠ 0 satisface la ecuación de Riccati

♢ 2.14. Dar una prueba de la proposición anterior y vincular con el Corolario
2.12.

Definición 2.15 (Logartimo). Una matriz A ∈Gl(n,C) tiene un logaritmo si existe
una matriz logA tal que elogA = A.

Si A tiene un logaritmo, a saber, F = logA, se tiene que Ak = ekF , y por lo tanto
las sucesiones {(Â)k`0} y {(êF)k`0} coinciden. Por lo tanto podemos concluir lo
siguiente.
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Proposición 2.16. El método de la potencia para una matriz A que tenga logaritmo
se corresponde con muestras en tiempo natural de la solución de Riccati (2.6) para
F = logA.

Una pregunta razonable es saber cuándo existe un logaritmo de matriz.

♢ 2.17. Probar que para toda matriz A ∈Gl(n,C) diagonalizable se tiene que existe
un logaritmo.

Cuando A tiene más estructura, por ejemplo hermitiana o simétrica, no siempre
existe un logaritmo con las mismas propiedades. Por ejemplo en el caso simétrico
cuando algún valor propio es negativo es fácil ver que no puede tener un logaritmo.
Sin embargo para nuestros propósitos podemos decir los siguiente.

♢ 2.18. Si A ∈Rn×n es simétrica, entonces siempre existen matrices simétricas S y
F tales que A = SeF , donde S2 = Idn.

En este último caso, la correspondencia de la Proposición 2.16 es en los tiempos
pares.

2.1.3. Subespacios invariantes

Una forma natural de extender el problema anterior es preguntarse lo siguiente.

PROBLEMA (Subespacios invariantes): Dada A ∈Cn×n, ¿cómo encontramos
el subespacio de dimensión k dominante?

El espacio natural para mirar este problema es la GrassC(n,k), y considerar
sobre este espacio la dinámica inducida por A. Esto es, dada A ∈Gl(n,C), sea

Â ∶GrassC(n,k)→GrassC(n,k), V ↦ A ⋅V,

donde se entiende por A ⋅V al subespacio imagen de aplicar A al subespacio V ⊂Cn.

Teorema 2.19. Si asumimos ∣λ1∣ ⩾ ⋯ ⩾ ∣λk∣ > ∣λk+1∣ ⩾ ⋯ ⩾ ∣λn∣. Para todo V ∈
GrassC(n,k) en un abierto y denso, la sucesión (Â)r(V) es convergente al subes-
pacio dominante.
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Demostración. Al igual que hicimos en el caso del proyectivo, podemos su-
poner que la matriz A es diagonal, de la forma A = diag(Λ1,Λ2), donde Λ1 =
diag(λ1, . . . ,λk), y Λ2 = diag(λk+1, . . . ,λn).

Dada una matriz X ∈Cn×k de rango máximo, sea [X] ∈GrassR(n,k) el subespa-

cio k-dimensional generado por las columnas de X . Sea V = [(X1
X2

)] ∈GrassC(n,k),

para X1 ∈Ck×k invertible, y X2 ∈C(n−k)×k.

Luego se tiene

(Â)rV = [(Λr
1X1

Λr
2X2

)] = [(Λr
1X1

Λr
2X2

)(Λ1X1)−r] = [( Idk
Λr

2X2X1Λ−r
1
)] .

Observar que ∥Λr
2X2X1Λ−r

1 ∥ ⩽ ∥Λ2∥r∥X2X1∥∥Λ1∥−r ⩽ (∣λk+1∣r/∣λk∣r)∥X2X1∥, y por
lo tanto tiende a cero , cuando r tiende infinito.

Sólo resta justificar que sobre GrassC(n,k) esto significa que ÂrV tiende a

[( Idk
0(n−k)×k

)] Esto resulta de que GrassC(n,k) puede obtenerse como un cociente

de las matrices de rango k, cocientando por la acción de Gl(k,C) a derecha: esto
es, X ∼Y si existe U ∈Gl(k,C) tal que Y = XU . Luego, dado que la proyección
cociente es continua se tiene que si una sucesión es convergente en el espacio
de matrices de rango máximo, entonces su proyección en el cociente también es
convergente. Esto termina el argumento de convergencia.

Para terminar la demostración hay que probar que el conjunto de V ’s dada
forma un abierto y denso. Esto queda de ejercicio.

♢ 2.20. Terminar la prueba del teorema anterior.

Al igual que antes, queremos relacionar el método de la potencia para encontrar
el k-subespacio dominante con la ecuación de Riccati para F = logA.

Sea

F = (F11 F12
F21 F22

) ,

donde F11 ∈Ck×k, F22 ∈C(n−k)×(n−k).

Si K(t) es una solución de la ecuación de Riccati (2.6) en C(n−k)×k, entonces
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la curva

V(t) = [( Idk
K(t))] ∈GrassC(n,k),

y resulta
V(t) = etFV(0), ∀t ∈R.

Recı́procamente, si V(t) = etFV(0), y escribimos

V(t) = [(X1(t)
X2(t)

)] ,

entonces, K(t) = X2(t)X1(t)−1 es solución de la ecuación de Riccati (2.6), siempre
que X1(t) sea invertible.

♢ 2.21. Probar que el método de la potencia para encontrar el k-subespacio domi-
nante coincide con muestras enteras de la solución de la ecuación de Riccati (2.6)
para F = log(A).

2.1.4. Método de la potencia en Flag(Cn)

Una bandera es una sucesión creciente de subespacios V0 ⊂V1 ⊂⋯ ⊂Vk ⊂Rn.
Nosotros estudiaremos el caso de las banderas completas, donde n = k y dimVi = i.

Definición 2.22 (Espacio bandera). Una bandera es una n+1-úpla

F = (F(0),⋯,F(n))

donde los F(i) son subespacios vectoriales de Rn tales que F(i) ⊂F(i+1) y dimF(i) =
i. En particular F(0) = {0} y F(n) =Rn. Denotaremos por Flag(Rn) al espacio de
banderas de Rn. Análogo si cambiamos Rn por Cn, en tal caso lo denotaremos
Flag(Cn).

Observación 2.23. Dado F ∈ Flag(Cn) existe X = (X1,⋯,Xn) ∈Gl(n,C) tal que
F(i) = span{X1,⋯,Xi}. Además, si Y = (Y1,⋯,Yn) ∈Gl(n,C) es otra matriz con la
misma propiedad, entonces Y = XR con R triangular superior invertible. Luego
podemos identificar Flag(Cn) como el cociente

Flag(Cn) =Gl(n,C)/Rn(C)

Curso - OPTIMIZACIÓN EN VARIEDADES - 2017 PEDECIBA - UdelaR
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siendo Rn(C) el conjunto de las matrices triangulares superiores invertibles y la
relación de equivalencia está dada por X ∼Y sii ∃R ∈Rn(C)/ XR =Y . Denotaremos
por ⟨X⟩ a la clase de equivalencia de X .

Digresión Flag(Cn) es un espacio homogéneo dado que Rn(C) actúa sobre
Gl(n,C) multiplicando a derecha, y luego tomamos el cociente por esta acción, i.e.
el espacio de órbitas.

Comentario 2.24. La identificación anterior se puede hacer partiendo del grupo de
la matrices unitarias U(n) = {U ∈Cn×n ∶U∗U = Id}. En tal caso el cociente se realiza
por U1(n) de matrices unitarias diagonales. De esta manera se ve que Flag(Cn) es
compacto.

Una propiedad muy útil para estudiar la convergencia de banderas es la siguien-
te.

Proposición 2.25. Sean {Fk}⊂Flag(Cn) donde Fk = ⟨Uk⟩, con Uk ∈U(n) y F = ⟨U⟩,
U ∈U(n). Entonces Fk→F si y sólo si existe {Tk} ⊂U1(n) tales que UkTk→U.

La prueba se deja a cargo del lector. Observar que existen espacios cocientes
donde la propiedad anterior análoga, no cierta.

Definición 2.26 (Acción de Gl(n,C) en espacio bandera). Dada A ∈ Gl(n,C),
definimos el mapa inducido A# ∶ Flag(Cn)→ Flag(Cn) como

A#F = (AF(0),⋯,AF(n)).

Esto define una acción de Gl(n,C) en Flag(Cn)

Observación 2.27. Sea F = ⟨X⟩ la bandera generada por la matriz X entonces
A#F = ⟨AX⟩.

Proposición 2.28. Sean A ∈Gl(n,C) y F = ⟨Q⟩ ∈Flag(Cn) con Q ∈U(n). Entonces
F es punto fijo de A# si y sólo si ∃R ∈Rn(C) tal que A =QRQ∗.

Demostración. Por la observación anterior, deducimos que Q es punto fijo de A#
si y sólo si ⟨Q⟩ = ⟨AQ⟩, equivalentemente, si y sólo si existe R ∈Rn(C) tal que
AQ =QR. Es decir, si y sólo si existe R ∈Rn(C) tal que A =QRQ∗.
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De la Proposición 2.28 resulta que ⟨Q⟩ ∈ Flag(Cn), con Q ∈ U(n), es punto fijo
de A# si y sólo si ∃R ∈Rn(C) tal que A =QRQ∗. (Descomposición de Schur de la
matriz A.)

El teorema principal de esta sección es el siguiente.

Teorema 2.29 (Shub-Vasquez). Supongamos A ∈Gl(n,C) es diagonalizable con
valores propios de módulo distinto. Entonces se tiene

1. A# ∶ Flag(Cn)→ Flag(Cn) tiene n! puntos fijos.

2. ∀F ∈ Flag(Cn), An
#(F) es convergente.

3. La cuenca de atracción de uno de los puntos fijos es abierta y densa.

Demostración. Primero veamos que podemos restringirnos al caso diagonal.
Como A es diagonalizable, existe X ∈Gl(n,C) tal que A = XDX−1. Luego A# =
X#D#(X−1)#, donde (X−1)# = (X#)−1. Como el mapa X# ∶ Flag(Cn)→ Flag(Cn) es
un homeo, resulta que A# y D# son topológicamente conjugados, por tanto tienen
misma dinámica.
Ordenamos D = diag(λ1,⋯,λn) para que ∣λ1∣ >⋯ > ∣λn∣.
Sea P ⊂ Gl(n,C) el grupo discreto de permutaciones. Observar que #P = n!.
Además, si ⟨P⟩= ⟨P′⟩ entonces P=P′T para cierta T ∈U1(n), por lo tanto P−1P′ =T .
Al ser P un grupo y P ∩U(n) = {Id} se tiene que P = P′. Es decir, #⟨P⟩ = n!.
Observar que D#⟨P⟩ = ⟨DP⟩ = ⟨P⟩. Ya que por ser D diagonal y P ∈ P , existe D′

diagonal, tal que DP = PD′. Por lo tanto ⟨P⟩ es punto fijo de D# para toda P ∈P .
Sea W s(⟨P⟩) la variedad estable asociada al punto fijo ⟨P⟩, es decir

W s(⟨P⟩) = {⟨X⟩ lı́m
k→+∞

Dk
#⟨X⟩ = ⟨P⟩.

Sean Ln(C) el conjunto de las matrices triangulares inferiores invertibles. Dada
L ∈Ln(C) tenemos

Dk
#⟨LP⟩ = ⟨DkLP⟩ = ⟨DkLD−kDkP⟩ = ⟨DkLD−kPD′⟩ = ⟨DkLD−kP⟩.

Ahora, si L = (li j), entonces (DkLD−k)i j = ( λi
λ j
)kli j. Luego, como ∣λ1∣ >⋯ > ∣λn∣ se

tiene DkLD−k → diag(l11,⋯, lnn) = L̃, entonces DkLD−kP→ L̃P. Pasando al cocien-
te concluimos Dk

#⟨LP⟩→ ⟨L̃P⟩ = ⟨P⟩. Es decir Ln(C)⟨P⟩ = {⟨LP⟩ ∶ L ∈ Ln(C)} ⊂
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W s(⟨P⟩).
Ahora aplicando la eliminación gaussiana con pivot, dada X ∈Gl(n,C), existen
L ∈ Ln(C), P ∈ P, R ∈ Rn(C) tales que X = LPR, por lo tanto ⟨X⟩ = ⟨LP⟩. Se
concluye que

Flag(Cn) = ⋃
p∈P

W s(⟨P⟩).

De esto se deducen las primeras dos afirmaciones. La tercera, se desprende de
observar con cuidado la eliminación gaussiana. Por ejemplo, para no tener que usar
pivot es necesario que ciertas ecuaciones algebraicas no sea anulen, lo cual es una
condición abierta.

2.2. Cociente de Rayleigh

En esta sección estudiaremos el problema de valores propios como un problema
de optimización.

Sea A ∈Rn×n simétrica con valores propios λ1 ⩾ λ2 ⩾⋯ ⩾ λn y vectores propios
asociados v1,⋯,vn. El cociente de Rayleigh de A es la función rA ∶Rn∖{0}→R
dada por

rA(x) = xT Ax
xT x

= ⟨Ax,x⟩
⟨x,x⟩ .

Observar que rA es invariante por cambios de escala, i.e. rA(tx) = rA(x), ∀t ∈
R∖{0}. En este sentido rA está definido también en Sn−1 = {x ∈ Rn ∶ ∣∣x∣∣ = 1} o
RPn−1.

De ahora en adelante trabajaremos sobre Sn−1.

Teorema 2.30 (Courant-Fisher). Se tiene λ1 = máx
∣∣x∣∣=1

rA(x), λn = mı́n
∣∣x∣∣=1

rA(x). Además,

los puntos crı́ticos de rA en Sn−1 son los vectores propios vi de A.

Demostración. Como rA es continua, de hecho es C∞, y Sn−1 compacto, tenemos
máximo y mı́nimo.
Tenemos que el diferencial DrA(x) ∶ TxSn−1 → R, donde rA(x) = ⟨Ax,x⟩, está da-
do por DrA(x)ẋ = 2⟨Ax, ẋ⟩. (Acá estamos haciendo derivada libre de rA como si
estuviera viviendo en Rn.)
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Si denotamos por ∇rA(x) el gradiente libre, tenemos ∇rA(x) = Ax.

Si gradrA(X) es el gradiente de rA definido por la métrica inducida en la
esfera, resulta que gradrA(x) es la proyección ortogonal de la derivada libre en el
subespacio ortogonal da x. Esto es

gradrA(x) = (Idn−xxT )Ax = Ax− ⟨Ax,x⟩x.

Entonces tenemos que x ∈ Sn−1 es punto crı́tico de rA si y sólo si gradrA(x) = 0.
Es decir, x es punto crı́tico de rA si y sólo si x es vector propio con valor propio
⟨Ax,x⟩ = rA(x).

Luego el resultado sigue de que el máximo y el mı́nimo se alcanzan en puntos
crı́ticos.

Comentario 2.31. El Teorema 2.30 también se puede obtener utilizando multipli-
cadores de Lagrange. Sea g ∶Rn→R, g(x) = ∣∣x∣∣2−1, se tiene Sn−1 = g−1(0). Los
puntos crı́ticos restrictos a Sn−1 se encuentran cuando λ∇g(x) =∇rA(x), es decir,
λx = Ax.

2.2.1. Flujo gradiente de Rayleigh

Tenemos que Sn−1 es una variedad Riemanniana con la métrica inducida por el
ambiente, luego podemos definir el flujo gradiente asociado a rA sobre Sn−1 por

ẋ = gradrA(x) = (A− rA(x)Idn)x. (2.7)

(Hemos elegido a propósito el signo positivo del gradiente.)

Observar que si x(t) es una solución de (2.7), entonces está definida para todo
tiempo (ver Teorema B.52). Además si x(0) ∈ Sn−1, entonces x(t) ∈ Sn−1 para todo
t ∈R. En efecto,

1
2

d
dt

∣∣x(t)∣∣2 = ⟨ẋ(t),x(t)⟩ = ⟨gradrA(x(t)),x(t)⟩ = 0,

dado que gradrA(x(t)) ∈ Tx(t)Sn−1 = x(t)⊥.

El objetivo de esta sección es estudiar la convergencia de este flujo.
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Teorema 2.32. El flujo gradiente (+) de rA en Sn−1 con respecto a la métrica
inducida por la euclı́dea está dado por ẋ = (A− rA(x)Idn)x. Sus soluciones están
definidas para todo t ∈R y convergen a un vector propio de A. Si λ1 > λ2, entonces
para “casi toda” condición inicial x0, ∣∣x0∣∣ = 1, x(t) converge a v1 (o −v1).

Demostración. Veamos que las soluciones del flujo son proyecciones en la esfera
de soluciones de ẋ = Ax.
Sea γ(t) solución de ẋ =Ax en Rn, con condición inicial γ(0) ∈ Sn−1 y consideremos
la curva η(t) = γ(t)/∣∣γ(t)∣∣. Entonces derivando tenemos

η̇ = γ̇

∣∣γ ∣∣ +
d
dt

( 1
∣∣γ(t)∣∣)γ = γ̇

∣∣γ ∣∣ −
⟨γ, γ̇⟩
∣∣γ ∣∣2

γ

∣∣γ ∣∣

usando que γ̇ = Aγ tenemos

η̇ = A
γ

∣∣γ ∣∣ −
⟨γ,Aγ⟩
∣∣γ ∣∣2

γ

∣∣γ ∣∣ = (A− rA(γ)) γ

∣∣γ ∣∣

y dado que rA es invariante por escalas tenemos

η̇ = (A− rA(η))η .

Por lo tanto, concluimos que η(t) = eAtx0/∣∣eAtx0∣∣ es la solución del flujo gra-
diente con condición inicial η(0) = x0

∣∣x0∣∣ ∈ Sn−1. Observar que en RPn−1 la solución
análoga es eAtx0.
Al igual que antes, basta suponer para estudiar la dinámica que A = diag(λ1,⋯,λn).
Es un ejercicio ver que la solución ası́ obtenida verifica las condiciones del enun-
ciado (similar al caso del método de la potencia).

♢ 2.33. Probar que los puntos crı́ticos vi, (i = 2, . . . ,n−1), son puntos silla.
Sugerencia: acercarse por dos curvas distintas donde la f sea mı́nimo y máximo
local respectivamente. O calcular directamente el Hessiano (ver Sección D.7).

♢ 2.34. Probar que rA es una función de Morse. Observar que de esta manera
podemos aplicar el Teorema B.52.

Uno se podrı́a preguntar si es posible extender el flujo de Rayleigh a Rn∖{0}.
La respuesta es afirmativa. Una forma posible es cambiar la métrica Riemanniana
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de Rn∖{0}.

Dado x ∈ Rn ∖ {0}, consideramos el producto interno ⟨⋅, ⋅⟩x en Tx(Rn ∖ {0})
como

⟨ζ ,η⟩x ∶=
⟨ζ ,η⟩
∣∣x∣∣2 , ζ ,η ∈ Tx(Rn∖{0})

siendo ⟨⋅, ⋅⟩ la métrica Euclideana en Rn. Es fácil verificar que ⟨⋅, ⋅⟩x define una
métrica Riemanniana.

Dado que un producto interno sobre un espacio vectorial esta en correspondecia
con formas cuadráticas (⟨ζ ,η⟩ = ηT Qζ con Q simétrica definida positiva), existe
Q(x) de modo que ⟨ζ ,η⟩x = ηT Q(x)ζ . En nuestro caso Q(x) = ∣∣x∣∣−2 Idn.

Para rA(x)= ⟨Ax,x⟩/∣∣x∣∣2, x ∈Rn∖{0}, usando el Lema B.48 resulta gradrA(x)=
∣∣x∣∣2∇rA(x). Luego si calculamos el gradiente (Euclideano)∇rA(x) de rA(x) resulta

gradrA(x) = 2(Ax− rA(x)). (2.8)

Comparando (2.8) con (2.7), concluimos que el flujo de Rayleigh en Sn−1 puede
extenderse a todo Rn.

2.3. Cociente de Rayleigh generalizado

Dada A una matriz diagonalizable con valores propios ordenados λ1 ⩾ . . .⩾λn, el
subespacio k-dimensional generado por los vectores propios asociados a λ1, . . . ,λk
se denomina subespacio dominante de dimensión k

Para simplificar nuestro problema consideramos A ∈Rn×n simétrica. Sean λ1 ⩾
⋯ ⩾ λn sus valores propios.

Un espacio natural para estudiar este problema es considerar la variedad de
Stiefel

St(k,n) ∶= {X ∈Rn×k ∶ XT X = Idk}.
Observar que X ∈ St(k,n) si las columnas son un conjunto ortonormal.

Definición 2.35 (Cociente generalizado de Rayleigh). Una función “costo” que se
maximice en el subespacio dominante de dimensión k es el cociente generalizado
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de Rayleigh, a saber,

RA ∶ St(k,n)→R, RA(X) = tr(XT AX),

donde tr() es la función traza.

Definición 2.36 (Producto interno de Frobenius). El producto interno de Frobenius
en Rm×k está definido por ⟨A,B⟩F = tr(AT B).

♢ 2.37. Es fácil ver que para matrices A = ((ai j)), B = ((bi j)) se tiene ⟨A,B⟩F ∶=
∑

i=1,⋯,m
j=1,⋯,l

ai jbi j. Esto es, coincide con el inducido por la identificación Rm×l ≡Rml)

De esta manera resulta que el cociente generalizado de Rayleigh está dado por

RA(X) = ⟨AX ,X⟩F .

El objetivo de esta sección es estudiar esta función y tomar el flujo gradiente
asociado.

Para tal fin comenzaremos estudiando la geometrı́a de la variedad de Stiefel.

2.3.1. Geometrı́a de la variedad de Stiefel

La variedad de Stiefel es el conjunto definido por

St(k,n) ∶= {X ∈Rn×k ∶ XT X = Idk}.

Observar que X ∈ St(k,n) si las columnas son un conjunto ortonormal.

Comencemos esta subsección estudiando la geometrı́a de la variedad de Stiefel.

Observar que cuando k = 1 o n, obtenemos que St(1,n) = Sn−1 y St(n,n) =O(n)
siendo O(n) el grupo ortogonal.

Comentario 2.38. Ası́ como está definida, la variedad de Stiefel esta ”encajada”
en Rn×k. Sin embargo es posible obtenerla como una variedad cociente del gru-
po ortogonal de la siguiente manera (ver Sección C.4 de espacios homogéneos,
Ejemplo C.39-6). Identificando dos matrices ortogonales por tener las primeras
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k columnas iguales, o equivalentemente, si están relacionadas por multiplicar a

derecha por una matriz de la forma (Idk 0
0 Q

) con Q ∈O(n− k). En este sentido

St(k,n) ≅O(n)/O(n−k).

Comentario 2.39. Observar que con esta identificación de St(k,n) podemos ob-
tener una representación de la grassmaniana Gr(k,n) identificando X ∈ St(k,n)
con XQ, donde Q ∈ , dado que el espacio columnas genera el mismo subespacio.
Entonces obtenemos Gr(k,n) ≅O(n)/O(k)×O(n−k).

Proposición 2.40. La varidedad de Stiefel St(k,n) es una variedad diferenciable
compacta, de dimensión kn−k(k+1)/2. Además, el espacio tangente a X ∈ St(k,n)
está dado por

TX St(k,n) = {ζ ∈Rn×k ∶ ζ T X +XT
ζ = 0}.

Demostración. Veamos que podemos obtener St(k,n) como la preimagen de un

valor regular de un mapa. Sea F ∶ Rn×k → R
k(k+1)

2 ≡ Sym(k) dado por F(X) =
XT X − Idk, donde Sym(k) es el subespacio lineal de Rk×k de las matrices simétricas,

al cual lo identificamos de manera natural con R
k(k+1)

2 .
Afirmación: 0 es valor regular de F .
La derivada de F en X ∈ F−1(0) = St(k,n), en la dirección ζ ∈Rn×k está dada por

DF(X)ζ = ζ
T X +XT

ζ ∈R
k(k+1)

2 , ∀ζ ∈Rn×k.

Veamos que DF(X) es sobre. Si η ∈ ImDF(X)� ⊂R
k(k+1)

2 , entonces

⟨η ,ζ T X +XT
ζ ⟩F = 0, ∀ζ ∈Rn×k.

Es decir,
0 = tr(ηζ

T X)+ tr(ηXT
ζ), ∀ζ ∈Rn×k. (2.9)

Utilizando la propiedad tr(AB) = tr(BA) (siempre que el producto tenga sentido),
resulta

tr(ηXT
ζ) = tr(XT

ζ η) = tr((ζ
T X)T

η) = tr(ηζ
T X).

Esto implica que ηXT = 0. Multiplicando a derecha por X se obtiene η =ηXT X = 0.
Luego 0 es valor regular.

De la afirmación se concluye que St(k,n) es una variedad diferenciable de
dimensión kn−k(k+1)/2. La compacidad resulta de ser cerrado y acotado en Rn×k.
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Además el tangente TX St(k,n) está dado por KerDF(X) = {ζ ∈Rn×k ∶ ζ T X +XT ζ =
0}.

Observación 2.41. El tangente TX St(k,n) puede ser obtenido derivando curvas
sobre St(k,n). Esto es, si γ(t) ∈ St(k,n), con γ(0) = X y γ̇(0) = ζ , diferenciando
γ(t)T γ(t) = Idk obtenemos

0 = d
dt

∣
t=0

γ(t)T
γ(t) = γ̇(0)T

γ(0)+γ(0)T
γ̇(0) = ζ

T X +XT
ζ .

Observación 2.42. ζ ∈ TX St(k,n) sii ζ T X es antisimétrica (k×k)

Definición 2.43 (Métrica en variedad de Stiefel). Dado que St(k,n) es una subva-
riedad encajada en Rn×k, podemos inducir la métrica Riemanniana del ambiente, a
saber: dados ζ ,η ∈ TX St(k,n) definimos ⟨ζ ,η⟩X ∶= tr(ζ T η).

Espacio normal TX St(k,n)⊥

Para poder calcular gradientes respecto a la métrica inducida es necesario
identificar el espacio normal a TX St(k,n). Definimos el espacio normal

TX St(k,n)� ∶= {N ∈Rn×k ∶ tr(NT
ζ) = 0,∀ζ ∈ TX St(k,n)}.

Es claro que su dimensión es k(k+1)/2.

Lema 2.44. TX St(k,n)� = {XΛ ∈Rn×k ∶ ΛT =Λ ∈Rk×k}

Demostración. Observar que

tr((XΛ)T
ζ) = tr(ΛXT

ζ) = tr(XT
ζ Λ) = tr((ζ

T X)T
Λ) = tr(Λζ

T X)

entonces

tr((XΛ)T
ζ) = 1

2
(tr(ΛXT

ζ +Λζ
T X)) = 1

2
tr(Λ(XT

ζ +ζ
T X)) = 0

pues ζ ∈ TX St(k,n).

Recordar que si tenemos A ∈Rk×k se define la parte simétrica Sym(A) = 1
2(A+

AT ) y la parte antisimétrica como Skew(A) = 1
2(A−AT ).
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Proposición 2.45. Sea πX ∶Rn×k → TX St(k,n) la proyección ortogonal en el tan-
gente. Entonces, si Z ∈Rn×k, se tiene

πX(Z) = X Skew(XT Z)+(I−XXT )Z.

Además π
�
X(Z) = X Sym(XT Z), siendo π

�
X la proyección ortogonal en TX St(k,n)�.

Demostración. Veamos primero que la proyección en TX St(k,n)� es X Sym(XT Z).
Por el lema anterior es claro que X Sym(XT Z) ∈ TX St(k,n)�. Resta ver que Z −
X Sym(XT Z) ∈ TX St(k,n) y que la fórmula es correcta.

Se tiene que

XT (Z−X Sym(XT Z))+(Z−X Sym(XT Z))T X

= XT Z−XT X Sym(XT Z)+ZT X −Sym(XT Z)XT X

= XT Z−2Sym(XT Z)+ZT X = 0.

Además se tiene

πX(Z) ∶= X Skew(XT Z)+(I−XXT )Z

= X (XT Z−ZT X
2

)+Z−XXT Z

= X (−XT Z−ZT X
2

)+Z = Z−π
⊥
X(Z).

Observación 2.46. De la expresión de la proyección surgue lo siguiente. Sea X�
una matriz n×(n−k) que complete X para que [X ,X�] ∈O(n). Entonces se puede
ver que toda matriz Z ∈Rn×k se puede escribir como

Z = XA+X�B, A ∈Rk×k, B ∈R(n−k)×k.

Luego, se puede ver lo siguiente

Z = XA+X�B ∈ TX St(k,n)⇐⇒ AT = −A.

De esta manera el subespacio TX St(k,n) puede parametrizarse con A ∈ Antisim ≡

R
k(k+1)

2 y B ∈ R(n−k)×k. En particular, cuando X = (Idk
0
), el espacio tangente se

identifica con ζ = (A
B
), con A ∈Rk×k antisimétrica y B ∈R(n−k)×k cualquiera.
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2.3.2. Aspectos geométricos y dinámicos del flujo

Volvamos a trabajar con nuestro problema original.

Teorema 2.47 (Flujo generalizado de Rayleigh). Sea A ∈ Rn×n, simétrica, λ1 ⩾
⋯ ⩾ λn los valores propios con v1,⋯,vn vectores propios respectivos. Entonces

el cociente generalizado de Rayleigh RA tiene (n
k
) puntos crı́ticos de la forma

XI = (vi1,⋯,vik) con 1 ⩽ i1 < ⋯ < ik ⩽ n. Además el resto de los puntos crı́ticos
son de la forma UXIV con U ∈ O(n), V ∈ O(k) tales que UT AU = A. El valor
crı́tico de RA asociado a XI es λi1 +⋯+λik . En particular máxRA = λ1+⋯+λk y
mı́nRA = λn−k+1+⋯+λn.

Demostración. Calculemos gradRA. Para eso podemos extender RA a Rn×k con
la misma expresión. Sea R̃A dicha extensión. Sea ∇R̃A el gradiente libre de la
extensión de RA. Luego proyectando en el espacio tangente TX St(k,n), resulta,
gradRA(X)=πX∇R̃A(X), con X ∈ St(k,n), donde πX está dada en Proposición 2.45.
Es fácil ver que DR̃A(X)Ẋ = 2⟨AX , Ẋ⟩ por lo que ∇R̃A(X) = 2AX . Luego usando
Proposición 2.45 se tiene

1
2

gradRA(X) = πX(AX) = X Skew(XT AX)+(Idn−XXT )AX = (Idn−XXT )AX ,

ya que XT AX es simétrica.
Observar que la transformación Idn −XXT vista como transformación lineal de
Rn en Rn proyecta los vectores en X�, el subespacio ortogonal al generado por
las columnas de X . Luego gradRA(X) = 0 sii el espacio de columnas de AX es un
subespacio del espacio de columnas de X , i.e. si el espacio de columnas de X es
A-invariante. Lo que resta de la prueba es la caracterización de las X de tal forma
que sus espacios de columnas sean A-invariantes, lo cual se deja de ejercicio.

♢ 2.48. En el contexto del teorema anterior, probar que el espacio de columnas de
X es A-invariante si y solo si X es de la forma UXIV con U ∈O(n), V ∈O(k) tales
que UT AU = A
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Flujo gradiente asociado

Teorema 2.49 (Flujo gradiente asociado). El flujo gradiente de RA ∶ St(k,n)→R
está dado por

Ẋ = (Idn−XXT )AX .

Las soluciones existen para todo t ∈R y convergen a subespacios propios generali-
zados (UXIV ) como antes.
Si λk > λk+1 entonces RA es una función de Morse-Bott. En particular para casi
toda X0 ∈ St(k,n), X(t) curva de flujo con dato inicial X0, converge a UX(1,⋯,k)V .
Su velocidad es exponencial λk−λk+1, localmente cerca de subvariedad crı́tica.

Demostración. Este teorema se deduce del Comentario B.54 en página 130 sobre
flujos gradientes y funciones de Morse-Bott.

2.4. Algoritmo QR

El algoritmos QR es el más simple y conocido para encontrar valores propios
de una matriz.

Este algoritmo está basado en la descomposición QR de una matriz.

Definición 2.50 (Descomposición QR). Sea A ∈Gl(n,C) (o Gl(n,R)). La descom-
posición QR de A es la descomposición A =QR, donde Q es una matriz unitaria (o
ortogonal) y R una triangular superior.

La existencia de tal descomposición resulta del método de Grahm-Schmidt.
Sin embargo la descomposición no es única a menos que se pida que las entradas
diagonales de R sean positivas.

♢ 2.51. Probar que toda matriz tiene una descomposición QR. Además, si tenemos
dos descomposiciones A =QR =Q′R′, entonces Q′ =QT∗ y R′ = T R, para T diago-
nal unitaria (o diagonal ortogonal en el caso real). Si los elementos de la diagonal
de R son positivos, entonces la descomposición es única.

Para simplificar la exposición nos restringiremos en esta sección al estudio del
caso complejo. El caso real es similar.
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ALGORITMO QR

Input: A ∈Gl(n,C)

Output: {Ak} en Gl(n,C)

>> A0 =Q0R0 (descomposición QR)

>> for k = 0,1,2, ...
Ak+1 =∶ RkQk =Qk+1Rk+1

Observar que A1 = R0Q0 = QT
0 Q0R0Q0 = QT

0 AQ0, y por lo tanto el espectro
de A1 coincide con el espectro de A0. De manera análoga se observa que A2 =
(Q0Q1)T A0(Q0Q1), y por lo tanto A2 tiene mismo espectro que A0. Procediendo
de esta manera, el algoritmo QR produce una sucesión {Ak} tal que,

Ak+1 = Q̃∗
k A0Q̃k, donde Q̃k =Q0⋯Qk ∈ U(n) (2.10)

En resumen, el algoritmo QR produce una sucesión {Ak} de matrices, unitariamente
conjugadas por Q̂k, y por tanto con mismo espectro que A = A0.

Lema 2.52. Dado k ∈N, resulta Ak+1 = Q̃kR̃k, para cierta matriz triangular R̃k.

Demostración. Observar primero que

Ak+1 = (Q0R0)k+1 =Q0(R0Q0)kR0 =Q0Ak
1R0 =Q0(Q1R1)kR0 =Q0Q1(R1Qk−1

1 )R1R0,

procediendo de esta manera se obtiene

Ak+1 =Q0⋯Qk−1(Rk−1Qk−1)Rk−1⋯R0 =Q0⋯QkRk⋯R0 = Q̃kR̃k.

Observación 2.53. Lo que el lema anterior nos dice es que Q̃k es la componente
unitaria de la descomposición QR de Ak+1. Además, como una matriz triangular
preserva en particular la bandera de la identidad (⟨e1⟩,⟨e1,e2⟩,⋯,⟨e1,⋯en⟩) resulta
lo siguiente.

Lema 2.54. Se tiene A#⟨Q̃k⟩ = ⟨Q̃k+1⟩
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Demostración.

A#⟨Q̃k⟩ = ⟨AQ̃k⟩ = ⟨AQ̃kR̃k⟩ = ⟨AAk+1⟩ = ⟨Q̃k+1R̃k+1⟩ = ⟨Q̃k+1⟩

Teorema 2.55 (Dinámica QR). Sea A ∈Gl(n,C) con valores propios de módulo
distinto. La sucesión {Ak} dada en 2.10 por el algoritmo QR satisface

diagAk tiende a una matriz diagonal de valores propios de A.

(Ak)i j → 0 si i > j;

los módulos de (Ak)i j son convergentes para i < j.

Demostración. Del Lema 2.54 se tiene que Ak+1
# ⟨Id⟩= ⟨Q̃k⟩. Luego, por el Teorema

2.29 de Shub-Vasquez resulta

⟨Q̃k⟩→ ⟨Q̃⟩ ∈ Flag(Cn)

siendo ⟨Q̃⟩ punto fijo de A#. Esto es Q̃∗AQ̃ = R̃ con R̃ triangular superior. Luego
por como es la convergencia en Flag(Cn), existen Tk ∈ U1(n) tales que

Q̃kTk → Q̃ en U(n).

Entonces
T∗

k (Q̃∗
k AQ̃k)Tk = (Q̃kTk)∗A(Q̃kTk)

kÐ→ Q̃∗AQ̃.

Luego, si denotamos T = diag(θ
(k)
1 , . . . ,θ

(k)
n ), con ∣θ (k)

i ∣ = 1, resulta

(Ak+1)i j (θ
(k)
i )

i
θ
(k)
j → R̃i j.

El resultado sigue de discutir según i y j.

Corolario 2.56. Sea A ∈ Sym(n) genérica con valores propios distintos, entonces
Ak tiende a una matriz diagonal y, en particular Q̃k tiende a la matriz de vectores
propios de A.

Comentario 2.57. El Algoritmo QR es el método más simple y estable para
encontrar valores propios de matrices. La desventaja de este algoritmo es su
velocidad. Por esta razón se utilizan variantes con “shift” para acelerar el proceso.
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2.4.1. Algoritmo QR y flujo asociado

Nos restringimos al caso simétrico, A ∈ Sym(n) = {A ∈Rn×n ∶ AT = A}.

Utilizaremos la representación única de la descomposición QR, A =QR, donde
Q ∈O(n) y R es triangular superior con entradas no negativas sobre la diagonal.

A continuación, veremos que la sucesión {Ak} producida por el algoritmo QR
puede obtenerse como los tiempos enteros de un flujo.

Definición 2.58 (Flujo isoespectral). Una ecuación diferencial matricial en Sym(n),
Ȧ(t) = f (t,A(t)) se dice isoespectral si toda solución A(t) es de la forma

A(t) =Q(t)T A(0)Q(t),

con Q(t) ∈O(n).

Observación 2.59. Si V(t) =Q(t)T A0Q(t), se tiene,

V̇ = Q̇T A0Q+QT A0Q̇ = Q̇T QV +V QT Q̇,

además como Q̇ ∈TQSt(n,n), tenemos que Q̇T Q es antisimétrica. Denotando Q̇T Q=
B se tiene que

V̇ =V B−BV = [V,B],
siendo [⋅, ⋅] el corchete de Lie matricial. Por tanto, si Q(t) ∈O(n) es diferenciable,
definiendo B = Q̇T Q resulta que V satisface la ecuación diferencial

V̇ = [V,B].

Proposición 2.60. Sea B(t) ∈Rn×n continua y antisimétrica. La ecuación diferen-
cial Ȧ(t) = [A(t),B(t)] es isoespectral.

Demostración. Observar que si A(0) = Idn es la condición inicial, entonces la
solución constante A(t) = Idn, t ∈ R, es la solución con esa condición inicial.
Motivado por lo anterior, sea Q(t) la solución en Sym(n) de la ecuación dife-
rencial Q̇(t) = Q(t)B(t). Veamos que Q(t) ∈O(n). Consideremos la derivada de
Q(t)T Q(t), se tiene

d
dt

Q(t)T Q(t) = Q̇T Q+QT Q

= BT QT Q+QT QB

=QT QB−BQT Q = [QT Q,B].
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Luego, si Q(0)T Q(0) = Idn, resulta de la observación inicial que Q(t)T Q(t) = Idn,
t ∈R, y por lo tanto, Q(t) ∈O(n).

Veamos que Â(t) = Q(t)T A(0)Q(t) es la solución de la ecuación diferencial
del enunciado con condición inicial Â(0) = A(0). Derivando obtenemos

d
dt

Â(t) = Q̇T A(0)Q+QT A(0)Q̇

= (QB)T A(0)Q+QT A(0)(QB)
= −BQT A(0)Q+QT A(0)QB

= −BÂ+ ÂB.

Luego, por unicidad de las soluciones, se concluye el resultado.

Observación 2.61. Recordar que toda matriz A ∈Rn×n se puede factorizar de forma
única como A = A−+A+ siendo A− antisimétrica y A+ triangular superior. Recordar
también que si A ≻ 0 (definida positiva) entonces tiene un logaritmo, i.e. logA es
tal que elogA = A.

Teorema 2.62 (Flujo QR). Sea A0 ≻0, la ecuación diferencial Ȧ= [A,(logA)−], A(0)=
A0 está definida ∀t ∈R. Además A(k), k ∈N coincide con Ak del algoritmo QR.

Demostración. Observar que Ak
0 = ek logA0 , k ∈N. Luego si consideremos la facto-

rización QR de la curva etlogA0 = Q(t)R(t), con t ∈R, resulta del Lema 2.52 que
Q(k+1) = Q̃k, k ∈N (cf. (2.10). Luego la curva A(t) =Q(t)T A0Q(t) satisface que
A(k+1) = Q̃T

k A0Q̃k = Ak+1. Sólo resta ver que la curva A(t) satisface la ecuación
diferencial del enunciado. En efecto, derivando et logA0 obtenemos

Q̇R+QṘ = log(A0)QR,

luego QT Q̇+ ṘR−1 =QT log(A0)Q. Como QT Q̇ es antisimétrica y ṘR−1 es triangu-
lar superior, tenemos que (QT log(A0)Q)− =QT Q̇. Luego derivando A(t), tenemos
Ȧ = Q̇T A0Q+QT A0Q̇ por lo tanto

Ȧ = −(log(QT A0Q))−QT A0Q+QT A0Q(log(QT A0Q))−
= −(log(QT A0Q))−A+A(log(QT A0Q))−.
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2.5. Descomposición en valores singulares

Dada A ∈Rm×n con m ⩾ n, existen U ∈O(n), V ∈O(m) tales que

A =V ΣUT , con Σ = (diag(σ1,⋯,σn)
0(m−n)×n

)

siendo los σi ⩾ 0, los valores singulares de A. A esta descomposición se le llama
descomposición en valores singulares.

Observación 2.63. Los σi son las raı́ces cuadradas de los valores propios de AT A.
En efecto,

AT A =UΣ
T

ΣUT ,

donde ΣT Σ = diag(σ2
1 ,⋯,σ2

n ).

Esta observación sugiere una idea de la prueba de la existencia de tal des-
composición. Al ser AT A diagonalizable, existe U ∈ O(n) tal que UT AT AU =
diag(σ2

1 ,⋯,σ2
n ) para ciertos σi ⩾ 0. Por lo tanto si U = (u1,⋯,un), tenemos AT Aui =

σ2
i ui. Por lo tanto para los σi ≠ 0 definimos vi ∶= Aui/σi. Observar que el conjunto

{vi} es ortonotmal. En efecto,

⟨vi,v j⟩ = ⟨Aui

σi
,
Au j

σ j
⟩ = 1

σiσ j
⟨AT Aui,u j⟩ =

σ2
i

σiσ j
⟨ui,u j⟩ =

σi

σ j
δi j.

Luego, completando {vi} a una base ortonormal de Rm resulta Aui = σivi, para
concluir que AU =V Σ.

Observación 2.64. Si A es simétrica, se tiene σi = ∣λi∣, con λi ∈ Sp(A).

Una forma de encontrar valores singulares de A es hallar valores propios de
AT A. Sin embargo el condicionamiento del nuevo problema puede verse afectado.

♢ 2.65. Definiendo Â = ( 0 A
AT 0

) = ÂT , entonces existe Ṽ ortonormal tal que

Ṽ T ÂṼ =
⎛
⎜
⎝

Σ 0 0
0 −Σ 0
0 0 0

⎞
⎟
⎠
= diag(σ1,⋯,σn,−σ1,⋯,−σn,0,⋯,0),

donde Ṽ = 1√
2
(V1 V1 V2

U −U 0
), siendo V = (V1 V2) con U y V tales que A =V ΣUT .
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2.6. MÍNIMOS CUADRADOS 41

2.5.1. Flujos isosingulares

Definición 2.66 (Flujo isosingular). Un flujo es isosingular si preserva los valores
singulares.

¿Cómo identificar los flujos isosingluares?

Sea A(t) =U(t)T ΣV(t) con U(t) y V(t) ortonormales, entonces

Ȧ = U̇T
ΣV +UT

ΣV̇ = U̇TUA+AV TV̇ ,

observar que U̇TU y V TV̇ son antisimétricas por ser U,V ortonormales.

Lema 2.67. Sean C(t) ∈Rn×n y D(t) ∈Rm×m continuas y antisimétricas. Entonces
el flujo

Ḣ(t) =H(t)C(t)+D(t)H(t)

es iso-singular. Reciprocamente, todo flujo iso-singular es de esta forma.

Demostración. Sean U(t), V(t) solución de

{ U̇(t) =U(t)C(t)
U(0) = Idn

,{ V̇(t) = −V(t)D(t)
V(0) = Idm

Al ser C y D antisimétricas, se tiene que U y V son ortogonales.
Sea A(t) =V(t)T H(0)U(t). Entonces A(0) =H(0) y

Ȧ = V̇ T H(0)U +V T H(0)U̇ =D(t)A(t)+A(t)C(t).

2.6. Mı́nimos cuadrados

Sean A ∈Rm×n, b ∈Rm y sea

Φ ∶Rn→R, Φ(x) = 1
2
∣∣Ax−b∣∣2.
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Queremos encontrar el mı́nimo de Φ(x). Derivando obtenemos DΦ(x)ẋ = ⟨Aẋ,Ax−
b⟩, entonces tenemos DΦ(x)ẋ = ⟨AT (Ax−b), ẋ⟩. En particular, viendo Rn como
variedad Riemanniana, resulta

gradΦ(x) =∇Φ(x) = AT (Ax−b),

por lo tanto el flujo gradiente está dado por

ẋ = AT (Ax−b).

Los puntos crı́ticos son, AT (Ax− b) = 0, lo que es equivalente a que Ax− b ∈
Ker(AT ) = Im(A)� y por lo tanto los puntos crı́ticos son las soluciones en Rn de
Ax =ΠIm(A)(b), siendo ΠIm(A) la proyección ortogonal sobre la imagen de A.
Si A es inyectiva, entonces tiene solución única. Dado que AT A es definida positiva,
tenemos que es invertible y por lo tanto

xmin = (AT A)−1AT b =∶ A†b.

Aquı́ A† es la inversa de Moore-Penrose o pseudoinversa.

Observar que en este caso el Hessiano de Φ es AT A y por lo tanto xmin es un
mı́nimo global atractor.
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Capı́tulo 3

Flujos Isoespectrales

En este capı́tulo estudiaremos el siguiente problema:

PROBLEMA: Dada A ∈ Sym(n), consideremos el conjunto M(A) = {UT AU ∶ U ∈
O(n)} de matrices ortogonalmente equivalentes a A. Hallar

mı́n
H∈M(A)

∣∣N −H ∣∣2,

para cierta N fija arbitraria.

Para estudiar este problema es necesario tener conocimientos sobre grupos
de Lie y espacios homogéneos. En el Apéndice se describen los ingredientes
necesarios sobre estos temas.

Sea Q = diag(λ1Idn1 , . . . ,λrIdnr) con λ1 >⋯ > λr y n1+⋯+nr = n.

Proposición 3.1. El conjunto M(Q) = {UT QU ∶ U ∈ O(n)} es un espacio ho-
mogéneo, conexo, compacto de dimensión

dimM(Q) = 1
2
(n2−

r
∑
i=1

n2
i ).

Demostración. Consideremos la acción de O(n)↷Rn×n dada por U ⋅A =UT AU .
Esta acción es una acción de grupos de Lie (ver Definición C.24). Luego M(Q)

43
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es la órbita de la acción O(n) ⋅Q. Tomando M(Q) como conjunto obtenemos
que O(n)↷M(Q) transitivamente. Por lo tanto M(Q) es el espacio homogéneo
O(n)/O(n)Q siendo O(n)Q el subgrupo de isotropı́a {U ∈O(n) ∶ UT QU =Q}.
Afirmación: Es facil ver que O(n)Q ≡O(n1)×⋯×O(nr). (Probarlo.)

Además se puede verificar que SO(n) ⋅Q = O(n) ⋅Q por lo tanto M(Q) es
conexo.
Hemos concluido que M(Q) ≅O(n)/O(n1)×⋯×O(nr) y por lo tanto M(Q) es
una variedad diferenciable compacta conexa de dimensión

n2− n(n+1)
2

−
r
∑
i=1

n2
i −

ni(ni+1)
2

= n(n−1)
2

−
r
∑
i=1

ni(ni−1)
2

= 1
2
(n2−n−

r
∑
i=1

n2
i −ni)

= 1
2
(n2−

r
∑
i=1

n2
i ).

Comentario 3.2. La estructura diferenciable de M(Q) coincide con la inducida
como subvariedad encajada de Rn×n.

Lema 3.3. El espacio tangente de M(Q) en H, está dado por

THM(Q) = {[H,Ω] ∶ Ω
T = −Ω ∈Rn×n}.

Demostración. Fijemos H ∈ M(Q). Si σ es la acción de O(n) en M(Q), luego
componiendo a derecha por la acción a izquierda LU con U ∈O(n), obtenemos que
σ̃U ∶= σ ○LU manda Id en UT QU . De esta manera, tomando U tal que UT QU =H
tenemos que THM(Q) coincide con la imagen de Dσ̃U(Id) ∶ TIdO(n)→ THM(Q).
Como σ̃U(V) =V T HV se tiene

Dσ̃U(Id)U̇ = U̇T H +HU̇ = −U̇H +HU̇ = [H,U̇],

donde U̇T = −U̇ ∈ TIdO(n).

Teorema 3.4 (Flujo corchete doble). Sean N,Q simétricas.
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1. La ecuación diferencial

Ḣ = [H,[H,N]], H(0)T =H(0) =H0 (3.1)

define un flujo isoespectral en Sym(n).

2. Si fN ∶M(Q)→R está dada por

fN(H) = −1
2
∣∣N −H ∣∣2,

entonces H(t) solución de 3.1 satisface

Ḣ = grad fN(H),

donde el grad fN es respecto a la métrica Riemanniana de M(Q) inducida
como espacio homogéneo.

3. El flujo es completo y H(t) converge a componentes conexas de puntos
crı́ticos. El conjunto de puntos crı́ticos H∞, satisfacen [H,N] = 0.

4. Si N = diag(µ1,⋯,µn) con µi > µ j si i < j, entonces H(t) converge, para t →
∞, a matrices diagonales diag(λπ(1),⋯,λπ(n)) siendo π una permutación y
λ1,⋯,λn valores propios de H0.

Demostración. Dado que [H,N] es antisimétrica cuando H,N ∈ Sym(n), se tiene
de la Proposición 2.60 que el flujo es isoespectral. Como M(Q) es compacta el
flujo es completo. Además, si H(t) es una solución, se tiene

fN(H) = −1
2
∣∣N −H ∣∣2 = −1

2
(∣∣N∣∣2+ ∣∣H ∣∣2)+ tr(NH),

y por lo tanto

d
dt

fN(H(t)) = tr(NḢ(t)) = tr(N[H,[H,N]]) = tr([N,H][N,H]) = ∣∣[N,H]∣∣2,

donde usamos la identidad tr(A[B,C])= tr([A,B]C). Se concluye que d
dt fN(H(t))=

∣∣[H,N]∣∣2 y por lo tanto fN(H(t)) es estrictamente creciente. Como fN es acotada
resulta que es necesario que d

dt fN(H(t))→ 0. Es decir, H(t) tiende a soluciones
H∞ ∈ Sym(n) de [H∞,N] = 0.
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Cuando N = diag(µ1,⋯,µn) con µi > µ j si i < j, [H∞,N] = 0 si y sólo si H∞ es
diagonal. Además como el flujo es isoespectral resulta que H∞ es de la forma
diag(λπ(1),⋯,λπ(n)) con π una permutación y λ1,⋯,λn los valores propios de H0.
Para probar la parte (b), observar que el gradiente de fN en H es el único vector
tangente en THM(Q) que satisface

⟨grad fN(H),[H,Ω]⟩ =D fN(H)Ω, ∀Ω ∈ TIdO(n).

La métrica Riemanniana en M(Q) está definida por

⟨[H,Ω1],[H,Ω2]⟩H ∶= tr((Ω1∣K�
)T (Ω2∣K�

))

siendo Ωi∣K�
la proyección en el espacio horizontal asociado. (Ver Apéndice C.6.)

Afirmación: [H,N] ∈ TIdO(n), pertenece al espacio horizontal K� = Kerπ(Id)�,
donde π(U) =UT HU .

Ω ∈ TIdO(n) pertenece al núcleo del diferencial si y sólo si [H,Ω] = 0, es decir,
si conmuta con H. Luego, como tr([H,N]T Ω) = tr(N[H,Ω]), resulta que [H,N]
es ortogonal a K =KerD fN(Id).
Ahora

⟨grad fN ,[H,Ω]⟩ = tr(N[H,Ω]) = tr([H,N]T
Ω) = tr(([H,N]∣K�

)T
Ω∣K�

),

de donde, usando D fN(H)Ḣ = tr(NT Ḣ) se concluye que grad fN(H) = [H,[H,N]].

Comentario 3.5. Se puede probar que la función fN ∶M(Q)→R es siempre una
función de Morse-Bott y por lo tanto las soluciones de

Ḣ = [H,[H,N]]

convergen a un único punto crı́tico. Veamos en el caso en que N es diagonal y
Q = diag(λ1,⋯,λn) con λ1 >⋯ > λn.

Lema 3.6. Sean N = diag(µ1,⋯,µn), Q = diag(λ1,⋯,λn) con λ1 >⋯ > λn y fN ∶
M(Q)→ R dada por fN(H) = −1

2 ∣∣N −H ∣∣2. Luego el hessiano de fN en puntos
crı́ticos es no singular. La ecuación diferencial linealizada en un punto crı́tico H∞
es

ζ̇i j = −(λπ(i)−λπ( j))(µi−µ j)ζi j i > j,

donde H∞ = diag(λπ(1),⋯,λπ(n)) y π una permutación.
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Demostración. La linealización del campo X(H) = [H,[H,N]] en M(Q) en un
punto crı́tico H∞ es

DX(H∞)ζ =H∞[ζ ,N]− [ζ ,N]H∞, ζ ∈ TH∞M(Q),
luego, la ecuación diferencial linealizada resulta ζ̇ =H∞[ζ ,N]− [ζ ,N]H∞. Como
ζ ∈ TH∞M(Q) y H∞ = diag(λπ(1),⋯,λπ(n)) se tiene ζ = [H∞,Ω] con ΩT = Ω, y
por lo tanto ζi j = (λπ(i)−λπ( j))ωi j siendo Ω = (ωi j). Observar que ζ es simétrica.
Por lo tanto, derivando tenemos

ζ̇i j = λπ( j)[ζ ,N]i j −λπ(i)[N,ζ ]i j = λπ( j)(µi−µ j)ζi j −λπ(i)(µ j −µi)ζi j

= −(λπ(i)−λπ( j))(µi−µ j)ζi j.

Por lo tanto, la ecuación linealizada no tiene valores propios iguales a cero, y
entonces el Hessiano es no singular. En particular, π = Id es la única permutación
con valores propios negativos y por lo tanto H∞ =Q es el atractor global.

Comentario 3.7. En el caso Q y N diagonales con valores propios distintos,
concluimos que un abierto denso de M(Q) converge a Q.

Comentario 3.8. Estos resultados nos permiten dar una prueba de la siguiente
desigualdad:
Wielandt-Hoffman: A,B ∈ Sym(n), entonces

∣∣A−B∣∣2F ⩾
n
∑
i=1

(λ j(A)−λ j(B))2,

siendo λ j(A),λ j(B) los valores propios respectivos en orden decreciente.
En el caso de valores propios repetidos, la prueba de la desigualdad resulta de que
los valores propios son funciones continuas de los coeficientes de la matriz.

Comentario 3.9. Cuando Q es de la forma (Idk 0
0 0

) el espacio homogeneo M(Q)

coincide con GrassR(k,n) y entonces la función fN es una función de Morse-Bott.
Análogo para St(k,n).

Comentario 3.10. La matriz N es un parámetro a elegir. Si nuestro objetivo es
diagonalizar A ∈ M(Q) basta tomar N matriz diagonal. Luego H(t) tenderá a la
matriz diagonal. El orden de los valores propios también esta gobernado por N.

Comentario 3.11. Observar que la métrica Riemanniana homogénea no coincide
con la métrica inducida.

♢ 3.12. Hallar expresión de grad fN para la métrica inducida.
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3.1. Flujo en O(n)

El método anterior nos sirvió para encontrar valores propios de una matriz
simétrica. En esta sección queremos encontrar los vectores propios asociados.
La función razonable a tomar es el levantado de fN a O(n), o de la función
tr(NUT H0H) con H =UT H0U .

Sea ϕ ∶O(n)→R dada por ϕ(U) = tr(NUT H0U). Observar que

∣∣N −UT H0U ∣∣2 = ∣∣N∣∣2+ ∣∣H0∣∣2−2ϕ(U),

luego maximizar ϕ en O(n) es equivalente a minimizar ∣∣N −H ∣∣ con H ∈M(H0).

Teorema 3.13. Sean N,H0 ∈ Sym(n)

1. La ecuación diferencial U̇ =H0UN−UNUT H0U con U(0) ∈O(n) es el flujo
gradiente asociado a ϕ en O(n)

2. El flujo es completo y converge a componentes de puntos de equilibrio
U∞ ∈O(n), dados por los U∞ ∈O(n) tales que [H,UT∞H0U∞] = 0.

3. En el caso H0 con valores propios λ1 >⋯ >λn y N = diag(µ1,⋯,µn) distintos,
resulta U(t)→U∞ que satisface

H0 =U∞diag(λπ(1),⋯,λπ(n))UT
∞

con π permutación. En particular las columnas de U∞ tienen los vectores
propios de H0.

4. N y H0 como en la parte anterior. El Hessiano de ϕ es no singular en puntos
crı́ticos. Hay un abierto denso de condiciones iniciales tales que U(t)→U∞
satisfaciendo

H0 =U∞diag(λ1,⋯,λn)UT
∞.

Demostración. Derivando obtenemos Dϕ(U) ∶ TUO(n)→R,

Dϕ(U)U̇ = tr(NU̇T H0U)+ tr(NUT H0U̇).
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Escribiendo U̇ =UΩ ∈ TUO(n) con Ω antisimétrica, se tiene

Dϕ(U)(UΩ) = tr(NUT H0UΩ)− tr(NΩUT H0U)
= tr(NUT H0UΩ)− tr(UT H0UNΩ)
= tr([N,UT H0U]Ω).

Por otro lado Dϕ(U)(UΩ) = tr(gradϕ(U)TUΩ), siendo gradϕ(U) ∈ TUO(n) el
gradiente de ϕ en U ∈O(n). Luego resulta, del hecho que UT gradϕ(U) es anti-
simétrica, que

UT gradϕ(U) = −[N,UT H0U].
La completitud del flujo es por ser O(n) compacto, y el tipo de convergencia
resulta del Teorema B.52 en el Apéndice, y comentarios posteriores. U∞ es punto
crı́tico si y sólo si [N,UT∞H0U∞] = 0.
Para probar 3), observar que UT∞H0U∞ es una matriz diagonal Λ. Por lo tanto,
existe una cantidad finita de puntos crı́ticos (n!2n, donde 2n viene de la elección vi
ó −vi, siendo vi vector propio). Entonces H0 =U∞ΛUT∞ es como el enunciado.

Para la última parte, linealizamos la ecuación diferencial en el entorno de un
punto crı́tico X(U) = −U[N,UT H0U], con U ∈O(n) luego

DX(U)ζ = −U[N,ζ T H0+UT Hoζ ] ∈ TUO(n),
para ζ =UΩ ∈ TUO(n) con Ω antisimétrica. Luego la ecuación diferencial lineali-
zada en función de Ω es

Ω̇ = −[N,[UT H0U,Ω]] ∈ TIdO(n).
Tomando coeficientes y observando que N y UT∞H0U∞ =Λ son diagonales, resulta

ω̇i j = −(λπ(i)−λπ( j))(µi−µ j)ωi j i > j,

siendo Ω = (ωi j) ∈ TIdO(n).
Argumentando al igual que en el resultado anterior concluimos el resultado.

♢ 3.14. Probar que el gradiente de la función g ∶M(Q)→R dada por

g(H) = ∣∣H −diagH ∣∣2

resulta
gradg(H) = [H,[H,diagH]].

Los puntos de equilibrio asociados son H∞ tales que [H∞,diagH∞] = 0.
¿Cuál es la ecuación diferencial asociada al levantado?
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3.2. Flujos Toda

En muchas ocasiones, para encontrar valores propios de matrices es conveniente
transformar nuestra matriz a una con una estructura que nos permita ser más
eficientes. Un ejemplo de esto, en el caso simétrico, es transformar nuestra matriz
a ser tridiagonal (forma de Hessemberg). Esta transformación se puede hacer a
”bajo” costo.

Definición 3.15 (Matriz de Hessenberg). Una matriz A = (ai j) simétrica es de
Hessenberg, o de Jacobi, si ai j = 0 siempre que ∣i− j∣ ⩾ 2.

Una propiedad agradable de los flujos de corchete doble es la siguiente.

Lema 3.16. Sean N = diag(1,⋯,n) y H de Jacobi, entonces [H,[H,N]] es de
Jacobi. En particular el flujo H(t) asociado a Ḣ = [H,[H,N]] con H(0) de Jacobi
es un flujo isoespectral en las matrices de Jacobi.

Demostración. Observar que en general, si H = (hi j) resulta que [H,N]i j = ( j−
i)hi j. Por lo tanto

Ai j = [H,[H,N]]i j =
n
∑
k=1

hik( j−k)hk j−
n
∑
k=1

(k− i)hikhk j =
n
∑
k=1

(i+ j−2k)hikhk j. (3.2)

Como H es de Jacobi, entonces se tiene que hi j = 0 si ∣i− j∣ ⩾ 2, por lo que en
principio Ai j = 0 si ∣i− j∣ > 2, dado que si ∣i− j∣ ⩾ 3 entonces máx

k∈{1,⋯,n}
∣i−k∣, ∣ j−k∣ ⩾ 2.

Además, si j = i+2, entonces la única posible solución no cero serı́a k = i+ j
2 . Luego

(3.2) tomarı́a el valor 0. Luego concluimos que [H,[H,N]] es de Jacobi.

Comentario 3.17. Observar que [H,N] =
⎛
⎜⎜⎜⎜
⎝

0 h12 . . . h1n
−h21 0 ⋱ ⋮
⋮ ⋱ ⋱ h1(n−1)

−hn1 . . . −hn(n−1) 0

⎞
⎟⎟⎟⎟
⎠

, luego,
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si H es de Jacobi, H =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

a1 b1 0 . . . 0
b1 a2 b2 ⋱ ⋮
0 b2 a3 ⋱ 0
⋮ ⋱ ⋱ ⋱ bn−1
0 . . . 0 bn−1 an

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

, entonces

[H,N] =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

0 b1 0 . . . 0
−b1 0 b2 ⋱ ⋮

0 −b2 0 ⋱ 0
⋮ ⋱ ⋱ ⋱ bn−1
0 . . . 0 −bn−1 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

.

En particular, [H,N] =Hu−Hl siendo Hu y Hl las matrices triangulares superior e
inferior asociadas a H.

Definición 3.18 (Flujo Toda). La ecuación diferencial Ḣ = [H,Hu−Hl] se le deno-
mina Flujo Toda.

Esta ecuación tiene la siguiente interpretación fı́sica definida por Toda en la
década del 60.
Consideremos n partı́culas x1,⋯,xn en una recta y sean y1,⋯,yn las respectivas
velocidades. Supongamos que el sistema de partı́culas está gobernado por el Ha-
miltoniano

H(x,y) =K(y)+V(x) = 1
2

n
∑
k=1

y2
k +

n
∑
i=1

exp(xk−xk+1),

a K(y) se lo denomina la energı́a cinética del sistema, mientras que a V(x) se lo
denomina la energı́a potencial (donde agregamos las partı́culas ficticias x0 = −∞ y
xn+1 = +∞, ambos con energı́a potencial cero).
Desde el punto de vista matemático, permitimos que no hayan colisiones, asumien-
do de esta manera qeu las particulas pueden cruzarse.
Fijamos una condicion inicial (x(0),y(0)) ∈R2n y sea (x(t),y(t)) ∈R2n el estado
del sistema en tiempo t ∈R. Luego el sistema está determinado por las ecuaciones
de Hamilton-Jacobi

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

ẋk = ∂H
∂yk

= yk

ẏk = − ∂H
∂xk

= exp(xk−1−xk)−exp(xk−xk+1)
(3.3)
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Estas ecuaciones implican que la energı́a H(x(t),y(t)) es una cantidad que se
conserva.
El problema fundamental de la teorı́a de la mecánica Hamiltoniana es encontrar
una integral del sistema, i.e. encontrar el mapa t ↦ (x(t),y(t)). Observar que el
sistema es invariante por traslaciones, es decir

H(x+ c⃗,y) =H(x,y), c⃗ = (c,⋯,c) ∈Rn.

Esto implica que el centro de masa se mueve de manera uniforme.
Flasche (74’) utilizo esta observación para hacer un cambio de coordenadas, trasla-
dar al centro de masa (trabajar con las diferencias xk−xk+1), eliminar exponenciales
y ajustar constantes, ak = yk

2 , bk = 1
2 exp( xk−xk+1

2 ). De donde resulta,

ȧk =
1
2

ẏk =
1
2
(exp(xk−1−xk)−exp(xk−xk+1))=

1
2
((2bk−1)2−(2bk)2)=2(b2

k−1−b2
k),

ḃk =
1
2

exp(xk−xk+1

2
) ẋk− ẋk+1

2
= bk (

yk−yk+1

2
) = bk(ak−ak+1).

Es decir que en estas nuevas coordenadas el sistema 3.3 es equivalente a

{ ȧk = 2(b2
k−1−b2

k)
ḃk = bk(ak−ak+1)

(3.4)

Proposición 3.19. Sean H(0) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

a1 b1 0 . . . 0
b1 a2 b2 ⋱ ⋮
0 b2 a3 ⋱ 0
⋮ ⋱ ⋱ ⋱ bn−1
0 . . . 0 bn−1 an

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

y N = diag(1,⋯,n).

La ecuación diferencial de Toda Ḣ = [H,[H,N]] está dada por la ecuación dife-
rencial (3.4).

Demostración. Recordar del Lema que podemos suponer

Ḣ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

ȧ1 ḃ1 0 . . . 0
ḃ1 ȧ2 ḃ2 ⋱ ⋮
0 ḃ2 ȧ3 ⋱ 0
⋮ ⋱ ⋱ ⋱ ˙bn−1
0 . . . 0 ˙bn−1 ȧn

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

.
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Luego de la ecucación 3.2 resulta que

ȧi = ∑
k=i−1,i+1

(2i−2k)hikhki = 2(b2
i−1−b2

i ).

Por otro lado,

ḃi = Ḣi(i+1) = ∑
k=i,i+1

(2i+1−2k)hikhk(i+1) = aibi−biai+1 = bi(ai−ai+1).

Comentario 3.20. Sea Jac(λ1,⋯,λn) el conjunto de matrices n×n de Jacobi con
valores propios λ1 ⩾⋯ ⩾ λn. La topologı́a y geometrı́a de este conjunto no es fácil
de describir.
Tomei (84’) probó que si λ1 > ⋯ > λn entonces Jac(λ1,⋯,λn) es una variedad
diferenciable de dimensión n−1, compacta.
Además si n = 3, se tiene que es una superficie de Riemann de género 2.

Del comentario anterior y lo estudiado para la ecuación (3.1) se concluye el
siguiente resultado.

Teorema 3.21 (Flujo Toda). 1. El flujo de Toda Ḣ = [H,Hu −Hl] es el flujo
isoespectral en el conjunto de matrices de Jacobi.

2. La solución H(t) existe para todo t ∈R y converge a una diagonal cuando
t → ±∞.

3. Sea N = diag(1,⋯,n) y λ1 >⋯ > λn. El flujo de Toda en la variedad isoes-
pectral Jac(λ1,⋯,λn) es el flujo gradiente de la función

fN ∶ Jac(λ1,⋯,λn)→R,

dada por fN(H) = −1
2 ∣∣N −H ∣∣2, para la métrica inducida como subvariedad

del espacio homogéneo M(H0).

Comentario 3.22. Del corolario resulta que podemos dar una interpretación fı́sica
al sistema Hamiltoniano estudiado. Como bk→0 esto significa que xk−xk+1→−∞ y
por lo tanto cada particula se comporta de manera independiente y con velocidades
asintóticas constantes, manteniendo el centro de masa con velocidad uniforme.
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3.3. Flujos isoespectrales y ecuación de Riccati

Recordar que la variedad M(Q)={UQUT ∶ U ∈O(n)} para Q=diag(λ1Idn1,⋯,λrIdnr)
con λ1 >⋯ > λr es difeomorfo al espacio homogeneo O(n)/O(n1)×⋯×O(nr).
La anterior identificación la hacı́amos considerando la acción por conjugación de
O(n) en M(Q).

Lema 3.23. M(Q) es difeomorfo al espacio bandera Flag(n1,⋯,nr). La identifi-
cación está dada por

UQUT ↦ (⟨UT
1 ⟩,⟨UT

1 UT
2 ⟩,⋯,⟨UT

1 ⋯UT
r ⟩)

siendo U1,⋯,Ur tales que Ui ∈Rni×n y U =
⎛
⎜
⎝

U1

⋮
Ur

⎞
⎟
⎠

.

♢ 3.24. Probar el lema anterior.

Con esta identificación podemos preguntarnos cuál es el flujo asociado en
Flag(n1,⋯,nr) al flujo isoespectral Ḣ = [H,[H,N]]. Daremos una respuesta para
el caso r = 2, donde Flag(k,n−k) coincide con Grass(k,n).
Toda matriz N ∈Rn×n, induce un flujo en Grass(k,n), dado por

ΦN(t,V) = etNV,

siendo etNV la acción natural de Gl(n,R) en Grass(k,n). Diremos que este flujo
en Grass(k,n) es inducido linealmente por N.

Teorema 3.25. Sean N ∈ Sym(n), Q = diag(λ1Idk,λ2Idn−k) con λ1 > λ2 y 1 ⩽ k <
n−1. El flujo generado por Ḣ = [H,[H,N]] inducido a través de la identificación
del Lema 3.23, es un flujo isoespectral en Grass(k,n) inducido linealmente por
(λ1−λ2)N.

Demostración. Sea H(t) =U(t)QU(t)T solución de Ḣ = [H,[H,N]] con condi-
ción inicial H0 =U0QUT

0 . Nuestro objetivo es probar que ϕ(H(t)) = et(λ1−λ2)NV0 ∈
Grass(k,n) siendo V0 =ϕ(H0) y ϕ ∶M(Q)→Grass(k,n) el difeomorfismo ϕ(UQUT )=
⟨UT

1 ⟩.
Del Teorema 3.13 probamos que U(t) ∈O(n) satisface la condición

U̇ =U(UT QUN −NUT QU).
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Sea X(t) =U(t)T , de donde tenemos ϕ(H(t)) = ⟨X(t)T
1 ⟩. Con este cambio, tene-

mos que X(t) satisface la siguiente ecuación

Ẋ =NXQ−XQXT NX . (3.5)

Consideremos ahora S(t) ∈Rn×n, con S(0) = Id que sea solución de

Ṡ = XT NX[(λ1−λ2)S−QS]+QXT NXS. (3.6)

Escribiendo S = (S11 S12
S21 S22

) por bloques, si suponemos que S21(0) = 0 entonces se

tiene que ˙S21 = 0 y por lo tanto la solución es de la forma

S = (S11 S12
0 S22

) .

Observar que entonces X(t)S(t)= et(λ1−λ2)NX(0). En efecto, sea Y(t)=X(t)S(t),
entonces Ẏ = ẊS+XṠ. Por lo tanto

Ẏ =NXQS−XQXT NXS+XXT NX[(λ1−λ2)S−QS]+XQXT NXS

= (λ1−λ2)NXS = (λ1−λ2)NY.

Luego, Y(t) satisface Ẏ = (λ1 −λ2)NY con condición incial Y(0) = X(0)S(0) =
X(0). Entonces, por unicidad de soluciones resulta

Y(t) = et(λ1−λ2)NX(0).

Recordar que ϕ(H(t)) = ⟨X(t)T
1 ⟩. De lo anterior resulta que S(t) ∈Gl(n,R) y

por lo tanto ⟨X(t)T
1 ⟩ = ⟨S11(t)T X(t)T

1 ⟩.
Por lo tanto, el espacio generado por las primeras k columnas de X(t)S(t) coincide
con

et(λ1−λ2)NX1(0) = et(λ1−λ2)NV0.

Comentario 3.26. Si recordamos la ecuación diferencial de Riccati

K̇ = A21+A22K−KA11−KA12K,

K ∈R(n−k)×k, donde A = (A11 A12
A21 A22

), se tiene que etAV0 = [( Idk
K(t))] ∈Grass(k,n).

Luego, H(t) induce la ecuación de Riccati K(t) con A = (λ1−λ2)N
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Capı́tulo 4

Otras aplicaciones

En este capı́tulo veremos otras aplicaciones de problemas de optimización en
variedades.

4.1. Programación lineal en el caso convexo

El problema de Programación Lineal a resolver consiste en lo siguiente.

PROBLEMA (Programación lineal): Hallar x∗ ∈Rn tal que:

x∗ ∈ argmı́n
x∈F

cT x,

donde c ∈Rn no nulo, y el conjunto factible F es la combinación convexa de
m vectores vi ∈Rn (vértices de F):

F =Conv(v1,v2, . . . ,vm) ∶= {v =
m
∑
i=1

αivi,αi ⩾ 0,
m
∑
i=1

αi = 1} ⊂Rn

Este conjunto factible F es convexo y compacto. En lo que sigue asumimos
que cT vi ≠ cT v j, ∀i ≠ j; con lo cual se puede afirmar que el problema tiene solución
única y además esta se alcanza en uno de los vértices, al cual denotamos vs.
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Lo anterior implica en particular que, si se conocen los valores de la función
objetivo en todos los vértices cT vi, es fácil saber en que vértice se alcanza el
óptimo, previa comparación de los valores. Por lo tanto, en el caso de interés,
donde no resulta eficiente hallar todos los valores cT vi, se tendrán mas vértices que
la dimensión del espacio: m > n.

4.1.1. Ecuación de Brockett

Sean las matrices diagonal N =diag(cT v1, . . . ,cT vm) ∈Rm×m y Q=diag(1, . . . ,0) ∈
Rm×m. Consideremos la siguiente ecuación diferencial en el espacio de las matrices
simétricas Sym(m):

Ḣ = [H,[H,N]] =H2N +NH2−2HNH
H(0) =ΘT QΘ

(4.1)

Por el Teorema 3.13, se puede afirmar que: para casi toda matriz Θ ∈ O(m)
ortogonal, la solución H(t) del flujo anterior converge a H∞ = diag(0, . . . ,1, . . . ,0) ∈
Rm×m cuando t →∞, donde el 1 se encuentra en la posición óptima s. Es decir que,
conociendo H∞, se conoce el vértice vs donde se alcanza el óptimo.

Desventajas del método

1. El flujo evoluciona en el espacio de las matrices simétricas Sym(m), el cual
tiene dimensión m(m+1)

2 ≫ n; mientras que la región factible F del problema
original está contenida en un espacio de dimensión n.

2. El resultado anterior no proporciona una caracterización de los Θ ∈ O(m)
iniciales para los cuales se garantiza convergencia.

3. Para definir la matriz N hay que conocer los valores de la función objetivo en
todos los vértices: cT vi. Como el óptimo se alcanza en uno de estos vértices,
conocer N equivale entonces a conocer la solución del problema (previa
comparación de los valores).

En lo que sigue vamos a ver cómo superar las primeras dos desventajas.
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4.1.2. Ecuación de Brockett simplificada (en la esfera)

La idea es plantear un problema equivalente al original, consistente en maxi-
mizar una función de Rayleigh en la esfera Sm−1 ⊂ Rm, de dimensión m−1. En
particular esto permite reducir la dimensión del espacio de trabajo, superando la
primer desventaja de la ecuación de Brockett dada en (4.1).

Definición de espacios y funciones

Definición 4.1 (Simplex). El simplex de dimensión m−1 es:

∆m−1 ∶= {y ∈Rm,yi ⩾ 0,
m
∑
i=1

yi = 1} ⊂Rm

Se definen la función

f ∶ Sm−1→ ∆m−1, f (θ) ∶= (θ
2
1 , . . . ,θ

2
m) ∈Rm

y la función lineal

T ∶ ∆m−1→Conv(v1,v2, . . . ,vm) , T(y) =
m
∑
i=1

yiv⃗i.

Observar que la matriz asociada a T es es la matriz [v1, . . . ,vm] ∈Rn×m. Definimos
finalmente πT =T ○ f ∶ Sm−1→Conv(v1,v2, . . . ,vm) y la función objetivo a optimizar
sobre la esfera: λ ○πT ∶ Sm−1→R, donde λ(x) = cT x es la función lineal inicial.

La Figura 4.1 muestra un diagrama con los conjuntos y funciones definidas
anteriormente.

Función objetivo

Lema 4.2. En la esfera Sm−1, la función λ ○πT se puede expresar como el siguiente
cociente de Rayleigh: (λ ○πT )(θ) = θ

T Nθ

θ T θ
.
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Sm−1 ∆m−1 Conv(v1,v2, . . . ,vm)

R

f

πT

λ○πT

T

λ=cT x

Figura 4.1: Diagrama de espacios y funciones

Demostración.

(λ ○πT )(θ) = λ (πT (θ)) = cT
πT (θ) = cT T (θ

2
1 , . . . ,θ

2
m) = . . .

= cT
m
∑
k=1

θ
2
k v⃗k =

n
∑
i=1

ci(
m
∑
k=1

θ
2
k v⃗k)

i

=
n
∑
i=1

ci(
m
∑
k=1

θ
2
k vki) =

m
∑
k=1

θk (
n
∑
i=1

civki)θk = . . .

=
m
∑
k=1

θk (cT v⃗k)θk = θ
T Nθ = θ T Nθ

θ T θ

Definimos en la esfera Sm−1 una métrica Riemanniana dada por el producto
interno:

< θ ,y >= 2θ
T y, θ ,y ∈ TxSm−1

Flujo de Brockett en la esfera

Teorema 4.3 (Flujo de Brockett en Sn−1). Sea N = diag(cT v1, . . . ,cT vm) ∈ Rm×m

como antes. Entonces:

1. El flujo de gradiente de λ ○πT en la esfera Sm−1, y respecto a la métrica
anterior, es:

θ̇ = grad(λ ○πT ) = (N −θ T Nθ Id)θ

θ(0) ∈Rm (4.2)

2. El flujo anterior tiene exactamente 2m puntos de equilibrio, dados por:
±e1, . . . ,±em, donde ei es el i-ésimo vector canónico.
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3. Sea ẏ = A±iy la linealización del flujo de gradiente en ±ei. Entonces los m−1
valores propios de A±i son (los valores no nulos):

cT (v1−vi), . . . ,cT (vi−1−vi),cT (vi+1−vi), . . . ,cT (vm−vi)

Además: el ı́ndice óptimo s es el único tal que e±s es asintóticamente estable
(A±s es definida negativa).

4. Sea X ≅ Sm−2 la subvariedad diferenciable de Sm−1, de codimensión uno,
definida como:

X = {θ ∈ Sm−1,θs = 0}

Si θ(0) ∈ Sm−1∖X, la solución θ(t) del flujo de Brockett simplificado conver-
ge exponencialmente al atractor estable ±es. Mas aún, πT (θ(t)) converge
exponencialmente al óptimo vs del problema de programación lineal.

El último punto de este resultado permite superar la segunda desventaja de la
ecuación de Brockett dada en (4.1).

4.1.3. Ecuación de Brockett simplificada (para PL en el sim-
plex)

Consideremos ahora el caso en que la región factible F =Conv(v1,v2, . . . ,vm) ⊂
Rn del problema de Programación Lineal es el conjunto simplex ∆m−1 ⊂Rm. En
particular se tiene m = n.

En este caso T = Id o, equivalentemente, vi = ei,∀i. Por lo tanto:

N = diag(cT e1, . . . ,cT en) = diag(c1, . . . ,cn) y θ
T Nθ =

n
∑
k=1

ckθ
2
k

El flujo de Brockett (en Sn−1) es entonces:

θ̇i = (ci−
n
∑
k=1

ckθ
2
k )θi,∀i = 1, . . . ,n (4.3)
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Con
n
∑
i=1

θ 2
i = 1 por estar trabajando en la esfera.

Introduciendo el cambio de variable xi = θ 2
i , el flujo anterior se puede plan-

tear sobre el simplex, en lugar de la esfera. Derivando se obtiene ẋi = 2θiθ̇i y
reemplazando se llega al flujo en x:

ẋi = 2(ci−
n
∑
k=1

ckxk)xi,∀i = 1, . . . ,n (4.4)

Como
n
∑
i=1

θ 2
i = 1 entonces

n
∑
i=1

xi = 1. Ademas xi = θ 2
i ⩾ 0, por lo que se concluye

que el flujo anterior se da en el simplex: x ∈ ∆n−1.

En este caso el conjunto X ⊂ Sn−1, de condiciones iniciales excepcionales que
garantizan convergencia, es llevado por el cambio de variables a un subconjunto de
∂∆n−1.

Corolario 4.4. La ecuación (4.4) define un flujo en ∆n−1 tal que: si x(0) ∈ ∆n−1∖
∂∆n−1 = int(∆n−1), entonces la solución x(t) converge exponencialmente a es,
solución del problema de Programación Lineal (en el simplex ∆n−1).

Observaciones

El flujo en x es una ecuación del tipo Lotka-Volterra

x(t) converge a es desde el interior de ∆n−1, por lo que es un método de tipo
“punto interior”.

Si en int(∆n−1) se define la métrica dada por el producto interno: < θ ,y >=
n
∑
i=1

θiyi
xi

, entonces el anterior flujo en x es flujo de gradiente de cT x en int(∆n−1).

4.2. Programación Lineal en un Polı́topo

Dada A ∈Rm×n y b ∈Rn, se considera el conjunto tipo Politopo (Polytope) dado
por:

C = {x ∈Rn ∶ Ax = b,x ⩾ 0} ⊂Rn
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Este conjunto es convexo y en lo que sigue se asume que además es compacto
y con interior no vacı́o 1. Como se verá más adelante, el simplex ∆n−1 es un caso
particular de este conjunto C.

Se considera ahora el problema de optimización, mas general que el de Pro-
gramación Lineal, consistente en hallar x∗ tal que: x∗ ∈ máxx∈C φ(x), para cierta
función φ ∶C→R no necesariamente lineal.

En lo que sigue se define una métrica en C̊ y se obtiene una expresión para
el flujo de gradiente de φ en C̊ respecto a dicha métrica: ẋ = grad (φ(x)). Esto
permite tener funciones x(t) tales que φ(x(t))→ φ(x∗)

4.2.1. Gradiente de φ en C̊

Dado x ∈ C̊, el espacio tangente a C̊ en dicho punto es:

TxC̊ = Tx{x ∈Rn ∶ Ax = b} = {θ ∈Rn ∶ Aθ = 0⃗} = ker(A)

Por otro lado, la matriz diagonal D(x) = diag(x1, . . . ,xn) es definida positiva
para todo x ∈ C̊, por lo que siempre es invertible. Esto permite definir un producto
interno en TxC̊ dado por:

<< θ ,y >>= θ
T D(x)−1y, ∀θ ,y ∈ TxC̊

El operador gradφ , respecto a la métrica inducida por << ⋅, ⋅ >>, es tal que:

1. gradφ(x) ∈ TxC̊,∀x ∈ TxC̊ y

2. << gradφ(x),θ >>=∇φ(x)T θ ,∀θ ∈ TxC̊

Usando la definición del producto interno, la segunda condición es equivalente
a:

(gradφ(x)T D(x)−1−∇φ(x)T )θ = 0

si y sólo si

(D(x)−1 gradφ(x)−∇φ(x))T
θ = 0, ∀θ ∈Ker(A)

1Su interior esta dado por: C̊ = {x ∈Rn ∶ Ax = b,x > 0}
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Es decir:

D(x)−1 gradφ(x)−∇φ(x) ∈Ker(A)T = Im(AT )

Por lo tanto debe existir λ ∈Rm tal que:

D(x)−1 gradφ(x)−∇φ(x) = AT
λ ⇔ Agradφ(x)−AD(x)∇φ(x) = AD(x)AT

λ

Si asumimos que el rango de A es máximo: rg(A) = m < n, este λ será único.
Para hallarlo se utiliza la primer condición que debe cumplir gradφ : gradφ(x) ∈
Ker(A). Reemplazando esto en la última expresión se obtiene:

0⃗−AD(x)∇φ(x) = AD(x)AT
λ ⇔ λ = −(AD(x)AT )−1

AD(x)∇φ(x)

4.2.2. Flujo de gradiente de φ en C̊

El flujo de gradiente de φ en C̊, con respecto a la métrica anterior, es entonces:

ẋ = gradφ(x) = [Id−D(x)AT (AD(x)AT )−1
A]D(x)∇φ(x)

Este se conoce como flujo de Faybusovich.

4.2.3. Flujo en el Simplex

En el caso particular en que A = (1, . . . ,1) ∈ R1×n y b = 1, el Politopo es el

simplex: C = {x ∈ Rn,
n
∑
i=1

xi = 1,x ⩾ 0} = ∆n−1. Además AD(x) = xT y D(x)AT = x.

Por lo tanto el flujo de φ en el Simplex es:

ẋ =D(x)∇φ(x)−xxT∇φ(x)⇔

ẋi = [∂φ

∂xi
(x)−

n
∑
k=1

xk
∂φ

∂xk
(x)]xi,∀i = 1, . . . ,n
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Función objetivo lineal

Cuando φ es lineal: φ(x) = cT x, se obtiene el flujo en ∆n−1 dado por la ecuación
de Brockett (4.4) (a menos de un factor constante 2):

ẋi = (ci−
n
∑
k=1

ckxk)xi,∀i = 1, . . . ,n

Función objetivo cuadrática

Cuando φ es cuadrática: φ(x) = 1
2

n
∑
k=1

ckx2
k , su gradiente libre tiene (∇φ(x))i =

cixi, por lo que el flujo en ∆n−1 es:

ẋi = (cixi−
n
∑
k=1

ckx2
k)xi,∀i = 1, . . . ,n

Este se conoce como flujo de Karmarkar.

4.3. Flujos en O(n) y Graph Matching

En esta sección daremos una descripción del problema denominado Graph
Matching, y su relación con flujos en O(n).

Definición 4.5 (Grafo). Un grafo G = (V,E) consiste en un conjunto de vértices
V = {v1,v2, . . . ,vn} y un conjunto de aristas E, que son pares no ordenados de V .

Intuitivamente, un grafo es un conjunto de puntos unidos por aristas, por lo
que hay muchas formas de “dibujarlo”. En particular, cualquier re-ordenación de
los nodos, da lugar al mismo dibujo. El concepto de isomorfismo captura este
concepto:

Definición 4.6 (Grafos isomorfos). Decimos que dos grafos G1 = (V1,E1) y G2 =
(V2,E2) son isomorfos si y sólo si existe una biyección ϕ ∶V1→V2 que preserve la
estructura. Esto es, que (vi,v j) ∈ E1⇐⇒ (ϕ(vi),ϕ(v j)) ∈ E2
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Definición 4.7 (Automorfismo). Un isomorfismo de un grafo en sı́ mismo se
denomina automorfismo, y el conjunto de automorfismos de un grafo forma un
grupo con la composición.

Ejemplos 4.8. Los grafos de la siguiente figura son isomorfos, siendo ϕ la que
asigna a un vértice de un grafo, el vértice del mismo color en el otro grafo.

Ejemplos 4.9. Los grafos de la siguiente figura son isomorfos, con la biyección
representada con las flechas punteadas.

PROBLEMA (Isomorfismo de grafos): Dados dos grafos, decidir si son
isomorfos.

El problema de isomorfismo de grafos (GIP por sus siglas en inglés) es compu-
tacionalmente difı́cil, cuya complejidad se encuentra estrictamente entre P y NP (a
no ser que estas clases colapsen).

Otro problema relacionado es el de automorfismos de grafos.

PROBLEMA (Automorfismos de un grafo): Determinar si el grupo de auto-
morfismos de un grafo es trivial o no.

Curso - OPTIMIZACIÓN EN VARIEDADES - 2017 PEDECIBA - UdelaR



4.3. FLUJOS EN O(N) Y GRAPH MATCHING 67

Observar que los dos problemas presentados arriba busca respuestas del ti-
po sı́ o no, pero no busca encontrar elementos (isomorfismos o automorfismos)
explı́citamente.

Ejemplos 4.10. El grafo de la figura tiene grupo de automorfismo trivial.

Figura 4.2: a.

Definición 4.11 (Matriz de adyacencia). Dado un grafo G = (V,E), definimos su
matriz de adyacencia como A ∈ Sym(n)

Ai j =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

1 si (vi,v j) ∈ E

0 si no

Comentario 4.12. Si A y B son matrices de adyacencia de dos grafos isomorfos,
entones A = PBPT para alguna matriz de permutación P.

En términos de las matrices de adyacencia, el problema de isomorfismo de
grafos es: ¿∃P ∈P(n)/A = PBPT ?

Por otro lado, el denominado Graph Matching Problem (GMP)

PROBLEMA (Graph Matching Problem): Encontrar el isomorfismo entre
dos grafos (o el “más cercano” en algún sentido, si no son isomorfos). Esto
es:

P∗ = arg mı́n
P∈P(n)

∣∣A−PBPT ∣∣2F

El problema es que P(n) es un conjunto discreto con n! elementos, por lo que
computacionalmente no es viable probar todos los elementos para encontrar la
solución.

Lema 4.13. Sea N (n) = {M ∈Rn×n ∶ Mi j ⩾ 0}, entonces P(n) =O(n)∩N (n).
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El GMP es entones argmı́nP∈O(n)∪N (n) ∣∣A−PBPT ∣∣2F . Si nos olvidamos por
el momento de la restricción de no negatividad, entonces queda formulado un
problema en el grupo ortogonal.

Consideremos f ∶O(n)→R, definida como f (U) = 1
2 ∣∣A−UBUT ∣∣2F . Buscamos

entonces minimizar f en O(n). Observemos que se tiene:

f (U) = 1
2
∣∣A∣∣2F +

1
2
∣∣UBUT ∣∣2F − tr(AUBUT ).

Luego, como los dos primeros términos son constantes para U ∈O(n), se tiene

arg mı́n
U∈O(n)

f (U) = arg mı́n
U∈O(n)

− tr(AUBUT ).

Consideremos entonces f̃ (U) = − tr(AUBUT ) y calculemos el gradiente:

D f̃ (U)U̇ = − tr(AU̇BUT )− tr(AUBU̇T ).

Escribiendo U̇ =UΩ, con ΩT = −Ω (de donde U̇T =ΩTUT =ΩUT ), se tiene

D f̃ (U)UΩ = tr(AUBΩUT )− tr(AUΩBUT ) = tr([UT AU,B]Ω).

Como el gradiente es el que cumple D f̃ (U)UΩ = tr((grad f )TUΩ), resulta
grad f (U) = −U[UT AU,B].

Por lo tanto, el flujo gradiente asociado a f en O(n) es U̇ = U[UT AU,B],
que resulta completo por compacidad de O(n). Además, si las descomposiciones
de A y B son A =V D1V T y B =WD2W T , entonces se puede ver que los puntos
crı́ticos (que cumplen [UT AU,B] = 0) son de la forma P =WΠSV T , con Π ∈P(n)
y S = diag(±1, . . . ,±1). Hay por lo tanto 2nn! puntos crı́ticos, y el flujo converge a
uno de ellos.

Observar que si A y B son matrices de adyacencia de grafos isomorfos, entones
la matriz de permutación P que conjuga A y B, es un punto crı́tico (y minimiza f
en O(n)).

Ahora, nada garantiza que el flujo tienda a una matriz de permutación. Conside-
remos entonces la función g ∶O(n)→R, definida como g(P) = 2

3 tr(PT (P−P○P)),
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donde ○ es el producto de Hadarmard (el producto punto a punto de matrices).

Observemos primero que

g(P) = 2
3

n− 2
3

tr(PT (P○P)) = 2
3

n− 2
3
∑
i j

p3
i j.

Por lo tanto, la función g se minimiza (sobre las matrices ortogonales) cuando
∑i j p3

i j es lo más grande posible, y es fácil ver que esto sucede en las matrices de
permutación. La idea será entonces construir un flujo, utilizando g, cuya solución
sea convergente a una matriz de permutación, para después combinarlo con el flujo
que estudiamos más arriba, que incluye la información de los grafos. No haremos
las cuentas del gradiente ni de los puntos crı́ticos, que se pueden encontrar en [Z].

El gradiente de g es gradg(P) = P((P○P)T P−PT (P○P)), de donde el flujo
gradiente asociado a f en O(n) es

Ṗ = P(PT (P○P)−(P○P)T P) .

Los puntos crı́ticos son de la forma P = SΠ, con Π matriz de permutación, y
S = diag(±1, . . . ,±1). De estos puntos crı́ticos, las matrices de permutación son los
únicos atractores del flujo.

Los autores de [Z] entonces combinan los dos flujos:

Ṗ = (1−k)P[PT AP,B]+k[P(PT (P○P)−(P○P)T P)] ,

pero poco se puede decir del comportamiento general de las soluciones.
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Capı́tulo 5

Retracciones y búsqueda lineal

Cuando queremos optimizar una función f ∶Rn→R para encontrar un mı́nimo
local, podemos considerar la siguiente estrategia iterativa,

xk+1 = xk+ tkηk,

donde xk es dado, ηk es una dirección en que f decrece (por ejemplo −grad f (xk))
y tk es el tamaño del paso.
La idea de esta sección es estudiar una estrategia análoga para el caso en que
f esté definida en una variedad M. La generalización natural en este caso es
considerar xk ∈M y buscar una dirección ηk ∈ TxkM en la cual f disminuya su valor,
para luego de algún modo ”proyectar” el salto en M. Con este fin introduciremos la
noción de retracción. Grosso modo, una retracción es una proyección del tangente
TxM en M. Tener una buena noción de retracción (y computacionalmente eficiente)
nos permitirı́a aproximar lineas de flujo en variedades.

Definición 5.1 (Retracción). Una retracción en una variedad diferenciable M es
una función diferenciable R ∶ T M→M con las propiedades dadas a continuación.
Denotando Rx ∶ TxM→M, Rx(⋅) = R(x, ⋅), se tiene

1. Rx(0) = x, 0 ∈ TxM

2. Considerando la identificación canónica T0(TxM) = TxM se tiene que el mapa
DRx(0) ∶ TxM→ TxM es la identidad en TxM.
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Observación 5.2. En algunas situaciones es posible que R esté localmente definido
en un entorno de la sección 0 en T M.

Comentario 5.3. El segundo punto en la definición anterior puede entenderse del
siguiente modo. Sea γξ la curva en M dada por γξ (t) = Rx(tξ), siendo ξ ∈ TxM.
Luego se tiene γξ (0) = x, y

γ̇ξ (0) = d
dt

∣
t=0

γxi(t) = d
dt

∣
t=0

Rx(tξ) =DRx(0)ξ = ξ ,

i.e. γ̇ξ (0) = ξ . Por lo tanto, Rx proyecta rectas tξ por el origen en curvas en M que
en 0 toman el valor x y su velocidad en t = 0 es ξ .

Observación 5.4. Otra aplicación importante de una retracción es linealizar local-
mente una función. Esto es, si f ∶M→R, luego, en un entorno de x ∈M, podemos
definir

f̃x = f ○Rx ∶ TxM→R.

En particular, D f̃x(0) = D f (x), y si M está dotada con estructura Riemanniana
resulta grad f̃x(0) = grad f (x).

5.1. Ejemplos de retracciones

Hay muchas formas de definir retracciones en variedades. En particular toda
variedad Riemanniana tiene una retracción natural dada por el mapa exponencial
(ver Definición D.31). En los grupos de Lie por ejemplo, tenemos el mapa expo-
nencial, que también verifica las propiedades de una retracción (ver Definición
C.18). Sin embargo, con el objetivo de que la retracción nos ayude en problemas de
optimización es necesario que el calculo de la retracción sea computacionalmente
eficiente, y este no es el caso de los ejemplos anteriores. Para el primer caso es
necesario encontrar geodésietracc cual lo convierte en un problama equivalente al
que queremos resolver. En el segundo, para el caso matricial, es necesario calcu-
lar series, funciones analı́ticas, lo cual no es un tema trivial. De hecho existe un
área de estudio denominada integración geométrica donde se desarrollan técnicas
particulares para abordar este problema en el caso de grupos de Lie (ver [IMKNZ]).
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5.1.1. Retracciones en variedades encajadas

Supongamos que M es una variedad encajada en Rn. En este caso TxM se puede
identificar con el subespacio afı́n x+ξ con ξ ∈ TxM, donde abusando notación,
identificamos ξ ∈ TxM con ξ ∈Rn. De esta manera nuestro objetivo es encontrar
una manera de “proyectar” x+ tξ ∈Rn en M. Veamos un resultado general que nos
permitirá construir ejemplos.

Proposición 5.5. Sea N una variedad (abstracta) tal que dimN = codimM. Su-
pongamos que existe un difeomorfismo φ ∶M×N → Tub(M) ⊂Rn, donde Tub(M)
es un entorno abierto de M en Rn (entorno tubular) tal que φ(x,e) = x ∀x ∈ M
siendo e ∈ N. Luego el mapa Rx(ξ) ∶= π1(φ−1(x+ξ)), siendo π1 ∶ M×N →M la
proyección en la primer coordenada, es una retracción.

Demostración. Que R es diferenciable surge de que R(x,ξ) = π1 ○φ−1(x+ξ) es
una composición de funciones diferenciables. Además como φ(x,e) = x, resulta
que φ−1(x) = (x,e) y por lo tanto Rx(0) = x. Para probar que DRx(0) es la identidad,
observar lo siguiente. Para t pequeño se tiene

DRx(0)ξ = d
dt

∣t=0Rx(tξ) = d
dt

π1 ○φ
−1(x+ tξ) =Dπ1(x,e)○Dφ

−1(x)ξ .

Dado que φ(x,e) = x se tiene Dφ(x,e)(ξ ,0) = d
du ∣u=0φ(x+ uξ ,0) = ξ , y por ser

un difeomorfismo resulta Dφ−1(x)ξ = (ξ ,0). Luego el resultado sigue de que
Dπ1(x,e)(ξ ,0) = ξ .

Ejemplo 5.6 (Retracción en Sn−1). Sea M = Sn−1 ⊂Rn y sea N = {r ∈R ∶
r > 0} = R>0 y sea φ ∶ M ×R>0 → (Rn)∗ dada por φ(x,r) = rx. φ es un
difeo donde φ−1(x+ξ) = x+ξ

∣∣x+ξ ∣∣ y φ(x,1) = x para todo x ∈ Sn−1. Luego la
retracción inducida es

Rx(ξ) = x+ξ

∣∣x+ξ ∣∣ .

Observar que Rx(ξ) = argminy∈Sn−1 ∣∣x+ξ −y∣∣.
Ejemplo 5.7 (Retracciones en O(n)). (i): Sea M =O(n) ⊂Rn×n. La des-
composición QR de una matriz nos brinda un ejemplo de retracción a
O(n).
Sea φ ∶O(n)×R+(n)→Gl(n,R) dada por φ(Q,R) =QR, siendo R+(n)
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matrices triangulares superiores con elementos > 0 en la diagonal. Se
puede probar que φ es un difeo. Sea q f = π1 ○φ−1 el mapa que envı́a a una
matriz a su factor ortogonal Q de la descomposición QR. Luego

RU(UΩ) = q f (U +UΩ) = q f (U(Idn+Ω)) =Uq f (Idn+Ω)

es una retracción.

(ii) Descomposición Polar: Toda matriz A en Gl(n,R) puede escribir-
se como A =QP con Q ortogonal y P simétrica definida positiva. Luego
φ ∶O(n)×Sym+(n)→Gl(n,R) induce la retracción

RU(UΩ) =U(Id+Ω)(Id−Ω
2)−1/2.

(iii) Cayley Transform:

RU(UΩ) =U(Id− 1
2

Ω)−1(Id+ 1
2

Ω)

(iv) Mapa exponencial:

RU(UΩ) =U exp(Ω),

donde exp es el mapa exponencial de matrices. Observar que esta retrac-
ción puede servir en cualquier grupo de Lie.

Ejemplo 5.8 (Retracción en St(k,n)). La descomposición QR tambien
induce una retraccióin en St(k,n), a saber

RX(ξ) ∶= q f (X +ξ),

siendo q f (A) el factor Q ∈ St(k,n) de A = QR con A ∈ Rn×k de rango
máximo y R ∈R+(n).

5.2. Retracciónes en variedades cociente

Supongamos que tenemos una variedad cociente M̃ = M/ ∼ donde ∼ relación
de equivalencia y sea π ∶M→ M̃ la proyección canónica (todos los casos que estu-
diaremos son espacios homogeneos). Nuestra idea es definir una retracción en el
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cociente a partir de una retracción en el ambiente. Sea R ∶ T M→M una retracción
en M. Una forma natural de definir una retracción en M̃ es la siguiente:
Sea ξ ∈ T[x]M̃, donde ξx ∈ TxM satisface Dπ(x)ξx = ξ . Luego definimos R̃[x](ξ) =
π(Rx(ξx)). Para que esta definición tenga sentido es necesario pedir que π(Rx(ξx))=
π(Rx′(ξx′)) siendo x ∼ x′ y ξx ∼ ξx′ , es decir Dπ(x)ξx =Dπ(x′)ξx′ .

Observación 5.9. En una variedad cociente siempre se puede definir una distribu-
ción horizontal que es una forma de identificar de manera única un representante
del tangente T[x]M̃ en cada uno de los representantes de [x]. Esto es, como π−1([x])
es una variedad, νx ∶= Txπ−1([x]) es su espacio tangente, y por lo tanto podemos de-
finir un espacio complementario Hx en TxM, es decir TxM = νx⊕Hx. Un distribución
horizontal es un mapa que asigna a cada x ∈M un espacio horizontal.

Observación 5.10. En el caso de espacios homogeneos Riemannianos, lo anterior
se hace de manera natural tomando el ortogonal al núcleo: Hx = (KerFπ(x))�).
Luego existe un único ξx ∈Hx tal que Dπ(x)ξx = ξ .

Proposición 5.11. Si M̃ = M/ ∼ con distribución horizontal. Sea R retracción en
M tal que π(Rx(ξx)) = π(Rx′(ξx′)) para todo x ∼ x′ y ξx ∈Hx, ξx′ ∈Hx′ , entonces

R̃[x](ξ) ∶= π(Rx(ξx))

es una retracción en M̃, siendo ξ =Dπ(x)ξx.

Demostración. La condición que le pedimos a R hace que R̃ esté bien definida.
Además R̃[x](0) = π(Rx(0)) = [x]. La condición de rigidez resulta

DR̃[x](0)η =Dπ(x)DRx(0)ηx =Dπ(x)ηx = η

para todo η ∈ T[x]M̃.

Ejemplo 5.12. (i) (Retracciones en P(Rn).) El espacio P(Rn) = Rn ∖
{0}/R∗ lo podemos ver como espacio homogeneo de la acción del grupo
de Lie R∗ en Rn∖{0}. Luego tomando la retracción trivial Rx(ẋ) = x+ ẋ,
se tiene que R̃[x]([ẋ]) = π(x+ ẋ). Una distribución horizontal viene dada
por

Hx ∶= {ẋ ∈Rn ∶ ẋT x = 0},
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si x′ =αx, ẋ′ =α ẋ, satisfacen π(αx+α ẋ) = π(x+ ẋ) y por lo tanto estamos
en las hipótesis de la proposición.

(ii) (Retracción en Grass(k,n).) La grasmaniana la podemos obtener
como Grass(k,n) = St(k,n)/O(k). Sea R la retracción en St(k,n) dada por
q f ( ). Es un ejercicio verificar que cumple las hipótesis de la proposición.
Luego, R⟨X⟩(ξ) ∶= ⟨q f (X +ξ)⟩ define una retracción.

5.3. Algoritmos de búsqueda lineal

En el contexto de variedades tenemos que los algoritmos de búsqueda lineal
son de la forma xk+1 = Rxk(tkηk), donde tk ∈R, ηk ∈ TxkM. Ya tenemos definido Rxk ,
ahora nos concentraremos en determinar tk y ηk.

Definición 5.13 (Sucesión gradiente relacionado). Sea f ∶ M →R función costo
en M variedad Riemanniana, y {xk} ⊂ M. Una sucesión {ηk} en T M con ηk ∈
TxkM se dice sucesión gradiente relacionado si para toda subsucesión {xk′}, la
correspondiente {ηk′} satisface que es acotada

lı́m
k′→∞

⟨grad f (xk′),ηk′⟩ < 0.

Definición 5.14 (Punto de Armijo). Sea f ∶M→R función costo en una variedad
Riemanniana M, con restracción R. Sea x ∈ M, η ∈ TxM, ᾱ > 0, β ,σ ∈ (0,1). El
punto de Armijo es ηA = tAη donde tA = β mᾱ siendo m el menor natural tal que

f (x)− f (Rx(β
m

ᾱη)) ⩾ −σ⟨grad f (x),β m
ᾱη⟩x.

El escalar tA se llama paso de Armijo.

La idea intuitiva para la elección del paso de Armijo es la siguiente. Estamos
parados en un punto x ∈ M, tenemos elegida una dirección en el tangente sobre
la cual nos queremos mover (por ejemplo la dirección opuesta al gradiente), y
queremos elegir cuánto nos movemos en esa dirección.

La regla de Armijo lo elige de la siguiente forma. Empezamos con un paso ᾱ ,
nos movemos desde x en la dirección η un paso ᾱ y evaluamos la función en ese
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punto. Si nos satisface la ganancia (es decir, cuánto valı́a f en x, y cuánto vale en el
nuevo punto), nos quedamos con ese paso, y sino, achicamos el paso por un factor
β < 1, y volvemos a intentar. Repetimos este procedimiento (reduciendo el paso por
β cada vez), hasta que se cumpla la condición expresada en la desigualdad. Esta
condición dice, básicamente, que esperamos una reducción en el valor funcional
de al menos una fracción σ de lo que se reducirı́a si la función fuese lineal (esto es,
el producto interno del gradiente con el vector β mᾱη).

ALGORITMO: ARMIJO MODIFICADO (ACELERADO)

Requerimientos α > 0, c,β ,σ ∈ (0,1).

Input: x0 ∈M

Output: sucesión {xk}

>> for k = 0,1,2, ...

>> elegir ηk tal que {ηk} es gradiente relacionado

>> elegir xk+1 tal que

f (xk)− f (xk+1) ⩾ c( f (xk)− f (Rxk(tA
k ηk))) (∗∗)

donde tA
k es el paso de Armijo para ᾱ,β ,σ ,ηk.

>> End for.

Observación 5.15. La condición (∗∗) se verifica para xk+1 = Rxk(tA
k ηk). Por lo

tanto este algoritmo permite otras posibles elecciones.

Comentario 5.16. Se puede probar que si {xk} es el output del algoritmo, entonces
todo punto de acumulación de {xk} es punto crı́tico de f .

Ejemplo 5.17. (Cociente de Rayleigh) f ∶ Sn−1→R, f (x) = xT Ax, con A ∈
Sym(n). Utilizando la retracción Rx(ξ) = x+ξ

∣∣x+ξ ∣∣ se tiene que ηk =−2(Axk−
xkxT

k Axk) y encontramos el mı́nimo m ⩾ 0 tal que f (Rxk(ᾱβ mηk)) ⩽
f (xk)−σᾱβ mηT

k ηk y tomamos xk+1 = Rxk(ᾱβ mηk).

Observación 5.18. f (Rxk(tηk)) es una función racional cuadrática.
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Capı́tulo 6

Geometrı́a diferencial
computacional

En este capı́tulo retomaremos nociones geométricas trabajadas a lo largo del
curso pero desde un punto de vista que sea de mayor utilidad en el álgebra lineal
numérica. En particular, revisitaremos la variedad de Stiefel con dos miradas distin-
tas -como subvariedad euclidea y como variadad cociente- y daremos expresiones
para las geodésicas en ambos casos. (Ver Sección 2.3.1 y el ejemplo 6 en C.39.)

(El material de estes capı́tulo fue extraı́do de Edelman et al. [EAS].)

El primer cambio de enfoque resulta de cómo observar las variedades. En
general, en geometrı́a diferencial se utiliza las coordenadas para parametrizar
una variedad. Por ejemplo, la esfera se puede parametrizar tomando coordenadas
esféricas,

x = cosusinv, y = sinusinv, z = cosv,

sin embargo, desde un punto de vista computacional es más eficiente utilizar
coordendas extrı́nsecas para describir la esfera:

(x,y,z) ∶ x2+y2+ z2 = 1.

Observar que estamos tomando más variables que las que se requieren, pero
veremos que de esta manera encontraremos expresiones de la métrica, geódesicas,
etc, con expresiones simples que pueden implementarse en una computadora.
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6.1. Variedad de Stiefel euclı́dea

Recordar que la variedad de Stiefel, como subvariedad de Rn×p, está dada por

St(n, p) = {Y ∈Rn×p ∶ Y TY = Idp}.

Diferenciando el producto Y TY = Idp, obtenemos que el tangente está dado por

TY St(n, p) = {Y T
∆ ∈ Skew(p)}.

(Cf. Proposición 2.40.)

Utilizando la métrica ambiente, del Lema 2.44, se tiene que el espacio normal
está dado por

NY St(n, p) = {Y N ∶ NT =N ∈Rp×p}.

Además, las proyecciones ortogonales respectivas están dadas por

πN(Z) =Y Sym(Z), πT (Z) =Y Skew(Z)+(Idn−YY T )Z,

siendo Sym y Skew las partes simétrica y antisimétrica. Toda matriz del tangente
se puede escribir como

∆ =YA+Y�B (6.1)

con A ∈ Skew(p), B ∈Rn×p y Y� tal que YY T +Y�Y T = Idn.

La métrica euclı́dea de St(p,n) es simplemente la restricción al tangente de la
métrica ambiente. Por lo tanto se define por

ge(∆1,∆2) = tr∆
T
1 ∆2.

siendo el lado derecho el producto interno de Frobenius Rn×p.

6.1.1. Geodésicas en St(n, p)

Las geodésicas son las curvas de “longitud mı́nima” entre dos puntos.

En el Capı́tulo D se definen las geodésicas como las curvas tales que la derivada
covariante de la velocidad es nula (ver Definición D.26). En el caso euclideano
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6.1. VARIEDAD DE STIEFEL EUCLÍDEA 83

(i.e. variedades encajadas en algún Rm) esto significa que aceleración normal a la
superficie, siempre y cuando tengan la velocidad normalizada.

Principio Variacional
Estas dos propiedades de las geodésicas se relacionan a travéz de las ecuaciones de Euler-
Lagrange como veremos a continuación.

Consideremos M una variedad encajada con la métrica Riemanniana inducida por el
ambiente. Supongamos que tenemos una familia de curvas, parametrizadas de manera
diferenciable por s ∈ (−ε,ε), γs(t), para t ∈ [0,T ], tales que todas comienzan y terminan
en dos puntos fijos determinados. Esto es, γs(0) = a, y γs(T) = b, para todo s. (Esta familia
de curvas puede pensarse como una variación-deformación diferenciable de γ0.

Sea F ∶R×T M→R, y consideremos el funcional

I(s) = ∫
T

0
F(t,γs(t), γ̇s(t))dt.

En el caso de F(t,x,v) = ∥v∥, el funcional I(s) resulta ser la longitud de la curva γs.

La idea es mostrar que los puntos crı́ticos del funcional I son geodésicas.

d
ds

I(s) = ∫
T

0
⟨ d
ds

γs(t),∂xF⟩+ ⟨ d
ds

γ̇s(t),∂vF⟩dt

= ∫
T

0
⟨ d
ds

γs(t),∂xF − d
dt

∂vF⟩+ ⟨ d
ds

γs(t), d
dt

∂vF⟩+ ⟨ d
ds

γ̇s(t),∂vF⟩dt

donde intercambiando el orden de derivación en γs, y usando integración por partes resulta:

d
ds

I(s) = ⟨ d
ds

γs(t),∂vF⟩∣
T

0
+∫

T

0
⟨ d
ds

γs(t),∂xF − d
dt

∂vF⟩.

Cuando s = 0, resulta que el extremo izquierdo se hace igual cero por las condiciones en la
familia de curvas, y por lo tanto resulta

İ(0) = ∫
T

0
⟨ d
ds

γ0(t),∂xF − d
dt

∂vF⟩.

Observar que el mapa t↦ d
ds γ0(t) define un campo vectorial “transveral” a la velocidad

de la curva γ0. (Se puede probar que dado un campo tranversal a lo largo de γ0, siempre
existe una variación de curvas con esa campo como campo trasversal.) Luego variando
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dentro de todas las posibles deformaciones se concluye que γ = γ0 es un punto crı́tico del
funcional I si y sólo si

∂xF − d
dt

∂vF ∈ Tγ(t)M
⊥. (6.2)

En el caso de que F(t,x,v) = ∥v∥, resulta que la condición (6.2) implica que

γ̈(t) = d
dt

γ̇(t) ∈ Tγ(t)M
⊥.

Con esta información intentemos derivar la fórmula de la ecuación de una
geodésica en St(n, p).

Derivando dos veces la expresión Y TY = Id, obtenemos

Ÿ TY +2 ˙Y T Ẏ +Y T Ÿ = 0. (6.3)

Por ser geodésica sabemos que Ÿ +Y S = 0 para S simétrica. Luego sustituyendo
en (6.3), resulta que la ecuación de la geodésica está dada por

Ÿ +Y(Ẏ T Ẏ) = 0, (6.4)

De la ecuación de la geodésica (6.4) se pueden obtener tres integrales de
movimiento utilizando las siguientes definiciones:

C =Y TY, A =Y T Ẏ , S = Ẏ T Ẏ .

Luego resulta
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

Ċ = A+AT

Ȧ = S−CS
Ṡ = [A,S]

De esta manera, si Y(t) está en St(n, p), Ẏ pertenece al tangente de St(n, p),
resulta que

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

C(t) = Id
A(t) = A(0) es antisimétrica
S(t) = eAtS(0)e−At .
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(Comparar la última ecuación con la prueba de Lema 2.67.)

De esta manera, con las integrales de movimiento, se puede obtener una expre-
sión muy sencilla de las geodésicas.

Observando que

d
dt

(YeAt ,Ẏ eAt) = (YeAt ,Ẏ eAt)(A −S(0)
Id A

) ,

luego resulta

Y(t) = (Y(0),Ẏ(0))exp(t (A −S
Id A

))Ide−At , (6.5)

donde A = A(0) =Y(0)T Ẏ(0). La expresión (6.5) es una fórmula cerrada para las
geodésicas en la variedad de Stiefel con la métrica inducida por el ambiente.

En el caso p = n, la variedad de Stiefel coincide con el grupo ortogonal O(n), y
una fórmula cerrada para la ecuación de la geodésicas puede obtenerse simplemente
observando que

A =Q(t)T Q̇(t) =Q(0)T Q̇(0),
de donde se concluye que

Q(t) =Q(0)eAt .

♢ 6.1. En particular se tiene que la distancia entre dos matrices ortogonales Q1 y
Q2 (en una misma componente) está dada por

d(Q1,Q2) =
√
∑θ 2

k ,

donde {eiθk} son los valores propios de QT
1 Q2.

En general las ecuaciones de las geodésicas están dadas en coordenadas locales
utilizando las fórmulas de Christoffel (ver Capı́tulo D).

6.2. Variedad de Stiefel cociente

Hemos estudiado la geometrı́a de la variedad de Stiefel, y en particular hemos
obtenido expresiones cerradas de las geodésicas en el grupo ortogonal. Esto nos
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86 CAPÍTULO 6. GEOMETRÍA DIFERENCIAL COMPUTACIONAL

permitirá estudiar la geometrı́a de variedades cocientes del grupo ortogonal de
manera sencilla.

En lo que sigue estudiaremos la variedad de Stiefel como cociente del grupo
ortogonal. Es fácil ver que

St(n, p) =O(n)/O(n− p)
(ver Comentario 2.38 y ejemplo 6 en C.39).

Identificaremos a las clases por [Q] ∈ St(n, p), donde la clase está determinada
por el conjunto de matrices

[Q] = {Q(Idp 0
0 Qn−p

) ∶ Qn−p ∈O(n− p)} (6.6)

(Observar que en el caso euclideano, la clase [Q] se identifica con la matriz QIdn,p,
i.e. con las primera p columnas de Q.

Dotando el grupo ortogonal con la métrica Riemanniana inducida por el am-
biente, podemos definir los siguientes espacios.

El espacio vertical Φ ⊂ TQO(n) es el espacio tangente a la fibra, y su ortogonal
es el espacio horizontal ∆ =Φ� ⊂ TQO(n).

Lema 6.2. El espacio vertical y el espacio horizontal en Q, están dados por

Φ = {Q(0 0
0 C

) ∶ C ∈ Skew(n− p)}

y

∆ = {Q(A −BT

B 0
) ∶ A ∈ Skew(p)} .

♢ 6.3. Probar el resultado anterior.

Como vimos en la Sección C.4 sobre espacios homogéneos, el espacio horizon-
tal se identifica con el tangente a la variedad cociente. Sobre esta podemos poner
la métrica inducida por el grupo ortogonal (escalada por 1/2), i.e. si ∆1,∆2 ∈ ∆ se
tiene

gc(∆1,∆2) =
1
2

tr
⎛
⎝
[Q(A1 −BT

1
B1 0

)]
T

Q(A2 −BT
2

B2 0
)
⎞
⎠

= 1
2

tr(AT
1 A2)+ tr(BT

1 B2).
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A esta métrica le llamamos métrica canónica o homogénea (para no confundirla
con la euclı́dea). .

Es importante destacar que la variedad de Stiefel con esta métrica es diferente
al caso euclideo, (salvo en los casos extremos p = 1 o n).

♢ 6.4. Mostrar con un ejemplo que las métricas pueden no coincidir.

♢ 6.5. Probar que si ∆ ∈Rn×p, satisface Y T ∆ = 0, entonces la “métrica canónica”
en este vector tangente satisface

gc(∆,∆) = tr(∆
T (Id−YY T )∆).

Observar que la curva en O(n),

Q(t) =Q(0)expt (A −BT

B 0
), (6.7)

es una geodésica en el grupo ortogonal, y además su derivada

Q̇(t) =Q(t)(A −BT

B 0
) ,

satisface que pertence al espacio horizontal. Utilizando la propiedad de que las
geodésicas minimizan distancia se concluye que estas curvas también minimizan
en el cociente y por lo tanto son geodésicas también en la variedad de Stiefel vista
como espacio homogéneo.

Por lo tanto hemos concluido

geodésicas en St(k,n) = [Q(t)],

donde [Q(t)] está dado en (6.6) y (6.10).

6.3. Geometrı́a de Grass(p,n)

El caso de la grassmaniana Grass(p,n) es muy similar a la sección anterior,
donde se puede definir como el cociente O(n)/O(p)×O(n− p). Las clase de
equivalencia de [Q] es el conjunto de matrices tales que las primeras p columnas
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generan el mismo subespacio vectorial de dimensión p en Rn. De esta manera
Grass(p,n) es el conjunto de clases de equivalencia

[Q] = {Q(Qp 0
0 Qn−p

) ∶ Qp ∈O(p),Qn−p ∈O(n− p)} (6.8)

♢ 6.6. Análogamente a lo anterior el espacio vertical Φ ⊂ TQO(n) (es el espacio
tangente a la fibra), y su ortogonal es el espacio horizontal ∆ =Φ� ⊂ TQO(n), están
dados por

Φ = {Q(A 0
0 C

) ∶ A ∈ Skew(p),C ∈ Skew(n− p)}

y

∆ = {Q(0 −BT

B 0
) ∶ B ∈R(n−p)×b} .

La métrica canónica en Grass(p,n) es la restricción al espacio horizontal
(escalada por un factor de 1/2) de la métrica canónica en el grupo ortogonal. Por
lo tanto se tiene

gc(∆1,∆2) = tr(BT
1 B2) (6.9)

(donde la notación sigue la notación de los espacios.)

♢ 6.7. Observar que en este caso, la métrica canónica en Grass(p,n) sı́ coincide
con al métrica euclı́dea.

La geodésica en O(n),

Q(t) =Q(0)expt (0 −BT

B 0
), (6.10)

tiene velocidad en el espacio horizontal

Q̇(t) =Q(t)expt (0 −BT

B 0
),

en cada punto Q(t), y por lo tanto podemos concluir

geodésicas en Grass(p,n) = [Q(t)],

donde [Q(t)] está dado en (6.8) y (6.9).
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6.3.1. Grass(p,n) como cociente de St(p,n)

En esta sección, motivado por el interés computacional, estudiaremos la grass-
maniana como espacio homogéneo de la variedad de Stiefel, a saber, Grass(p,n) =
St(p,n)/O(p).

De esta manera, una matriz Y ∈ St(p,n) representará toda la clase de equivalen-
cia dada por

[Y ] = {Y Qp ∶ Qp ∈O(p)}, (6.11)

es decir el subespacio generado por las columnas de Y .

Recordando la expresión (6.1) de vectores tangentes a St(p,n) en Y , se tiene
∆ =YA+Y�B con A ∈ Skew(p), B ∈R(n−p)×p y Y� tal que YY T +Y�Y T = Idn.

♢ 6.8. De (6.11) se concluye que el espacio vertical y el espacio horizontal están
dados por

Φ = {YA ∶ A ∈ Skew(p)}, ∆ = {Y⊥B ∶ B ∈Rn×p}, (6.12)

respectivamente. En particular, el espacio tangente se identifica con el subespacio
de matrices Ẋ ∈Rn×p tales que

Y T Ẋ = 0.

Dar una interpretación geométrica a esta ecuación.

En el siguiente resultado (sin demostración) daremos una expresión alternativa
para las geodésicas en Grass(p,n).

Teorema 6.9 (Geodésicas en Grass(p,n)). Sea Y(t) =Qexpt (0 −BT

B 0
)Idn,p, con

Y(0) =Y , Ẏ(0) =H, entonces

Y(t) = (YV U)(cosΣt
sinΣt

)V T ,

donde H =UΣV T es su descomposición en valores singulares (reducida).

Gradiente de funciones en Grass(p,n)

En las sección anterior discutimos sobre las geodésicas en Grass(p,n). En esta
sección se describirá el gradiente de una función definda en Grass(p,n).
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Sea f ∶ Grass(p,n)→ R una función diferenciable. El gradiente de f en [Y ]
es definido por la proyección ortogonal del gradiente ambiente en el espacio
horizontal. Es fácil ver que

grad f ([Y ]) = fY −Y TY fY , (6.13)

siendo fY = (( ∂ f
∂Yi j

) la matriz n× p que representa el gradiente ambiente.

♢ 6.10. Dar una nueva fórmula de la fórmula del gradiente derivando f a lo largo
de una geodésica.

6.4. Hessiano de funciones

Como veremos en el próximo capı́tulo, el método de Newton requiere del
hessiano de una función definida en una variedad. (En la Sección D.7 se define el
hessiano de una función definida en variedad con una conexión.)

Sea f ∶ M → R una función diferenciable en una variedad Riemanniana M.
Entonces el hessiano de f en p está dado por la fórmula

⟨Hessp f (u),u⟩ = d2

dt2 f ○γ(t)∣
t=0

,

siendo γ(t) una geodésica tal que γ(0) = p y γ̇(0) = u.

A modo de ejemplo daremos expresiones del hessiano de funciones definidas
en la variedad de Stifel y en la grassmaniana.

6.4.1. Hessiano de una función en St(p,n) y Grass(p,n)

♢ 6.11. Sea f ∶ St(p,n)→R una función C∞. Entonces se tiene

Hessp f (∆1,∆2)

= fYY (∆1,∆2)+
1
2

tr(( f T
Y ∆1Y T +Y T

∆1 f T
Y )∆2)−

1
2

tr((Y T fY + f T
Y Y)∆

T
1 Π∆2),

siendo Π− Id−YY T , fY = (( ∂ f
∂Yi j

) y fYY (∆1,∆2) =∑i, j
∂

2 f
∂Yi j∂Ykl

(∆1)i, j(∆2)k,l .
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♢ 6.12. Sea f ∶Grass(p,n)→R una función C∞. Entonces se tiene

Hessp f (∆1,∆2) = fYY (∆1,∆2)− tr(∆
T
1 ∆2FY ).

♢ 6.13. Probar que si ∆ = −(Hessp f )−1ξ , entonces

fYY (∆)−∆(Y T fY ) = −G.
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Capı́tulo 7

Método de Newton

El método de Newton es el algoritmo más importante para encontrar ceros de
una función.

7.1. Método de Newton en Rn

El caso más simple es cuando tenemos una función f ∶R→R, a la cual quere-
mos encontrar x∗ tal que f (x∗) = 0. El método de Newton, para un valor inicial x0,
está dado por la sucesión dada por recurrencia

xk+1 = xk−
f (xk)
f ′(xk)

, (k = 0,1,2, . . .)

La idea básica detrás del método de Newton es la siguiente. Tomando como
punto de partida un punto x0 ∈R que no es un cero de f , aproximamos linealmente
la función en ese punto y encontramos la raı́z de la aproximación lineal.1 Esto es,
x1 =N f (x0) es la única solución de la ecuación

0 = f ′(x0)(x−x0)+ f (x0).
1Es claro que la única manera que el método falle es que la aproximación lineal sea una

constante.
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Otra forma de ver el método de Newton es considerar el sistema dinámico dado
por el operador de Newton:

N f ∶R→R, N f (x) = x− f (x)
f ′(x) .

Este operador está definido siempre que f ′(x) ≠ 0.

♢ 7.1. Probar que si x ∈ R no es un punto crı́tico de f , entonces se tiene que
N f (x) = x si y sólo si f (x) = 0.

Lo que dice el resultado anterior es que los ceros (no crı́ticos) de f se corres-
ponden con puntos fijos del operador de Newton N f .

Una de las propiedades más importantes de la dinámica asociada al método
de Newton es que los ceros no degenerados de f son puntos fijos superatractores.
Esto es que N′

f (x∗) = 0.

♢ 7.2. Probar que si N f (x∗) = x∗ entonces N′
f (x∗) = 0. Luego observar que si x

está cerca de x∗ entonces ∣N f (x)−x∗∣ ⩽C∣x−x∗∣2 para cierta constante C que puede
ser elegida de manera uniforme en un entorno de x∗.

En el caso de f ∶ Rn → Rn, se procede de manera análoga. Dado xk ∈ Rn se
tiene que xk+1 es la solución del sistema lineal f (xk)+D f (xk)(x− xk) = 0. Este
sistema tiene solución (y única) siempre que D f (xk) sea invertible. De esta manera
el método de Newton Rn se define por

xk+1 = xk−D f (xk)−1 f (xk). (7.1)

Comentario 7.3. Otra forma de obtener el método de Newton es a través de la aproxi-
mación discreta de una ecuación diferencial en Rn. Si consideramos el campo V ∈X(Rn)
dado por

V(x) = −D f (x)−1 f (x),
entonces la aproximación de Euler de la ecuación diferencial ẋ =V(x), es el método de
Newton. Esto es, si estamos parados en xk ∈Rn, saltamos un paso en la dirección del campo
V(xk):

xk+1 = xk +V(xk) = xk −D f (xk)−1 f (xk).
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7.2. Método de Newton en variedades

Supongamos que tenemos una función f ∈C∞(M), donde M es una variedad
Riemanniana. Nuestro objetivo es encontrar los puntos crı́ticos de f , i.e. x ∈M tal
que grad f (x) = 0.

Si M =Rn, basta usar el método de Newton para la función grad f ∶Rn→Rn, y
por lo tanto dado xk ∈Rn, el siguiente iterado satisface

grad f (xk)+D(grad f )(xk)(xk+1−xk) = 0.

El objetivo es extender lo anterior a una variedad no lineal.

Para eso hagamos una pequeña digresión sobre el método de Newton en Rn. Sea
F es un campo en Rn, y supongamos que estamos parados en xk ∈Rn. Linealizando
el campo en xk obtenemos una transformación lineal afı́n

x↦ F(xk)+T(x−xk),

donde T = DF(xk) es el operador derivada de F en xk, y por lo tanto T η es la
derivada direccional de F en la dirección de η . (Observar que acá estamos identifi-
cando TxkRn con Rn.) Luego, notando por ηk = x−xk, lo que estamos buscando es
cuál es el vector ηk tal que T(ηk) = −F(xk).

Veamos el caso abstracto ahora. Supongamos que queremos encontrar ceros de
un campo ξ ∈X(M) definido en una variedad M.

Para construir el método de Newton en la variedad se realizan los siguientes
cambios.

Linealizamos la variedad M en xk, i.e. consideramos TxkM;

tomamos la aproximación lineal del campo ξ en xk. Para eso necesitamos una
conexión ∇ que nos permita cuantı́ficar cómo cambia el campo en distintas
direcciones. La aproximación es el “jacobiano” J(xk) ∶ TxkM→ TxkM dado
por

J(xk)η =∇ηξ .

buscamos ηk ∈ TxkM tal que J(xk)ηk = −ξxk ;
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y para finalizar proyectamos el vector ηk en M con alguna retracción definida
apriori.

ALGORITMO: MÉTODO DE NEWTON PARA CAMPOS VECTORIALES

Requerimientos: M variedad, R retracción, ∇ conexión afı́n, ξ campo en M.

Objetivos: encontrar un cero de ξ .

Input: primer iterado x0 ∈M

Output: sucesión {xk} en M.

>> for k = 0,1, . . .,
resolver la ecuación J(xk)ηk = −ξ xk para la incognita ηk ∈ TxkM, donde
J(xk)ηk =∇ηkξ ;

>> xk+1 ∶= R(ηk).

>> End for.

Observación 7.4. En el algoritmo anterior hay cierta libertad sobre cuál es la
retracción a elegir. Como se discutió en el Capı́tulo 5, hay muchas variantes
posibles y algunas más convenientes para el cálculo computacional. Ver el capı́tulo
mencionado para una discusión sobre el tema.

Observación 7.5. Cuando M es una variedad Riemanniana, podemos hacer uso de
lo estudiado en el Capı́tulo 5 sobre búsqueda lineal. En este caso podemos tomar
la función penalización f ∶= ⟨ξ ,ξ ⟩, la cual los ceros son precisamente los puntos
buscados. Luego podemos combinar este algoritmo con el Algoritmo de Armijo en
página 79. Esto es, se elige la dirección ηk como en Algoritmo de más arriba, para
luego computar xk+1 para que satisfaga la condición de descenso

f (xk)− f (xk+1) ⩾ c( f (xk)− f (Rxk(tkηk))).

En el caso que ∇ es la conexión Riemanniana, entonces se tiene

D⟨ξ ,ξ ⟩(xk)(ηk) = ⟨∇nkξ ,ξ ⟩+ ⟨ξ ,∇nkξ ⟩ = −2⟨ξ ,ξ ⟩xk < 0,

y por lo tanto si ξ ≠ 0, se sigue que el vector ηk es una dirección descendente para
f .
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7.2.1. Método de Newton para puntos crı́ticos

En particular tenemos el caso de f ∶M→R, ξ = grad f . En este caso el jacobiano
es el Hessiano y por lo tanto hay que resolver

Hessxk f [ηk] = −grad f (xk).

ALGORITMO: MÉTODO DE NEWTON PARA PUNTOS CRÍTICOS

Requerimientos: M variedad Riemanniana, R retracción, ∇ conexión afı́n.

Objetivo: Encontrar puntos crı́ticos de f .

Input: x0 ∈M.

Output: Sucesión {xk} en M.

>> for k = 0,1,⋯
resolver la ecuación Hessxk f [ηk] = −grad f (xk), para la incognita ηk.

>> xk+1 ∶= Rxk(ηk).

>> End for.

Comentario 7.6. En general la solución Hessxk f [ηk] = −grad f (xk) no tiene por-
que estar en una dirección de descenso de f . De hecho

D f (xk)(ηk) = ⟨grad f (xk),ηk⟩ = −⟨grad f (xk),((Hessxk f )−1 grad f (xk)),

que no tiene porqué ser negativa. Sı́ lo es en el caso de que el Hessiano sea definido
positivo. En el caso de la conexión Riemanniana se puede probar que el Hessiano
es definido positivo si y sólo si los valores propios son positivos.

7.2.2. Cociente de Rayleigh en la esfera

En esta sección veremos como el algoritmo de Newton geométrico nos permite
convertir el cociente de Rayleigh en un algoritmo.

Para empezar recordemos el cociente de Rayleigh que estudiamos en la Sección
2.2.
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98 CAPÍTULO 7. MÉTODO DE NEWTON

Sea f ∶ Sn−1→R, f (x) = xT Ax, y sea f̄ ∶Rn→R una extensión.

grad f (x) = 2Px(Ax) = 2(Ax−xxT Ax),

donde Px = Id− xxT

∣∣x∣∣2 , la proyección ortogonal sobre TxSn−1.

Tenemos la retracción Rx(ξ) = x+ξ

∣∣x+ξ ∣∣ y la conexión afı́n ∇ηξ = Px(Dξ(x)[η]).

Si ξ = grad f , entonces ∇η grad f (x) =Px(Dgrad f (x)[η]) = 2Px(Ax−xxT Ax) =
2(PxAPxη −ηxT Ax). La ecuación queda

{ PxAPxη −ηxT Ax = −Px(Ax)
xT η = 0

ALGORITMO: MÉTODO DE NEWTON PARA COCIENTE DE RAYLEIGH

Input: x0 ∈ Sn−1.

Output: {xk}
for k = 0,1,⋯, resolver el sistema lineal

{ PxkAPxkηk−ηkxT
k Axk = −Pxk(Axk)

xT
k ηk = 0

para ηk

xk+1 ∶= Rxk(ηk).

7.2.3. Método de Newton en Grass(p,n)

Sea f una función C∞ definida en Grass(p,n), i.e. f (Y) = f (Y Q) para todo
Q ∈O(p), donde Y ∈Rn×p tal que Y TY = Id.

Calculando las fY y fYY según la Sección 6.4.1, podemos utilizar el método de
Newton para minimizar f .
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ALGORITMO: MÉTODO DE NEWTON MINIMIZACIÓN SOBRE Grass(p,n)

Input: Y0 ∈Rn×p, tal que Y T
0 Y0 = Id;

>> for k = 0,1,⋯,
Calculamos gradiente: Gk = fYk −YkY T

k fYk

>> Calculamos salto ∆k = −Hess−1 Gk:
∆k tal que Y T

k ∆k = 0, y fYkYk(∆k)−∆(Y T
k fYk) = −G

>> Yk+1 = RYk(∆k)

Del Teorema 6.9 se puede cambiar la retracción por un cálculo explı́cito de la
geodésica (siempre que conozcamos la descomposición en valores singulares de
Y0).
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Apéndice A

Topologı́a

En este capı́tulo detallaremos las principales definiciones y resultados sobre
espacios topológicos que utilizamos en estas notas

A.1. Relaciones de equivalencia.

Definiciones A.1. Una relación en X es un subconjunto del producto carte-
siano X ×X . Dada una relaciónR⊂X ×X escribiremos xRy cuando (x,y) ∈R.

Una relación de equivalencia en X es una relación R que cumple con las
siguientes propiedades:

i. xRx para todo x ∈ X (reflexiva)

ii. xRy implica yRx (simétrica)

iii. xRy y yRz implica xRz (transitiva)

Para denotar las relaciones de equivalencia usaremos el sı́mbolos ∼.

Definiciones A.2. Consideremos una relación de equivalencia ∼ en X .
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La clase de equivalencia de un elemento x0 ∈ X , se define como el subcon-
junto de X formado por

[x0] ∶= {x ∈ X ∶ x ∼ x0}.

Al conjunto formado por las clases de equivalencia {[x] ∶ x ∈X} se denomina
espacio cociente o conjunto cociente.

A la función π ∶ X → X/ ∼ que a x↦ [x] se le llama proyección al cociente

A.2. Espacios topológicos

Definición A.3 (Topologı́a). Sea X un conjunto. Una familia τ de subconjuntos de
X es una topologı́a de X si se cumplen:

1. El conjunto vacı́o y el conjunto X pertenecen a τ .

2. Si A1, . . . ,An pertenecen a τ , entonces ⋂n
1 A j pertenece a τ .

3. Si I es un conjunto y Aα es un subconjunto de X que pertenece a τ para cada
α ∈ I, entonces ∪α∈IAα pertenece a τ .

Si τ es una topologı́a en X , decimos que el par (X ,τ) es un espacio topológico.
Los elementos de τ se ll

Definiciones A.4. Sea (X ,τ) un espacio topológico.

Un conjunto B ⊂X se dice cerrado si su complemento es abierto. Por lo tanto
se tiene que la unión de una cantidad finita de conjuntos cerrados es cerrada
y la intersección de una cantidad arbitraria de cerrados es cerrada.

Diremos que V es entorno de un punto x de X si se cumple que x ∈ A ⊂V
para algún abierto A.

Un punto x ∈ X es de acumulación de un subconjunto A de X si todo entorno
de x contiene algún punto de A diferente de x.
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Un punto x ∈ X es interior de un subconjunto A de X si existe un entorno V
de x que está contenido en A.

Un punto x ∈ X es frontera o borde de un subconjunto A de X si todo entorno
V de x intersecta a A y a Ac.

Una sucesión {xn ∶ n ∈ N} converge a un punto x ∈ X si dado cualquier
entorno V de x existe un n0 tal que xn ∈V para todo n ⩾ n0.

aman los abiertos de la topologı́a.

Definición A.5 (Espacio Hausdorff). Un espacio topológico es de Hausdorff (se
llama también T2) si se cumple que para todo par de puntos distintos x e y, existen
entornos V de x y W de y tales que V ∩W =∅.

A.3. Funciones continuas y homeomorfismos

Definición A.6 (Función continua). Una función f ∶X →Y entre espacios topológi-
cos (X ,τX) e (Y,τY ) es continua si f −1(A) ∈ τX para cada A ∈ τY .

Obviamente la continuidad depende de las topologı́as en X e Y . Por ejemplo,
si τ1 y τ2 son topologı́as en un conjunto X , entonces la función identidad id ∶
(X ,τ1) → (X ,τ2) es continua si y sólo si τ1 ⊃ τ2, en este caso diremos que la
topologı́a τ1 es más fina que τ2. Por eso, cuando hay riesgo de confusión, escribimos
f ∶ (X ,τX)→ (Y,τY ), para dar a entender con qué topologı́as estamos considerando
dominio y codominio.

Definición A.7 (Continuidad en un punto). Sean (X ,τX) e (Y,τY ) espacios to-
pológicos. Una función f ∶ X →Y es continua en x si para todo entorno V de f (x)
existe un entorno U de x tal que f (U) ⊂V .

Veamos algunas equivalencias:

♢ A.8. Sea f ∶ (X ,τX)→ (Y,τY ). Son equivalentes:

1. f es continua.
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2. f es continua en x para todo x ∈ X .

Definición A.9 (Homeomorfismo). Una función biyectiva entre espacios topológi-
cos se dice un homeomorfismo si tanto f como f −1 son continuas. En este caso,
decimos que los espacios son homeomorfos.

A.4. Bases

En esta sección veremos cómo generar topologı́as a partir de otras conocidas.

Observar que cuando definimos una topologı́a en R lo hicimos declarando que
los abiertos son aquellos conjuntos A tales que para todo x ∈ A existe un intervalo
(a,b) tal que x ∈ (a,b) ∈ A. Análogamente, podrı́amos definir que los abiertos son
los conjuntos formados por uniones de intervalos abiertos (¡verificar!). De esta
manera vemos que para definir la topologı́a antes mencionada en R basta con
considerar los intervalos de la forma (a,b) ⊂R. Al conjunto de estos intervalos se
le llama base de la topologı́a.

Definición A.10 (Base). Decimos que B ⊂P(X) es base de una topologı́a de un
conjunto X si se cumplen:
1. La unión de todos los elementos de B es X .
2. Dados B1 y B2 elementos de B y un punto x ∈ B1 ∩B2, existe B ∈ B tal que
x ∈ B ⊂ B1∩B2.

Notar que si B es una base de una topologı́a de X y se define τ como el conjunto
de todas la uniones de elementos de B más el vacı́o, entonces τ es una topologı́a
de X , que se llama la topologı́a generada por B. La topologı́a τ es la mı́nima que
contiene a todos los elementos de B. También se dice en este caso que B es base
de τ .

A.5. Espacio producto

Una manera natural de definir una topologı́a en el producto cartesiano de dos
espacios topológicos es la siguiente.

Curso - OPTIMIZACIÓN EN VARIEDADES - 2017 PEDECIBA - UdelaR



A.6. ESPACIOS MÉTRICOS 107

Definición A.11 (Topologı́a producto). Sean (X ,τX), (Y,τY ) espacios topológicos.
Sea BX×Y el conjunto de los productos A×B tales que A ∈ τX y B ∈ τY . Entonces
BX×Y es base de una topologı́a de X ×Y que llamaremos la topologı́a producto de
los espacios X e Y . Observar que BX×Y no es una topologı́a en general.

Es fácil ver que cuando las topologı́as τX e τY están generadas por bases BX e
BY respectivamente, entonces la topologı́a producto está generada por conjuntos
de la forma B×B′, donde B ∈ BX y B′ ∈ BY .

Más en general, dados X1, . . . ,Xn espacios topológicos, podemos definir la
topologı́a producto en X1×⋯×Xn como la generada por la colección U1×⋯×Un,
donde Ui es abierto de Xi.

El espacio producto X ×Y tiene dos mapas naturales π1 ∶X ×Y →X , π2 ∶X ×Y →
Y , llamadas proyecciones , definidas por π1(x,y) = x, π2(x,y) = y.

♢ A.12. Las proyecciones son continuas.

♢ A.13. La topologı́a producto es la topologı́a más menos fina que hace a las
proyecciones continuas.

Definición A.14 (Fibra). Los conjuntos de la forma {x}×Y , con x ∈ X , e X ×{y}
con y ∈Y se llaman fibras del producto X ×Y .

Para cada y ∈Y , hay un mapa inclusión iy ∶ X → X ×Y , dado por iy(x) = (x,y).
(Análogamente, para cada x ∈ X podemos tomar la inclusión ix ∶Y → X ×Y , dada
por ix(y) = (x,y).) Observar que el conjunto imagen de iy es la fibra X ×{y}.

♢ A.15. Las inclusiones son continuas. Concluir que las fibras son homeomorfas
al factor correspondiente.

A.6. Espacios métricos

Comenzaremos estas notas recordando la definición de métrica en un espacio.

Definición A.16 (Espacio métrico). Una métrica en un conjunto X es una función
d ∶ X ×X →R tal que

(i) d(x,y) ⩾ 0 para todo x, y ∈ X , con d(x,x) = 0 y d(x,y) > 0 si x ≠ y.
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(ii) d(x,y) = d(y,x) para todo x, y en X .

(iii) d(x,y) ⩽ d(x,z)+d(z,y) para todo x, y, z en X .1

Veamos algunos ejemplos que usaremos en estas notas.

Ejemplos A.17. 1. Métricas en Rn

En Rn podemos definir las siguientes métricas

d(x,y) ∶= (∑n
i=1 ∣xi−yi∣2)1/2;

d1(x,y) ∶=∑n
i=1 ∣xi−yi∣;

d∞(x,y) ∶=máxi=1,...,n ∣xi−yi∣.

2. Métrica inducida
Sea (X ,d) es un espacio métrico, y A ⊂ X . La restricción de d a
A×A es una métrica, y por lo tanto (A,dA×A) es un espacio métrico.

3. Distancia uniforme
Sea X un conjunto, y sea B(X ,R) el conjunto de funciones f ∶X →R
acotadas.2 En B(X ,R) definimos la métrica

d( f ,g) ∶= sup
x∈X

∣ f (x)−g(x)∣.

4. Espacios normados
Sea V un espacio vectorial real o complejo. Una norma en V es una
función real ∥ ⋅∥ ∶V →R que verifica

(i) ∥x∥ ⩾ 0, y ∥x∥ = 0 si y sólo si x = 0 en V ;

(ii) ∥λx∥ = ∣λ ∣∥x∥, para todo λ escalar, y x ∈V ;

(iii) ∥x+y∥ ⩽ ∥x∥+∥y∥, para todo x, y en V .

Si (V,∥ ⋅∥) es un espacio normado entonces d(x,y) ∶= ∥x−y∥ es una
métrica en V .

Observar que las métricas definidas en Rn en el Ejemplo 1 son
métricas que provienen de las normas respectivas

1A esta propiedad se le llama desigualdad triangular.
2Decimos que f ∶ X →R es acotada si existe K > 0 tal que ∣ f (x)∣ ⩽K para todo x ∈ X .
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∥x∥ ∶= (∑n
i=1 ∣xi∣2)1/2;

∥x∥1 ∶=∑n
i=1 ∣xi∣;

∥x∥∞ ∶=máxi∶1,...,n ∣xi∣.

A.6.1. Topologı́a métrica

Definición A.18 (Bola). Si (X ,d) es un espacio métrico, definimos la bola de
centro x y radio r como el conjunto B(x,r) ∶= {y ∈ X ∶ d(x,y) < r}.

Definición A.19 (Topologı́a métrica). Recordar que el conjunto de bolas de un
espacio métrico forman una base de X . A la topologı́a generada por esta base se le
llama topologı́a métrica .3

A.7. Completitud

La noción de sucesión convergente no es una noción intrı́nseca de la sucesión
dado que asume la existencia de un punto particular, el lı́mite de la sucesión. La
idea es construir una noción de convergencia de sucesiones que sea intrı́nseca.

Definición A.20 (Sucesión de Cauchy). Una sucesión {xn} en un espacio métrico
es una sucesión de Cauchy si para todo ε > 0 existe un N tal que d(xn,xm) < ε para
todos n y m mayores que N.

Observar que intuitivamente las términos de una sucesión de Cauchy se apro-
ximan entre si, a medida que n crece. (Comparar con la definición de sucesiones
convergentes, donde los términos se aproximan a un mismo punto.)

A.8. Compacidad

Definición A.21 (Cubrimiento). Un cubrimiento de un espacio X es una familia de
subconjuntos U ⊂P(X) tal que ⋃U∈UU = X . En tal caso decimos que U cubre a X .

3Cuando no especifiquemos la topologı́a en un espacio métrico significa que estamos trabajando
con la topologı́a métrica asociada.
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Diremos que U es un cubrimiento abierto si está formado por conjuntos abiertos.
Un subconjunto V ⊂ U que cubre a X es un subcubrimiento de U .

Definición A.22 (Compacidad). Decimos que X es compacto si todo cubrimiento
abierto de X tiene un subcubrimiento finito.

♢ A.23. Un subconjunto compacto en un espacio Hausdorff es cerrado.

Observación A.24. El resultado anterior nos permite concluir que un espacio
métrico M compacto es necesariamente completo. Esto resulta de que M es un
compacto es su completación M̂, que es completo. Por lo tanto M es un subespacio
cerrado en un completo, y por lo tanto completo.

♢ A.25. La intersección arbitraria de compactos, en un espacio Hausdorff, es
compacta.

♢A.26. Sea X un espacio compacto e Y Hausdorff. Una función f ∶X →Y continua
es cerrada. Concluir que si f es continua y biyectiva entonces es un homeomorfis-
mo.

Definición A.27 (Propiedad de Bolzano-Weierstrass). Decimos que un espacio X
satisface la propiedad de Bolzano-Weierstrass si todo subconjunto infinito de X
tiene un punto de acumulación en X .

♢ A.28. La compacidad implica la propiedad de Bolzano-Weierstrass.

Definición A.29 (Secuencialmente compacto). Un espacio X se dice secuencial-
mente compacto si toda sucesión tiene una subsucesión convergente.

♢ A.30. Un espacio secuencialmente compacto cumple la propiedad de Bolzano-
Weierstrass.

Teorema A.31. Sea X un espacio métrico. Entonces son equivalentes:

(i) X es compacto;

(ii) X es satisface la propiedad de Bolzano-Weierstras;

(iii) X es secuencialmente compacto;
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A.9. Topologı́a cociente

Consideremos un espacio topológico (X ,τ), ∼ una relación de equivalencia en
X y π ∶ X → X/ ∼ la proyección al cociente.

♢ A.32. La familia τ̃ = {A ∈ X/ ∼∶ π−1(A) ∈ τ} es una topologı́a y es la más fina
que hace a la proyección π contı́nua.

A la topologı́a del ejercicio anterior se le llama topologı́a cociente de X/ ∼.
Observar que los abiertos en el cociente están definidos por el conjunto de clases
de equivalencia tales que su unión es abierta en X .

En general si X es un espacio topológico y f ∶ X →Y es una función podemos
definir del mismo modo una topologı́a en Y que resulta ser la más fina que hace a
f contı́ua. Esta se denomina topologı́a final de Y con respecto a f .

♢ A.33. f̃ ∶ X/ ∼→Y es contı́nua si y sólo si f̃ ○π ∶ X →Y lo es.

Propiedad universal del cociente y ejemplos

♢A.34. Propiedad Universal del Cociente. Sean X e Y dos espacios topológicos,
∼ una relación en X , y f ∶X →Y continua constante en las clases de equivalencia (i.e.
x∼ y entonces f (x)= f (y)). Entonces existe una única función contı́nua f̃ ∶X/∼→Y
tal que f = f̃ ○π .

♢ A.35. Sea X compacto e Y Hausdorff, y sea f ∶ X →Y continua y sobreyectiva.
Definimos la relación de equivalence ∼ en X declarando x∼ y si y sólo si f (x)= f (y).
Entonces X/ ∼ es homeomorfo a Y .

♢ A.36. Sea ∼ una relación de equivalencia en X tal que la proyección es abierta.
Entonces X/ ∼ es Hausdorff si y sólo si R = {(x,y) ∈ X ×X ∶ x ∼ y} es cerrado en
X ×X .

♢A.37. Se considera en R la siguiente relación: x ∼ y si y sólo si x−y ∈Z. Entonces
R/ ∼ es homeomorfo a [0,1] identificando 0 y 1 (Sugerencia: probar que R/ ∼ es
Hausdorff).
Concluir que el cociente R/ ∼ es homeomorfo al circulo S1.
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♢A.38. El toro n-dimensional Tn se define como el cociente Rn/∼ donde (x1, . . . ,xn)∼
(y1, . . . ,yn) si y sólo si xi−yi ∈Z para i = 1, . . . ,n. Tn es homeomorfo a (S1)n.

♢ A.39. Sea X un espacio topológico, y sea ∼ una relación de equivalencia en X .
Las propiedades en X de ser compacto, conexo o arcoconexo son propiedades que
pasan al cociente X/ ∼.

♢ A.40. Para n ⩾ 1 definimos Pn = Sn/ ∼, donde x ∼ y si y sólo si x = y o x = −y (i.e.
se idenfican puntos antipodales). El espacio Pn se llama espacio proyectico real de
dimensión n. Observar que Pn puede ser pensado como el conjunto de rectas por el
origen. Probar los siguientes resultados

1. Pn es compacto y Hausdorff.
2. La proyección π ∶ Sn→ Pn es un homeomorfismo local, esto es, cada punto

x ∈ Sn tiene un entorno abierto que es mapeado homeomorfamente por π en
un entorno abierto de π(x).

3. P1 es homeomorfo al cı́rculo S1.
4. Pn es homeomorfo al cociente de la bola unidad cerrada B[0,1] ⊂Rn identi-

ficando puntos antipodales de Sn−1.
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Apéndice B

Geometrı́a diferencial

En este capı́tulo daremos una breve introducción a los conceptos más utilizados
en estas notas como forma de recordar nociones y establecer notaciones.

B.1. Variedad diferenciable

Grosso modo, una variedad es un espacio topológico que localmente se parece a
Rn. Con un poco más de precisión, una variedad viene provista de homeomorfismos
que localmente lo identifican con abiertos de Rn, y que además satisfacen cierta
propiedad de compatibilidad.

Sea M un espacio topológico.

Definición B.1 (Carta local). Una carta local es un par (U,ϕ), donde U es un
abierto de M y ϕ ∶U →Rn homeomorfismo sobre su imagen. Las componentes de
ϕ = (x1, . . . ,xn) se llaman coordenadas locales.

El abierto ϕ(U) ⊂ Rn se le llama entorno coordenado: dado p ∈U ⊂ M, le
asignamos coordenadas x1(p), . . . ,xn(p), donde cada coordenada xi(p) es una
función a valores reales definida en el entorno U ⊂M.

Dados dos cartas locales (Uα ,ϕα) y (Uβ ,ϕβ ), los mapas de transición , o
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cambio de coordenadas son

ϕα,β ∶= ϕβ ○ϕ
−1
α ∶ ϕα(Uα ∩Uβ )→ ϕβ (Uα ∩Uβ )

ϕβ ,α ∶= ϕα ○ϕ
−1
β
∶ ϕβ (Uα ∩Uβ )→ ϕα(Uα ∩Uβ )

Definición B.2 (Cartas compatibles). Dos cartas (Uα ,ϕα) y (Uβ ,ϕβ ) son compa-
tibles si sus mapas de transición son diferenciables.

Comentario B.3. Nos restringiremos al caso de funciones C∞.

Definición B.4 (Atlas diferenciable). Un atlas para M es una colección A =
{(Uα ,ϕα) ∶ α ∈ I} de pares de cartas compatibles, tales que M = ⋃α∈I Uα . Di-
remos que un atlas es maximal si otro atlas que sea compatible con A, este lo
incluye.

Con estas definiciones previas estamos en condiciones de dar la siguiente
definición.

Definición B.5 (Variedad diferenciable). Una variedad diferenciable de dimensión
n es un espacio topológico Hausdorff, separable, con un atlas.

B.1.1. Mapas diferenciables

Las cartas locales nos permiten definir funciones diferenciables. Diremos que
un mapa entre variedades diferenciables es diferenciable si lo es en coordenadas
locales.

Definición B.6 (Función diferenciable). Sean M y N dos variedades diferenciables,
y F ∶ M → N una función. Diremos que F es diferenciable si para cualesquiera
cartas (U,ϕ) de M y (V,ψ) de N se tiene

ψ ○F ○ϕ
−1 ∶ ϕ(U ∩F−1(V))→ψ(V),

es diferenciable como función entre espacios euclideanos. Decimos que f es un
difeomorfismo si F y F−1 son diferenciables.
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B.1.2. Vectores tangentes y espacio tangente

En esta sección definiremos vectores tangentes y campo de vectores.

Existen varias formas de definir los vectores tangentes. La que tomaremos
como definición es ver los vectores tangentes como una derivación.

Sea C∞(M) el conjunto de funciones diferenciables de M en R.

Definición B.7 (Vector tangente). Sea p ∈M. Un vector tangente a M en p es una
función Xp ∶C∞(M)→R que satisface las siguientes propiedades.

1. Xp(a f +bg) = aXp f +bXpg,

2. Xp( f g) = g(p)Xp f + f (p)Xpg,

para todo a, b ∈R y f , g ∈C∞(M).

La propiedad 2 se llama regla de Leibniz .

Definición B.8 (Espacio tangente). El espacio tangente a una variedad M en p,
al cual denotaremos por TpM, es el conjunto de vectores tangentes. Este espacio
está dotado de una estructura de espacio vectorial real de la siguiente manera:

(Xp+Yp)( f ) ∶= Xp f +Yp f , (aXp)( f ) ∶= aXp f ,

para todo Xp,Yp ∈ TpM y a ∈R.

Este espacio vectorial tiene dimensión n.

Tomando coordenadas locales (U,ϕ), donde xi son las componentes de ϕ ,
resulta que el conjunto de operadores ∂

∂xi
∣
p
∶C∞(M)→R, definido por

∂

∂xi
∣
p

f ∶= ∂( f ○ϕ−1)
∂xi

(ϕ(p)), f ∈C∞(M),

define vectores tangentes en TpM. (El segundo miembro indica la derivada parcial
de f ○ϕ−1, definida en un abierto de Rn, respecto al a dirección i-ésima.

En particular,

{ ∂

∂xi
∣
p
∈ TpM}

i=1,...,n
, (B.1)
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definen una base de TpM.

En particular, cuando M es un abierto de Rn, los vectores tangentes ∂

∂xi
∣
p

son

exactamente los operadores derivadas parciales.

Definición B.9 (Curva). Una curva es una función α ∶ I→M diferenciable, definida
en un intervalo abierto I ⊂ R. La velocidad de la curva es el vector tangente
α ′(t) ∈ Tα(t)M, tal que

α
′(t) f = d( f ○α)

dt
(t),

para todo f ∈C∞(M).

Definición B.10 (Diferencial de un mapa). Sea F ∶M→N una función diferencia-
ble. Para cada p ∈M, el diferencial de f en p está dado por la función

DF(p) ∶ TpM→ Tf (p)N,

definido por
DF(p)(Xp) f = Xp( f ○F),

para todo v ∈ TpM, y f ∈C∞(N).

El siguiente resultado muestra que la base dadas por las derivadas parciales
canónica de Rn se corresponden con la base (B.1) en TpM por medio de una carta
local.

Lema B.11. Sea p ∈M y (U,ϕ = (xi)) un carta local. Entonces,

Dϕ(p) ∂

∂xi
∣
p
= ∂

∂xi
∣
ϕ(p)

,

donde { ∂

∂xi
∣
x
} son la base definida en (B.1), para x ∈ ϕ(U), y donde { ∂

∂xi
∣
ϕ(p)

}
representa la base canónica de TxRn.

♢ B.12. Probar el resultado.

Comentario B.13. Sea U ⊂ Rn y p ∈U . Una base del espacio tangente TpU es
el conjunto de (operadores) derivadas parciales. Identificando las derivadas par-
ciales con los vectores ei de la base canónica de Rn, es fácil ver que existe una
identificación (un isomorfismo) entre Rn y TpU , a saber,

v =
n
∑
i=1

viei ∈Rnz→ ∂

∂v
∣
p
=

n
∑
i=1

vi
∂

∂xi
∣
p
∈ TpU.
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Luego, utilizando Lema B.11, podemos identificar TpM ≡Rn. Esta identificación
nos permite “visualizar” los vectores tangentes a una variedad diferenciable como
vectores.

A continuación mostraremos una forma de calcular derivadas a través de curvas.

Proposición B.14. Sea F ∶M→N una función diferenciable y sea p ∈M y Xp ∈TpM.
Si α ∶ I→M es una curva tal que α(0) = p y α ′(0) = Xp, entonces se tiene

DF(p)Xp =
d
dt

(F ○α)∣
t=0

.

Observar que todo vector X ∈ TpM puede ser expresado como

Xp =
n
∑
i=1

X(i)
p

∂

∂xi
∣
p
,

done Xi son las componentes del vector. Además, si Xp es conocido podemos
recuperar sus componentes actuando sobre las funciones coordenadas xi = ϕi(x) ∶
U →R. Resulta que

Xpxk =
n
∑
i=1

X(i)
p

∂

∂xi
∣
p

xk =
n
∑
i=1

X(i)
p

∂πk

∂xi
(ϕ(p)) = X(k)

p

donde πk = xk ○ϕ−1 es la proyección canónica en la coordenada k-ésima.

B.1.3. Cambio de coordenadas

Con estas notaciones podemos escribir una base del tangente en función de otra
mediante el diferencial del cambio de coordenadas φ ○ϕ−1 ∶ ϕ(U ∩V)→ψ(U ∩V).

Si escribimos para simplificar la notación y(x) = ψ ○ϕ−1(x), y su inversa
x(y) = ϕ ○ψ−1(y), entonces resulta del cálculo del jacobiano que

∂

∂xi
∣
p
=∑

k=1

∂yk

∂xi
(ϕ(p)) ∂

∂yk
∣
p
.

∂

∂yi
∣
p
=∑

k=1

∂xk

∂yi
(ψ(p)) ∂

∂xk
∣
p
.

Curso - OPTIMIZACIÓN EN VARIEDADES - 2017 PEDECIBA - UdelaR
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B.2. Fibrado tangente

Definición B.15 (Fibrado tangente). Sea M una variedad diferenciable. El fibrado
tangente de M es el conjunto

T M = ⋃
p∈M

TpM = {(p,vp) ∶ p ∈M, vp ∈ TpM}.

El fibrado tangente T M puede dotarse de una estructura de variedad diferencia-
ble de la siguiente manera.

Definición B.16 (Proyección canónica). Sea πM ∶ T M→M la proyección canónica
: πM(p,vp) = p, para todo (p,vp) ∈ T M.

Observar que para cada p ∈M, π−1
M (p) = TpM. En términos de fibrados vecto-

riales π−1
M (p) se llama fibra sobre p.

Dada una carta local (Uα ,ϕα) de M, consideremos el par (Ũα , ϕ̃α) donde

ϕ̃α ∶ π−1
M (Uα)→R2n, ϕ̃α (x,

n
∑
i=1

vi
∂

∂xi
∣
x
) = (ϕα(x),v1, . . . ,vn).

La idea es utilizar estos mapas para definir la topologı́a y estructura diferenciable
de T M. Un conjunto A ⊂ T M es abierto si y sólo sı́ ϕ̃α(A∩π−1

M (Uα)) es abierto
en R2n para cada α . De esta manera los mapas ϕ̃α son homeomorfismos entre
abiertos de T M y abiertos de R2n. Estos mapas definen un atlas compatible dado
que los cambios de coordenadas involucran a los jacobianos de los cambios de
coordenadas de cartas en M (cf. Sección B.1.3).

B.3. Campo de vectores

Definición B.17 (Campo de vectores). Un campo de vectores X en una variedad
M es una función que a cada p ∈ M le corresponde un vector Xp ∈ TpM. En este
sentido un campo de vectores X es una sección de T M, i.e. X ∶M → T M tal que
πM ○X = IdM.
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Si X es un campo vectorial y f ∈C∞(M), entonces X f es la función definida
sobre M a valores reales tales que

X f (p) = Xp f , p ∈M.

Diremos que X es un campo vectorial diferenciable, y escribiremos X ∈X (M), si
X f ∈C∞(M) para todo f ∈C∞(M).

Comentario B.18. La noción de diferenciabilidad se puede dar en coordenadas
locales. Esto significa que si escribirmos X en coordenadas locales, entonces
los coeficientes del campo son diferenciables. Precisamente, si Xp =∑n

i=1 αi
∂

∂xi
∣
p
,

cuando p se mueve en un entorno U de M, los coeficientes αi están bien definidos
como funciones de U en R. Resulta que X es diferenciable si los coeficientes αi lo
son. Es fácil ver que esta definición es independiente de las coordenadas locales.

Comentario B.19. Existe otra forma equivalente de dar la definición de diferen-
ciabilidad de un campo de vectores a través del fibrado tangente. El espacio T M
puede dotarse de una estructura de variedad diferenciable (ver Sección B.2). Luego
un campo de vectores X ∶ M → T M es diferenciable si lo es como función entre
variedades.

Un campo X ∈X (M) induce un mapa X ∶C∞(M)→C∞(M), que manda f en
X f . Este mapa cumple las propiedades de ser una derivación

1. X(a f +bg) = aX f +bXg, a, b ∈R

2. X( f g) = gX f + f Xg. (Regla de Leibniz)

Recı́procamente, toda derivación D ∶C∞(M)→C∞(M) se puede inducir por
un campo vectorial diferenciable. Basta definir X ∶ M → T M, de manera tal que
Xp f ∶=D( f )(p), para todo f ∈C∞(M).

Comentario B.20. A lo largo de estas notas usaremos indistintamente la notación
Xp y X(p) para indicar el valor en TpM de un campo vactorial X .
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B.3.1. Corchete de Lie

Ver los campos de vectores diferenciables como derivaciones nos permite
componer campos. Esto es, XY ∶C∞(M)→C∞(M), dado por XY( f ) = X(Y( f )).
Esta composición induce naturalmente un campo lineal y por lo tanto satisface
la propiedad 1. Sin embargo no induce en general una derivación (no satisface la
regla de Leibniz 2).

Definición B.21 (Corchete de Lie). Dados dos campos X ,Y ∈X (M), definimos el
corchete de Lie como

[X ,Y ] ∶= XY −Y X .

♢ B.22. Probar que si X ,Y ∈X (M) entonces [X ,Y ] define una derivación y por lo
tanto [X ,Y ] ∈X (M).

Para cada p ∈M, el corchete [X ,Y ] está dado por

[X ,Y ]p f = Xp(Y f )−Yp(X f ).

Se puede probar que el corchete de Lie verifica las siguientes propiedades:

1. [X ,Y ] = −[Y,X] (antisimetrı́a)

2. [aX +bY,Z] = a[X ,Z]+b[Y,Z], a, b ∈R (bilineal)

3. [X ,[Y,Z]]+ [Y,[Z,X]]+ [Z,[X ,Y ]] = 0, (identidad de Jacobi)

Definición B.23 (Álgebra de Lie). Un espacio vectorial V son una operación
[⋅, ⋅] ∶V ×V →V que satisface las propiedades (i), (ii) y (iii) se denomina álgebra
de Lie.

Con estas definiciones podemos conlcluir que el conjunto X (M), dotado del
corchete de Lie, es un álgebra de Lie.

B.3.2. Ecuaciones diferenciales y subgrupos a un parámetro

Sea X ∶M→ T M un campo campo diferenciable. Una curva integral de X es
una curva α ∶ I→M, definida en un intervalo I ⊂R, tal que α(t) es una solución de

Curso - OPTIMIZACIÓN EN VARIEDADES - 2017 PEDECIBA - UdelaR



B.3. CAMPO DE VECTORES 121

la ecuación diferencial en M

α̇(t) = X(α(t)), t ∈ I. (B.2)

En coordenadas locales, la ecuación (B.2) es una ecuación diferencial ordinaria
en un abierto de Rn (siendo n la dimensión de M). Entonces, por el teorema de
existencia y unicidad de ecuaciones diferenciales ordinarias, resulta que existe
una única curva integral solución de la ecuación (B.2). En el siguiente resultado
resumimos este resultado.

Teorema B.24. Sea X ∈X (M) un campo campo diferenciable, y p ∈M. Entonces
existe un abierto U de p, un invervalo I que contiene a 0, y un mapa diferenciable
φ ∶ I×U →M tal que αq ∶ I →M dada por αq(t) = φ(t,q), (con q ∈U) es la única
curva que satisface

α̇q(t) = X(αq(t)), αq(0) = q.

Fijado el parámetro t, la función φt ∶U →M dada por φt(x) = φ(t,x), se llama
flujo local el cual cumple las siguientes propiedades:

1. φ0 es la identidad de U ,

2. φs ○φt = φs+t , para todo s, t ∈U ,

3. cada φt es un difemorfismo con (φt)−1 = φ−t

Cuando φt está definida para todo t ∈R decimos que el campo de vectores X ∈
X (M) es completo. En particular, si M es compacto entonces cualquier X ∈X (M)
es completo.

Definición B.25 (Grupo a un parámetro). Si X ∈X (M) es completo, entonces el
flujo asociado ϕt , t ∈R, es un grupo a un parámetro de difeomorfismos. Esto es

φ0 = IdM, φs ○φt = φs+t , (φt)−1 = φ−t ,

para todo s, t ∈R.
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B.4. Subvariedades

Una subvariedad de una variedad diferenciable es un subconjunto de M que
poseé la estructura diferenciable de M.

Definición B.26 (Subvariedad). Sea M una variedad diferenciable de dimensión n.
Un subconjunto S ⊂M es una subvariedad si existe una carta carta local (U,ϕ) de
M, en un entorno de p ∈ S, tal que

ϕ ∶U →Rk×Rn−k, ϕ(S∩U) = ϕ(U)∩(Rk×{0})

para algún 0 ⩽ k ⩽ n. A un par (U,ϕ) como antes lo llamamos cartas local con la
propiedad de subvariedad.

En particular, S es una variedad diferenciable en sı́ misma (con la topologı́a
inducida como subespacio de M), tomando como atlas las cartas locales (S∩
U,ϕ ∣S∩U) donde (U,ϕ) es carta local de M con la propiedad de subvariedad.

El espacio tangente TpS de la subvariedad S en p ∈ S, es considerado como
subespacio vectorial de TpM.

Definición B.27 (Valor regular). Sea f ∶ M → N una función diferenciable entre
variedades. Decimos que q es un valor regular si D f (p) es sobreyectivo para todo
p ∈ f −1(q). En otro caso diremos que q ∈N es un valor crı́tico

El siguiente resultado es una herramienta excelente para mostrar que ciertos
conjuntos son (sub)variedades.

Teorema B.28 (Teorema de la submersión). Sea f ∶M → N una función diferen-
ciable entre variedades. Supongamos que q es un valor regular de f . Entonces
S ∶= f −1(q) es una subvariedad de M de dimensión dimM−dimN, y el tangente
está dado por

TpS = kerD f (p), ∀q ∈ S.

Comentario B.29. Pueden existir subconjuntos de M que sean variedades dife-
renciables pero que no sean subvariedades. En particular esto ocurre cuando el
subconjunto tiene una topologı́a diferente a la inducida por M.
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Definición B.30 (Inmersión, submersión, encaje). Sea f ∶ M → N una función
diferenciable.

1. f es una inmersión si D f (x) ∶ TxM→ Tf (x)N es inyectiva en todo x ∈M.

2. f es una submersión si D f (x) ∶ TxM→ Tf (x)N es sobreyectiva en todo x ∈M.

3. f es una encaje si f es una inmersión, inyectiva, de manera tal que f induce
un homeomorfismo entre M y f (M), donde f (M) tiene la topologı́a como
subespacio de N.

Definición B.31 (Subvariedad inmersa). Si f ∶M→N es una inmersión inyectiva,
entonces f (M) es una suvariedad inmersa.

A una subvariedad inmersa se le puede dar una estructura de variedad dife-
renciable. Una forma de introducir una estructura diferenciable es via el mapa
f ∶ M → f (M). Esto es, definimos una topologı́a en f (M) de manera tal que
f ∶M→ f (M) sea un homeomorfismo, para luego usar la estructura diferenciable
de M para inducir una estructura diferenciable en f (M).

Comentario B.32. Es importante destacar que una subvariedad inmersa f (M)
puede no ser una subvariedad de N. La razón es que la topologı́a de la subvariedad
inmersa puede no coincidir con la topologı́a inducida como subvariedad. Un
ejemplo de esto es la “rotación irracional en el toro” T2 = S1×S1. (Ver Ejemplo
C.5.)

B.5. Puntos crı́ticos

Sea M una variedad diferenciable, y f ∶M→R una función C2 =C2(M). Dire-
mos que una función tiene un punto crı́tico en p ∈M si la derivada D f (p) ∶TpM→R
es la aplicación nula (donde TpM denota el espacio tangente de M en p). Denotare-
mos por C( f ) al conjunto de puntos crı́ticos de f .

Una subvariedad N ⊂M de dimensión l conexa, se dice subvariedad crı́tica si
N ⊂ C( f ).
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B.6. Hessiano

Si p ∈ M es un punto crı́tico de una aplicación f ∶M→R, f ∈C2, entonces se
define el Hessiano de f en p como la forma bilineal simétrica

Hp( f ) ∶ TpM×TpM→R,

dada en la base coordenada por (U,ϕ),

Hp( f )( ∂

∂xi
∣
p
,

∂

∂x j
∣
p
) = ∂ 2 f̃

∂xi∂x j
(ϕ(p)), i, j = 1, . . . ,n,

siendo f̃ = f ○ϕ−1.

Lema B.33. La definición del Hessiano en un punto crı́tico no depende de las
coordenadas locales.

Demostración. Sea (ψ,V) otra carta local tal que p ∈V . Observar que usando el
cambio de coordenadas dado más arriba resulta que

Hp( f )( ∂

∂yi
∣
p
,

∂

∂y j
∣
p
) =

n
∑

k,k′=1

∂xk

∂yi
(ψ(p))∂xk′

∂y j
(ψ(p))∂ 2 f ○ϕ−1

∂xi∂x j
(ϕ(p)).

Luego, para que la definición sea consistente se tiene que probar que

∂ 2 f ○ψ−1

∂yi∂y j
(ψ(p)) =

n
∑

k,k′=1

∂xk

∂yi
(ψ(p))∂xk′

∂y j
(ψ(p))∂ 2 f ○ϕ−1

∂xi∂x j
(ϕ(p)).

Usando la regla de la cadena resulta, si s ∶ ψ(V) → R, es diferenciable, y
escribimos x como función de y, entonces

∂ s
∂yi

(y) =
n
∑
k=1

∂ s
∂xk

(x)∂xk

∂yi
(y) (B.3)

Luego, resulta de (B.3), para s = f ○ψ−1,

∂ 2 f ○ψ−1

∂y j∂yi
(y) =

n
∑
k=1

∂

∂y j
[∂ f ○ψ−1

∂xk
(x)∂xk

∂yi
(y)]

=
n
∑
k=1

∂

∂y j
(∂ f ○ψ−1

∂xk
(x)) ∂xk

∂yi
(y)+ ∂ f ○ψ−1

∂xk
(x) ∂

∂y j

∂xk

∂yi
(y).
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Utilizando nuevamente (B.3) tenemos

∂

∂y j
(∂ f ○ψ−1

∂xk
(x)) =

n
∑
k′=1

∂ 2 f ○ψ−1

∂xk′∂xk
(x)∂xk′

∂y j
(y),

de donde concluimos

∂ 2 f ○ψ−1

∂y j∂yi
(y) =

n
∑

k,k′=1

∂ 2 f ○ψ−1

∂xk′∂xk
(x)∂xk′

∂y j
(y)∂xk

∂yi
(y)+ ∂ f ○ψ−1

∂xk
(x) ∂

∂y j

∂xk

∂yi
(y).

El resultado sigue de observar que el último miembro es cero en el punto crı́tico.

Comentario B.34. Si p no es un punto crı́tico de f , entonces el Hessiano no
está bien definido dado que dependerı́a de la carta empleada. Hay formas de
extender el hessiano a puntos no crı́ticos pero se requiere dar una estructura de
métrica Riemanniana.

Comentario B.35. Hay otra forma de probar lo anterior usando el corchete de Lie.
Sean X y Y dos campos de vectores C∞. Observar que X f define un mapa C∞ en
M: a cada p ∈M, X f (x) da la derivada direcciónal de f en la dirección del vector
X(p). Luego tiene sentido tomar Y(X f ).

Afirmación 1: Si p es un punto crı́tico de f entonces X(p)(Y f ) =Y(p)(X f ).
Esto resulta de que el corchete de Lie define un nuevo campo de vectores, y
entonces

[X ,Y ](p) f =D f (p)[X ,Y ](p) = 0.

Afirmación 2: Si X ′ y Y ′ son campos que coinciden en p con X e Y respectivamente,
entonces X(p)(Y f ) = X ′(p)(Y ′ f ).

♢ B.36. Probar la afirmación.

Luego, se puede definir el Hessiano de f en p como Hp( f )(X(p),Y(p) =
X(p)(Y f ). Observar que con esta definición Hp( f ) es un mapa bilineal simétrico.

♢ B.37. Mostrar que con esta definición resulta Hp( f )( ∂

∂xi
∣
p
, ∂

∂x j
∣
p
) = ∂

2 f̃
∂xi∂x j

, sien-

do f̃ = f ○ϕ−1.
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Dada una subvariedad crı́tica N ⊂M, consideramos un fibrado vectorial normal
η en N. Esto es η(x) es un subespacio complementario a TxN en TxM, i.e.

TxM ≃ TxN⊕η(x).

En el caso de haber una métrica Riemanniana, podemos tomar η(x) = TxN� ⊂ TxM.
Observar que el Hessiano de f en p, tiene la propiedad de que toma el valor cero si
nos restringimos a TxN. Luego Hp( f ) determina una forma bilineal simétrica en el
fibrado normal

H�
p ∶ η(p)×η(p)→R.

Decimos que N ⊂ M es una subvariedad crı́tica no degenerada si H�
p ( f ) es no

singular (como forma cuadrática).

B.7. Funciones de Morse, Morse-Bott

Definición B.38 (Función de Morse-Bott). Sea f ∶M →R diferenciable, se dice
que f es de Morse-Bott si C( f ) =⋃

j
N j con N j subariedades crı́ticas no degeneradas

disjuntas. En particular si N j son puntos, decimos que f es de Morse.

Como H�
p ( f ) es no degenerada, sus valores propios (reales) son no nulos, por

lo tanto podemos descomponer η(p) en dos subespacios η(p)+ y η(p)− tales que
η(p) = η(p)+⊕η(p)− y H�

p ( f ) es positivo sobre η(p)+ y negativo sobre η(p)−.

Definición B.39 (Índice de subvariedad crı́tica). Sea N ⊂M una subvariedad crı́tica,
se define el ı́ndice de N como la dimensión de η(p)− con p ∈N.

Observación B.40. Observar que por continuidad la dimensión de η(p)− tiene
que ser constante ∀p ∈N dado que H�

p ( f ) es no degenerado.

Lema B.41 (de Morse). Sean f ∶M→R de clase C2 y N subvariedad crı́tica no
degenerada de ı́ndice λ . Dado a ∈N existe (ϕ,U) carta local tal que

a) ϕ ∶U ∩N →Rl ×{0}n−l

b) f ○ϕ−1(x0,x1,x2) f̃ (x0,x1,x2)= f (a)+ ∣∣x2∣∣2− ∣∣x1∣∣2, con x0 ∈Rl, x1 ∈Rλ , x2 ∈
Rn−λ−l .
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B.8. Métrica Riemanniana

Definición B.42 (Métrica Riemanniana). Sea M una variedad diferenciable, y sea
T M el fibrado tangente. Una métrica Riemanniana es una familia de productos
internos ⟨⋅, ⋅⟩x, x ∈ M, definidos en cada espacio tangente TxM, de manera que tal
que la dependencia en x es diferenciable.

En otras palabras, una métrica Riemanniana en M es una función que a cada
x ∈M le corresponde una forma bilinieal simétrica definida positiva en TxM.

La condición de diferenciabilidad de los productos internos se puede establecer
de la siguiente manera. El mapa x ∈M↦ ⟨⋅, ⋅⟩x es diferenciable, si para cualesquiera
campos X ,Y ∈X (M), se tiene

x ∈M↦ ⟨Xx,Yx⟩x ∈R,

es una función diferenciable.

Definición B.43 (Variedad Riemanniana). Una variedad Riemanniana es una
variedad diferenciable dotado de una métrica Riemanniana.

Es un resultado clásico de geometrı́a Riemanniana que existen métricas Rie-
mannianas sobre cualquier variedad diferenciable.

Comentario B.44. Utilizaremos indistintamente la notación (M,g) o (M,⟨⋅, ⋅⟩x)
para indicar que M es una variedad Riemanniana.

Ejemplo B.45. En Rn, dar una métrica Riemanniana es equivalente a dar
una familia de matrices simétricas definidas positivas Q ∶Rn→Rn×n. (Esto
resulta de que dar un producto interno es equivalente a dar una matriz
definida positiva.)

B.8.1. Métrica inducida por inmersión

Si f ∶M→N es una inmersión, entonces dada un métrica Riemanniana en N
induce una métrica Riemanniana en M (el pullback de la métrica). Basta definir

⟨v,w⟩x ∶= ⟨D f (x)v,D f (x)w⟩ f (x), x ∈M,
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y para todo v, w ∈ TxM.

En particular, si M ⊂ N es una subvariedad, y f es la inclusión, entonces
cualquier métrica Riemanniana en N induce una métrica Riemanniana en M. De
la definición anterior, el producto interno en T M está dado trivialmente por la
restricción del producto interno de T N a T M.

B.9. Gradiente

Sea (M,⟨⋅, ⋅,⟩x) una variedad Riemanniana. Sea φ ∶M→R una función C∞(M).
El diferencial de esta φ puede ser pensado como un campo de vectores “duales”,
i.e. es una sección Dφ ∶M→ T M∗ donde

Dφ(x) ∈ TxM∗,

siendo TxM∗ el espacio dual de TxM.

Digresión S ea V es un espacio con producto interno ⟨⋅, ⋅⟩. Si ϕ ∈ V∗, i.e.
ϕ ∶V →R es una funcional lineal, entonces por el teorema Riesz se tiene que existe
vϕ ∈V tal que

ϕ(w) = ⟨vϕ ,w⟩, ∀w ∈V

La digressión anterior motiva la siguiente definición.

Definición B.46 (Gradiente). Sea (M,⟨⋅, ⋅,⟩x) una variedad Riemanniana, y φ ∶
M → R una función diferenciable. Definimos el gradiente de φ como el vector
tangente gradφ(x) ∈ TxM, x ∈M, que satisface

Dφ(x)vx = ⟨gradφ(x),vx⟩, ∀vx ∈ TxM.

El gradiente induce el campo vectorial gradiente definido por gradφ ∶M→ T M

Comentario B.47. Es importante destacar que el gradiente de φ depende de la
métrica Riemanniana empleada.

Lema B.48. Si φ ∶Rn∖{0}→R es diferenciable y gradφ(x) es el gradiente para
la métrica ⟨ζ ,η⟩x = ηT Q(x)ζ , (cf. Ejemplo B.45), se tiene

gradφ(x) =Q(x)−1∇φ(x).
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Demostración. Se tiene por un lado

Dφ(x)ẋ = ⟨gradφ(x), ẋ⟩x = ẋT Q(x)gradφ(x)

a su vez

Dφ(x)ẋ = ⟨∇φ(x), ẋ⟩ = ẋT∇φ(x) = ẋT Q(x)Q(x)−1∇φ(x)

de donde resulta
gradφ(x) =Q(x)−1∇φ(x).

Lema B.49. Sea φ ∶N→R diferenciable en M variedad Riemanniana, y sea M ⊂N
una subvariedad con la métrica Riemanniana inducida (ver Sección B.8.1). Si x ∈M,
entonces el grad ∣M(x) de la restricción φM ∶M→R es la proyección ortogonal de
gradφ(x) ∈ TxM en TxN.

♢ B.50. Dar una prueba de este lema.

Corolario B.51. Sea M ⊂ Rn una subvariedad diferenciable, con la estructura
Riemanniana inducida por la métrica Euclı́dea en Rn. El gradiente de una función
ϕ ∶M→R, que tiene una extensión ϕ̃ a un abierto Euclı́deo de M, puede obtenerse
como la proyección ortogonal del gradiente de la extensión en Rn en el espacio
tangente TxM. Esto es, si denotamos por ∇ϕ̃(x) al gradiente de ϕ̃ en x (con métrica
Euclı́dea), entonces

grad ∣Mϕ(x) = πTxM∇ϕ̃(x),
siendo πTxM ∶Rn→ TxM la proyección ortogonal.

B.10. Flujo gradiente

Sean (M,g) una variedad Riemanniana y φ ∶M→R una función diferenciable,
tenemos entonces gradφ ∶ M → T M y se define la ecuación diferencial ẋ(t) =
−gradφ(x(t)). Si x(t) es una solución, resulta

d
dt

φ(x(t)) =Dφ(x(t))ẋ(t) = ⟨gradφ(x(t)), ẋ(t)⟩ = −∣∣gradφ(x(t))∣∣2 < 0

siempre que x(t) no sea punto crı́tico de φ . Es decir, φ es decreciente en las lineas
del flujo.
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Teorema B.52. Sean M una variedad Riemanniana compacta y f ∶ M → R una
función C2. Entonces la solución γx(t) de γ̇ = −grad f (γ), con condición inicial
γx(0) = x están definidas ∀t ∈ R y además lı́m

t→+∞
γx(t) y lı́m

t→−∞
γx(t) son puntos

crı́ticos de f .

Demostración. Sea γx ∶ (−ε,ε)→R solución de γ̇ = −grad f (γ) con γx(0) = x, al
ser M compacta, podemos extender las soluciones de modo que estén definidas
para todo t ∈R.
Sea γ una solución genérica, resulta que

f ○γ(b)− f ○γ(a) = ∫
b

a

d
dt

( f ○γ)(t)dt.

Como M es compacta tenemos que Im( f ○γ) es acotada, luego se tiene que ∣ d
dt f ○

γ(t)∣ está acotado y lı́m
t→±∞

∣ d
dt

f ○γ(t)∣ = 0. En particular,

lı́m
t→±∞

∣∣grad f (γ(t))∣∣ = 0.

Sea U una unión de entornos abiertos disjuntos de los puntos crı́ticos. Luego M∖U
es compacto y por lo tanto ∣∣grad f (x)∣∣ ⩾α0 > 0, ∀x ∈M∖U , es decir tiene mı́nimo.
Luego usando que ∣∣grad f (γ(t))∣∣ tiende a cero, para t0 suficientemente grande,
γ(t) ∈U j ∀t ⩾ t0, siendo U j una componente conexa de U . Si ahora nos tomamos
una sucesión decreciente tales U , obtenemos que γ(t) tiene a un punto crı́tico de
f .

Comentario B.53. El resultado anterior se puede extender para el caso M no
compacta pero pidiendole a f que tenga subniveles compactos, i.e. f −1(−∞,a] sea
compacta para todo a ∈R. Observar que en tal caso, γ(t) existe para todo t ∈R+.
Además γ(t) converge a una componente conexa del conjunto de puntos crı́ticos.
Es decir, se sigue cumpliendo el teorema anterior solo que obtengo información a
futuro.

Comentario B.54. Si M es compacta y f ∶M→R es de Morse-Bott, entonces γ(t)
converge a un único punto crı́tico. En efecto, del teorema anterior sabemos que γ(t)
“converge” a una componente conexa de C( f ), i.e. γx(t)→N j para algún j. Luego,
el ω-lı́mite de x esta contenido en N j. Sea p ∈ ω-lı́mite. Tomando coordenadas
locales de Morse-Bott, es decir, un entorno abierto U ⊂M de p tal que ϕ(U ∩N j) =
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Rl × {0}n−l y f ○ϕ−1(x1,x2,x3) = ∣∣x2∣∣2 − ∣∣x3∣∣2, con x1 ∈ Rl , x2 ∈ Rn+ y x3 ∈ Rn−

siendo l+n++n− = n (asumimos f(p)=0). Luego en coordenadas locales y para una
métrica adaptada1, el flujo gradiente se describe como las soluciones de

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

ẋ1 = 0
ẋ2 = −x2
ẋ3 = x3

Luego, en el caso en que la condición inicial fuera x3 ≠ 0 eventualmente se esca-
pará del abierto U y tenderı́a a otra componente de C( f ). Por lo tanto en estas
coordenadas γx(t) es de la forma (x1,x2,0) y por lo tanto

lı́m
t→+∞

ϕ(γx(t)) = (x1,0,0).

Análogo para t → −∞.

Comentario B.55. Este argumento sugiere que si hay una única variedad crı́tica de
ı́ndice 0, entonces el conjunto de condiciones inciales x donde el flujo no converge
a dicha subvariedad tiene medida cero.

1Por una métrica adaptada nos refereimos a una perturbación local de la métrica. En nuestro
caso podemos hacer una homotopı́a, en coordenadas locales, entre la métrica usual y la Euclı́dea de
manera tal que sólo afecte a la métrica en un entorno del punto. Si φ ∶ ϕ(U)→R es una función
chichón que toma el valor 1 en una bola coordenadas pequeña (puntos con coordenadas x1, . . . ,xn

tales que x1 +⋯+ x2
n < r) y que tome el valor 0 fuera de una bola mayor – todo dentro de ϕ(U).

Luego se define g = g0(x)(1−φ(x))+gcan(x)φ(x), en U y se extiende como g0 fuera, siendo g0 la
métrica de M.
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Apéndice C

Grupos de Lie

Sea Rn×n el espacio de las matrices n×n con coeficientes reales con la identi-
ficación Rn×n ≅Rn2

, convirtiendo Rn×n en un espacio topológico. El subconjunto
Gl(n,R) ⊂Rn×n de las matrices A ∈Rn×n con detA ≠ 0, es un abierto de Rn×n ya
que det ∶Rn×n→R es un polinomio, y por tanto continuo. Luego por ser un abierto
de Rn×n, resulta que Gl(n,R) es una variedad diferenciable.

Por otro lado, si A= (ai j), B= (bi j) en Gl(n,R), se tiene que (AB)i j =
n
∑
k=1

aikbk j, lue-

go la función producto Gl(n,R)×Gl(n,R)→Gl(n,R) es una función diferenciable.
Además, A−1 = 1

detAad j(A) y por lo tanto la función inversa Gl(n,R)→Gl(n,R)
es diferenciable.
En conclusión, Gl(n,R) es un a variedad diferenciable, un grupo, y además las
operaciones del grupo son diferenciables. Esto es lo que llamamos grupo de Lie.

Definición C.1 (Grupo de Lie). Sea G una variedad diferenciable. Entonces deci-
mos que G es un grupo de Lie si

1. G es un grupo

2. las operaciones G×G→G, (x,y)↦ xy y G→G, x↦ x−1 son diferenciables.

Definición C.2 (Morfismos de grupos de Lie). Sean H y G grupos de Lie. Un
mapa φ ∶H →G es un morfismo de grupos de Lie o simplemente un morfismo si es
un morfismo de grupos diferenciable.
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Ejemplos C.3. 1. (Rn,+), (Cn,+) son grupos de Lie.

2. R∗, C∗ con la operación producto son grupos de Lie.

3. S1 es un grupo de Lie. En efecto, S1 = R/Z, al ser Z subgrupo
normal de R, se tiene que S1 es un grupo. Además por ser Z discreto,
S1 es una variedad diferenciable y además las operaciones pasan
diferenciablemente al cociente. Otra manera es considerar S1 ⊂C∗

como subgrupo que lo veremos en seguida.

4. G,H grupos de Lie, entonces G×H con la multiplicación coordena-
da a coordenada es un grupo de Lie. En particular tenemos que el
toro Tn = S1×⋯×S1 es un grupo de Lie.

Definición C.4 (Subgrupo de Lie). Un subgrupo de Lie H de un grupo de Lie G es
un subgrupo de G que además es un grupo de Lie con su estructura diferenciable y
que además es una variedad inmersa.

Ejemplo C.5. En T2 = S1×S1, donde S1 lo pensamos como subconjunto
de C∗, consideremos γ ∶R→T2 dada por γ(t)= (e2πit ,e2πitc) con c ∈R∖Q,
observar que γ es un morfismo de grupos. Luego H = Imγ ⊂ T2 es un
subgrupo de T2 ⊂C∗×C∗. Sobre H inducimos la estructura difereciable
que hace γ ∶ R→ H un difeo (U ⊂ H abierto sii γ−1(U) abierto en R y
cartas locales ϕ ○γ−1 ∶U →R siendo ϕ carta local de R). Luego, H es un
grupo de Lie y por tanto un subgrupo de Lie de T2. Observar que H es
denso en T2 y por lo tanto no puede ser un encaje.

El siguiente resultado importante lo hacemos sin demostración.

Teorema C.6 (Cartan). Sea H < G un subgrupo de un grupo de Lie G que es
cerrado como subconjunto. Entonces, H es una subvariedad de G y por lo tanto
un subgrupo de Lie. En particular tiene la topologı́a inducida.

Con este resultado en cuestión podemos construir más ejemplos de grupos de
Lie, considerando subgrupos cerrados de Rn o Gl(n,R).

Ejemplos C.7. 1. Grupo lineal especial SL(n,R) = {A ∈ Gl(n,R) ∶
detA = 1}

2. Grupo ortogonal O(n) = {A ∈Gl(n,R) ∶ AT A = Id}
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3. Grupo unitario U(n) = {A ∈Gl(n,C) ∶ A∗A = Id}

4. Grupo ortogonal especial SO(n) = {A ∈O(n) ∶ detA = 1}

5. Grupo unitario especial SU(n) = {A ∈ U(n) ∶ detA = 1}

Observación C.8. Los grupos O(n),U(n) pueden identificarse con los grupos de
isometrı́as lineales de Rn o Cn respectivamente.
Dado ⟨,⟩ producto interno sobre Rn, ⟨x,y⟩ =∑xiyi, tenemos que

O(n) = {A ∈Rn×n ∶ ⟨Ax,Ay⟩ = ⟨x,y⟩, ∀x,y ∈Rn}.

Análogo para U(n).

C.1. Espacio tangente a un grupo de Lie

A continuación veremos la importancia que tiene en un grupo de Lie el espacio
tangente a la identidad. Para ver esto consideremos los siguientes mapas. Dado
a ∈ G, se define la traslación a izquierda por a al mapa La ∶ G → G dado por
La(g) = ag. Análogamente sea Ra ∶ G→ G dado por Ra(g) = ga la traslación a
derecha. Observar que son difeomorfismos, ya que (La)−1 = La−1 . Estos mapas nos
permiten movernos dentro de G. Por ejemplo, todo a ∈ G puede ser trasladado a
la identidad, y también sus vectores tangentes, pues dLa−1(a) ∶ TaG→ TeG es un
isomorfismo.

Definición C.9 (Campos invariantes). Decimos que un campo vectorial X ∈X (G)
es invariante a izquierda si Xag = dLa(g)Xg para todo a,g ∈G.

Observación C.10. Un campo X invariante a izquierda queda determinado por su
valor Xe ∈TeG. En efecto, Xg = dLg(e)Xe. Además por ser la traslación diferenciable,
todo campo invariante a izquierda es automaticamente diferenciable.

Definición C.11. g es el conjunto de campos invariantes a izquierda. Es un espacio
vectorial con las operaciónes habituales.

♢ C.12. Probar que si X ,Y ∈ g, entonces [X ,Y ] ∈ g.

En este sentido el espacio vectorial g, dotado del corchete de Lie, es un álgebra
de Lie .
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Proposición C.13. El mapa g→ TeG, dado por X ↦ Xe es un isomorfismo.

Demostración. Si Xe = 0, al ser invariante a izquierda se tiene, Xg = dLg(e)Xe =
0 ∀g ∈G, por lo tanto X = 0. Ahora, dado v ∈ TeG, definimos el campo Xv dado por
Xv

g = dLg(e)v. Es claro que Xv ∈ g y satisface Xv
e = v.

Este isomorfismo define un corchete de Lie sobre TeG, a saber

[u,v] ∶= [Xu,Xv](e).

Ejemplos C.14. 1. Es un ejercicio verificar que el álgebra de Lie aso-
ciada a Gl(n,R), gl(n,R) es Rn×n con el corchete de Lie matricial
[X ,Y ] = XY −Y X .

2. Análogamente, sl(n,R) = {X ∈ Rn×n ∶ tr(X) = 0} es el álgebra de
Lie de SL(n,R).

3. antisim(n,R) = {X ∈Rn×n ∶ XT = −X} es el álgebra de Lie de O(n).

4. Skew(n,C) = {X ∈Cn×n ∶ X∗ = X} es el álgebra de Lie de U(n).

En todos los casos el corchete de Lie es corchete matricial.

C.2. Subgrupos a un parámetro

Definición C.15 (Subgrupo a un parámetro). Un subgrupo a un parámetro de un
grupo de Lie G es un morfismo de (R,+) a G. Es decir, una curva diferenciable
sobre G.

Ejemplos C.16. 1. φ(t) = et es un subgrupo a un parámetro de (R,+)

2. φ(t) = eit es un subgrupo a un parámetro de S1 = U(1)

3. φ(t) = ( cost sent
−sent cost

) es un subgrupo a un parámetro de O(2)

4. φ(t) = etA es un subgrupo a un parámetro de Gl(n,R)

El resultado central de esta sección es el siguiente.
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Teorema C.17. Sea G un grupo de Lie y g su álgebra de Lie. Entonces, ∀X ∈ g,
existe un único subgrupo a un parámetro φ tal que φ(0) = e y φ̇(0) = Xe.

Demostración. Sea X ∈ g, luego, por existencia y unicidad de las soluciones de
ecuaciones diferenciales ordinarias, existe φ ∶ (−ε,ε) → G tal que φ(0) = e y
φ̇(t) = Xφ(t). Sean s,t,s+ t ∈ (a,b) siendo (a,b) un intervalo donde φ esté de-
finida. Luego, si φ1(t) = φ(s+ t) y φ2(t) = φ(s)φ(t) resulta que φ1(0) = φ2(0).
Además, φ̇1(t) = φ̇(s+ t) = Xφ(s+t) = Xφ1(t), luego φ1 es una curva integral de X .
Por otro lado, ˙φ2(t) = d

dt φ(s)φ(t) = d
dt Lφ(s)(φ(t)) = DLφ(s)(φ(t))φ̇(t), entonces

˙φ2(t) = DLφ(s)(φ(t))Xφ(t) = Xφ(s)φ(t) = Xφ2(t) y por lo tanto φ2 es una curva inte-
gral de X . Dado que hay unicidad de curvas integrales, tenemos que φ1(t) = φ2(t).
Es decir, φ es un morfismo de grupos donde este definida. Veamos ahora que φ

está definida para todo R. Sea γ(t) = φ( ε

2)φ( t−ε

2 ). Observar que γ está definida en
(− ε

2 ,
3ε

2 ) y que γ(t)= φ2(t) si tomamos s= ε

2 , por lo tanto γ(0)= φ(0) y γ̇(t)=Xγ(t).
Luego γ extiende a φ en (−ε, 3ε

2 ), trabajando por inducción cconcluimos que φ

está definida para todo t ∈R. Falta probar que si φ ∶R→G es un subgrupo a un
parámetro con φ̇(t) = Xe, entonces φ es la curva integral asociada. Sea X ∈ g el
campo invariante a izquierda asociado. Se tiene

φ̇(t) = d
dt

∣s=0φ(t + s) = d
dt

∣s=0φ(t)φ(s) = d
dt

∣s=0Lφ(t)(φ(s))

=DLφ(t)(φ(0))φ̇(0) =DLφ(t)(e)Xe = X(φ(t)).

Es decir, φ es una curva integral.

Definición C.18. Sean G un grupo de Lie, y g su álgebra de Lie. El mapa expo-
nencial está definido por

exp ∶ g→G, exp(X) = φX(1),

siendo φX el subgrupo a un parámetro definido por X ∈ g.

♢ C.19. Probar que exp(tX) = φX(t) para todo t ∈R.

Corolario C.20. Sea X ∈ g. La curva γ(t) = exp(tX) es el único morfismo en G
con γ ′(0) = X. Además, por ser φX un morfismo, resulta que

1. exp((s+ t)X) = exp(sX)exp(tX) ∀s, t ∈R
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2. exp(tX)−1 = exp(−tX) ∀t ∈R

Observación C.21. El mapa exponencial exp ∶ g→ G es un mapa diferenciable
donde d0exp ∶ T0g = g→ TeG = g. Utilizando que exp(tX) = φX(t) resulta

d0exp(X) = d
dt

∣t=0exp(tX) = d
dt

∣t=0φX(t) = φ̇X(0) = Xe ≡ X .

Es decir, con las identificaciones anteriores, d0exp ∶ g→ g es la identidad. Luego se
concluye el siguiente.

Teorema C.22. Existe un abierto U de 0 ∈ g tal que el mapa exponencial es un
difeomorfismo de U con exp(U) abierto de e en G.

Comentario C.23. En Gl(n,R) tenemos g =Rn×n. Consideremos Exp ∶Rn×n →
Gl(n,R) dado por Exp(A) =∑ An

n! , la exponencial de matrices. Observar que si
definimos φ(t) = Exp(tA) tenemos un subgrupo a un parámetro con φ̇(0) = A. Por
lo tanto por el corolario anterior tenemos que es el mapa exponencial.

C.3. Acciones de grupos

La definición axiomática de grupos es relativamente reciente. Históricamente
los grupos surgieron como “grupos” de transformaciones de ciertos objetos. Por
ejemplo este fue el punto de vista de Galois, quien considero el grupo de permu-
taciones de raı́ces de polinomios. En esta dirección es que se motiva la siguiente
definición.

Definición C.24 (Acción de un grupo). Sea G un grupo y X un conjunto. Decimos
que G actúa en X y escribimos G↷ X , si hay un mapa σ ∶G×X → X (denotamos
g ⋅x ∶= σ(g,x)) tal que

1. e ⋅x = x

2. g ⋅(h ⋅x) = (gh) ⋅x ∀g,h ∈G, x ∈ X .

Si G es un grupo topológico y X un espacio topológico entonces se requiere que σ

sea continua. Análogamente si G es un grupo de Lie y X una variedad diferenciable,
se requiere que σ sea suave.
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Observación C.25. Para cada g ∈G, el mapa σg ∶X →X dado por σg(x) = g ⋅x, defi-
ne un automorfismo de X . Esto resulta de que σg−1 ∶X →X satisface σg−1 ○σg = idX .
En este sentido, tenemos un mapa ρ ∶G→Aut(X), g↦σg. Cuando X es un espacio
vectorial, ρ es una representación de G. Observar además que ρ es un morfismo
de grupos.
Reciprocamente, un morfismo de grupos ρ ∶G→Aut(X) define una acción de G
en X , a saber, g ⋅x = ρ(g)(x).

Ejemplos C.26. 1. Gl(n,R)↷Rn, A ⋅x = Ax

2. Si H ⊂Gl(n,R) es un subgrupo de Lie, entonces σH ∶H ×Rn→Rn

define una acción dado que σH =σ ○(τ× idRn), siendo τ la inclusión.
En particular O(n)↷Rn.

3. O↷ Sym(n), U ⋅A =UAU−1

Definición C.27 (Órbita de un grupo). Dada G↷ X , se define la órbita de x ∈ X
como el subconjunto G ⋅x = {g ⋅x ∶ g ∈ G}. Decimos que x ∈ X es un punto fijo si
G ⋅x = x.
La acción se dice transitiva si existe un x ∈ X tal que G ⋅x = X .

Ejemplos C.28. 1. Con Gl(n,R)↷Rn, 0 es punto fijo, la acción es
transitiva en Rn∖{0}.

2. Con O(n)↷Rn, tiene como órbitas esferas centradas en 0.

Cociente por la acción

La gran mayorı́a de las variedades tratadas en este curso resultan de cocientar
un espacio por la acción de un grupo de Lie.
Una acción de un grupo de Lie G en una variedad M induce una relación de
equivalencia en M, a saber,

x ∼ y⇔ ∃g ∈G ∶ y = g ⋅x.

En particular, la clase [x] de x ∈M coincide con la órbita de x. Denotamos por M/G
al espacio cociente, es decir al espacio de órbitas

M/G = {G ⋅x ∶ g ∈G}.
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En M/G inducimos la topologı́a cociente (la más fina que hace π ∶ M →M/G
continua).

Lema C.29. La proyección canónica π ∶M→M/G es abierta.

Demostración. Sea U ⊂M abierto, entonces σg(U) es un abierto en M para todo
g ∈G. Luego

π
−1(π(U)) =G ⋅U = {g ⋅u ∶ g ∈G,u ∈U} = ⋃

g∈G
σg(U)

que es una unión de abiertos.

Consideremos ahora H <G subgrupo de Lie. Observar que H ↷G a izquierda
por h ⋅g = gh−1. Por lo tanto el espacio cociente G/H = {gH ∶ g ∈G}.

Teorema C.30. π ∶G→G/H es continua y abierta. Además, G/H es Hausdorff si
y sólo si H es cerrado.

Demostración. La continuidad y que es abierta ya lo probamos. Resta probar la
segunda afirmación, y utilizando el ejercicio A.36 basta probar que H es cerrado
si y sólo si R = {(x,y) ∈G×G ∶ x ∼ y} es cerrado en G×G. Sea F ∶G×G→G dado
por F(x,y) = y−1x. Observar que F es suave por ser G un grupo de Lie. Luego

F−1(H) = {(x,y) ∈G×G ∶ y−1x ∈H} = {(x,y) ∈G×G ∶ x ∈ yH} = R.

Como F es continua, resulta que si H es cerrado, R también. Reciprocamente, si
G/H es Hausdorff, R es cerrado. En particular los puntos son cerrados. Por lo tanto
H = π−1(eH) es cerrado.

C.4. Espacios homogéneos

En lo que sigue G es un grupo de Lie, M es una variedad diferenciable.

Definición C.31 (Espacio homogéneo). M se dice espacio homogéneo de G si G
actúa en M transitivamente.

Ejemplos C.32. 1. Sn−1 es un espacio homogéneo de O(n)
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2. Rn∖{0} es un espacio homogéneo de Gl(n,R)

3. S2n−1 ⊂Cn es un espacio homogéneo de U(n)

4. RPn es un espacio homogéneo de O(n+1)

5. GrassR(k,n) es un espacio homogéneo de O(n)

6. Flag(n,C) es un espacio homogéneo de U(n)

Definición C.33 (Grupo de isotropı́a). Sean G↷M y x ∈M. Se define el grupo de
isotropı́a de x (o el estabilizador de x) como Gx ∶= {g ∈G ∶ g ⋅x = x}.

Observación C.34. Consideremos la acción de G en M desde el punto de vista
conjuntista. Dado x0 ∈M sea F ∶G→M dada por F(g)=g ⋅x0. Si G↷M es transitiva,
resulta F sobreyectiva. Además, F−1(x0) =H siendo H el grupo de isotropı́a de x0.
Observar que F es equivariante por la acción de G, es decir g ⋅F(g′) = F(gg′), por
lo tanto F−1(x) = gxH siendo gx ∈G tal que gx ⋅x0 = x.
Luego el espacio cociente inducido por F coincide con el cociente inducido por la
acción H ↷G, que denotamos G/H. Entonces F̃ ∶G/H →M es un mapa biyectivo
y equivariante por la acción de G. Por lo tanto concluimos que desde el punto
de vista conjuntista G/H y M son lo mismo y las acciones σ ∶ G×M → M y
λ ∶G×G/H →G/H son equivalentes.

Teorema C.35. Si G es un grupo de Lie y H es un subgrupo cerrado de G, entonces
existe una única estructura diferenciable en G/H tal que la proyección π ∶G→G/H
es una submersión. Además, dimG/H = dimG−dimH, y λ ∶ G×G/H →G/H es
suave.

Observación C.36. Este resultado tiene una aplicación muy importante, a saber,
dota de estructura diferenciable a conjuntos no tan triviales (como veremos en los
ejemplos más adelente). El método es relativamente sencillo:

Sea G un grupo de Lie que actúa de manera transitiva sobre un conjunto
X , de tal manera que existe algún x ∈ X con subgrupo de isotropı́a Gx
cerrado. Luego la biyección entre G/Gx y X permite dotar a X con una
única estructura diferenciable que hace la acción suave.

Cuando el conjunto ya tiene una estructura diferenciable, resulta el siguiente.
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Teorema C.37. Sean G↷M transitiva y H el grupo de isotropı́a de un x ∈ M.
Entonces,

1. H es un subgrupo cerrado de G.

2. El mapa F̃ ∶G/H →M dado por F̃(gH) = g ⋅x es un difeomorfismo.

3. dimG/H = dimG−dimH.

Con este resultado en mente podemos redefinir un espacio homogéneo.

Definición C.38 (Espacio homogéneo). Un espacio homogéneo es una variedad
M con una acción transitiva de un grupo de Lie. Equivalentemente es una variedad
de la forma G/H donde G es un grupo de Lie y H un subgrupo cerrado.

Ejemplos C.39. 1. Un grupo de Lie G es trivialmente un espacio
homogéneo tomando la acción trivial y {e} como subgrupo.

2. (La esfera Sn) El grupo ortogonal O(n+1) actúa en Sn ⊂Rn+1 con
la restricción de la acción de Gl(n+1,R) en Rn+1 (ver ejemplo).
Además la acción es transitiva. El grupo de isotropı́a de (1,0,⋯,0)=

e1 ∈ Rn+1 son las matrices de la forma (1 0
0 Q

) ∈O(n+1), donde

Q ∈O(n). Identificando este subgrupo con O(n), obtenemos que
O(n+1)/O(n) es difeomorfo a Sn. Análogamente para SO(n+1),
tenemos que SO(n+1)/SO(n) es difeomorfo a Sn. En particular Sn

es conexo.

3. Análogamente al caso anterior, pero para el caso complejo, resulta
que la esfera real S2n+1 ⊂ Cn+1, se puede describir como espacio
homogéneo S2n+1 = U(n+1)/U(n).

4. (Espacio proyectivo RPn y CPn) El grupoO(n+1) actúa de manera
natural sobre RPn (l ∈RPn↦Ql ∈RPn). El subgrpo de isotropı́a de

(1 ∶ 0 ∶ ⋯ ∶ 0) son las matrices de la forma (1 0
0 Q

) ó (−1 0
0 Q′) con

Q,Q′ ∈O(n). Observando que O(1) = {1,−1}, obtenemos RPn =
O(n+1)/O(n)×O(1). Análogamente, CPn =U(n+1)/U(n)×U(1).
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5. (Grassmaniana) El grupoO(n) actúa de manera natural sobre subes-
pacios de Rn. Luego O(n)↷GrassR(k,n). Además, esta acción es
transitiva. Sea V el subespacio generado por {e1,⋯,ek} ⊂ Rn. El
subgrupo de isotropı́a asociado a V está dado por matrices de la

forma (A 0
0 B

) con A ∈O(k) y B ∈O(n−k). Luego GrassR(k,n) =

O(n)/O(k)×O(n− k). Observar que de esta manera es clara la
identificación entre GrassR(k,n) y GrassR(n−k,n). Análogamente
se prueba GrassC(k,n) = U(n)/U(k)×U(n−k).

6. (Variedad de Stiefel) El grupo O(n) actúa sobre St(k,n) de ma-
nera natural y es transitiva. El subconjunto de isotropı́a de X =
(e1,⋯,ek) ∈ St(k,n) es el subconjunto de las matrices de la forma

(Id 0
0 Q

) con Q ∈O(n−k). Luego St(k,n) =O(n)/O(n−k). Análo-

gamente si consideramos la versión compleja StC(k,n) = {X ∈Cn×k ∶
X∗X = Id}, resulta StC(k,n) = U(n)/U(n−k)

7. (Espacio bandera) Como ya vimos en la Sección 2.22, el espacio
bandera Flag(Cn) formado por F = (F0,⋯,Fn) siendo Fi subespa-
cios de dimensión i tales que Fi ⊂ Fi+1, puede identificarse por el co-
ciente Gl(n,C)/Rn(C) ó U(n)/U1(n) de las acciónes de Gl(n,C)
y U(n) en Flag(Cn) respectivamente.

8. (Banderas generalizadas) Sean n1,⋯,nr enteros positivos tales que
n1+⋯+nr = n y FlagK(n1,⋯,nr) el conjunto de banderas parciales
F = (F1,⋯,Fr) tales que dimFi = n1 +⋯+ ni, y Fi ⊂ Fi+1 para i =
1,⋯,r−1. Motivado por el ejemplo anterior, FlagK(n1,⋯,nr) es el
espacio homogéneo O(n)/O(n1)×⋯×O(nr) y U(n)/U(n1)×⋯×
U(nr) para K =R ó C respectivamente.

Observación C.40. Una forma de verificar que las estructuras diferenciables de
los ejemplos anteriores coinciden, es probar que la acción del grupo en la variedad
en suave.
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C.5. Metricas Riemannianas en grupos de Lie

Todo grupo de Lie posee métricas naturales que preservan ciertas invarianza.
Esta son las métricas invariantes a izquierda o derecha, o bi-invariantes.

Definición C.41 (Métricas bi-invariantes). Sea G un grupo de Lie. Una métrica
Riemanniana invariante a izquierda en G es una métrica Riemanniana tal que
las traslaciones a izquierda son isometrias. Análogo para métricas Riemannianas
invariantes a derecha ó bi-invariantes.

Construir una métrica invariante a izquierda es sencillo. Sea ⟨,⟩e un producto
interno en g (o TeG) álgebra de Lie de G. Luego mediante la traslación a izquierda
Lg ∶G→G podemos ”pull-backear” la métrica en cualquier tangente TgG:

⟨u,v⟩g ∶= ⟨DLg(e)−1u,DLg(e)−1v⟩e, u,v ∈ TgG, g ∈G (C.1)

Dado que esta métrica es constante sobre campos invariantes a izquierda, es decir
⟨Xg,Yg⟩g = ⟨Xe,Ye⟩e, y de que todo campo diferenciable en G es combinación lineal
de campos invariantes a izquierda con coeficientes en C∞(G), resulta que los pro-
ductos internos definidos en C.1 son una métrica Riemanniana. Equivalentemente
se puede definir una métrica invariante imponiendo que ciertos campos invariantes
a izquierda sean base ortonormal.

Proposición C.42. Las métricas invariantes a izquierda están en correspondencia
con productos internos en g.

Observación C.43. Como composición de isometrı́as es una isometrı́a, resulta
que DLg(h) ∶ ThG→ TghG son isometrı́as para cualesquiera g,h ∈G.

C.5.1. Métricas bi-invariantes

La existencia de métricas bi-invariantes en un grupo de Lie es un poco más
complicada. Para estudiar siu existencia es importante considerar el automorfismo
Ix ∶G→G dada por Ix(g) = xgx−1. El mapa Ix se llama automorfismo interno de G,
y coincide con Ix = Lx ○Rx−1 = Rx−1 ○Lx.
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Definición C.44 (Representación adjunta). La representación adjunta de G es el
morfismo

Ad ∶G→Aut(g), Ad(g) =DIg(e).

Observación C.45. Dado que Ix ○ Iy = Ixy, resulta que Ad(x)Ad(y) = Ad(xy). De
la igualdad Ix = Lx ○Rx−1 resulta

Ad(x) ∶ g→ g, Ad(x) =DLx(x−1)DRx−1(e)

y por lo tanto ⟨,⟩e es una métrica bi-invariante si y sólo si Ad(x) es una isometrı́a
para todo x ∈G. En este caso la métrica se dice Ad-invariante.

En el curso asumiremos el siguiente resultado sin demostración.

Teorema C.46. Todo grupo de Lie compacto está dotado de una métrica Rieman-
niana bi-invariante.

Ejemplo C.47. (Métrica bi-invariante en O(n),U(n)) Sea ⟨,⟩F el pro-
ducto interno en el espacio de matrices n×n, es decir ⟨A,B⟩F = tr(AT B).
En O(n) podemos definir la métrica invariante a izquierda que resulta de
inducir ⟨,⟩Id en TIdO(n). Si U ∈O(n), se tiene DLU(X)Ẋ =UẊ para todo
Ẋ ∈ TXO(n).
Definimos

⟨Ẋ ,Ẏ ⟩X ∶= tr((DLX(Id)−1Ẋ)T (DLX(Id)−1Ẏ))
= tr((X−1Ẋ)T (X−1Ẏ))
= tr(ẊT (X−1)T X−1Ẏ)
= tr(ẊT Ẏ).

En particular, la métrica invariante a izquierda inducida coincide con la
métrica invariante inducida por el ambiente.
Además es facil ver que la métrica es bi-invariante.
Análogo para U(n), con ⟨A,B⟩Id = tr(B∗A).

C.6. Métricas Riemannianas en espacios homogéneos

Sea G un grupo de Lie, H un subgrupo cerrado de G. El espacio homogéneo
G/H puede dotarse de una estructura diferenciable de manera tal que la proyección
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π ∶G→G/H sea una submersión y la acción λ ∶G×G/H →G/H suave.
Tomando diferenciales se tiene que Dπ(e) ∶ g = TeG→ TeHG/H es un mapa lineal
sobreyectivo.
Afirmación: KerDπ(e) = h, siendo h el álgebra de H. Esto resulta de que π ∣H es
constante igual a eH, siendo H subvariedad de G, y que π(g) = π(e) sii g ∈H.
Luego el tangente TeHG/H puede identificarse con g/h. Si G posee una métrica
podemos identificar TeHG/H con m subespacio de g siendo m = h�.

¿ Cómo podemos definir una estructura Riemanniana sobre G/H?

Una forma posible es definir el producto interno en TgHG/H inducido por π ,
i.e. ⟨ξ ,ζ ⟩gH ∶= ⟨Dπ(g)−1∣Hπ,g

ξ ,Dπ(g)−1∣Hπ,g
ζ ⟩g siendo Hπ,g = Ker(Dπ(g))� es

espacio horizontal. En particular, Hπ,e =m, Hπ,g =DLg(e)m.
¿ La definición anterior es independiente del representante?
Sea g′ = gh, con h ∈ H. Luego para que la definición anterior tenga sentido es
necesario que

⟨Dπ(g′)−1∣H
π,g′

ξ ,Dπ(g′)−1∣H
π,g′

ζ ⟩ = ⟨Dπ(g)−1∣Hπ,g
ξ ,Dπ(g)−1∣Hπ,g

ζ ⟩.

Dado que π ○Rh = π , se tiene

Dπ(g′)−1∣H
π,g′

ξ =DRh(g)○Dπ(g)−1∣Hπ,g
ξ .

Por lo tanto se requiere que

⟨DRh(g)Dπ(g)−1∣Hπ,g
ξ ,DRh(g)Dπ(g)−1∣Hπ,g

ζ ⟩= ⟨Dπ(g)−1∣Hπ,g
ξ ,Dπ(g)−1∣Hπ,g

ζ ⟩.

Estas discusiones motivan y prueban el siguiente resultado.

Teorema C.48. Sea G un grupo de Lie y H un subgrupo cerrado. Si ⟨,⟩ es una
métrica Riemanniana invariante a izquierda en G y además es invariante a derecha
por H, entonces en G/H puede inducirse una métrica Riemanniana tal que π ∶G→
G/H es una submersión Riemanniana. Además la acción a izquierda de G en G/H
deja la métrica invariante.

Ejemplo C.49. Dado que O(n) y U(n) poseen métricas Riemannianas
bi-invariantes resulta que esferas, proyectivos, grassmanianas, variedad de
stiefel, espacios bandera pueden dotarse de manera natural con estructura
Riemanniana que son invariantes por la acción del grupo base.
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Apéndice D

Conexiones

D.1. Introducción

El método de Newton es un método que sirve para hallar los ceros de una
función f ∶Rn→R, por lo que también puede ser utilizado para hallar los puntos
crı́ticos de una función haciendo uso de la información de segundo orden de la
misma, concretamente:

∂(grad( f ))
∂v

,

siendo ∂

∂v la derivada direccional en la dirección del vector v ∈Rn.

Cuando el método resulta convergente, la convergencia es superlineal. Para
poder generalizar el método de Newton a una función f ∶M→R donde M es una
variedad, debemos introducir el concepto de conexión afı́n que generaliza el de
derivada direccional de un campo respecto de un vector.

D.2. Conexiones afines

Sea M una variedad, C∞(M) el conjunto de funciones a R diferenciables y
X(M) el conjunto de campos tangentes en M.
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Definición D.1 (Conexión). La función∇ ∶X(M)×X(M)→X(M) es una conexión
si verifica las siguientes propiedades. Utilizaremos la notación siguiente ∇(X ,Y) =
∇XY .

1. C∞(M) linealidad en X

∇ f X+gY Z = f∇X Z+g∇Y Z.

2. R linealidad en Y
∇X aY +bZ = a∇XY +b∇X Z.

3. Regla de Leibniz
∇X fY = X( f )Y + f∇XY.

Usaremos indistintamente X(p) ó Xp.

Observación D.2. En Rn la derivada direccional define una conexión afı́n.
Sean X ,Y campos en Rn, es decir, X ,Y ∶Rn→Rn diferenciables, la función definida
como (∇XY)p = ∂Y

∂Xp
(p) verifica las tres propiedades de la definición. Es fácil ver

que las propiedades de linealidad se verifican. Probemos que se verifica la regla de
Leibniz:

(∇X fY)p = lı́m
t→0

1
t
[( fY)(p+ tXp)−( fY)(p)]

= lı́m
t→0

1
t
[( fY)(p+ tXp)− f (p+ tXp)Y(p)+ f (p+ tXp)Y(p)−( fY)(p)]

= lı́m
t→0

1
t
[ f (p+ tXp)(Y(p+ tXp)−Y(p))+Y(p)( f (p+ tXp)− f (p))]

= f (p) ∂Y
∂Xp

(p)+Y(p) ∂ f
∂Xp

(p) = ( f∇XY +Y X( f ))p

dado que ∂ f
∂Xp

(p) = (X( f ))(p).

La anterior se denomina conexión euclideana canónica, o simplemente cone-
xión canónica.

Proposición D.3. Toda variedad admite infinitas conexiones afines.
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A continuación daremos una idea de la prueba. Para tal fin, utilizaremos las
propiedades de la conexión para poder dar una expresión que nos permita utilizar
como definición.

Consideremos en primer lugar el caso M =Rn. Sea {e1, . . . ,en} la base canóni-
ca, y consideremos los campos vectoriales X = ∑n

i=1 X iei y Y = ∑n
j=1Y je j. Por

propiedades de conexión tenemos

∇XY =∇∑n
i=1 X iei

n
∑
j=1

Y je j =
n
∑
i=1

X i
n
∑
j=1
∇eiY

je j

=
n
∑
i=1

X i
n
∑
j=1

ei(Y j)e j +Y j∇eie j =
n
∑

i, j=1
X i(ei(Y j)e j +Y j∇eie j)

De donde se concluye

∇XY =
n
∑

i, j=1
X i(∂(Y j ○φ)

∂xi
e j +Y j∇eie j) . (D.1)

Luego para que quede bien definida la conexión es necesario explicitar el campo
vectorial ∇eie j. Luego

∇eie j =
n
∑
k=1

Γ
(k)
i j ek, (i, j = 1, . . . ,n). (D.2)

Los sı́mbolos Γ
(k)
i j se denominan sı́mbolos de Christoffel y definen la conexión.

De esta manera podemos concluir que Rn puede ser dotado de infintas cone-
xiones: alcanza con especificar las n3 funciones C∞, dadas por los sı́mbolos de
Christoffel.

Para probar el mismo resultado sobre una variedad se procede de igual manera
tomando una carta local φ = (x1, . . . ,xn) ∶Vp ⊂M→U ⊂Rn, donde {D1,⋯,Dn} es
la base canónica de TVp ⊂ T M. Análogamente a lo anterior, si X =∑n

i=1 X iDi e
Y =∑n

j=1Y jD j, utilizando las propiedades de conexión podemos concluir

∇XY =
n
∑

i, j=1
X i(∂(Y j ○φ)

∂xi
D j +Y j∇DiD j) .

Luego eligiendo los sı́mbolos de Christoffel

∇DiD j =
n
∑
k=1

Γ
(k)
i j Dk, (i, j = 1, . . . ,n),
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obtenemos que localmente existen infinitas conexiones posibles. Para terminar la
prueba es necesario probar que este construcción es compatible con otra elección
de cartas locales.

Observación D.4. También es posible dar una forma matricial a la expresión de la
conexión.

∇XY =
n
∑

i, j=1
X i(∂(Y j ○φ)

∂xi
D j +Y j∇DiD j)

=
n
∑
j=1

(
n
∑
i=1

X i ∂(Y j ○φ)
∂xi

)D j +
n
∑

i, j,k=1
X iY j

Γ
(k)
i j Dk

=
n
∑
j=1

(∂(Y j ○φ)
∂X

)D j +
n
∑

i, j,k=1
X iY j

Γ
(k)
i j Dk

= ∂(Y ○φ)
∂X

+
n
∑

i, j,k=1
X iY j

Γ
(k)
i j Dk

Tenemos que el campo ∇XY se compone por

la derivada direccional (en coordenadas locales) de Y respecto del vector
(X1,⋯,Xn),

un sumando que depende tanto de la conexión particular que estemos consi-
derando como de los valores puntuales de los campos X e Y .

Los sı́mbolos de Christoffel dependen de la carta utilizada.

En Rn, la conexión canónica corresponde a considerar Γ
(k)
i j = 0 para todo

i, j,k = 1,⋯,n.

Observación D.5. 1. (∇XY)p depende puntualmente de X , por lo cual pode-
mos pensar en una función (∇)p ∶ TpM×X(M)→X(M)

2. (∇XY)p depende localmente de Y . En particular, si Y = Z en un entorno de p
entonces se cumple que (∇XY)p = (∇X Z)p.

3. Si ∇ y ∇̃ son dos conexiones se cumple que (∇XY −∇̃XY)p depende pun-
tualmente de Y , en efecto,

∇XY −∇̃XY =
n
∑

i, j=1
[X i(∂(Y j ○φ)

∂xi
D j +Y j∇DiD j)−X i(∂(Y j ○φ)

∂xi
D j +Y j∇̃DiD j)]=
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=
n
∑

i, j=1
X iY j(∇DiD j −∇̃DiD j).

En particular, si Yp = 0 obtenemos que

(∇XY)p = (∇̃XY)p.

En particular, si f ∈C∞(M), siendo M una variedad diferenciable, entonces
∇X grad f no depende de la elección de la conexión elegida. (Cf. Sección B.6 y
Sección D.7.)

D.3. Conexión Riemanniana

Si bien existen infinitas conexiones en una variedad riemanniana tenemos una
distinguida que satisface ciertas condiciones adicionales, y cuando M =Rn coincide
con la conexión euclideana canónica.

Definición D.6 (Conexión simétrica). Decimos que una conexión ∇ es simétrica
si Γ

(k)
i j = Γ

(k)
ji para todo i, j,k.

Observación D.7. Si bien en principio esta definición dependerı́a de la carta
escogida, sucede que es equivalente a pedir que ∇XY −∇Y X = [X ,Y ] lo que muestra
la independencia de la carta escogida. En efecto, si la conexión es simétrica se
cumple que

∇XY −∇Y X =
n
∑

i, j=1
X i(Di(Y j)D j +Y j∇DiD j)−

⎛
⎝

n
∑

i, j=1
Y i(Di(X j)D j +X j∇DiD j)

⎞
⎠
=

n
∑

i, j=1
X iDi(Y j)D j −

⎛
⎝

n
∑

i, j=1
Y iDi(X j)D j

⎞
⎠
= [X ,Y ].

Recı́procamente, si ∇DiD j−∇D jDi = [Di,D j], entonces por ser [Di,D j] = 0 (ver en
coordenadas locales), resulta que ∇DiD j =∇D jDi y por lo tanto ∇ es simétrica.

Definición D.8 (Conexión Riemanniana). Decimos que una conexión ∇ es compa-
tible con la métrica si

Z(⟨X ,Y ⟩) = ⟨∇ZX ,Y ⟩+ ⟨X ,∇ZY ⟩.
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Asumamos el siguiente resultado.

Teorema D.9 (Levi-Civita). Sea M variedad Riemanniana, entonces existe una úni-
ca conexión Riemanniana simétrica y compatible con la métrica. Dicha conexión
se denomina conexión de Levi-Civita o Riemanniana.

Observación D.10. La conexión de Levi-Civita queda caracterizada por la fórmula
de Koszul:

2⟨∇XY,Z⟩ = X⟨Y,Z⟩+Y ⟨Z,X⟩−Z⟨X ,Y ⟩− ⟨X ,[Y,Z]⟩+ ⟨Y,[Z,X]⟩+ ⟨Z,[X ,Y ]⟩

Demostración. Veamos que la conexión de Levi-Civita verifica la fórmula de
Koszul

X(⟨Y,Z⟩)+Y(⟨Z,X⟩)−Z(⟨X ,Y ⟩)− ⟨X ,[Y,Z]⟩+ ⟨Y,[Z,X]⟩+ ⟨Z,[X ,Y ]⟩ =
⟨∇XY,Z⟩+ ⟨Y,∇X Z⟩+ ⟨∇Y Z,X⟩+ ⟨Z,∇Y X⟩− ⟨∇ZX ,Y ⟩− ⟨X ,∇ZY ⟩

−⟨X ,∇Y Z−∇ZY ⟩+ ⟨Y,∇ZX −∇X Z⟩+ ⟨Z,∇XY −∇Y X⟩ =
2⟨∇XY,Z⟩.

Recı́procamente, veamos que si una conexión verifica la fórmula de Koszul,
entonces se cumple tanto la propiedad de simetrı́a como de compatibilidad respecto
de la métrica. Veamos en primer lugar que verifica la propiedad de compatibilidad
respecto de la métrica.

2[⟨∇ZX ,Y ⟩+ ⟨X ,∇ZY ⟩] =
Z⟨X ,Y ⟩+X⟨Y,Z⟩−Y ⟨Z,X⟩− ⟨Z,[X ,Y ]⟩+ ⟨X ,[Y,Z]⟩+ ⟨Y,[Z,X]⟩+Z⟨Y,X⟩

+Y ⟨X ,Z⟩−X⟨Z,Y ⟩− ⟨Z,[Y,X]⟩+ ⟨Y,[X ,Z]⟩+ ⟨X ,[Z,Y ]⟩
= 2(Z⟨X ,Y ⟩).

Veamos en ahora que verifica la propiedad de simetrı́a, para todo campo Z se
tiene que

2(⟨∇XY,Z⟩− ⟨∇Y X ,Z⟩) =
X⟨Y,Z⟩+Y ⟨Z,X⟩−Z⟨X ,Y ⟩− ⟨X ,[Y,Z]⟩+ ⟨Y,[Z,X]⟩+ ⟨Z,[X ,Y ]⟩

−Y ⟨X ,Z⟩−X⟨Z,Y ⟩+Z⟨Y,X⟩+ ⟨Y,[X ,Z]⟩− ⟨X ,[Z,Y ]⟩− ⟨Z,[Y,X]⟩
= 2⟨Z,[X ,Y ]⟩,
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de donde se deduce que ∇XY −∇Y X = [X ,Y ].

♢ D.11. Si consideramos Rn con la métrica usual se cumple que la conexión
Riemanniana queda dada por la derivada direccional, es decir,

(∇XY)p =DY(p)[Xp]

D.4. Conexiones en subvariedades Riemannianas

Sea M̃ variedad Riemanniana, M ⊂ M̃ una subvariedad y consideremos las
conexiones de Levi-Civita asociadas ∇ y ∇̃. Nos interesa saber como se relacionan,
comenzaremos por observar que una no es “restricción”de la otra en el sentido
siguiente:

Sea Xp en TpM, Y en X(M) y consideremos Ỹ una extensión local de Y a M̃,
sucede que si bien (∇̃XỸ)p no depende de la extensión Ỹ considerada (puesto
que la dependencia local respecto de Ỹ está dada por una derivada direccional en
coordenadas locales), podrı́a no encontrarse en TpM como en el ejemplo siguiente.

Ejemplo D.12. Sea S1 ⊂R2 con la métrica usual y Y(x,y) = (y,−x).

Por lo cual (∇XY)p ≠ (∇̃XỸ)p.

Proposición D.13. (∇XY)p = PTpM ((∇̃XỸ)p), siendo PTpM la proyección ortogo-
nal en TpM.

Demostración. Veamos que la función PTpM((∇̃XỸ)p) es una conexión y que
verifica las propiedades de simetrı́a y compatibilidad respecto de la métrica.

1.

(∇ f X+gY Z)p = PTpM(∇̃ f X+gY Z̃) = PTpM( f ∇̃X Z̃+g∇̃Y Z̃)
= f PTpM(∇̃X Z̃)+gPTpM(∇̃Y Z̃) = f (∇X Z)p+g(∇Y Z)p

2. Análogo.
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3.

(∇X fY)p = PTpM ((∇̃X f̃Y)p) = PTpM ((∇̃X f Ỹ)p)
= PTpM(Xp( f )Ỹp+ f (∇̃XỸ)p)
= Xp( f )PTpM(Ỹp)+ f PTpM ((∇̃XỸ)p)
= Xp( f )PTpM(Ỹp)+ f PTpM ((∇̃XỸ)p) = Xp( f )Yp+ f (∇XY)p.

4. (∇XY −∇Y X)p =PTpM ((∇̃XỸ −∇̃Y X̃)p)=PTpM ([X̃ ,Ỹ ]p)=PTpM ([̃X ,Y ]p)=
[X ,Y ]p

5. Utilizando que ⟨PTpM(X̃p),Yp⟩ = ⟨X̃p,Yp⟩, obtenemos que

(⟨∇XY,Z⟩+ ⟨Y,∇X Z⟩)p = ⟨PTpM [(∇̃XpỸ)p] ,Zp⟩+⟨Yp,PTpM [(∇̃XpZ̃)p]⟩

= ⟨(∇̃XpỸ)p ,Zp⟩+⟨Yp,(∇̃XpZ̃)p⟩

= ⟨(∇̃XpỸ)p , Z̃p⟩+⟨Ỹp,(∇̃XpZ̃)p⟩
= (X̃⟨Ỹ , Z̃⟩)p = (X⟨Y,Z⟩)p .

Observación D.14. Sea N ⊂Rn y consideremos Rn con la métrica usual. Sabemos
que (∇̃XỸ)p = ∂Ỹ

∂Xp
(p) =DỸ(p)[Xp], luego,

(∇XY)p = PTpN(DỸ(p)[Xp])

D.4.1. Ejemplos

Ejemplo D.15. Consideremos Rn con la métrica usual. Sea Sn−1 ⊂ Rn

con la métrica inducida. Tenemos que PTpSn−1(v) = (In− ppt)v, luego, de
la observación anterior se desprende que

∇XpY = PTpSn−1 (DY(p)[Xp]) = (In− ppt)(DY(p)[Xp])
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Ejemplo D.16. Sea St(k,n) ⊂Rn×k ≅Rnk con la métrica inducida. Tene-
mos que PTNSt(k,n)(v) = (In−NNt)v+Nskew(Ntv), luego, de la observa-
ción anterior se desprende que

∇XNY = PTNSt(p,n) (DY(N)[XN])
= (In−NNt)DY(N)[XN]+Nskew(NtDY(N)[XN])

D.5. Conexión Riemanniana en espacios homogéneos

Supongamos que G un grupo de Lie con una estructura Riemanniana. Sea H
un subgrupo de Lie cerrado. Supongamos que G/H es un espacio homogéneo para
el cual puede inducirse la métrica Riemanniana (ver Sección C.6).

Si X ,Y ∈X(G/H), denotaremos por X̂ , Ŷ ∈X(G) a los campos levantados sobre
G que son horizontales.

Proposición D.17. Sean ∇ y ∇̃ las conexiones Riemaniannas sobre G y sobre G/H
respectivamente. Entonces

∇̃Y X = PH(∇Ŷ X̂)

siendo X ,Y ∈G/H, PH la proyección orthogonal en el espacio horizontal.

Este resultado es de mucha utilidad para poder calcular conexiones sobre
espacios homogéneos. Lo que dice es que el levantado horizontal de la derivada
covariante de X en al dirección de Y coincide con la proyección ortogonal en el
espacio horizontal de la derivada covariante del levantado de X en la dirección del
levantado de Y .

♢ D.18. Dar fórmulas para la conexión de la variedad de Stiefel como espacio
homogéneo.
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D.6. Campo aceleración

Sea M una variedad Riemanniana y ∇ conexión afı́n. Sea γ curva en M con
dominio I. Denotaremos X(γ) al conjunto de campos en γ , es decir

X(γ) = {X ∶ Im(γ)→ T M ∶ X(γ(t)) ∈ Tγ(t)m}

Lema D.19. Sea γ curva en M, y X ,Y campos definidos en M. Denotemos por
p ∶= γ(0), y v ∶= γ̇(0). Si X ,Y son campos vectoriales definidos en un entorno de γ

tales que coinciden sobre γ , i.e. X ○γ =Y ○γ , entonces ∇vX =∇vY .

Demostración. En coordenadas locales, con base local {D1, . . . ,Dn}, podemos
escribir X =∑i αiDi, y y =∑ j β jD j. En particular se tiene que αi ○γ = βi ○γ . Luego,
resulta

(∇vX)γ(0) =∑
i
∇v(αidi)γ(0)

=∑
i

d
dt

(αi ○γ)∣p ⋅Di+αi(∇vDi)γ(0)

=∑
i

d
dt

(β ○γ)∣p ⋅Di+β(∇vDi)γ(0) = (∇vY)γ(0)

Este resultado muestra que tiene sentido definir la derivada de un campo x a lo
largo de una curva. En particular, ∇vX sólo depende del valor de X a lo largo de γ .

Dado que todo campo sobre una curva puede extenderse localmente (sin de-
mostración), el Lema D.19 nos permite hacer la siguiente definición.

Definición D.20 (Derivada covariante). Sea γ curva en M. Se define derivada
covariante de un campo X ∈X(γ), y lo denotamos por DX

dt , al campo definido por
∇γ̇(t)X̂ , siendo X̂ alguna extensión local de X en un entorno de γ(t).

Proposición D.21. La función D
dt ∶X(γ)→X(γ) ası́ definida verifica las siguientes

propiedades

1. R-linealidad
D
dt

(aX +bY) = a
DX
dt

+b
DY
dt
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2. Regla de Leibniz
D
dt

( f X) = f ′X + f
DX
dt

3. Si X ∈X(M), entonces

D
dt

(X ○γ)(t) = (∇γ̇(t)X)γ(t)

♢ D.22. Dar una prueba de este resultado.

Un caso muy especial, y por el cual se introduce la noción de conexión, es
poder definir la noción de aceleración de una curva.

Definición D.23 (Aceleración de una curva). El campo aceleración de γ se define
como

D2

dt2 (γ) ∶= D
dt

γ̇

A veces se utiliza la notación ∇γ̇(t)γ̇(t).

Observación D.24. Podemos obtener una expresión para D2

dt2 (γ) en coordenadas
locales. Dada una carta φ ∶ Vp ⊂ M →U ⊂ Rn y sea φ(γ(t)) = (x1(t),⋯,xn(t)),
sabemos que γ̇(t) =∑i ẋi(t)Di(γ(t))

D2

dt2 (γ) = D
dt

(γ̇) = D
dt

(∑
i

ẋi(t)Di(γ(t)))

=
n
∑
i=1

ẍi(t)Di(γ(t))+
n
∑

i, j=1
ẋi(t)ẋ j(t)(∇D jDi)(γ(t)). (D.3)

♢ D.25. De (D.3) resulta que γ es geodésica si y sólo si las coordenadas locales
satisfacen la ecuación diferencial de segundo orden

ẍk+∑
i, j

Γ
(k)
i, j ẋiẋ j = 0, (k = 1, . . . ,m).

Luego por teorema de existencia y unicidad de soluciones de ecuaciones di-
ferenciales resulta que existen geodésicas definidas localmente con condiciones
iniciales p = γ(0) y v = γ̇(0).
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Definición D.26 (Geodésica). Una curva γ en M se dice geodésica si D2

dt2 (γ) = o
para todo t.

♢ D.27. sea M ⊂Rn una variedad encajada con la métrica Riemanniana inducida
por el ambiente. Sea γ una geodésica en M. Entonces el campo aceleración de γ ,
como curva euclı́dea, es ortogonal a M. (cf. Sección C.4.)

♢ D.28. Extender el resultado anterior a M subvariedad Riemanianna de una
variedad Riemanianna M̂.

♢ D.29. Sea M una variedad Riemanianna con ∇ la conexión compatible. Sea γ

curva en M, y sean X ,Y ∈X(γ). Probar que

d
dt

⟨X ,Y ⟩ = ⟨DX
dt

,Y,⟩+⟨X ,
DY
dt

⟩ (D.4)

Observación D.30. Para todo p en M y Xp en TpM existe un única curva γ geodési-
ca tal que γ(0) = p y γ̇(0) = Xp. La notación utilizada será γ(t) = γ(t; p,Xp).

Definición D.31 (Mapa exponencial). Denominaremos mapa exponencial al mapa
Expp ∶ TpM→M definido como

Expp(xp) = γ(1; p,xp).

Comentario D.32. No siempre sucede que las geodésicas están definidas para
todo tiempo, y por lo tanto el mapa Expp no tiene por qué estar definido sobre
todo el espacio tangente TpM. (¿Podrı́as dar un ejemplo?) Cuando ocurre que el
dominio de Expp es todo TpM, para todo p ∈ M, se dice que M es una variedad
Riemanianna completa .

Utilizaremos el siguiente resultado sin demostración.

Teorema D.33. El mapa exponencial es una retracción.

Proposición D.34. La curva t ↦ Expp(tXp), es la geodésica que pasa por p con
velocidad Xp.

Demostración. Dado que Expp es una retracción se tiene que

d
dt

Expp(tXp)∣
t=0

=DExpp(tXp) ⋅Xp∣
t=0

=DExpp(o) ⋅Xp = Xp
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D.7. Hessiano

Sea M una variedad Miemanniana y ∇ la conexión Riemanniana.

Definición D.35. El Hessiano de la función f en C∞(M) en el punto p es una
transformación lineal Hessp f ∶ TpM→ TpM que verifica

Hessp f [Xp] =∇Xp grad( f ).

El siguiente ejercicio muestra que con esta definición coincide con el Hessiano
euclideano.

♢ D.36. Sea M =Rn con conexión Riemanniana ∇, y f ∈C∞(M). Probar que

⟨Hessp f [Xp](u),v⟩ =D2 f (p)(u,v), (D.5)

siendo D2 f el operador derivada segunda de f . Observar que en particular, si
{e1, . . . ,en} es la base canónica, entonces resulta

⟨Hessp f [Xp](ei),e j⟩ =
∂ 2 f

∂xi∂x j
(p) (i, j = 1, . . . ,n).

Veamos que el Hessiano ası́ definido verifica ciertas propiedades que el Hes-
siano usual también verifica y que son de nuestro interés particular.

Lema D.37. El Hessiano verifica la siguiente fórmula para todo X ,Y en X(M).

⟨Hess f [X],Y ⟩ = X(Y( f ))−(∇XY) f .

Demostración. ⟨Hess f [X],Y ⟩= ⟨∇X grad( f ),Y ⟩, por ser una conexión compatible
con la métrica tenemos que ⟨∇X grad( f ),Y ⟩ = X⟨grad( f ),Y ⟩− ⟨grad( f ),∇XY ⟩ =
X(Y( f ))−(∇XY)( f )

Proposición D.38. El Hessiano es simétrico, es decir, para todo X ,Y en X(M) se
cumple que

⟨Hess f [X],Y ⟩ = ⟨X ,Hess f [Y ]⟩.
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Demostración. Por el lema anterior tenemos que ⟨Hess f [X],Y ⟩ = X(Y( f )) −
(∇XY)( f ) y ⟨Hess f [Y ],X⟩ = Y(X( f ))− (∇Y X)( f ). A su vez, por la simetrı́a
de la conexión se tiene que

⟨Hess f [X],Y ⟩ = X(Y( f ))−(∇XY)( f ) = X(Y( f ))−((∇Y X)( f )+ [X ,Y ]( f )) =

X(Y( f ))− [(∇Y X)( f )+X(Y( f ))−Y(X( f ))] = ⟨Hess f [Y ],X⟩.

Observación D.39. La función B ∶TpM×TpM→R dada por B(Xp,Yp)= ⟨Hessp f [Xp],Yp⟩
es una forma bilineal simétrica

Proposición D.40. Se tiene

⟨Hess fp[u],u⟩ =
d2

dt2 ( f ○Expp(tXp))∣
t=0

Demostración. Observar que

d2

dt
( f ○Expp)(tXp)∣

t=0
= d

dt
[ d

dt
[ f (Expp(tXp))]] ∣t=0

= d
dt

[D f (Expp(tXp))(
d
dt

Expp(tXp))]∣t=0

= d
dt

⟨grad( f (Expp(tXp))),
d
dt

Expp(tXp)⟩∣t=0.

De (D.4) se tiene

d
dt

⟨grad( f (Expp(tXp))),
d
dt

Expp(tXp)⟩∣t=0 =

= (⟨ D
dt

grad( f (Expp(txp))),
d
dt

Expp(txp)⟩+⟨grad( f (Expp(txp))),
D2

dt2 Expp(txp)⟩)∣
t=0

.

Utilizando la Proposición D.34, y que Expp(txp) es una geodésica se concluye

d2

dt
( f ○Expp)(tXp)∣

t=0
= ⟨∇Xp grad( f ),Xp⟩ ,

lo que termina la prueba.
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En algunos textos se utiliza el resultado de la Proposición D.40 como definición
del Hessiano (ver por ejemplo [EAS]).

Corolario D.41. Hessp f =Hesso( f ○Expp)

Demostración. Probaremos que ⟨Hessp f [Xp],Yp⟩= ⟨Hesso( f ○Expp)[Xp],Yp⟩ pa-
ra todo Xp,Yp. Basta probarlo para Xp =Yp dado que B(Xp,Yp) definida como en la
observación es una forma bilineal simétrica. Por propiedades del Hessiano usual se
tiene que

⟨Hesso( f ○Expp)[Xp],Xp⟩ =
d2

dt2 ( f ○Expp)(tXp) ∣t=0 .

Luego el resultado sigue de la Proposición D.40.
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Ecuación de Riccati
una variable, 20
vectorial, 19

Espacio bandera, 23
acción de Gl(n,C), 24

Espacio cociente, 104
propiedad universal, 111
proyección cociente, 104
Relación de equivalencia, 103
topologı́a cociente, 111

Espacio homogéneo, 140
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